NOTE

SUR

LES PROPRIETES DES FONCTIONS DEFINIES

FAR

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

Par M. Hivui POINCARE,

Eléve-ingénieur des Mines.

MM. Briot et Bouqguet ont étudic¢ les propriétés des fonctions définies
par les équations différentielles. Ils ont démontré que, quand le coeffi-
cient différentiel est fonetion holomorphe de y ct de x, I'équation admet
une intégrale » fonetion holomorphe de x. Ils ont examiné ensuite ce qui
se passe quand le coefficient différentiel cesse d’étre fonction holomorphe
de x et de y, et ils ont fait voir qu’il pouvait se présenter deux cas :

I

1° ¥ est fonction holomorphe de & ou de 27, n étant un nombre entier
(quelconque.

2° y est une fonction présentant des singularités plus complexes. Dans
ce cas, I'équation différentiellc peut se ramener a I'une des trois formes

d d

mé—_—:f(.:c,y), 2}—{20, pour x=o0, Yy =0,
dy e

x -~ =f(x,r), 3§:0’ pour X =o0, )y =o0,
............ ) e ey Ceeey ,
n

f-{r‘iﬁf(x,j’),
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ou f(x,y) est holomorphe en x et en y. C’est la premiére de ces formes
qui se présentera si 1'équation différentielle donnée, étant algébrique, est
la plus genérale de son degré.

Clest celle aussi que MM. Briot et Bouquet ont etudiée plus particulie-
rement, et ¢’est a elle que se bornera la présente étude.

MM. Briot et Bouquet ont démontré ue :
. df
i° S 4

,- * - ,. . ? I L
47 Pour x=y=o0,n est pas entier positif, 1'équation admet

une intégrale holomorphe s’évanounissant avec x;

2° §i 4

3 pour =y = o0, est commensurable et positil, mais non

entier, I'equation admet une infinité d’intégrales holomorphes en xm,

ar.

m etant le dénominateur de 4,

30§ Y

' . r ’ . - /7 .
&’ pour x =y — 0, a sa partie reelle négative, I'équation

n’admet pas d’autre intégrale s’évanouissant avec x que l'intégrale holo-
morphe;

4° Si1 i our 0, a sa partie reelle positive, 1'équation

dy’ P Y . a p P y 1¢q
admet, outre 'intégrale holomorphe, une infinité d’intégrales non holo-
morphes s’avanouissant avec x.

Mais ces géometres ont laisse¢ de coté 1'étude de ces intégrales non
holomorphes; nous démontrons, au sujet de ces intégrales :

o . df - ¥
1° Que, si = A pour x =y = 0, elles sont holomorphes en x et x
sl A n'est pas entier positif et a sa partie réelle positive;
Af

2° Que si 2y’ pour x = ¥ == 0, est entier positif, elles sont bolo-

morphes en x ¢t xl.x.
Dans quels cas une fonction y, définie par une équation différentielle
de la forme

v
':.1) -f;{%:f(»ﬂ,j"),

ou f'est une fonction holomorphe de x et de y dans les environs de x = o,



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1 5

y = o, peut-elle se représenter dans les environs de x == o par une série
a double entrée convergente, suivant les puissances croissantes de x et
de &', ol A est un nombre quelconque réel ou imaginaire?

Supposons que cela soit possible, et voyons quels devront étre les
coeflicients de la série. On aura

ouy est une fonction holomorphe de x ct de z dans les environs de x = o

et z—=—o0.

: : 14 3 . 1 T -~ -} .
Remplacons, dans I'équation (1), y par sa valeur ¢(z, z) et —= par sa

; ] 14 £
({.'r f!.T {1‘5 (tr iz
dy dp do
‘I"J‘;: = n@" == 7\,.,({—3-

Différentions ensuite I'équation (1) ainsi transformée un nombre quel-
conque de fois par rapport a x, un nombre uelconque de fois par rap-
port a z; nous aurons la série d’équations

d'y Ty Ay _df | dfdy
T +Azdxd§ T iz T adz T dy dx’
. Ly A’y dy __df dy
Coaxds T AZ 2zt T A T dy dz

dy Py Ly S &f dfdy  dLydf
.17;?;_3- .l ?\Z(—};z-‘?; - 2 dx* " dx® + 2 d.:L‘ dy dx dy? dx? { adx? (l"]”

Voyons la composition de l’équation obtenue par m différentiations
par rapport axetn par rapport i3z
> Je dis que le premier membre sera

({m+n+ 1 ),-

— . |
L dm.—l—l x dn = !

drn—i-u-l—l y J dm-l-u. ¥y
(4= 12

AZ dmm dnt! z !

En effet, si cela est vrai pour m=—=m, n = n, ce sera vral aussi pour
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m=m-+1, n=n, ou pour #» =n -+ 1, m=m. Différentions en effet
I'expression précédente successivement par rapport a x et par rapport
1 Z; NOUS aurons

{]m-!-n-l—.. } (Zm-f-u-l-!l),- dm—]—n-{-l y

v (l‘“‘"_i;rd" + Az Aty drt : (m 1 fl?\) Ffﬂf@

drﬂ-l-n-l—ﬁ ¥ dm—]—.n.-|-2 }, dm+r.+1 Y

x 1 | ~ | n 7 ’ : . . *
ttm+l x (iﬁ-i-lz ! ?\ imlx. Ciu-}—i’ ! (? + h -—f— 2?\) (l'".‘t'd""‘lz

2° Je dis que le second membre sera formé d'une somme de produits
ayant pour facteurs : 1° un coeflicient constant positif; 2° une dérivée
partielle de f par rapport a x et 4 y; 3° différents facteurs de la forme

d“+§}r dm+n r . ..
——e—you a« <m, f<n. De pla - ntr e dan terme ou il
d"rd"’*’ ‘6 p S’ lfrﬂ- II’I e t C qu S Uun Lc 0Ol
. - fd
est multlphe par - l :
}

En effet, il est facile de faire voir, par une simple différentiation par
rapport a x, que, si cela est vrai pour m==m, n==n, cela est vrai encore
pour m = 1m -+ 1, n==1n,

Cela posé, voyons comment nous pourrons determiner les coeflicients
1 d’"”*’”')

1.2 il .2..nd"xdiz

»

successifs

Remarquons que x et z sont nuls; le premier membre de chaque é equa-

. F . y dm—i—n "V ’ . . I'I
tion se réduira a —— (E"z (m—+ na); la seconde équation deviendra A = % ,

dy

P pouvant d’aillenrs prendle une valeur quelconque
¥ i

dm-[-u‘,); d f-‘
‘im T fzﬂ z ((},

St l'on fait passer le terme dans le premier membre, celui-c1

drtry
! T d "

(Ia.+{?o ¥

devient [m—~+ (n—1)a], et le second ne contient plus que des

termes en y ou a < m, 5 < n. On peut donc calculer suecessive-

d*x diy
ment chacune des dérivées partielles de y.

o rim-{-n _:V
d*xd*z

1° un coeflicient positif; 2° diverses dérivées partielles de /; 3° un pro-

1 est égal 4 une somme de produits ayant pour facteurs :
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_ . | | 1
duit de termes de la forme ——, ol e =0, 1, 2, ..., m, |
& — [5h '

WO

[, 2, ..-,R—'—l-

En eftet, on voit facilement que, si cela est vrai pour toutes les valeurs

(‘{m+p}/‘ dm+ﬂ r
de _ y < < : —
s ouasm, Bn, sauf pour T

tion qui donne cette dérivée toutes les dérivées connues par leurs valeurs,

» en remplagant dans I'équa-

on obtiendra une ex pression de méme forme.

1
2° Le facteur

= ne peut entrer dans aucun des pl"odl_lits a une puis—

Ay,

Fo» « M
sSalnce SUI)BP]BU[‘B | ";‘
{

En effet, nous avons vu que le second menibre de ces équations se
rédnit a

_‘ da-l—-ﬁ'}, d,-l—af
kP (d“.:t: d"z) dix d‘i_fy ’

A r . v A
ou P représente un produit de plusieurs facteurs de méme forme.

51 'on différentie cette expression par rapport a z, on obtiendra dif-
férents termes. Dans chacun d'eux, ou bien I'un des « sera augmenté
d’une unité, ou bien 4 sera augmenté d’une unité, ou bien § augmentera
dy
dx
aucun des « ne variera. Done l'expression % -+ S« augmentera d’une

d'une unité, et I'on multipliera par

+ Si 'on différentie par rapport a z,

unmité¢ quand on différentiera par rapport a x, ne changera pas dans les
différentiations par rapport a z. Donc

v+ 2o =im, Za<m.

Supposons que la puissance a laquelle entre le facteur —— soit plus

—

petite que ;—': pour toutes les valeurs de « plus petites que m, et remplacons

. . LT o
ces dérivées connues par leurs valeurs dans l’expresmon de F;f;, comme

. 1 . s .
nous I'avons dit plus haut. Le terme —— sera a une puissance plus petite

2. . : m
que — et, a fortiort, plus petite que —- C. Q. F. D.

XLV Cahier, 3
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Voyons maintenant dans quels cas la série est convergente, et, pour
cela, remarquons que chaque terme de la série est formé d'une somme
de produits. Considérons chacun de ces produits comme formant un terme
de la série, et démontrons que le tableau des modules de la série ainsi
counslituée est convergent.

Premier cas. — Soit I’équation
& M
f;{‘—-r:aﬂ‘_,'_ﬁﬂy"i—' - v H
(= 50) = 10)

ou «, et 3, sont choisis de telle sorte que, pour x = y = o, le second

df 1 .
membre s’annule et que A= % ==—; M élant un nombre entier.

Les dérivées partielles du second membre sont toules positives. Il en

I
o —+ 537
Donc tous les termes de la série sont positifs. S1 done on déemontre que

est de méme des termes ou « est nul ou positif et > —1.

les termes arrangés d’une certaine maniere forment une série convergente,

il en sera de méme du tableau des modules des termes de la série.

l L} A
Or, comme A== -, en posant x = z", on a une équation de méme
i1

forme, ou A =1 et ou, par conséquent, comme |'ont fait voir MM. Briot
et Bouquet, y est développable en série convergente suivant les puissances

de z, c’est-a-dire de an.
Donc, dans ce cas, la série est toujours convergente, car elle I'est lors-
qu'on range les termes de facon que m -+ na aille toujours en croissant.

Deuxiéme cas. — Supposons le cas général ; seulement la partie réelle
de A est positive,

: . . . I . ’ .
On peut toujours choisir A'= ~ de facon que la partie véelle de a soit

plus grande que A'.
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Considérons maintenant nne équation de la forme examinée dans le
cas précédent, ou 2 soit égal a la valeur de X', qque nous venons de choisir,
ou M est le plus grand module que puisse acquérir f quand le module
de x reste plus petit que R et celui de y plus petit que R'. La série rela-
tive a cette seconde équation aura son tablean des modules convergents.

Ponr passer de cette série & celle qui est relative a 'équation donnée,
il suffit de multiplier chaque terme :

1° Par le rapport des dérivées partielles de f'a celles du second membre
de la seconde équation, rapport toujours plus petit que 1, puisque

chaque dérivée de f est plus petite que la dérivée correspondante de
M

A
i &

2° Par le rapport

fm Sun

; produit de a - 4
pmduil de =+ [5

moment, que les termes ou 8 est positif. La partie réelle de ¢ - ﬁh’ est

plus petite que celle de « -+ Sa par hypothése ; de plus, « + £A est réel;
done

3° Par le rappor

7 OlL nous ne considérons, pour le

| mod. « + AA < mod. « + fa |,

Donc le rapport considéré est plus petit que 1.
oduit o — A
A4° Par le rapport prodwt & = *

produil & — ).
D’abord, comme « -— A est réel et que sa partie réelle est plus grande

que celle de « — A, on pent toujours prendre « assez grand pour que le

o — A
module de

" soit plus grand que 1.

Par conséquent, le rapport considéré peut étre représenté, a moins (ue

2 ne soit un nombre entier positif, par
gm (1= 1) (2 —¥)* (x —X)*
P — )" :

bl
L]

i

(2 — )"

!

en faisant vavier « depuis 1 jusqu’a oo, § ne pouvant devenir plus grand
3.



20 H. POINCARE.

qu’'une certaine quantité &, pourvu que je démontre que le produit infini
en question est convergent.
Considérons sa racine m'*™,
1
| — )hf ('Z —)f) 2

(2 — A); ,

1 — A

ofis le terme geénéral par «*; il vient

M\« A
L(1 _ _) _ L(: __)“‘,
% o
dont la limite, pour « = w0 , est

Le"— Lé ou A'— 2,

qui est fini. Donc la série est convergente, soit u sa valeur. La valeur du
produit qui multiplie §” est ™.

Donc, pour passer de la série dont nous avons démontré la convergence
en étudiant le premier cas a la série que nous avons a examiner mainte-
nant, il suffit de multiplier par un terme qui est toujours plus petit que

1A
Km. mp. X ot A "
¢ ;7 . Pak

. X .
Or on peut toujours prendre le module de — assez petit pour (ue le

module de Ke“%, < 1.

SOiGIIF T = PcifF, .:L"z P;c;-q-.r;

a AL
Y -— Pn_; LY ‘
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Solent A= a —+ i3, p == ¢€°; il vient

x! o Puﬂ—?ﬂ e:’[cpm—q’i-.’—:—zﬁ)
— T v )

.'L'P*r eili

dont le module est p*e ¢,

Or on peut toujours, si « est positif, prendre p assez petit et ¢ assez
grand pour que ce module soit plus petit que 1. Tous les termes de la
premiére série sont donc multipliés par un facteur plus petit que 1; la
série reste donec convergente.

Donc :

Toute fonction définie par une équation différenticlle de la forme

dr
-'*U%r:f(ms.}’)’

daf

1 ' . . . » 3 . . » .
ou . = A et o A a sa partie réelle positive et n est pas entier positif, est

développable dans les environs de x = o, suivant les puissances crois-
santes de x et de x’.

Linutes de convergence. — Les deux conditions
Ke* 2+ o —9f 1=V
e —; <1, pevp T <1

nmontrent que la région de convergence est limitée a la fois par un cerele
et par une spirale logarithinique; on voit en méme temps que la série
peut étre convergente pour une des valeurs que 2’ peut prendre pour une
méme valeur de x, sans 'étre en méme temps pour d’autres valeurs de 2”.
Lorsqu’on franchit la spirale logarithmique en allant vers l'origine, le
nombre des valeurs de x* pour lesquelles la convergence a lien s’anugmente
d’une unité.

D pm‘amétrc arbitraire. — lL.e parameétre arbitraire est 1ci la valeur

[a O _
de -~ que nows avons pu prendre quelconque. Remarquons que tous les
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termes de la série sont des polyndmes entiers par rapport a ce parametre,
d’ou il résulte que la fonction y peut étre ordonnée suivant les puissances

croissantes de x, de x* et de ce paramétre.

Equations d’ordre J.zfpériem'. — Cette démonstration s'étendralt sans
difficulté au cas des équations d'ordre supérieur. En effet, ces ¢quations

peuvent, dans les cas ou z et y ne sont pas fonctions holomorphes de =,
s'écrire sous I'une des formes

d,
.:’r.’;%-:_-?\_)f <-p(x, 7, 2),

iz

m@=#z+\l(ﬂfw%2)a

ol @ et <} ne contiennent ni terme constant ni termes du premier degre

en x, ¥y, 2, ou
dy _
2" = =1 (2, ¥),

iz
-E -/, (.".I:', .jl‘) .

G

Dans le premier cas, si A et « ne sont m entiers positifs ni & partie réelle
négative, 5 et z sont holomorphes en z, 2", 2*. En effet, reprenons la
émonstration précedente, 11 suffira de remplacer A par x dans un certain
nombre de facteurs des produits en m -+ na.

La discussion précédente s’appliquera évidemment sans y vien changer,

Cas oit A=1.

Nous avons laissé de cété, dans le résultat que nous venons d’obtenir,
deux cas :

1° Celui ou la partie réelle de A est négative; or, dans ce cas, MM. Briot
et Bouquet ont démontré qu’il n’existait pas de fonction définie par 'équa-
tion et s’annulant pour 2 = o

2° Celui ot A est entier positif; ce dernier se raméne facilement & celui



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 2.3

oll A==1 par une transformation trés-simple, due aussi & MM. Briot et
Bouquet. Nous nous réduirons done au cas ou A =1.
Sotent

oy oy df
(1) e Sy, L=

Considérons l’équation auxiliaire

(2) x— = ay + f(x, y), @Ay T A

Toutes les dérivées partielles du second membre de I'éguation (2) sont
les mémes que pour I'équation (1), sauf la dérivée premiére par rapport
a y. De plus, pour I'équation (2), nous avons vu que y ¢tait dévelop-
pable suivant les puissances croissantes de x et a*, que le coefficient de
chaque terme était une somme de monoémes, et que le tableau des mo-

r A I -
dules des termes formés par chacun de ces monomes était convergent.

Soit
5 N
Fun de ces mondmes; soit, pour simplifier, A réel. La serie des mondmes
(4) mod. A (mod. )" (mod. x)”

est aussi convergente,

Posons
't —=— 1t x.

Nous pouvons développer 'expression (3) suivant la formule da bindme;
on obtient une suite de termes de la forme

(5) AK e gnp,

Remplacons un instant, dans la série, a* par z, qui sera alors indépen-
dant de x; la série est alors convergente quand x et z prennent des va-
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leurs d’un module inférieur a certaines limites p et p,. Supposons ¢ et x
positifs et tels que ces conditions soient remplies; la série (4) aura son
tableau des modules convergent; 1l en sera de méme de la série

geng,

K mod. Axmri"?,

puisque les termes de cette seconde série sont positifs et ue, groupés
d’une certaine maniére, ils reproduisent la série (4). Il en sera de méme
encore de la série (5), dont les termes ont méme module que ceux de la
série précédente, et il en sera de méme encore quand on remplacera ¢ et
x par des quantités imaginaires de méme modaule.

Les limites de convergence sont données par les inégalités

mod. x < p, mod.x+ mod. (z" — x) < p,.

Un terme quelconque a la forme

A a:,m+ pyn-p
P{n+ ne) ?

LY L] A L] L] d'}r
ou A est un polyni‘)me entler par I‘apport au parametre arbitraire —=-, que

fz

nous représenterons par a.

1° Les facteurs de la forme ne peuvent entrer une puissance

: a
TRy
(m—-p)

m * . LY *
— ou, ¢ _fortior:, a la puissance ¢

p

Considérons la série obtenue directement

supérieure a la puissance

t:;v)‘———x,

At Y 4

dE =M A

dy __ _dy dy
md‘r-——-—er;zr‘—{— (;\t‘—".r)(z'

Fgalons au second membre de I'équation (2), il vient

dy d .
m-&;—l—(?&t—x)%:ay—f—/(m,y),
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dy Al . 4 N . . LI ] - .
ou, par différentiations successives et remarquant qu’a I'origine

dy _dy __df | df dy
By — I

dr dt dx dy d x
b _df
dr T Ff? dt’

il est facile de voir qu'en déduisant de ces équations les valeurs des
dérivées partielles de y, on les obtient sous la forme de somme de mo-

A i L] A . .o
non . : que I'un quelconque de m multiplie par
onies EP(m—i—nl]’ que (quelcongque Cces monomes, tipliie p

— I I- .
™ EF, par et par , est la somme d’un certain
’ l.ﬂ...??t—l—p I.2...I£——p
o R U
nombre de termes de la série que nous venons de considérer.
. A I -
Done la série — ! PP a4 son

1.2, (mpl1.2...(5n1—p]) P(rn—{— k)
tableau des modules convergent.
De plus, il est facile de voir que les deux équations éerites en premier
lien donnent toujours

d dy C
U —a avee Y=g« (valeur arbitraire),
cly dt
df
dr T
d.:c T ] — )\
| | * + A
Done, comme le facteur — ne peut s’ introduire dans I'un des monomes
5 [} - L] . d'y- - b A
(que s 1l contient a une certaine puissance il l'un de ces monomes
. I . . .
contient le facteur — 3 le numératear A, tiendra a la méme puissance le
df
fﬂﬂtell[‘ o —— {-E-I?-

Revenons maintenant a I'équation (1) et cherchons de méme les coefhi-
cients de la série. Rien ne sera changé dans le caleul précédent, sinon

que A devra c¢tre remplacé par 1.
XLVe Cahier. 4
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Comme 1 — A == 0, on aura

dy
et 5= deviendra le parametre arbitraire, puisqu 1l prend une valeur indé-

termineée 3. Rien ne sera changé dans la série, sinon que chaque terme
sera multiplié par
('_) fﬁ‘f"(l—l'fp(m-—I—n)t) .'B”'t"'
/ ( df) P(m—+n) x¢
&% ——

da

Or nous savons que, sil'on suppose A <C 1, la seconde fraction est tou-
jours plus petite que K7, K étant une quantite finie.

Comme ¢ < r, il en sera de méme du premier facteur.

On peut done toujours prendre les modules de « et de ¢ assez pelits
pour que le module de I'expression (7) soit plus petit que 1.

Done la nouvelle série est convergente.

Toute fonction définie par une équation différentielle de la forme
a’r‘
z= = f(2,7)
df , : : .
ol = == 1, est développable suivant les puissances crowssantes de x et

dy

. . dt
d’une vartable t dcffime par & - = t — x ou de xL.x dans le voisinage

de x = 0, y = 0.

I.es limites de convergence sont données par

mod.x < p, mod. (zLx} <p,.

. ' » (I 4 . ’
I.e parametre arbitraire est é, et la fonction ¥ peut encore se déve-

lopper suivant les puissances croissantes de x, de ¢ et de ce parametre.




