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“infinité d’hyperboloides de révolution - équilatérales'a des axes paralléles
passant par la section conique des deux donnés, et parmi eux deux cénes
de révolution équilatéraux, qui séparent les hyperboloides & une et & deux
nappes. Chaque plan paralléle au plan de projection en détérmine un,
dont il est le plan principal; le centre, ¢’est le point d’intersection du plan
avec la droite joignant les sommets des deux cones indiqués, le cercle de
gorges, respectivement le cercle des sommets, c’est le cercle de puissance
du centre par rapport aux traces des cones dans le plan. Les cercles de
base des cones dans le plan de projection sont tangents aux cercles repré-
sentant la section conique, tandis que les traces des hyperboloides les
coupent sous un angle déterminé ¢ ; le cercle de gorge, respectivement des
sommets de I'hyperboloide; dont le cercle appartient au plan de projection,
est celui qui coupe 4 angle droit respectivement en diamétres —de sorte
que les cercles de trace forment un faisceau a points-limites réels ou ima-
ginaires, etc. (Voir I'article 22 de la note n° V, p. 248 a. ¢. 0.)

- 8i lés trois cercles doimés ne se coupent pas; les deux cercles qui font
avec eux des angles demandés p. e: qui résultent de H,, H,, H; sont tangents
a trois couples de cercles et orthogonaux 2 trois cercles. Les cercles trou--
vés sont les cercles directeurs de Poncelet d’une section conique, sur la
circonférence de laquelle sont placés les centres des cercles tangents. Cette
conique appartient et au systéme plan de ceux~ci et ‘al’hyperboloide repré-
sentée par le réseau, dans lequel le cercle de puissance du point de simili-
tude intérieur des deux cercles divecteurs -est le cercle de gorge, ou cercle
orthogonal, etc.

M. H. POINCARE

ingénieur des mines, chargé de cours & la Faculté des sciences de Caen. -

SUR LES APPLICATIONS DE LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE A LA THEORIE
) DES FORMES QUADRATIQUES

— Séance du 16 avril 1884. —

Depuis longtemps, M. Hermite a démontré qu'une forme quadratique
ternaire indéfinie & coeffficients entiers n’est pas allérée par une infinité
de substitutions -linéaires dont les coefficients sont également entiers..

. Mais "toules les propri¢tés de ces substitutions ne sont pas encore
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connues ; je crois donc qu'il n’est pas inutile d’en signaler quelques-unes
qui me semblent curieuses. Je prendrai pour point de départ les impor-
tants mémoires de MM. Hermite et Selling sur cette question (Journal de

. Crelle, t. XLVII et LXXVIII). Je commencerai par rappeler les résultats
obtenus par ces deux savants géométres ; mais je les exposerai sous une
forme un peu différente et plus commode pour mon objet.

Soit F une forme quadratique ternaire indéfinie ; on pourra P'écrire :

F = (ax + by + cz)*+ (d'x + by ¢’z — (" +b"y + c’z)2,
Nous.poserons : ’
E=ax + by+cz =dx4by+ s {=a"x+b"y 4"z,
F=04+n— -

X= Y

TrT ) Tpg (TR

Supposons que la forme F soit reproduite par une substitution linéaire
a coefficients entiers, ¢'est-a-dire qu’en posant :
_ x = Az’ +By' + Cs'
(1) Y= A:w' +By +Cs’
) = A 4By 4 Ca',
‘on obtienne : ‘
F= (ax' <+ by’ - cz’)2 + (@' VY + =) — (0" + by - c"EY,
je poserai: '
E': awl+ by'+ C:' T]': alm7+ b'y' + sz' c! e a!(ml_l_ b[[y'_*_ C”Z’
F— E'Z'{— _qrg_ clz. :

z . .

— 5 ;c___
= Y=y

’

r=X'45Y".

Je suppose que l'on ait :
Etnt— U=
d’olt :

Ev,_*_ _qtg_ cm: _1,
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¥, 1, ¢ seront déterminés en fonctiofs de £, 1, ¢, par des équations de
la forme : '
Y=k 4-fo+yL
@ =it
c':zlr’é-*"("”"]—%“{”Cg .

ot «, B, ¥, etc., sont des constantes réelles, telles que :
@bis)  wbat—a= P pt=l p =y =t

uf -+ ry,'p'-—\q" 6" =0 ay -+ rz'-\f'__mllYN =0 By err_ @”Y” —o.
De plus, on aura entre ¢ et ¢ une relation de la forme ;

., ht+k
N

ol h, k, I, k' sont des constantes imaginaires.
On connaitra les coefficients des relations. (1) quand on connaitra ceux
des relations (2); nous ne nous occuperons donc que de ces dernieres.
Voici comment il faut opérer pour trouver toutes les réduites de T
Soient

& s o
trois quantités telles que:
3) Gt — = —1 "
Soient
(4) | X= o P
S B

on formera la forme :
g4 =0+ 2 (EIE + e — th)z

qui est définic; on cherchera la substitution qui la réduit et on Fappli-
quera 4 la forme F. (Mémoire de M. Hermitc, Journal de Crelle,
1. XLVIL) ‘

Considérons dans un plan le point m,, dont les coordonnées sont X, et Y;
il sera’intérieur au cercle C, dont le centre est l'origine et le rayon 4. Si
on se donne X, et Y,, les relations (3) et (4) déterminent &, =, &, (que
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nous appellerons coordonnées hyperboliques du point m,) et, par consé-
quent, la réduite correspondante. A chaque point m, intérieur au cercle G,
correspond done une réduite de F, et une seule; quand le point m, varie,
la réduite reste la méme, si m, ne sort pas d’une certaine région R,; mais
‘elle varie, si le point m, dépasse les frontidres de cette région. La surface
du cercle C va donc se trouver partagée en umne infinité de régions telles
que la réduite ne change pas tant que le point m, reste intérieur a I'une
d’elles. Mais le nombre des réduites possibles-est fini; il faut donc qu’il y.
ait une infinité de régions

Ro, R's, R7,, ctc...

qui correspondent & une méme réduite. Soit n le nombre des réduites
distinctes, Soient

R, Ry, R,... Roey

un systeme de.n régions contigués les unes aux autres et correspondant
respectivement & ces n réduites distinctes, ce qu'il est toujours possible
de trouver. Soit P I'ensemble de ces régions. 1l _ekistem un systéme de
régions :

r ‘ ' ’ ’
R'o Ry Ry Ry

disposées les unes par rapport aux autres comme I'étaient entre elles

Ro, Ry, Ry.o. Ruic sy

et correspondant, respectivement, aux mémes réduites’ que ces dernibres.
Soit P’ I'ensemble de ces régions ; on définira de méme P", P”...
Considérons I'une quelconque de ces régions ; P, par exemple. Il y aura
une des substitutions (2) telle que, lorsque le point m, (dont les coordon-
nées hyperboliques sont &; =, &) décrit la région P, le point dont les
_coordounées hyperboliques sont : '

ofy =B, =4y

";'E;;*—.{ﬂ"’]i"'f“('ci

1[/21 + gll"].t __!_ Yllz-1
déerive la région P, De plus, I'on obtiendra de la sorte toutes les substi-
tutions (2), de sorte que, pour étudier ces substitutions, il suffit d’étu-
dier Ia-figure formée par lés régions P, P', P”, etc.
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Ici, je vais faire appel & la géométrie non euclidienne ou pseudogéomé-
trie. ¥écrirai, pour abréger, ps et pst, au lien de pseudogéométrie et
pseudogéométriquement. ) ‘

Jappellerai droite ps toute circonférence qui coupe orthogonalement le
cercle C; distance ps de deux points le demi-logarithme du rapport
anharmonique de ces deux points et des points d’intersection du cercle G
et de la droite ps qui les joint (compté sur cette droite ps). L’angle ps de
deux courbes qui se coupent sera leur angle géométrique. Un polbgonc ps
sera une portion du plan limitée par des droites ps.

Deux figures seront pst égales 'il existe un systéme de 9 constantes :

apy
, d" (J)’ YY
al! @Il Y”
3
telles que

I e e B e
ap+of—a'B' =0 ayfoy—a'y'=0 fy+fFyY—fy =0
et que, si le point (§;, ,, {;) décrit Ia premiére figure, le point
+ @&+ Pt 18 G Em Ayl <GB ")

décrive la seconde de ces figures.

Cela posé, on reconnait queces distances ps, angles ps, droites ps, etc.,
satisfont aux théortmes de la géométrie .non euclidicnne, c’est-a-dire 4
tous les théorémes de la géométrie ordinaire, sauf ceux qui sont une con-
séquence du postulatum d’Euclide.

11 résulte de ce qui précéde que les régions P, P, P”. .. sont pst egalcs
entre elles. On appellera mouvement ps toute opération qui change le
point dont les coordonnées hyperboliques sont £, v, ¢ en un point dont
les coordonnées hyperboliques sont des fonctions linéaires de &, =, ¢. Ce -
mouvement ps sera une rotation s’il conserve un point fixe ; une transla-
tion dans le cas contraire. Un mouvement ps sera complétement déter-
miné quand on saura qu’il change le point aen a, et le point b en b, ; nous
I'appellerons le mouvement (a a,, b b,). Il faut, bien entendu, ¢ue la dis-
tance ps: a,b, soit égale & la distance ps: ab. Deux figures seront
pst égales si Yon peut passer de I'une & I'autre par un mouvement ps.

Supposons que la forme donnée F ne satisfasse pas aux conditions du
paragraphe 299 des Disquisitiones arithmeticee, ¢’ est-a-dire qu’on ne puisse
pas annuler en y substitvant des nombres entiers a la place de a,y,s.
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La région P ne s’étendra pas jusqua la circonférence du cercle C. En
suivant son périmetre dans le sens positif, on cotoiera successivement lés
régions P, P,..., Py. Soit b; la. frontitre commune de P et de P; ; soient
@; et @ity les extrémités de cette frontidre; les b; seront les cotés, les
a; les sommets de la région P, et, en suivant le périmétre, on rencontrera
successivement le sommet a,, le ¢oté b, le sommet a,, le coté b,, le som-
met a,. .., le sommet @, le_coté. by, enfin le sommet ani4, qui n’est

“autre que le sommet ;. ’
(’est pourquoi nous disons que le coté qui suit le sommet a; est b;, et

. (que e sommet qui suit b; est @i+ 4.

Joignons par des droites ps les différents sommets de P, nous obtien-
drons un polygone ps Q. Faisons de méme pour P, P”, etc.; la surface
du cercle C va se trouver divisée en une infinité de polygones.ps Q, @,
Q’, etc. Ces polygones ps seront pst égaux entre eux, et le mouvement
ps, qui change P en P’, par exemple, changera Q en Q'. Envisageons le
polygone Q, I'un de ses cotés a, a,, par exemple, et le polygone Q,, qui
lui est adjacent le long de a,a, et qui correspond & la région P,. Considé-
rons le mouvement ps qui change Q en Q,; le mouvement ps inverse
changera ( en une certaine région Q;, adjacente & Q, le long d'un coté
a; @isy. De deux choses Pune’: ou bien () differera de Q,.

Alors les cotés a,a,, ,ai+4 seront homologues, formeront une paire, et
le mouvement ps, qui change Q en Q,, changera ¢; en a, et ¢i44 en a,.

- Ou bien Q; ne différera pas de Q3 et alors le mouvement ps, qui change
Q en Q,. sera une rotation ps de 180° autour du milieu ps de a,a,. Soit { '
ce milieu ;* on lenvisagera comme un sommet du polygone Q, de telle
facon que ce polygone présente deux cotés conséeutifs a,p, fa,, faisant
entre eux un angle de 180°. Ces deux cotés seront homologues, forme-
ront une paire, et le mouvement ps, qui change Q en Q,, changera a, en a,
et 6 en B. ‘

Donc, grace a la convention qui plecede

1° Les cotés du polygone Q se répartissent en paucs deux cotés d’une
méme paire sont dits homologues ;

20 Tout mouvement ps qui change Q en I'un des polygones qui lux
sont adjacents change un des cotés en son homologue.

Quand on connaitra le polygone Q et la distribution de ses coOtis en
paires, on connaitra tous les mouvements ps qui changent Q.en (', Q’, etc.,
et; par conséquent, P en P, P”, etc. On connaitra donc toutes les
substitutions (2) et, par conséquent, toutes les substitutions (1).

Supposons, pour fixer les idées, un quadrilatére a,a,a,0,; supposons que
a,a, soit homologue de a,a,, et a,a, de a,a,; les mouvements ps, qui chan-
"gent Q en (¥, Q", etc., seront tous des résultantes des deux mouve-
ments (a,a,, a,a,) et (a,d5, a,0,).
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Toute propriété des substitutions (1) se raméne donc & une propriété
du polygone Q. ¥en énoncerai deux : ’

1° Dewa cotés homologues sont pst égaua.

Envisageons maintenant un sommet quelconque, le coté suivant, puis
le coté homologue, puis le sommet suivant, puis le ¢oté suivant, puis le
c0té homologue, et ainsi de suite. On rencontrera de la sorte un certain
nombre de sommets et on finira par retomber sur le sommet qui a servi
de point de départ. On dira que tous les sommets rencontrés de la sorte
forment un cycle, et tous les sommets de Q) se trouveront ainsi distribués
en un certain nombre de cycles. Cela posé :

2° La somme des angles correspondants awe différents sommets d’'un méme
eycle est une partie aliquote de 2.

Supposons maintenant que la forme F puisse s'annuler quand on y
remplace «, y, = par des entiers convenablement choisis. Les résultats
seront les mémes, sauf quelques différences. La région P s’étendra jusqu’a
la circonférence du cercle C. On pourra, comme dans le cas -précédent,
décomposer la surface du cercle C en une infinité de polygones ps Q, (',
Q, etc., de telle sorte que les mouvements ps qui changent P en P, P
en P”, etc,, changent de méme Q en @', Q en (", ete. :

Seulement il pourra se faire que deux cotés conséeutifs du polygone
ne se coupent pas, ou, sil'on veut, que 'un des sommets de ce polygone
soit.imaginaire. '

Les cotés du polygone'Q se distribucront en paires, et les cotés d’une

. méme paire seront pst égaux. '

Les sommets de Q se distribueront en cycles comme dans le cas pré-
cédent ; mais il y aura deux sortes de cycles, les premiers ne contenant
(ue des sommets imaginaires, les seconds que des sommets réels.

La somme des angles correspondants aux sommets d’un méme cycle de
la seconde sorte sera une partie aliquote de 2 .

M. H. BROCARD

Capilaine du génie, & Alger.

ETUDE D'UN NOUVEAU CERCLE DU PLAN DU TRIANGLE

- Séance du 16 avril 1881, —

1. La Nouvelle Correspondance mathématique a renfermé un long
Mémoire dans lequel jai indiqué plusieurs propriétés du triangle, et entre



