FORMES CUBIQUES TERNAIRES ET QUATERNAIRES,

Pir M. H. POINCARE,

Professcur a la Faculté de Caen.

PREMIERE PARTIE (')

I. — InTrODUCTION.

L’étude arithmétique des formes homogénes est une des questions les
plus intéressantes de la théorie des nombres et une de celles qui ont le
plus occupé les géomeétres. Les divers probléemes qui se rattachent i la
théorie des formes quadratiques binaires ont été résolus depuis longtemps,
grace a la notion de réduite, et la solution en a été développée dans des
Ouvrages aujourd’hui classiques. La notion de réduite s’étendait sans peine
aux formes quadratiques définies d'un nombre quelconque de variables, et
les questions relatives a ces formes ont été traitées dans un grand nombre
de Mémoires, parmi lesquels nous citerons un remarquable travail de
MM. Korkine et Zolotareff, inséré dans les Tomes VI et XI des Mate-
matische Annalen et auquel nous ferons de nombreux emprunts.

Généraliser une idée aussi utile, trouver des formes jouant dans le cas
général le méme role que les réduites remplissent dans le cas des formes
quadratiques définies, tel est le probléme qui se pose naturellement et que
M. Hermite a résolu de la fagon la plus élégante dans divers Mémoires in-
sérés dans les Tomes 42 et 47 du Journal de Crelle.

L 4
1) La seconde Partie paraitra dans le L/ Cahier.
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200 H.  POINCARE.

M. Hermite s’est borné a I'étude des formes quadratiques définies ou
indéfinies et des formes décomposables en facteurs linéaires; mais sa mé-
thode peut s'étendre sans difficulté au cas le plus général. Je crois que
cette généralisation peut conduire & des résultats intéressants, et c'est ce
qui m’'a déterminé a entreprendre ce travail.

Ce n’est pas la premiére fois, d’ailleurs, que I'on tente I'application des
procédés de M. Hermite a une forme quelconque, et je dois citer a ce sujet
un remarquable théoréme de M. Jordan (Comptes rendus des séances de
I’ Académie des Sciences, 5 mai 1879), dont je donnerai dans ce Mémoire
une démonstration nouvelle.

Les résultats aunxquels je suis arrivé s'appliquent a une forme quel-
conque; mais, ne voulant pas sacrifier la clarté a la généralité, je me suis
restreint aux formes qui sont les plus simples parmi celles que M. Hermite
avait laissées de c6té. On verra aisément, d’ailleurs, quels sont ceux des
théorémes qui s’étendent au cas le plus général et comment on devait
faire pour les généraliser.

Les plus simples de toutes les formes, apres les formes quadratiques et
les formes décomposables en facteurs linéaires, sont les formes cubiques
ternaires. Mais si je m’étais borné a envisager un cas aussi particulier, bien
des résultats importants seraient restés dans I'ombre ; c’est ce qui m’a dé-
terminé i dire quelques mots des formes cubiques quaternaires. Je n’ai pu
pourtant en faire une étude aussi compléte que des formes a trois variables;
non pas que cette étude présente plus de difficulté, mais parce que j'aurais
eu a envisager un nombre trés considérable de cas particuliers et que j'au-
rais été entrainé ainsi 4 des longueurs inutiles; mon but n’étant que de
mettre en lumiére quelques particularités propres aux formes quaternaires,
j'ai préféré me borner a un petit nombre d’exemples.

Outre la simplicité des formes cubiques ternaires et quaternaires, d'au-
tres considérations ont influé sur mon choix. Ces formes ont été en effet,
au point de vue algébrique, I'objet de travaux treés intéressants et tres
complets, et, grice au lien étroit qui rapproche I'Algebre supérieure de
I’ Arithmétique supérieure, ces résultats m’ont été d'un grand secours.
Parmi les Mémoires auxquels je renverrai, je citerai :

Google



FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 201

Un Mémoire de M. Hesse sur les courbes du troisieme ordre (Journal
de Crelle, t. 28);

Deux Mémoires de M. Aronhold sur les formes cubiques ternaires
(Journal de Crelle, t. 39 et 35);

Un Mémoire de M. Clebsch sur les formes cubiques ternaires (M athema-
tische Annalen, t. VI);

Un Mémoire de M. Steiner sur les surfaces du troisiéme ordre (Journal
de Crelle, t. 53) et enfin deux Mémoires de M. Clebsch, intitulés Uecber
die homogene Functionen dritten Grades, etc. (ibid., t. 58) et Ueber
Knotenpunkte, etc. (ibid., t. 59).

1I. — DEriNiTIONS.

Nous regarderons deux formes comme identiques quand les coefficients
seront les mémes, quand méme les indéterminées seraient représentées par
des lettres différentes Nous représenterons une substitution linéaire

‘x. =a & +p.E +7E+dE,
(l) w2:“n£| +'i32£2+72£3+82£s’
l : (m3:a321+r63£2+7323+835w

J“A == a‘zl +[9-i£2 + 7153 + 852&
par la notation

al Kgl 74 A\' |
vr — a'.’ [62 72 82

a.’; [63 73 JZB

ab @4 74 JA

Dans tout ce qui va suivre, nous désignerons indifféremment les an-
ciennes et les nouvelles variables soit par x,, x,, x,,x,’et £,%,, £,,&,,
soitpar &, ¥, z,t, et &, n, {, 7.

Si dans une forme F, homogéne en x,, z,, r,, x,, on fait la substitu-
tion T, on obtient une forme en £,, Z,, £,, £,, que nous représenterons

par la notation
F.T.
L* Cahier. 26
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202 H. POINCARE.

Si dans les équations (1) on fait les substitutions linéaires

E,=amn +bn,+cn,+dn,
E,=a,n, + b, +c,n, +d,n,,
g, =a,n, + by, + c,n, +dyn,,
E,=anm, + b, +cn,+d,n,

qui définissent une nouvelle transformation T’, on obtient quatre équa-
tions linéaires entre x,, x,, x,, x,, n,, n,, n,, n,. Ces relations définissent
une autre substitution linéaire que nous désignerons par la notation

T.T'.

Ces opérations auront donc pour symbole le signe méme de la multipli-
cation. Toutefois, il faut remarquer qu’elles ne sont pas commutatives,
c’est-a-dire qu'on n’a pas .

T.T'=T.T,
mais qu’elles sont associatives, ¢’est-a-dire que I'on a

T.(T.T") = (T.T)) T”,
F.(T.T') = (F.T)T".

Une transformation T sera unitaire si elle a pour déterminant 1; elle
sera réelle si ses coeflicients sont réels, entiere si ses coefficients sont en-
tiers.

Deux formes seront algébriquement équivalentes ou du méme type si
elles peuvent dériver d’une méme troisitme par des substitutions uni-
taires.

Elles seront réellement équivalentes ou du méme sous-type si elles peu-
vent dériver d’une méme troisieme par des substitutions réelles et unitaires.

Enfin elles seront arithmétiquement équivalentes ou simplement équiva-
lentes ou de la méme classe si elles peuvent dériver d’'une méme troisieme
par des substitutions entiéres et unitaires.

On choisira dans chaque type ou dans chaque sous-type, pour le repre-
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FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 203

senter, une des formes de ce type ou de ce sous-type que I'on appellera la
Jorme canonique. Nous désignerons généralement cette canonique par la
lettre H. Le choix de la forme H est & peu preés arbitraire ; toutefois on sera
conduit, dans la plupart des cas, i choisir de préférence la forme la plus
simple du type considéré.

Disons quelques mots maintenant du langage géométrique dont il sera
fait plusieurs fois usage dans ce travail. Sil'on considere x,, x,, x, comme
les coordonnées trilatéres d’un point du plan, si F est une forme homogene

1 4 b
enr,,x,, r,, I'équation
F=o

définit une courbe plane C. Nous dirons habituellement que la forme F
représente la courbe C. De méme,siz,, x,, z,, r, sont les coordonnées
tétraédriques d’un point de I'espace, nous dirons qu’une forme F, homogene
par rapport & ces quatre variables, représente la surface dont I'équation
est

F = o.

Envisageons, dans les équations (1), x,, z,, x,, 2, comme les coordon-
nées d'un point de l'espace; £,, £,, £,, £, comme les coordonnées d'un
autre point.

Les équations (1) définiront alors une relation homologique entre deux
points de I'espace, de telle sorte que la connaissance de I'un de ces points
puisse permettre de déterminer I'autre. Le point (£,, £,, £,, £,) sera le
transformé du point (x,, x,, z,, x,) par la transformation T ; on appellera
de méme transformée d’une courbe ou d’une surface le lieu des transfor-
mées de tous les points de cette courbe ou de cette surface.

Il est clair :

1° Que les transformées d'une droite ou d’un plan sont une droite ou
un plan; .

2° Que la transformée de la surface F = o est la surface F.T = o.

Nous disons que T reproduit un point, une droite ou un plan, une
courbe ou une surface, quand ce point, cette droite, ce plan, cette courbe
et cette surface sont leurs propres transformées.

Google



204 H. POINCARE.

Nous dirons que T reproduit la forme F quand on aura identique-
ment

F.T=F.

11 faut remarquer que 'T" peut reproduire la surface ' = o sans repro-
duire la forme F; c’est ce qui arrivera quand on aura identiquement

F.T =aF

(« étant une constante différente de 1).

Supposons que 'on change le triangle ou le tétraedre de référence, si
Zyy Xyy Xyy o5 €,y €,y E,, €, sont les anciennes coordonnées de deux points
m et m'; si ¥, ¥ae ¥as Yas My Mae 1y, 0, sont les coordonnées nouvelles de
ces deux mémes points, on aura entre ces diverses quantités des relations
de la forme

L =ay, —+ b.)’, +ecy,+d,y,,

Ty =a,y,+ by, + ey, +dyy,,
Xy =a,y, + bayn += Y, + (13_)", )
r,=a,y, + b;.”? + ¢, ), + dl.yh’

Soit S la transformation linéaire

a, b, ¢, d,
a, b, ¢, d,
(13 bﬂ CS (13 ’
a, b, ¢, d,

cette substitution définira le changement de coordonnées que I'on vient
d’effectuer.

Google



FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNATIRES. 205

Il es tclair que la courbe ou la surface qui, dans I'ancien systéme de coor-

’ . ] ’ .
donnees, avat pour equatlon
F =0

‘aura pour équation nouvelle
F.S=o.

Nous dirons que le changement de coordonnées défini par la substitu-
tion S transforme Fen F.S.

Supposons maintenant qu’on élimine les x et les £ entre les équations (1)
et (2), puis qu’on résolve les quatre équations restantes par rapport aux '
Yi» Yas ¥s» ), seront alors exprimés en fonctions de »,, n,, n, et n, par
quatre équations de la forme

y,=An, +B,n, +~C,n, +D,n,,
y.=An, +B,n,+ Cyn, +D,n,,
ys=An, +B,n, +C,n, 4+ D;n,,
y.=An +B,n,+C.n,+D,n,.

ILa substitution

A, B, C, D,
._|a B, ¢ b,
“T A, B, C, D,

A, B, C, D,

s’appellera la transformée de T par le changement de coordonnées S. 11
est clair d’ailleurs que

>=S".T.S.
Par conséquent, si T reproduit la forme F, 5 reproduira la forme

F.S,
car

F.S.:=F.S.S'"T.S=FT.S=F.S.
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200 H. POINCARE.

ITI. — CLASSIFICATION DES TRANSFORMATIONS.

Soit la transformation

a, ‘9, 7 ac
“, 42 Y 32
T = P a ;
%y ﬁz Vs Oy
I “, {31 Vs 8x

nous dirons qu'’elle est canonique si 'ona
N
ﬁu =% -:‘oo:72:82:83-:“2:“3:(’%:ﬁ:z:tei:?/\ = 0.

Envisageons |'équation

«, —A fel 7 3-
“, s — A %2 82
(3) 5 ~o.
Ay {31 s —A 83
“, ﬁ-t 7y - A\A —A

La considération des racines de cette équation nous conduira a classer
les transformations T en quatre catégories.

T sera de la premiere catégorie si les racines de I'équation (3) sont
toutes distinctes et si de plus les puissances m” des racines de cette équa-
tion sont également distinctes, m étant un nombre entier réel quelconque.

T sera de la deuxiéme catégorie si les racines de I'équation (3) sont
distinctes ; mais, si leurs puissances 7™ ne le sont pas, m étant un nombre
entier quelconque, par exemple, si les racines de I'équation (3) sont 1,
—1, 2 et 3, T serade la deuxiéme catégorie, parce que ces racines sont
distinctes, mais que leurs carrés, quisont 1, 1, 4 et g, ne sont pas tous dif-
férents entre eux.

T sera de la troisieme catégorie si les racines de I'équation (3) ne sont
pas toutes distinctes, mais si T peut étre regardé comme une puissance
entiére d’une transformation de la deuxieme catégorie.

Enfin T sera de la quatriéme catégorie si les racines de 1'équation (3) ne
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FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 207

sont pas toutes distinctes et si, de plus, T ne peut pas étre regardé comme
une puissance entiere d’une transformation de la deuxiéme catégorie.
Supposons que I'on se propose de rechercher les plans reproductibles
par la transformation T.
Soit
U, X, 4 Uy Ty - UL, U, X, =0

un tel plan ; on devra avoir

ugoy gy gyt a4 us By 4 us By + uy B,
Uy — u,y
(4) \
( Y Y s et Y d e Y u, 0+ 130, + uy03 11,0, — A
- u - u, A

Il est clair que A devra satisfaire a I'équation (3), et que, réciproque-
ment, si I'on égale, dans les équations (4), A a1'une des racines de I'équa-
tion (4), ces équations donneront pour les « au moins un systeme de va-
leurs et définiront par conséquent au moins un plan reproductible par la
transformation F.

Supposons que T soit de la premiére ou de la deuxiéme catégorie, c’est-
‘a-dire queI'équation (3) ait quatre racines distinctes, A,, A,, A, et A,. Il y
aura alors quatre plans reproductibles par T.

Imaginons que I'on fasse un changement de coordonnées = en prenant
pour nouveau tétraédre de référence le tétraedre formé par ces quatre
plans. 1l est clair que la transformée de T par 2 sera

A, O o0 o
o A O o
O 0 A, O ’
0O 0 0 A,

et sera par conséquent canonique, et nous |'écrirons quelquefois, pour
abréger, (2, A,, A;, 4,).
Il suit de la que T est de la premiére ou de la deuxiéme catégorie; on
peut choisir X de telle sorte que
T.x
soit canonique.
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208 H. POINCARE.

Je dis qu’il en est de méme si T est de la troisieme catégorie; en effet,
dans ce cas, on pourra poser
(g
= étant de la deuxiéme catégorie et m étant un entier positif; soit, pour
fixer les idées,
m=3;
on aura
T=+"=¢33".7.3.3"7, ’
d’ou
STUT. S = (2w 3)0.

Si donc 37" 72 est canonique, X' T. 2 le sera également.

Les mémes considérations vont nous permettre de définir les puissances
entiéres, fractionnaires, incommensurables ou imaginaires d'une transfor-
mation de I'une des trois premieéres catégories.

En effet, soit d’abord une substitution T' canonique

A, O o0 o0
o A, O O
T= ::(7‘”7‘-_»17‘3’7\;)'
o 0O A, O
O 0 o0 A,

Soient , 'une des valeurs du logarithme de A,, w,, &,, 4, une des
valeurs des logarithmes de 2,, A,, 2, ; T* sera, par définition, la substitution

™ o o o
o eal‘h O 0 &£ a a o
= (™, ™, ™, ™).
ks
o o e o
o 0 o ™

Supposons ensuite une substitution non canonique; on pourra I'écrire

sous la forme
—y -
2Ty,
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FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. . 209

I' étant canonique, et sa puissance «**° sera, par définition,
> Tk,

Les transformations ternaires de la troisieme catégorie se classent en

deux types :

« 0 o « 0 0
Type A.... |0 « o], TypeB.... o a of;
o o f 0 0 «

mais nous devons remarquer que la substitution wnitaire du type B est
la substitution unité, c’est-a-dire celle qui laisse toutes les formes inal-
térées.

A ces deux types correspondent deux autres types appartenant a la

seconde catégorie :
Type A'. ... («, A%, 8), TrpeB.... (2,7, 24),

A, et A, étant des racines m*™* de I'unité.
On trouve de méme pour les transformations (uaternaires de la troi-

sieme cutegorle quatrg types :

TypeC.... («,a 8,7), TypeD.... (2,8, f),
TypeE.... («,a,a,8), TypeF.... («a, a,«),

auxquels correspondent, pour la deuxieme catégorie, quatre autres types :

Type C.... («,7a, B,7), TypeD.... («,7a B, Ap),
Type E . ... (a,na,00,8), TypeF .. .. («,Ma 2 a 2 2),

2., A,, A, 6tant des racines m“™* de I'unité.

La question qui se pose est de trouver les points, les droites et les plans
reproductibles par la transformation T et de discuter complétement le
probléme, mais il suffira pour notre objet de faire cette discussion pour

L¢ Cabhier. 27
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210 - H. POINCARE.

les transformations ternaires, les résultats devant s’étendre aisément aux
transformations quaternaires.

Appelons triangle principal le triangle de référence auquel il faut rap-
porter les équations de T pour réduire cette transformation a la forme
canonique; on verra aisément :

1 Quesi T est de la premiére ou de la deuxieme catégorie, les seuls
points ou droites reproductibles sont les sommets et les cotés du triangle
principal ;

2° Que si T est de la troisieme catégorie et du type A, les points repro-
ductibles sont le sommet «, = x, = o, et les points du c6té x, = o, pen-
dant que les droites reproductibles sont la droite x, = o et les droites
qui passent par le sommet &, = x, = 0;

3% Quesi T est de la troisieme catégorie et du type B, tous les points
et toutes les droites sont reproductibles.

Supposons que T soit de la premiere catégorie : aucune de ses puis-
sances entiéres ne sera de la troisieme catégorie, d'ou il suit que, si 7,
est un point (uelconque non reproductible, si =, est le transformé de =,
t, celui de 7, ete., il ne pourra jamais se faire que 7, se confonde avec
T,. Donc : |

Si T est de la premiere catégorie, sauf les sommets du triangle prin-
cipal (ou, dans le cas des transformations quaternaires, les sommets du

tétraedre), tous les points ont une infinité de transformés successifs.

Passons maintenant aux transformations de la quatri¢me, catégorie; on
ne pourra jamais les réduire a la forme canonique, mais on peut choisir X
de facon a ramener 37''T'2 a sa forme la plus simple.

Ainsi les transformations ternaires de la quatrieme catégorie se parta-
geront en deux types, dont je donne ici les formes les plus simples :

v

o

5 0 o e O O
- ; - |
IypeA,.... o « oy, Dypeb,.... |5 o« o

o Yy « vy ¢ «
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FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 211

Les transformations quaternaires se diviseront en quatre types :

le O O O « 0 0 o
e o 5 o o ; Y « 0 0
TypeC,.... . TypeD,.... . ,
o o 7y o o 0o [ o
0O 0 5 ¥y o o J §
2 0 0 o « 0 O o
o £ o o . . g « o o
Type E, .. .. . , Type ¥, . ... . .
o ¥y g O Yy 6 « O
o ¢ ¢ f e & 8 «

On voit aisément que les seuls points reproductihles sont les suivants :

Type A, ... X, =1, =0, x,=r,=o,

TypeB, ... r, =.x,=o0,

T_}’pec,... r,=—=r,=—=xr,—o0, I =—,—I,—o0, I,=—=x,=I,=0.
TypeD,... *,=r,=1xr,=o0, I ==r,=x,=0,

TypeE,... 2, =r,=xr,=o0, xr,=r =r,=0,

I

TypeF,... x,=x,=x,=o0.

Il ne peut y avoir d’exception que pour les types A,, C,, D,, E,, si
«=f3.

Or toute puissance entiére d'une transformation de quatrieme catégorie
est elle-méme de cette catégorie.

Donc, si'T est de la quatrieme catégorie, sauf un nombre fini de points
reproductibles, tous les points ont une infinité de transformés successifs.

1l ne peat y avoir d'exception que pour les types A,, C,, D,, E, si
«™ = (", et alors le lieu des points qui n’ont pas une infinité de transfor-

més successifs est une droite ou un plan.
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212 H. POINCARE.

IV. — CILASSIFICATION DES FORMES.

Les formes cubiques ternaires représentent des courbes du troisieme
ordre; nous les diviserons en sept familles.

Les quatre premieres familles comprendront des formes non décompo-
sables en facteurs, qui représentent des courbes indécomposables.

Parmi elles, les deux premieres familles comprendront des formes
a discriminant différent de o qui représentent des courbes sans point
double, c’est-a-dire des courbes de troisiéme ordre et de sixiéme classe.

Les formes peuvent toujonrs s’écrire de la fagon suivante :

aXYZ + X* +Y* 477,

X, Y, Z étant des formes linéaires en x,, x,, x,; de sorte que la forme
canonique (ui servira a définir chaque type ou chaque soustype de ces
deux familles sera

(5) buzyz+ B(a® +y* + ).

On démontre, en effet (voir un Mémoire de M. Hesse, inséré dans le
tome 28 du Journal de Crelle), qu'une courbe G du troisieme ordre et de
le sixieme classe a neuf points d’inflexion dont trois toujours réels et six
toujours imaginaires. Ces neuf points d’inflexion se distribuent de quatre
manieres différentes sur trois droites, et ils se distribuent d’une maniéce et
d'une seule sur trois droites réelles. Si 'on prend ces trois droites pour
former le triangle de reférence, 1'équation de la courbe C sera de la forme

baxyz + p(2* + y* +z*) = o,

de telle sorte que, si F est la forme qui représente la courbe C, on pourra
toujours poser
F=6axyz+ p(2® + y* +3*)3,

s étant une substitution a coefficients réels.
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FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 213

Il suit de la que toute forme cubique ternaire de la premiére ou de la
deuxiéme famille est réellement équivalente a une forme telle que (5).

Maintenant, parmi ces formes, je distinguerai (et 'on verra plus loin
comment j'y suis conduit) :

1° Une premiére famille, composée des formes qui ne sont pas décom-
posables en une somme de trois cubes;

2> Une deuxiéme famille, composée des formes qui sont décompo-
sables en une somme de trois cubes.

Les formes de la troisiéme famille auront le discriminant nul, mais
tous leurs invariants ne seront pas nuls a la fois; elles représenteront des
courbes du troisieme ordre et de la quatrieme classe.

On démontre que ces courbes ont trois points d’inflexion dont un seul
est réel, et qne ces trois points sont sur une méme droite réelle.

Si I'on prend pour former le triangle de référence cette droite et les
deux tangentes an point double, on trouve que I'équation de la courbe
peut étre mise sous la forme

6axyz + f(x* + y°) =o.

On en conclut que, si F est une forme de la troisieme, elle sera algébri-
quement équivalente a I'une des formes

(6) 6xiyz+ 6 (" + ),
ou par conséquent qu’elle sera réellement équivalente a I'une des formes

b6axyz + B(x® +¥?),
ou a I'une des formes
(7) 3ax’z+3a:y2z—i—ﬁx“-—3‘3xf’,
selon que les tangentes au point double de la courbe C sont réelles ou bien
imaginaires conjuguées.
Les formes de la quatriéme famille seront celles dont tous les invariants

sont nuls. Elles présenteront nne courbe du troisiéme ordre avec un point
de rebroussement, et cette courbe sera de troisiéme classe.

Google



21/ H. POINCARE.

Ces courbes ont un seul point d’inflexion, qui est toujours réel. Prenons,
pour former le triangle de référence, la droite qui joint le point d’inflexion
au point de rebroussement et les deux tangentes d’inflexion et de rebrous-
sement. L.’équation de la courbe pourra s’écrire

F+axy'=o,

de sorte que toute forme de la guatrieme famille sera réellement équiva-
lente a la canonique

(8) 2@y,

Les trois derniéres famille comprendront des formes décomposables
en facteurs. _

Les formes de la cinquieme famille représenteront une conique S et
une droite D non tangentes entre elles.

Prenons, pour former le triangle de référence, la droite D et les tangentes
a S aux points ou cette conique rencontre D ; I'équation de la courbe
décomposable pourra s’écrire

«3(3* + pay) = o,

’

de sorte que les formes de la cinquieme famille seront algébriquement

équivalentes a la canonique
(9) 52° + 6axyz,
et réellement équivalentes a la canonique

Bz' + Gaxysz,
ou a la canonique

(10) 37" 4+ 3arx’s + 3ay’s,

selon que la droite D rencontrera ou non S.
Les formes de la sixieme famille représenteront une droite D et une co-
nique S, tangentes entre elles. Prenons pour triangle de référence la
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FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 215

droite D, une droite H passant par le point de contact de D et de S et la
tangente a S au point ou cette conique rencontre H.
L’équation de la courbe décomposable pourra s’écrire

!

«y (3" + fy) = o,

de sorte que les formes de la sixieme famille seront réellement équivalentes
a la canonique

(11) Jayz® + 3[xy°.

Enfin la septieme famille se composera des formes décomposables en
facteurs linéaires, dont M. Hermite s’est occupé.

Avant d’aller plus loin, il y a lieu de dire quelques mots des principaux
invariants et covariants de ces diverses canoniques.

Nous désignerons, suivant I'usage, par A( f) le hessien de la forme f.
Soit a calculer

A(baays +- fa’ 4 yy® +83°);
nous trouverons aisément

6axr Gaz Obay
36A= |6z O6yy Oax]|,
i 6oy Gaxr Ou«z
d’ou
(12)  A=0(sye+ 24" )axyz —62°32° = — 6y y® — 6 235"

Calculons de méme

il vient
' l o bBy o
36A = 6{5()’ 6{3 X o |,
‘ o 0 6as
d’ou
A= — Ga";’zy’.
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216 H. POINCARF.
St Pon veut avoir
a(3eys 4 35xy%),

on trouve
o 65y o

368 = Gﬁ_)‘ Gﬁ,l‘ Ouz

b

o 6az  Gay

ot
A= — 65(‘32.3'.

M. Aconhold a défini deux invariants des formes cubiques ternaires qu'il
a appelés Set T (Journal de Crelle, tome 39, p. 152) et que je vais cal-
culer pour les formes qui nous occupent.

Pour faire ce calcul, je rappelle la définition (ue Clebsch a donnée d’une
opération qu'il appelle I'opération & (Mathematische Annalen, t. VI,

P 449).

Soit O( f) un invariant ou un covariant quelconque de la forme /f; on

convient d’écrire

-

o(f)]= ;—l/ O[S+ AA(f)] pour A=o.
M. Clebsch arrive aux deux formules suivantes :
AN =8/ P(8)=T
(Mathematische Annalen, t. V1, p. 450 et 451).

Mais si I'on remarque que ce que M. Clebsch appelle S et T, c'est ce
que M. Aronhold appelle 6S et 6T, on sera conduit a écrire

c[a(f)]=3S8.f, 4(S5)=T.
Or, en se bornant aux trois canoniques

Gaxys + 2 + )’ +¢3°,  «3° + 3507, 3ays® + 3fa7,
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on trouve sans peine, pour la premiére,

8A = 36a*(ByS + 24°)xyz —12a (B’ + yy* + 37°)(ByC + 24%),
~+ 698(— 2a°B)xyz — 6a*(— 62’ B) 2, '
+ 684 (— 6a’y)xys — 6’ (— 6a’y))",
~+ 68y(—- 6«3 )xyz — 6’ (— 64°8)27,

ou
da = 6axyz(6afyd + 124° — 6afiyd — 6aByd — 6afyd),

+ B2’ (36a' — 242" —124apB98),

+ 7y’ (36a* — 2f4a* —124F72),

+42° (36" — 244" — 12a8y4),
ou .

8A = (6axyz + fua’ + yy°® + 82°) (124" — 12aBy8),

ou enfin

S=fu" — 4%337,
338 =8a’(Byd + 24°) — 28398(By8 + 22°)
— 2ay8(— 6a*p) — 2aB3(— 64’y) — 2afy(— 64°4),

ou
188 =8aByS +164® — 2898 — fa*B)d
+ 122 Bye+ 12a° B8 + 12&°f3y0,
ou
188 = 164" + fou* [y 8 — 25797,
d’ou

T =388 = 8« + 20a® 572 — *y%c".
Il est facile de voir que les formes

az® + 3Bxy*, 3axy’ + 3pay?
ont pour invariants
’ S = o, T=o.
Posons en effet .

(13)

- ar— 1 —_— P
< .L—-‘-x” _}"-—-2),,
L* Cahier, 28

I
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218 H. POINCARE.

la premiere des formes devient

N

Z’:: + 318‘1'1.7“:’

et est par conséquent reproduite.

Or les équations (13) définissent une transformation

)

§

o O *I-
N

©

1

dont le déterminant est +; on doit donc avoir
S[AH]= & 8[/],
T[/H]=ST[f].

Or les deux formes f'et f.H sont identiques. Donc

S[£H] = S[/].
T[LH]=T[/];

on déduit de la

Une démonstration analogue est applicable a la forme
3ayz® + 3Bxy?,
qui se reproduit quand on pose
z=2z, y=1Y, x—16z.

Appliquons maintenant la formule (12) aux formes (5), (6) et (9), en
faisant successivement

ﬁ.—_—.-y:S,
=7
7:

[N

i =0,

-

o7

:(),
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Remarquons ensuite que, si K est la substitution linéaire

#=0 e=E+i) g y=>E—i) -

=
2

de telle sorte que

! i o -
Va e
K=)1 =i |
\./2 \/2
() (8] 1

Le déterminant de K sera égal i —i; or on aura identiquement
(6axyz + B2’ + By*)K = 380 + 3an*C + %E’ -3 %En’,
d'ou .
‘ A(3a£’2:+ Jan € + -%zﬂ_ 3%5#)
= (—1)*[a(6azyz+ g’ + By*)K],
S(3at2¢ + 3an g+ \/5__5 — 3% gﬁ) — (— i)* S(Bazyz + pa* + By*),

(14)

T(%af"(-+ 3an*f + %23— 3%2#) = (—1)'T(6axyz + B2’ + £y°).

De méme, soit
S=pz"+ 6axyz,

=30+ 3«8+ 3an’(;

on aura identiquement
Q :f K 9

d’ou
ae) = (—i)*[a(S).K], S(e)=(—19)'S(S), T(e) =(=9*T(f).

On arrive ainsi aisément aux résultats suivants.
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220 : H. POINCARE.

Formes de la premiere famille.

La canonique
(5) 6atyz + B(2'+ y' + 2°)
donne
A=6(p'+ 22°)xyz — 62’ B(2* + y* + 2°),
S=fa(a®—p"), T=8u«"+ 20— j°.

Formes de la deuxiéme fumille.

La canonmque étant la méme, les covariants et invariants seront les
mémes ; nous devrons toutefois remarquer que S = o (AronHoLp, Journ.
de Crelle, t. 39, p. 153).

Formes de la troisieme famille.
La canonique
(6) baayz + B(z* +7°)
donne
A=12a’xyz — 62°8(x* +y7),
S=4a«", T=8«".
La canonique '
(7) 3ax’z+ 3ay’z + B’ — 3pxy?
donne, en vertu des formules (14),
—A=6a'2"2 +6a’y'z — 6’2’ + 182’ Bxy?,
S=4a', T=-—8a".
Nous devons appeler I'attention sur une propriété extrémement remar-

quable de S et de T : c'est que S est un carré parfait et T un cube parfait ;

car
T* —S*=o.
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'Nous poserons
\/g =VT= P>

et il est clair que, dans le cas qui nous occupe, p est égal 4 24’ pour la
canonique (6) et a — 22 pour la canonique (7).
On voit sans peine que 'on a

3pf/+A=3o0a’xyz.

Formes de la quatriéme famille.
La canonique

(8) a3’ + 3Bxy?

donne
—_— G 2‘823]'2 .

A
S=0, "= o.

Formes de la cinquiéme famille.

La canonique
(9) bazyz +- fz°

donne
‘ A=12a"xyz — 6a’f2’,
S=4a', T =8a".

La canonique
(10) Bz’ + 3ax’z + 3ay’z
donne, en vertu des formules (14) et suivantes,

A=6a’pz’— 6a’x’z — 6a’y’z,
S=/4a', T=—8a".
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299 H. TOINCARE.

Formes de la sixieme famille.

I.a canonique

(11) Javs® + 3fxy?
donne
A= —6af’y",
et
S= o, T=o
V. — TRANSFORMATIONS SEMBLABLES.

Nous allons maintenant nous occuper de rechercher les transformations
qui reproduisent une forme donnée; mais posons d’abord le probléme
de la maniére suivante :

Etant donnée une transformation linéaire T, trouver les Jormes
qu’elle reproduit.

Nous ne supposons pas ici que les coefficients de T soient entiers, de
sorte que le probléeme qui nous occupe en ce moment est purement algé-

brique.

1° Transformations semblables de la premiere catégorie.
Si la transformation T est de la premiére catégorie, elle pourra s’écrive

>'.S8.3,

S étant canonique.

Si la forme F est reproductible par S, la forme F. 3
\ par T; donc, pour trouver toutes les formes reproductibles par T, il suffit
de trouver toutes les formes reproductibles par S et de leur appliquer la

sera reproductible

transformation X

Soit

S — [ep..-o-w., ey.,wv,’ ep.,a-zv; ep-miv.]'

b
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Nous pourrons poser
S=S,.5,,
ou
S, =[e", ™, e, e,

52 — [eiv.’ 6”’, ei‘", eiv.'].

Soit une forme F, reproductible par S, et soit

my _ms g o,

¢=Axl x! xa x‘

un de ses termes ; par la transformation S ce terme devient

A M1y SOy SNy SN g My = g My ppg My Ty (v Iy vy Ity g iy =gy )
1 Gy Gy 6, € € .

On doit donc avoir

s myM, = My = @i, + w,m, =0,

(15)
| v,m, + vym,+ v,m, + v,m,~=0 (mod2=).

La premiére des équations (15) montre que F est reproductible par
S,, la seconde que F est reproductible par S,.

Supposons d’'abord

V,=V2=V3=V4=0-

Alors S se réduit a S,, et il suffit, pour trouver toutes les formes F, de
trouver toutes les formes reproductibles par S,. Nous dirons alors que T
a sa canonique réelle.

On a, dans ce cas,

.L—d?—_—_:ln@ .L—'—iz::m¢ .L'ili=mq> .:L‘~—<£-—m(p
' dx, 1 ¥ 2 dr, 2> 3 dx, 3V tdx, = T
ou
. A3 L . 49 . W
My 'R+/AaJ2E+M3‘E3R+M"‘L'd—L

=(m,u, +~ My~ m u, + m,u,)@ =0,

et, comme cela a lieu pour tous les termes de F, on aura, en appelant
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224 H. POINCARE.

Py P2y Py Py les dérivées de F par rapporta x,, x,, x,, r,,
([6) My X Py = Ty Py = Ty Py + TP = O.

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que F soit reproduc-
tible par la transformation S, c’est que cette forme satisfasse a I’équation
différentielle (16).

Supposons maintenant que I'on n’ait pas a la fois

V|=72=V3=V4=0;

la condition précédente reste nécessaire, mais n’est plus suffisante.
Alors, si la transformation T est réelle, ce que nous supposerons, on
aura, par exemple,
Vo, = — V¥, V="V,

et, par conséquent,
(17) v (m, —m)) +v,(m, —m,)=0 (mod2x).

1° Si v, et v, sont commensurables avec 27, la transformation S, est de
la deuxiéme catégorie.
2° Si v, et v, ne sont pas commensurables avec 27, 'équation (17) ne

pourra étre satisfaite, si elle peut I'étre, que si un nombre entier égale

my, —m m; —m . , o«
: h == ; *5 h, et L, étant deux entiers déterminés; on a donc
] 2

T .
(m, — m

27 < N
. ;zj J)=o0 (mod27).

o (m, — m,)=:-0 (mod27),

Donc F est reproductible par les transformations

2ix 2im '
[/ Tk,
(e",c “, 1, 1),
21_! 2/
[ ~h,
(i, 1, e, o),

qui sont de la deuxiéme catégorie.

et
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3° Il peut arriver enfin qu'on ne puisse satisfaire a I’équation (17), et
alors il n’y a pas de forme reproductible par S.

S’il y en a, on vient de voir que ce sont les formes qui satisfont 4 I'équa-
tion (16) et qui, en méme temps, sont reproductibles par une ou deux sub-
stitutions de la deuxiéme catégorie. .

Quelles sont maintenant les formes reproductibles par T. Pour les
trouver, il suffit d’appliquer la substitution = aux formes reproductibles
par S. Soient y,, 7,, 7, ¥, les nouvelles variables, ¢,, q., ¢,, g, les déri-
vées de F par rapport a ces nouvelles variables; les y seront liés aux x et
les ¢ aux p par des équations linéaires; de sorte que, par la transforma-
tion 2, I'équation (16) deviendra

| q(ay +by,+ey,+4dy)
(18) s q.(ay, + by, - c,vs+d,y,)
+ g (a,y, +b,y,+c,y,+d,y,)
| 4-q,(a,y, +b,y,+c,y, +d.y,) =

Donc les formes qui sont reproductibles par T. devront satisfaire a
I'équation (18). Si T a sa canonique réelle, cette condition sera suffi-
sante.

Si T n’a passa canonique réelle, il pourra se présenter deux cas.

Dans le premier cas, les formes reproductibles par T devront en outre
étre reproductibles par une ou deux substitutions de la deuxieme caté-
gorie.

Dans le second cas, il n'y aura pas de forme reproductible par T.

2° Formation des formes reproductibles.

Proposons-nous de former toutes les formes cubiques binaires, ternaires
et quaternaires reproductibles par une transformation canonique réelle de
la premiére catégorie, ainsi que les transformations correspondantes. Voici
quel est le procédé que nous emploierons.

Nous choisirons dans la forme cubique ternaire ou quaternaire la plus
Le Cahier. 29
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226 H. POINCARE.

générale, deux quelconques des termes pour les formes ternaires, trois
quelconques des termes pour les formes quaternaires, et nous formerons,
de cette maniére, toutes les combinaisons possibles, en excluant toutefois :

1° Les combinaisons qui conduiraient 4 une forme binaire (s'il s'agit
des formes ternaires) ou 4 une forme ternaire (s'il s’agit des formes qua-
ternaires);

2° Les combinaisons qu’on pourrait déduire des combinaisons déja obte-
nues par des permutations entre les variables;

3° Les combinaisons qui conduiraient a une forme reproductible par
une transformation de la deuxieme ou de la troisieme catégorie.

Voici comment on pourra reconnaitre ces derniéres combinaisons.

Supposons que la transformation canonique s’écrive

S=1(2,, v,y 24, «,).

4y

Si, dans une combinaison, on trouve a la fois les deux term es

73 23
xy et x,,

il est clair que la forme & laquelle conduit cette combinaison ne peut étre

reproductible par S que si

3 ___
a‘_~a

0w

’

et alors S est de la deuxieme catégorie.
De méme, si I'on avait a la fois

viv, et ayr, ou  r.r; et x,r?,
ou
T, et wy,u.r,,
il est clair que Uon devrait avoir
v?=20% ou a,=o
1 2 1 29

et que, par conséquent, S serait de la deuxiéme ou de la troisieme cate-

gorie. '
Dans tous les cas, de pareilles combinaisons devraient étre rejetées.
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Dans' ces conditions, voici le Tableau auquel on arrive : j'écris a
gauche la forme reproductible et 4 droite la transformation correspon-
dante ; seulement, pour abréger I'écriture, partout, au lieu de

(g ey ey ey,
) €écrirai

(“’n Moyy Moy ’*".)7

le trait placé en dessous ne permettant pas de confondre les deux nota-
tions.

On arrivera ainsi au Tableau suivant :
Formes binaires,

zy* (=2, 1).

Formes ternaires.
3 2
3+ 1) (—«1),, 1, 0),

2t + xyz (—I, I, o),

4t ( /j,r—_‘z,,—l).

Formes quaternaires.

I

£ 4yt 4yt ( 4y, —2, 1, 0

£* 4 y3t - axyt ( 2,—2, 1, O

?

£+ y3t -+ aat (——1,—2, I, O

?

)
)
xy® + sttt 43"y (—8, 4y —1, l),
)

xy* 2y +ast (—4, 2, —1, 5

(Nous avons représenté, pour abréger, x,, z,, x,, x, par x, V, z, t).

Il faudrait ajouter au Tableau les formes que I'on obtient en affectant
chaque terme des formes précédentes d'un coefficient numérique quel-
conque et celles que I'on obtient en permutant les variables entre elles d’une
facon quelconque. Il est clair, de plus,. qu’une forme reproductible par une
transformation de la premicre catégorie est reproductible par toutes les
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puissances, entiéres, fractionnaires, ou incommensurables de cette trans
formation.

Ecrivons maintenant diverses formes quaternaires qui sont reproduc-
tibles par deux transformations canoniques, par les puissances de ces
transformations et par les produits de ces puissances. Il est aisé de trouver
toutes les fotmes qui satisfont a cette condition; ce sont :

x’ - yst

0, 1,——1,(-.-) 0, [,0,-—-!),

1 —2,0,—1),

]
9

(
1, —2, 0’,0) ((), 0,1, —2),
(

1, —2, 2,0) 1, —2, 0, ))

De ce qui précede, nous tirerons le résultat suivant :

Les formes cubiques ternaires reproductibles par une transformation
de la premiére catégorie sont celles de la quatrieme, de la cinquiéeme,
et celles de la sixieme famille. (Il faudrait ajouter celles de la septiéme,
qui ne figurent pas explicitement au Tableau, devant étre regardées
comme un cas particulier des formes de la cinquieme famille.)

3° T'ransformations semblables de la troisiéme catégorie.

Soit
S= (M” Moy My, u’i)

‘une transformation semblable de la troisiéme catégorie; on devra avoir
une relation d’égalité entre deux ou plusieurs des x«, sans quoi la trans-
formation ne serait pas de la troisieme catégorie.
Soit, pour fixer les idées,
By = My

Supposons, de plus, que u«,, u,, &,, «, sont réels; car, si cela n’avait
pas lieu, on poserait X

M|=M'1+ iu,], 1u2=P"2+iM27 ,uszﬂa“—i/".s, ,u‘::,l&,‘—f-l"““
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d’ou

- ' ’ ' ' o) ” ” » ']
S=S,.5,, S,= (u|, Ky iy u‘), b,———(u,, Uy M, .u‘),

et I'on démontrerait sans peine que toute forme productible par S est
reproductible par S,.
Si g, tyy 1y, p, sont réels, toute forme reproductible par S devra
satisfaire a I'équation différentielle
M Pyt Mo LyPo 1= Uy XLy Py~ U, Xy Py=— 0.
Il est aisé d’ailleurs de trouver les formes reproductibles par

S = (u.a Moy Uy, M,)-

Il suffit, en effet, de construire toutes les formes en x,, x,, x,, repro-
ductibles par
( u'_) b .l“:; b Mi ) ki

puis d’y remplacer x, par une fonction homogéne quelconque de degré m
en x, et en x,.

Appliquons cette régle, qui conduit évidemment au résultat, aux
formes ternaires ; quelles sont les formes cubiques ternaires reproductibles

par
S = ( o, o, {5)3
Il faut chercher les formes binaires reproductibles par

(a, ﬁ)

Les seules formes binaires satisfaisant i cette condition sont

2

xy

(woir le Tableau des formes reproductibles).
Donc les seules formes ternaires reproductibles par S pourront s’écrire

axy’+ 2bxyz + caz’,

et seront, par conséquent, décomposables en trois facteurs.
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11 suit de la que les seules formes cubiques ternaires, reproductibles par
une transformation de la troisieme catégorie et du type A, sont les formes
de la septiéme famille.

° Transformations semblables de la deuxieme catégorie.
o

Nous ne nous occuperons, dans ce qui suit, que des formes cubiques
ternaires. Si une pareille forme est reproductible par une transformation
de la deuxieme catégorie et du type A’ elle sera reproductible également
par toutes les puissances entiéres de cette substitution; elle le sera donc
par une transformation de la troisicme catégorie et du type A. Par con-
séquent, elle sera de la septieme famille, et, en ce qui concerne les formes
de cette famille, nous n’avons rien a ajouter aux travaux de M. Hermite.

Considérons maintenant une cubique ternaire, reproductible par une
transformation de la deuxiéme catégorie et du type B'.

Si cette transformation est réelle, sa canonique sera d’une des trois

formes
(iv‘, — iy, 0),
<.r'v,, — iy, i7r), ¥
(0, I'7r, O).

My

Si la canonique est de la premiére forme, et si 472’2
termes de la cubique que cette canonique doit reproduire, on devra avoir

est un des

(v,(m,—m,) =0 (mod27);

et, comme m, — m, ne peut étre égal qu'ao, a==1,a =2 oua = 3, on

devra avoir

27 4m
v.=7 Oou vy, = /> V,=-3“‘

Soit d’abord

La congruence

w(m,—m,)=o0 (modaw)
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conduit aux solutions suivantes :

m =2, m,—o, m,—1,

m=1, m,=1, m,=1I,

m, =o0, m,

2, m,=1,

m,=o0, m,=—o0, m;=o,
de sorte que les formes reproductibles par
(i7r, — 7, 0)

L N4 *
s’écriront
'z +xyz+y'z + 3’

(chaque terme étant affecté d'un coefficient.quelconque), et seront, par
conséquent, de la cinquiéme ou de la septiéme famille.
Supposons maintenant

la congruence

%E(m —m,)=o0 (modaw)

donne

m,—=o, In,,=3, m,—o,

m,=0, u,=0o, 77?3:3,

m,=—1, m,

I
3
|

de sorte que les formes reproductibles par

27 217\ 41w 4iT
(—.")—’__.'S—,O) ol (T,——T,0>

\

s écriront
3

(19) L S i S

(chaque terme étant affecté d’un coefficient quelconque).
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Soit maintenant la canonique
(fv,, — 1y, iw);
elle conduit a la congruence

y,(m,—m,) +=m,=o (modawx),

d’'ou
2y, (m,—m,)=o0 (mod27),
ou
_ = __om 4% = dw
V,=— 7, V,——;y V,—--i),—7 V|"—"T7 V,ZS, V‘:.—J"
Si I'on avait vy, = 7, on aurait
m,—m,+ m,=o0 (mod 2),
ou
m,+m,+m;=o0 (moda2),
ou
3=o0 (mod2),
ce qui est absurde.
Si I'on avait v, = , la forme proposée devrait étre reproductible par
{1 1 2 . .
(—;—7 — — 17T :(IW‘, — 7T, O);

elle s’écrirait donc
P -yt + ;).2 + )1,

Or, si I'on change z en — z, le terme en z* change de signe; de sorte que
les formes reproductibles par

i = .
y — — l’ﬂ)
2 2

ne doivent pas contenir de terme en z’, et sont, par conséquent, de la
septieme famille.
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9

Silonay, = =", la forme devra étre reproductible par

2T 9l . \3 207 2= . )
(T, —_ T) lﬂ) == (T == 3 ’ 0)((_), o, l?),

elle ne devrait donc pas changer s en — =, c'est-a-dire qu’elle ne pourrait
contenir que des termes en

, ), e oou Dy

de plus, elle devrait étre reproductible par

(45— iy (B, ),

et ne pourrait, par conséquent, contenir que des termes en

3 3 4

A7, T, 3Toel vz
Une pareille soinme devrait done étre indépendante de z et, par consé-
quent, de la septieme famille.

On arrive au méme résultat en faisant v, — =
Soit

La forme, ¢tant reproductible par

e i . 2 2= 2T o
Wy — =2 { = | =y —— —5
3 9 3 ’ 7I'> ( 3 ’ 3 E) >,
ne contiendra que des termes en
- Sy h - R o
R S D G ¢
Or, si l'on fait

]

(5

e

r=e%, y=—c ’n, z=—C(,
3%, @y, 2, ¥ se changent en

— ', —ayz, —at,  —)

L (;‘(1/1 lr,
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I ne peut donc y avoir de forme reproductible par une pareille transfor-
. . A . 5=
mation;; il en est de méme si v, = -

Enfin, si I'on envisage la canonique

(0, 0, (7),

on voit qu’une forme (u’elle reproduit devra s’écrire
.Ir':l _+__~,}.-'1 -+ .l';2 __*_'.)—z'-'

(chaque terme étant affecté d’un coeflicient convenable).
Il est aisé de reconnaitre que la courbe representée par une pareille
forme a un point d’inflexion en

d = )‘:0,

et que la polaire de ce point d'inflexion par rapport a la courbe est la

droite z = o.
Par conséquent, pour trouver toutes les transformations de la deuxiéme

catégorie qui reproduisent une cubique donnée F, il faut chercher toutes

les transformations 3, telles que
F.x=at’ 4+ )"+ 33"+ 6days,
et toutes les transformations S, telles que
F.S=ut®+ 5)" + 3yus* + 3dy:*;
les substitutions de la deuxieme catégorie qui reproduiront F seront alors

/20T 201

2(—;-7 — 30 0>2—|,

il— ,il'-
o AT s -
‘k 30 3 ’°>“ ’

(0, o, i7r)S".

Appliquous les principes précédents aux formes des différentes familles :
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Premuere famdle.
L.a forme
Gaxyz + L(a® +y°+ 37)

est reproductible par les transformations suivautes, qni appartiennent a
la deuxiéme catégorie. Nous n’écrirons que les transformations réelles, et
les considérations précédentes nous donnent, de ces transformations, le
Tableau suivant :

1 O o o0 1 0O 1 o0
o 1|, 1 0 o], 1 o o],
1 o0 o o 1 o o 1
(8] () 1 1 (0] (0]
o 1 o], o o 1],
) Y} nl o 1 o

c’est-a-dire que toutes ces transformations se réduisent a des permutations
entre les lettres x, y, z; c’est la un résultat qu’il était aisé de prévoir.
En effet, le systeme des trois droites

L=0, Yy=0, =0

est le seul systeme de trois droites réelles sur lesquelles se distribuent les
neuf points d’inflexion. Toute transformation réelle qui reproduit la forme
proposée doit donc reproduire le systeme de ces trois droites; elle doit
donc se ramener a une permutation entre ces trois droites. Une consé-
quence importante, c’est que toutes les substitutions qui reproduisent la

forme
(;al:); —+— lfj(,lf:‘ _*,_’}-"1 _*__ z:!)

reproduisent egalement la forme

2

£yt 2t
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Troisieme famille.
I.a forme
Gaxys —4- (1" +17)

sera ¢videmment reproductible par toute substitution qui se réduira a
une permutation entre les lettres x et y. Réciproquement, puisque les
droites x = o0, ¥ = o sont les tangentes au point double, toute substi-
tution réelle ou imaginaire qui reproduira la forme proposée devra repro-
duire le systeme de ces deux droites et, par conséquent, se réduire a une
permutation entre les lettres x et y. '

On voit de méme que la seule substitution qui reproduise

gt 4+ 3507 + 3ax®y + 3ay°z
est la substitution

'L'=E7 y=-—n, ZIZ== C

Remarquons que les deux substitutions

20
I
A

X=n, Y= f,

'vl"”—-_‘g’ .')‘: — ",

I
S

qui reproduisent respectivement
sx’ 4+ 5y* 4+ Gaxyz,

B’ + 350y 4 3aa?zs - 3uyts,

reproduisent également

Cinquieme famille.

Pour la méme raison, les seules substitutions de la deuxiéme catégorie
qui reproduisent
2+ Gaarys,

2 - 3ar’s-i- 3uy?z
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sont respectivement
r= wn, yr= &, =0
J":'_Ea y——mn, =0

r=—n, y=—=—E§g, 5=

pour la premiere, et

=
|
|
M
l
I
=
(2]
l
N

i
AN
< =
I
!
b
]
t

pour la deuxiéme.
Ces substitutions reproduisent également

x® 4 y? 4- 2%,

Quatriéme et sixieme famille.

Les mémes principes permettent de démontrer sans peine que les formes
de la quatriéme famille ne sont reproductibles par aucune substitution
réelle de la deuxieme catégorie.

Quant & la forme canonique de la sixieme famille

&ty + s,

elle est reproductible par les transformations suivantes de la deuxiéme ca-

tégorie :

.”L'—i—?\‘y‘—_———f—}\n,
y=-n
z—aoat — Ay = — 2rE — an,

A étant une quantité quelconque; ces transformations s’écriront avec le
mode de notation habituel

— 1 — 2A

— 42 — 42
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Toutes ces transformations sont le produit de la transformation unique
(—1,1,1)
k) . . CRN ’ . - .
par 'une des substitutions de la premiere catégorie qui reproduisent la
forme proposée.
5° Transformations semblables de la quatrieme catégorie.

Nous ne nous occuperons que des types A,, B, et E,, ce que nous
dirons de ces types s’étendant sans peine aux types C,, D,, F,.

Type A,.
Soit F une forme homogéne en ', x, et x, et reproductible par la trans-
formation
«a O o]
o 5 o,
o vy £

on pourra déCOHl[)OSCl‘ F en une somme de termes tels qne
L
€rQ,

¢ étant une forme homogéne en z, et en x, et reproductible, a un facteur
constant pres, par la substitution linéaire

£y, = (GE;-’

Xy = 72: -+ 16 39
¢ sera décomposable en facteurs linéaires et pourra s’écrire

o==A(r, —a,t,) (v, —z,0,). .. (v, —,r,).
Aprés avoir effectué la substitution linéaire, on aura

2=A (ﬁf-_-"" “l'}’gz'_ anﬁf:x) (ﬁfe - a:7£: - “:A,"E::,\' . (ﬁi.‘ - “/‘752 —“,ulegu);
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¢ étant reproductible, on devra avoir

2

a4 af

. =
g, = y U = —a"/_*_y"')’
! 2
b 2

+a:ﬁ,
AL,
@ r [

A

d’ou

¢ ne dépendra donc que de x,; donc F ne dépendra que de z, et de x,.
Toute forme ternaire reproductible par une transformation du type A,
est donc réductible aux formes binaires.

Type B,.
Soit la transformation

1 o

« 1 o0];

g oy 1

elle reproduit évidemment la forme x,; cherchons maintenant quelles sont
les formes quadratiques qu’elle reproduit.
-Soit

Al +4- Al + Ajxl -+ 2B, + 2B,x e, + 2B,

la forme quadratique générale. Par la transformation en question, elle

devient

AEI+ A% + A%, +2BEE +2B,£,5, +2B£ ¢,
+ 2A,48,8, + 2A, 59,8, + 2B, 88, &, + 2B, 7.5, + 2B,7£ £,
+ A, 2*E] + A FE] + 2B,«fE] +2B,38} +2B,qf?

+ AyE +2ByE;

+2A,9€.,
-+ 2A3|r3£,23 —+ 2B|“E|E:;’

Google



ajo H. POINCARE.

ce qui conduit aux relations

Aye +A, By +B,(f+ay) 4B,y =0,
A, +- A5+ 2B e+ 28,8 28,0 =0,
A,y 4 9B,y =o, '
A,y =o,

A% +B,a=o.

En général y So; ona done
A, =B, =o,
et les équations précédentes se réduisent a

A,z 4+ B,y =o,

(20) A,o® +2B,5+ 2B,y =o.

A, est donc arbitraire et des denx équations (20), homogénes en A,, B,,
B,, on pourra toujours tirer des valeurs de ces quantités, car des équations
homogénes ne sont jamais impossibles.

Soient donc A,, B,, B, trois quantités qui satisfassent aux équations
(20); pour qu’une forme quadratique soit reproductible par la transfor-
mation donnée, il faudra et il suffira qu’elle s’écrive

(21) Ay - A(Ae) 2By, - 2By,

A, et A étant deux quantités quelconques.

Réciproquement, si, dans la forme (21), on donnea A, A,, B,, B, des
valeurs quelconques, on pourra trouver une infinité de systemes de va-
leurs de «, 8, v, qui satisfassent aux équations (20). Je tire de la en pas-

- sant ce résultat :

Toute forme quadratique ternaire est reproductible par une infinité

de transformations de la quatrieme catégorie.

Soit maintenant I une forme qnelconquc reproductihle par la transfor-
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mation considérée. Soit C la courbe u’elle représente et qui sera également
reproductible par la méme transformation.
Considérons 1'une quelconque des courbes du deuxicme ordre

Ax? +A,x? 4 2B, 2, +- 2B, = o0,

ou A, est un parameétre arbitraire et ou A,, B,, B, ont les valeurs tirées
des équations (20). Par chacun des points m de la courbe C, on pourra
faire passer une de ces coniques ; comme ces coniques sont reproductibles,
les transformés successifs des points m sont a la fois sur la courbe C et sur
la conique qui passe par m. Mais le point m a une infinité de transformés
successifs, tandis que la courbe C et la conique, qui sont algébriques, ne
peuvent, a moins de se confondre, avoir une infinité de points communs.
Donc la courbe G se réduit 4 un certain nombre de coniques reproduc-
tibles.

La conséquence est que la forme I est fonction homogene de a7 et
a2 . oy . v
Ayxl 4 2B, w, + 2B, 0,

Elle satisfait done a I'équation diftérentielle

_(,I,F dr dlr

dr, dx. dr,

x, o o [T

B,aw, +B,r, A,x,+ B, B,a, !
ou
L L dF Y
(A,xr, + B,xr)) dz, — Bt g =o
Conséquence. — Toute forme reproductible par une transformation de

la quatrieme catégorie et du type B, satisfait & une équation aux différences
partielles, linéaire et homogene par rapport aux variables x,, x, et @,
dE  dT ¥

de,” de,” dxy’

Les seules formes cubiques qui satisfassent a cette condition sont eclles

de la sixieme famille.
L Caliier, S

ainsi que par rapport aux dérivées partielles
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w
=
[

Type LE,.

Soit I une forme reproductible par

=

« 0 O
0{100

o ¥y [ o

o2
)
<

(8]

Cette forme pourra se décomposer en termes tels que

m

‘1"1 @’

¢ étant une forme homogene en o, v, x,.
Il est évident que ¢ devra étre reproduct:ble & un facteur constant pres

pil[‘
5 0 o l
Y 5 o)
N
o ¢

et par conséquent absolument reproductible pai

1 5 (0]
7

= o
,6 |

N

0 € I
bob

Lo
(A, + Br,) LG, == 0,

o, *drx,

1l en sera de méme de 2)'¢ et, par conséquent, de I'.

Il suit de la que toute forme reproductible par une transformation du
type E, satisfait a une équation aux différences partielles linéaire et homo-
gene, par rapport aux variables x,, x,, x,, x,, ainsi que par rapport aux
17) N7 D) CRY) O

dériviées partielles —, —, ——, -—.
Pé dx,’ da, dxy’ de,
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Ce résultat se généralise sans peine et s’étend aux types D,, G, et F,.
Toute forme reproductible par une transformation de la quatriéme ca-
tégorie satisfait a une équation aux différences partielles.

6> Transformations semblables simultanées.

Supposons qu’une forme soit reproductible a la fois par deux transfor-
mations S et S,; elle sera reproductible également par tous les produits des
puissances de S et de S,; tels que

$°$'S'S’S".

On pourra donc former un groupe de transformations semblables simul-
tanées qui reproduisent la forme proposée.

Supposons que S et que S, soient de la premiére ou de la troisicme ca-
tégorie et que S soit canohique, on peut, en effet, toujours ramener le cas
général a ce cas particulier, 4 moins que S et que S, ne soient de Ia
deuxiéme catégorie, ce que nous ne supposerons pas.

Si p,s pyy Pay P, sont les quatre dérivées partielles de la forme proposée
/ par rapport aux variables «,, x,, x,, x,; f devra satisfaire aux équa-
tions différentielles

ar,p,+br,p, +ce p,+de p . =o
(”‘0‘1'1 —+ [)‘.1'__, —- C,r, -+ (ll 'r$‘)/)l

+ (a, b, vy e, 4+ dyx ) p
(22) ' '
(+<a,,r by, oyt & dyr ),

(a,x, e, +do ) p, =

Ceci va nous permettre de former d’une autre maniére le groupe des
transformations semblables simultanées qui reproduisent f'; en effet, en
prenant les crochets des deux équations (22) (qui sont des équations simul
tanées aux dérivées partielles du premier ordre), puis prenant encore les
crochets des nouvelles équations obtenues, on obtient de nouvelles équa-
tions aux dérivées partielles, qu’on peut ajouter entre elles apres les avoir
multipliées par des coefficients quelconques. On obtient ainsi une infinité
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d’équations de méme forme que la seconde des équations (22); ces équa-
tions définissent par conséquent de nouvelles transformations qui repro-
duisent f.

Prenons donce les crochets des deux équations (22), nous trouverons

)
= [b,(b — @), + ¢, (c—a)v, +d, (d—a)z,] p,
\ +[a,(a —b)x, +c,(c — b)a, + d,(d—b)x,]p,
| +[a,(a—c) e, +b,(b— ¢)e, +d,(d—¢)x,] p,
@ —d)e, + b, (b —d)r,+ e (e —d)i ] p,

Prenons encore les crochets de la premiere des équations (22) et de
I'équation (23) et nous obtiendrons une nouvelle équation (24) qui ne
différera de I'équation (23) que parce que les facteurs entre parentheses
(b —a), (¢ —a), (d— a), ... seront remplacés par (b — a)?, (¢ — a)’,
(d—a)*. .

Pour que les équations (22) soient compatibles, il faut que I'équation
(24) soit une conséquence des équations (22) et (23).

Supposons done qu’on ajoute les équations (23) et (24) apres les avoir
respectivement multipliées par des coefficients convenablement choisis ; on
obtiendra une équation résultante (25), et on aura toujours pu s’arranger
de facon que dans cette équation (25) le coefficient de z, p,, par exemple,
soit nul. '

Le premier cas qui peut se présenter, c'est que 'équation (25) se ré-

duise i

ce qui exige les ¢galités

(@ — /))% = (a — (')gi =(a-—-d) :—1/1

= (b — a)g% = (b— )2 = (b _,/)Z;'-:

('2”"‘; / & [2 12
== == =)

| = ((l—(l)s—i: (([—— /))2«' :((l—— (-);'l.
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Supposons maintenant que I'équation (25) ne se réduise pas & une iden-
tité. On formera une équation (27) en prenant les crochets de (25) et de
la premiére des équations (22). Il est clair que dans (27) le coefficientde
z,p, est nul. On ajoutera ensuite les équations (25) et (27), apres les
avoir multipliées par des constantes telles que dans I'équation résultante
(28) le coeflicient de x, p, soit nul.

Si I'équation (28) est une identité, on est ramené au premier cas, a la
condition de remplacer les équations (23) et (24) par (25) et (27), si
I'équation (28) n’est pas une identité, on recommence sur (28) la méme
opération que sur (25), et ainsi de suite. Il est clair que, apres douze opé-
rations au plus, on arrivera a une identité. .

Par conséuent, tous les cas possibles peuvent se ramener au premier
cas, et I'on peut toujours supposer que les équations (26) sont satis-
faites.

Dans ce qui va'suivre, nous dirons, pour abréger, en parlant des diffé -
rences a —-b,a—c,a—d,b—c,b—c, ..., les a — b, et en parlant
des coefficients b,, ¢,, d,, a,, b,, ..., les b,.

Ies équations (26) peuvent étre satisfaites de différentes facons.

Premiere hypothese.

Tous les a — b sont différents entre eux; il faut alors que tous les &,
soient nuls, excepté un, b, par exemple.
Alors I’équation (23) se réduit a

/),::O.

On en conclut que toute forme reproductible a la fois par les deux trans-
formations proposées ne contient pas .r, et est par conséquent réductible
aux formes ternaires.

La premiere hypothese doit donc étre rejetée.

Dans les deuxiéme, troisieme et quatrieme hypotheses, on supposera
que deux des @ — b sont égaux entre eux.
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Deuxieme hypothése.

a—b=a-c,

il faut alors que tous les &, soient nuls, excepté b, et ¢, ou bien excepté
a, et a,.
Si

I'équation (23) se réduita

Pi—= 0,

la forme F est donc réductible aux formes ternaires. Si

I’équation (23) s’écrit
a,p,+ a,p,=o,

et son intégrale générale est
F = fonction générale de x,, x, et a,r, — a,x,,

F est donc encore réductible aux formes ternaires.
Par conséquent, la deuxiéme hypothése doit étre rejetée pour la méme
raison que la premiere.

Troisiéme hypothese.
On a

a—b=b—c.

Il faut alors que tous les 5, s’annulent, excepté b, et c,.
[’ équation (23) s’écrit

b,x,p, + c,r,p,= o,
et a pour intégrale générale.
F = fonction arbitraire de r,, v, et x,z, + Azl

A étant unc constante.
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Done, pour obtenir une forme reproductible a la fois par la transforma-

tion qui correspond a (23) et par une transformation canonique, il suffit
d’additionner deux mondmes de méme degré en

. " . n? .
xy,®, et \Jlr,r, ALl

on peut, par exemple, obtenir deux formes cubiques, non décomposables
en facteurs : ce sont

xy + v, (v, + Axh),
2y + (e, 4 Axd).

Quatrieme hypothése.

On a

«— b=c¢—d.

Tous les b, sannulent, excepté b, et d,.
L’équation (23) s’écrit

b, p,+dx.p,=o0
et a pour intégrale générale
F = fonction arbitraire de @, x, et x, &, +Ax,2,,

A étant une constante.

On obtiendra donc les formes cubiques non décomposables en facteurs,
et satisfaisant anx conditions proposées, en écrivant

x, + &,(v, 0, 4 2x,2,).

La seconde de ces formes se déduit de la premiére par une permutation
d’indices.

Dans les cinquiéme et sixiéme hypothéses, an supposera que trois des
a — b sont égaux entre eux.
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Cinquieme hypothese.
On a
a—b=b—c=c¢c—d.

Tous les b, s’annulent, excepté b, ¢, et d,.
L’équation (23) s’écrit

b|-,l.,/)| C.!l‘[)‘, ([.}llvi/)a -—-0,

I’ = fonction arbitraire de x,,.v,.v, + Ae}, wio, + v vy, 4 vl

X
A, m et v étant des constantes.

On conclut de la que la seule forme cubique qui soit reproductible i la
fois par la transformation qui correspond a I'équation (23) et par une
transformation canonique, et qui de plus ne soit pas décomposable en fac-
teurs, est la suivante :

22 C o L .3
R 2 R I O SN

Stxiéme hypothese.
On a

a—0b=a4—c=ua—d.

Tous les b, s'annulent, excepté b, ¢, d, ou bien excepté a,, a,, a,;
I’équation (23) s’écrit

ou bien
ap,+a,p,4-a,p,.=o,
de sorte (ue I est réductible aux formes ternaires, et que 'hypothése doit
étre rejetée. '
Dans la septieme et la huitieme hypothese, on supposera que quatre des
a — b sont égaux entre eux.
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Septieme hvpothése.

On a

a—b—=a—c=b—d=c¢—d.

Tous les b, sont nuls, sauf b,, ¢, d, et d,.
L’équation (23) s’écrit

(byry,+ecv)p, +dye,p,+doe, p,=o,

d’ou
F = fonction arbitraire de x,, x, +vr,, x v, + a0l + ur, 2%,

A, u et y étant des constantes.
On conclut aisément qu'il n’existe pas de forme cubique indécompo-
sable et reproductible a la fois par les deux transformations proposées.

Huitiéme hypothése.
«$ —ec=b—c=b—d=a—d.
I.’équation (23) doit alors se réduire a
e, p,+doap 4+, p, +dx p,=o,
et a pour intégrale générale
IF — fonction arbitraire de x,, x, et v v, +Ar 2, + ur,v, +ov,r,,

d’ol1 I'on conclut qu’il n’existe aucune forme cubique indécomposable et
reproductible & la fois par la transformation correspondant a I'équation
(23), et par une transformation canonique.

Nous devons faire d’abord une remarque importante sur la seconde

des équations (22), c'est que, si I'on multiplie I'équation (23) par un coef-
L¢ Calier. 3s
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ficient convenable, puis qu’on la retranche de I'équation (22), il vient
ax p, b, p,+ca,p,+dax p =o,

de sorte cue 'on doit avoir

a b ¢ d

== — == =
oy /)._, Cy (/i

4 moins que la forme F ne soit reproductible a la fois par deux transfor-
mations canoniques qui ne soient pas des puissances d’'une méme substitu-
tion.

Tout ce qui précede suppose que les équations (23) et (24) ne se ré-
duisent pas a des identités. Voyons ce qui arriverait si pareille chose avait
lieu.

Premucre hypothese.

Toutes les quantités a, b, ¢, d sont différentes entre elles.
Dans ee cas, tous les b, doivent étre nuls, et I'équation (22) se réduit &

(’l'.r{ /)I -+ /)'_‘"l"zl)'.z —+ "2'7":;/73 -+ ({s‘r&/)\ = 0.

Par conséquent, les deux transformations proposées sont canoniques, et
I'on a vu plus haut le Tableau des formes cubiques quaternaires qui sont
reproductibles a la fois par deux transformations pareilles.

Dewxiéme hyvpothése.

On a
a=>~0.

Dans ce cas, tous les b, sont nuls, sanf b, et a,, et I'équation (22)

s’éerit
(v, b)) p (e, +=ba,)p, 4o, p,+dox, p,=o.

Si I'on suppose que la transformation qui correspond a cette seconde
¢quation est de la premiere ou de la troisi¢me catégorie, il sera possible de
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la ramener a la forme canonique par un changement linéaire de variables,
et I'on voit aisément que, aprés que ce changement est effectué, la transfor-
mation qui correspond & la premiére équation (22) reste canonique; et
par conséquent on est amené au cas précédent.

Si I'on suppose, au contraire, que la transformation qui correspond a la
seconde équation (22) est de la quatriéme catégorie, elle sera évidemment
du type C, et par conséquent la forme F réductible aux formes ternaires.

Troisieme hypothese.
On a

a=0b et c¢c=d;

tous les &, sont nuls, sauf 4, «,, ¢, et d,.

Quatricme hypothese.

On a

«=b=c;

tous les b, sontnuls, sauf b,, ¢,, a,, ¢,, a,, b,.

Dans la troisieme et la quatrieme hypothése, si la transformation T, qui
correspond a la deuxieme équation (22), est de la premiére ou de la troi-
siéme catégorie, on raisonnera comme dans la deuxiéme hypothése et on
arrivera au méme résultat.

Dans la troisieme hypothese, si cette transformation T, est de la qua-
triéme catégorie, elle est du type D, et par conséquent la forme F est ré-
ductible aux formes binaires.

Dans la quatriéme hypothése, si T, est de la quatrieme catégorie, elle
est du type E,; mais toute forme quaternaire reproductible par une trans-
formation du type E, est décomposable en facteurs.
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RESUME.

On a vu plus haut le Tableau des formes cubiques quaternaires repro-
ductibles par deux transformations canoniques qui ne sont pas les puis-
sances d’'une méme substitution.

Nous allons donner maintenant, en nous appuyant sur les considéra-
tions précédentes, le Tableau des formes cubiques quatérnaires qui ne sont
ni réductibles aux formes ternaires, ni décomposables en facteurs, et (‘]lli
sont reproductibles par deux transformations de la premiere, de la troi-
sieme ou de la quatrieme catégorie, I'une canonique et I'autre non cano-
nique,

Xy aie,  +x,r,
Xy - x,x,r, .,

D e I P R

11 faudrait, bien entendu, ajouter les formes qu’on peut déduire des pré-
cédentes en affectant chaque terme d’un coefficient quelconque, et toutes
celles qu’on peut en déduire par des permutations d’indices.

En ce qui concerne les formes ternaires, la longue discussion qui pre-
cede n’est pas nécessaire; en effet, considérons des formes de la quatrieme
famille, par exemple : elles représentent des courbes offrant un point de
rebroussement et un point d'inflexion; toute substitution qui reproduit la
forme donnée reproduira aussi les points singuliers et les tangentes en ces
points, et la droite qui joint ces deux points.

Si une transformation de la premiére catégorie reproduit ce triangle et
est canonique, c’est que le triangle est le triangle de référence, et s'il est
le triangle de référence, toute transformation de la premiére catégorie qui
le reproduit est canonique.

Donc une forme de la quatriéme famille ne peut étre reproductible  la
fois par deux transformations de la premiére catégorie, 'une canonique
et 'autre non canonique; et, d'ailleurs, nous avons vu qu’une pareille
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forme n’est reproductible par aucune substitution de la troisiéme ou de la
quatrieme catégorie. _

Le méme raisonnement s’applique aux formes de la cinquiéme famille. Par
conséquent, les seules formes cubiques ternaires qui soient reproductibles
par deux transformations de la premiére, de la troisieme ou de la qua-
trieme catégorie, I’une canonique et I'autre non canonique, sont celles de
la sixiéme famille.

Dans un prochain Mémoire, j’étudierai les applications des considéra-
tions qui'précedent a I'étude arithmétique des formes cubiques ternaires.

FIN DU L°® CAHIER.
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