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L<'s<)<'u\pn'mx't'cs PartK's (te «' tr:<\<ntont p:u'tt (!:n)s c<'Journat.
!;<))t'<'mK't'c':mxmois (le novembre<'t <!cc<'tn!)rc)88tt scric, t. VUI
<'t!a<t<'n\i<'tm':ut mois d'août )8S2 ~s<i'i('.t.VHt.I):tns<'<'(~)i\:)
soi~r< j<'cn))set'vcr:n. n):)!grc tes objections :m\(~)('ncs <'H<'sp('n\<')~
aontx't' ticu, !<'s<to))0tnin~tionsotnptovces (!:ms )cs (tcnx p)'<'n)i<')'<'s
P.n'tx's, ntm <h' t~avoir pas à <tonner <!<'(tcnnitions txmvcttcs.

On n a pu tire tes deux pretnieres Parties de ce Mémoire sans être

frappe <!<'!a ressemblance' que présentent tes diverses fjuestintts (pti y
sont traitées avec te grand problème astronomique <!e la stahittte<!n
sYstenie s<~atre. Cedernier probteme est, t)ienentendu J)eatxm)ppt us
«nnpti(ptc, pttisque tes Cfptations dttfcronietics du mouvement des

corps ( etestes sont d'ordre très cteve. H Y a même ptus. on retwo))-
trer. dansée problème, une diffKutteuouvettc, essentieHement diffé-
rente de cettes que nous avons eu a surmonter dans t'etude du premier
ordre, et j'ai l'intention de la faire ressortir, sillon dans cette troisième
Partie, du moins (tans la suite de ce travai!.
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M~is. <juoi<ju')t<'Hsoit, si ta sotutt~n <'xtg<'d<'p!u<t~r~n<ts('n6r~<'t
<t<'sprocèdes n<nn<<ux, t anatogx'(tes questions a résoudr<'n <'t) est ~:)s
n)«ms évidente. Pour étudier t\ quation diffcrentiette

He~n'dant ensuite x et comme tes coordonnées d'un point mohite, 1
connue te temps, on a a rec))<rct<er(p!et est )<'m<m%('Ut<'ttt<!H)t po<nt
')«n) on donne !a vitesse en ion< hon(te ses «entonnées. (/< st eenxm-
vetm'nt <~)e nous avons étudia et nousavooscherette :<resot)<!re<!es
oneshons, tehes queceties-o; te pomtino!)ite dectt):<-tit «ne eoot'he
to'tttt e?Hestera-t-i! toujours :<!'mk'riem' <t nne cotame potiton du

pt.ot? t.n <t autrestennes. et pour parter te tat)~a~eas(rouon)t(pte, txots
a\o~nsrecherche s! t orLitcde ce pomt était stah!e ou mst;d'!e.
\ous pourrons nous (les (ptestious auato~ues. torstpte et 1

ne seront plus des po~ nomes en.rct v. )nais<!es<on<'tionsat~<t))'t<p)es
de ces vari.ddes, ou men encore torsfjue t équation (ufferenhette sera
d ordre superteur au premier.
Maisauparavant i! importe de deutnr exactement ce(p<o)) doit en-

tendre par stabilité ou mstah)))tc. j'onr ceta. nous atton-. étudier tes

eh)~ équations (p~usuivenLet qui nous donneront dese\emp!es de tons
tes cas (pn peuvent se présente)
t" Soient d'anord

Les trajectoires ctant <ies<onrhes ter<nees, la stabititr est contph'h
2" Soient tnamtenant. en coordonnées po!:urcs,
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/f étant une constante qnetconqne. H serait aisé, d'niHeurs. (te passât
<!ccette équation en ('oordonneospohtiresaleqttatton cotït'spondantc
<'« «M)r<)(m)tccsrectat~t~aircs, et !'on verrait que, si l'on met cette

équation sons h <or<ne

<'tY nf seront plus (tes poty~omet (~ntipr~en .r et v, mais (k's ton
tions a!~cbrx)!H's(!cces varinHes. )j\~quatton dinon'nttcne sera encore
<tuprunier ordre, mais sera de (tegre supérieur.
On <roH\c it))tnc(itat<'tncnt t'intégratc

Jetant une constante d'intégration.
S) est connnensurat)tc avec 27r,la trajectoire est une courbe fermée,

<'t i <mretombe nur Ic cas prece<!ent. Supposons qu'H n'eu soit pas
:'insi.
Il arrivera alors (pt~ la traje( ton'c ne sera pas une courbe ienncc:

m:us ocittttnoitts c!tc jouira (tune cerLame stabuite on peut même dire
<t uh<'ccrhone pert0(hcité d'une nature panicntiere. En effet, soit
)m pomtde !a trajectoire, occupe nn temps par le point mobite. Dé-
crions :tntonr du point M nn cercle de ravon r aussi j)etit que nous
\ondmtts. Le point mobne partant du point ]\I sortira évidemment de
cecerr!c. mais il viendra traverser de nouveau ce peut cercle une M/f-
/7~ /M~, et ce)a, qnetque petit ()ue soit r. En d'autres termes, !e
point ))!obite partant (tu point Mne pourra jamais rev<niren ce point,
mais il reviendra en des points nniniment voisins de M.
En second neu, !e point M restera toujours a hnteneurde la cou-

ronne timitee par )cs deux cerc!es

? ==t et ?= 3.

~!aiss:~trajectoire rcmpnra entièrement cette couronne, sans taisserde
tacune. Je veux dire <pte, dans toute aire ptanc. si petite qu'eue soit.
située a t'interieur de la couronne, il y a des points de ta trajectoire.

/f<M/fA'<</<.(~'set:<*).tmm't. t':)8f.)t, t88'). 22
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Les .Utemands diraient que ta /e/~c, tormce partes différents

points de la trajectoire, est N&e/a~c~ a l'intérieur de ta couronne.
Ce second eas ne peut pas se présenter pour tes équations differen-

tiettesdu prenner ordre et du premier de~re. C'est pourquoi nous ne
t avonsjamais rencontre jusqu'ici

Soient maintenant, en coordonnées potaires,

L'intégra te générate est
tang A~ + C\

C éLant une constante d'intégration.
ici encore, si A est incommensurable avec ~-r. te point mohite ne

peut jamais revenir à sou point (!e départ, mais il peut revenir en des

points innniment voisins.
La différence avec le cas précédente c est (p)e te point mobitc n<'s<

phts assujetti a rester dans une certaine région du plan. e! (pte c est te

plau tout entier que la trajectoire remplit sans taennc (~<Ac~/
Ce troisième cas ne peut. pas ptns que te deuxième, se présenter

pour tes équations dn prenner ordre et du premier degré
Comme quatrième exempte, nous prendrons ta spirate loga-

rithmique dont t'équation differentieite s'écrit
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Soit M te point de départ du point mobile; si nous décrivons au-
tour du point Mun cercte de rayon suffisamment petit, nous verrons
te point mobite, partant de M. sortir de ce cercle, et, nprès en être
sorti. ~y/V~y~M~ rc/ï/f)~. C'est je contraire de ce qui se passait dans
les trois cas examines plus haut, et ou le point mohite, après être sorti
d'un eercte très petit, y rentrait ensuite une infinité de fois. Ace point
de vue. on peut dire que !a trajectoire est. instabte.
On sait que tes cerctes p= const. sont, pour nos trajectoires, (tes

r~M M/~fo/ï~c~. i)e p!us, tout le ptan est siUonne par ces cvctes sans
contact, sans qu'it y ait de c~c/M~/M/ (~'est :< la présence de ces
oyctessans contact (pt'est duc rinstabitite de ta trajectoire.
')" Soitennn rcquation

Les ccrcies ? = const. sont encote descyctes sans contact, excepte tes
ccrctes o ==t et = 2, qui sont <tescycles limites, t/mtegraie ~énerate
Ct<)t)tt

<mvoit aisément (jue ta trajectoire est instable, c'est-à-dire que, âpres
être sortie (fuu cercte suffisamment petit décrit autour du point (!<'

(iépart, elle ne pourra pins rentrer.
La (!if(oren(e avec le cas j)receuent tient à t existence des <vc!es

timites. H en resutte que, si te point de départ est à rinterienr (te ta
couronne tinntee par les deux curetés p ==t et o = 2, te point motnte
restera toujours a t intérieur de cette couronne.
Nous pouvons maintenant, en nous référant aux exemptes précé-

dents. donner une defhution précise de la stabilité. 'Kousdirons que ta

trajectoire d un point tnohite est t'taLIe~iorsque. dé( rivant autour du

point de départ un cercte ou une sphère de rayon y. te point mohite.
après être sorti de ce cercle ou df cette sphère. rentrer:! une inunite
de fois, et cela, quelque petit que soit C'est ce qui arrive dans tes
trois premiers exemptes.
t\He sera instable si, après être sorti de ce cercle ou de cette sphère.
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It' point mobite n v rentre ptus. C'est cf (pu arrive dans tes deux der-
niers exempte-
L:t stabitité ainsi définie n'a qu'une importance tt~éori(pte. I~our ta

pratique. il faudrait déterminer une région (!cFesj~accou te point mo-
bile reste constamment renferme, tt arrive justement (jne !n détermina-
tion d'une pareUtc région est beaucoup phts (tifncHc(!ans le cas <!eb
stah)!ite fpie (tnns te cas de l'mstahnite. 11Ya ta une (Wfneutte,sur ta-

quet!e je ne veux pas insister dans ce moment, mais (pu tera, dans ta
suite de ce trav~it, l'objet d'assez ton~s développements.
t)ans tes cas que nous avons étudies jusqu'ici, c est-n-dire pour tes

équations du premier ordre et du premier degré, tes trajectoires sont
des evctes, c'est-.t-dire des courbes fermées ou des spirales (ro/r théo-
cerne Xtt. t. VHt, p. 2)')). !)aiis le prenne)' cas, cttes sont stables:
dans te second, installes. On ne peut donc jamais rencontrer rien de
sembtabte a ce que nous venons d'observer dans tes deuxième et troi-
sième exemptes.
Kn générât, te plan est sittonnc d'une innmté decvcies sans contact

<'t de c~ctesnmites (théorème X\'tti. t. Ytti. p. 2~ .Tontes tes tra-
jectoires sont des spirales, excepte tescvctes timites.
L'instabilité est donf ta ré~te. et ht stabilité t'e\ception.
tt peut arriver aussi, dans des cas très exceptionnels, que te ptan.

ao lieu d'être sittonné par une Innnité de cvctes sans contact, est ~it-
tonné par une innnitè de courbes fermées satisfaisant a t'équation difte-
rentiette proposée et tormant un de ces systèmes (p!e nous avons ap-
pelés /7Y7/</MM (t. ~H, p. '~83). 11v a ators stat)itité. (?est ce
(pu arrive en particuner dans te \oi ina~c de ces points singuliers
exceptionnets que j'ai appetés cc/ (t. YH. p. 3<)f) et dont nous
allons faire une étude ptus approfondie.

CHAPITRE Xi.

~tÉORtE ~ESCKNTRKS.

Kerivons notre cquadondifffretttieUcsous ta iorax'
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de manière à lui faire représenter le mouvement d'un point mobite.
Supposons que X et Y sont des po!ynumes Je <!e~'e /i e)t .r <'ten v.
Supposons (te ptus que nous ayons pris pour origine le pont sin~uher
que nous voûtons étudier, de telle thron que X et Y h'annntent avec
<'ty. Nous pourrons écrire alors

<'tY,otant dos potynomcs homogènes de dcgrc <on .r et en Cher-
chons maintennntsi t'on peut ~)rmcr un potytxnnc F<'n.r<~cnv. (tu
tcih' iacon (me. (tans r<'xnression

qui est aussi un pot\n6me entier en .reten v. tes termes (te (te~re in-
tcriettr :t~ e)t .r et en soient tous nuts.
\ou'4 pourrons eerire

F=F,+F3+t\+.

i\ e~nt iiotno~enc (!c (le~t'e en .r et en en supposant, ce (~0 est
nécessaire punr notre objet, que F n<*contienne pa~(te terme <!e<!e~re
o on
Posons ensuite

't'~tsera un potynôtnc homogène de degré /-< f.
Si nous écrivons que, dans< tous les termes (te degré intérieur a~

sontnuts, il viendra
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La première (te ces équations nous donnera l'a. la deuxième et
ctnht ta nous donnera F~ ~OM/TM/OM/b~ yM' soit /c
f/M/M/~V.
( considérons(t'ahord la première équation.
~nx~tti

J\ous supposerons de plus que les valeurs de et c, (me t ontire des

e<)uations (a), sont teHes que la forme r'a soitdeunie positive.
Stces deux conditions soit remplies, on retombera sur )<'<y/M/r~

<~ .VM&or</o~dont nous avons dit quctqnes mots a ta page ~<)o<!u
Tome\'tt, mais que nous n'avons pas encore étudie a fond.
Si cites n'étaient pas remplies, an contraire, te point siu~ntier serait

un nœud, un foyer ou un cet, et nous n'aurions rien a ajouter a ce que
nous avons déjà dit au sujet de ces points. Nous supposerons donc ces
deux conditions satisfaites.
La forme t étant deunie positive~ nous pouvons toujours t écrire

sous la forme suivante
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car, si cela n'était pas. il suffirait d'un changement hnéaire de variables

pour ramener Fgà cette forme. Nous ferons désormais cette hypothèse.
Queites en sont les conséquences au sujet de X, <'t(le Y,?
Les ('ouations (2) deviennent

ou i' est un polynôme homogène de degré y (pt'il s'agit de déterminer.
pendant qnc ï~ est un potynônte homogène (te degré qu'on peut con-
sidérer comme donné, puisque ne dépend que des polynômes X et Y
et des potynômes homogènes Fa. Fg, que l'on a du calculer
.tvant 1'
Dans (ptel cas est-il possible de satisfaire n une équation de la

torme ( ~)?
l'our résoudre cette question, nous allons passer aux coordonnées
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Oausces expressions, ne pourra prendra (ptc (tes \:deurs inférieures
ou au plus épates a y, et de même parité (me <y.En p<n'ticuticr. si y <'ht

impuir, il ne poun':) pas y avoir (te terme tout connu (c'est-n-din' (~'
terme ou ==o).
!/ëquation (~) s'eoit ators

-=-y~</(U ''1,

t'om' ()n'ou puisse v satisfaire, il f:ntt et il suffit que '~(M)ne oonhenne

pas <te terme tout connu, c'est-à-dire que t'on ait

C., = o.

Cette oouditio)) est rcmpHe (t'enc-meme. comme nous vexons de te
voir. tors<me est impair. KHe ne t'est pas. au comfaire, eu ~exerat.
torsqm'~ est pair.
Si <yest impair, il a doue toujours une manière et une seute de sa-

tisfaire a t'equation ~)); il sufnt de poser

St est. pair et si, cependant, (.~est nui, il v a une innnitc (!c tnanw't'cs
(te satts'ntt'e n notre équation; on ~ernencore, en effet,

st /cst (hficrcutdcxo'o. et ton pourra choisir Au arbitrairement.

QHarri\e-t-it chdn si est pair et si (~ n'est pas nut? Dans ce cas, H

est nnpossibtc (le satisfaire a !qnatiou (/)), maison peut choisir

(te tett~ façon (tue

pour toutes tes valeurs de .r et (te~si C~est positif.
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Au contrnirc, si (~ est.m'gatif, on pourra choisir F~, de telle f:u;ou
(me t'on :tit toujours

pour toutes tes vntcurs (te dif~rentcs de zéro, An restant arbitraire
)! vient alors

faisons ators

H\)('Hd)n

Si 3~ = !e premier membre dp cette équation est nul, <'t Fon a sa-
tis(:ut a t'ef~tation (/}). Si 3~ ~>x, te premier membre cet positif, qnc!s
(p~ soient x et~. Si <( M,le premier membreest négatif, quels que
soient x <'t~'
(~etapose. on voit aisément que l'on peut. hure deux hypothèses:
t" Ou peut supposer d'abord que l'on puisse déterminer 1~, Fa.

F,. deiacou a satisfaire aux 2 premières équations (t ) mais qu'il
soit impossible ensuite de déterminer Fy de façon a satisfaire a !a

7<w//<. 3/a~. (~' série), Tome t. Fasr. tt. )885.
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</ f" équation (t). D~ns ce cas, <yest ncccss:urcm<'«tpair. ut n<M)~
dctcrmtncrons commeil vient (t'être dit, de teUe fucon que

Je dis qu< s! est une constante positive suMsamment petite. t équa-
txm

F --=

représentera une courbe fennec qui sera un cvcle saus contact.
En cff~t, si p est suffisamment petit ( p!uspetit que p~ par exempte

la fonction F va en décroissant quand ? décroit de a xéro. restant

constant; car, si ?c~ très petit, c'est- =-~2? qui <!onne son st~ne
ill~t~

,J

Soit !a ptus petite \tdeur que puisse prendre F te !on~ <tu cerch'

,:== et soit /'<
H est ctair que F == sera une courbe fermée, ou ptutot que, parmi

!es branches dont se compose cette courbe <dgébrique, il en :) u)t<'

qui est fermée, qui enveloppe t origineet qui est intérieure au cetcte
(?est cette branche que nous envisagerons a t'e\c!usion d<'

toutes tes autres.
Maintenant, pour qu'i! y eut contact entre ce c\ c!e et une de no-.

trajectoires, il faudrait que t'en eut

Ortepotynômc < par hypothèse, n'a pas de terme de degré inférieur
à <y,et ses termes de degré se réduisent a
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Si est inférieur à une certaine !imuc (et nous pourrons toujours sup-
poser <ute c!)tmfct'icur à ('cttc tmntc), ce~ont ces termes de degr~ </
(nn donnext tcur signe à <h,et, comme ils sont toujours de tncmc signe.
ne peut p:<ss'annuter.
tt ne peut donc y avoir de contact entre nos deux courbes
Ait~i t'interieur de ta courbe F = est sittonne par une innnitede

<\ctes sans contact s\'n\e!oppant tnutueUement et enveloppant l'ori-
~e.
Supposons C. négatif pour uxer tes idées, on aura, h hntencurdu

cer<te

Uut)c, lorsque <tendra vers + ao le point mobile ira en s'éteignant
<!<'t'origine jusqu'à ce qu'H soit sorti de la courbe F = et. une fois
sorti <!<'<ette courbe, il n'y pouna plus rentrer. Lorsque teu(tt'a vers
x !c point mobi!e se rapproctiera indéfiniment et asytnptotique-

tnent de t'ori~ine 01 décrivant une infinité de spires autour de ce point.
L:t trajectoire est donc une spirate.
tjt (raut)'es termes, <ï~ra~M~c, c/ /'or<~c sera ~vc/.
Si C,, était positif, il sufnraitderbanger te signe de <.et ron rctom-

herait sur les mêmes résultats.
Soient, par exempte.

TSousavons vu qu'il est impossible, en générât, de satisfaire a cette
équation. Nous prendrons
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seront (tes cyck's sans contnct, pourvu que soit sttf(ts:<nnnt'tttp<'ttt.
)!tn)':(HtstnLitit<ct!'o)')~m('s<'raunf<tV(r.
Supposons nt:unt('n:Utt qn<' 3~ K. t.a troisiom' ('(pmtion )1 s<'r:t

:t)ot'ss:t)isf:uU\Kot!spt'<'n(t!'(ntst'o,('tta('in(ptn'nu'<(p)at)(jn )i
sCo'ira

Posons ~'=~costo,~ -jCsinM; dcvctoppons ensuite !!x sm\:n~ h's
sinus <'tcoshms(t('smu!tip!cs (!c et voyons st !<*h'rïnc to)tt<onnn

'xt~'U.~
M
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<'stnu!, ~n trouve

d'Ctt

Ainsi il est impossib!c(!<'satisfaire à ta septième cquaLion ()); t'oriente
('st(!()nc('nc<)r('un<oy<')'.
On <t cotK'tnn' (te tu que, si monven~t (t'un point mohHo<~t

d<'<t)tip:u' tes (ouations

ta trajectoire de ce point sera toujours instable. qnets qne soient x et
\t)~i t (mch(')'c!K'ra a n's()t)(tresucc('ssivrnicnt tontes tes é~u:~tnns(i~

<'t.<tcsqH'on se trouvera arrête, on serncertnHwnteta trajectoire
<'st)nst.th!e.
2" Mais il neut arrt\er aussi qu'on np soit jamais arrête, ce (~n exi~e

une inimité (teconditiotts. Ces conditions sont cvid< tnmentnécessaires.

pourvue !a trajectoire soit sta!)tc,<nt pour que t'ori~ine soit un centre.
Sont-eth's sufnsantes? C'est ce (jne nons ahons exan~ner.
Forinons sn(cessivemcnt, a t aide des en~ahons (t\ tes j)ot\ nomes

r' et cottsidcrons ta série infinie

Les courbes F == seront donc tes trajectoires (tu poinL mobite, et «'
seront des courbes fermées si est suf~s:unmeut petit.
Il reste n examiner si ta série F converge.
Posons
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L'équation précédente dev<en<!ra

~~utts~:unrrc~ns1 1 la four.tioci le. les croi.-i-\ous pourrons dévetoppcr ta fonction suivant icsputssancehcros-
sa)ttcs(tc te dëvcloppcHK'nt commençant par un tcrnu' <'n nous
<'crtr<ms

('tant des fonctions de w. L'équation précèdent' deYtcndra

< t. s) ton pose

tes étant dos (onctions de M.
\tors on déterminera successivement !es a t'aide des équations

suivantes qui remplaceront tes équations (t)

S'it est possible de satisfaire aux équations (t) avec des poknomes en-
tiers en .r et eny, il sera possible de satisfaire aux équations (t &~)avec
<)esfonctions purement trigonométriques de M(c'est-à-dire avec des
poh nomes en cosMet sinM).
Si, au contraire, il n'est pas possible de satisfaire aux équations (t)

~c'est.a-dirc si les quantités C~,ne sont pas toutes nu!tes), on pourra
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néanmoins résoudre k's équations (t bis)et calculer successivement tes
fonctions z.; mais ces fonctions, au lieu de ne contenir que des termes

tri~ottometriques, contiendront des termes ou Mentrera, endehorsdes
signes sinus et cosinus, soit n la première puissance, soit a une puis-
sance supérieure.
!t est impossil~e de n être pas frappe de l'anato~ie des termes aius)

iutrc(tuits avec tes termes que !es astronomes appcttent terK/cf//c~.i! y
a. cependant, une différence essentieitc qn'n importe de remnrqu< t
(~uand. dans !cs méthodes hahituettesde ta Mécanique ceh'ste, on ren-
contre un terme secu!aire, il n'est pas pcrtMis,pour ce!a, (te conchnc
a !'insta!)iHte <!et'orbite; car il peut se faire, ou bien que ia série soit

divergente, ou bien que !e terme ainsi obtenu ne soit que te premier
terme d'un développement dont la somme reste toujours finie. (~est
ainsi que c<(.)peut être !e pn'mier terme du devctoppcment

)t n'en est pas de même dans le cas qui nous occupe et avec ta méthode

que je vtc<tsd'exposer. Si, dans la suite des calculs, on rencontre nu
tenue séculaire, on pourra conclurc immédiatement à FinstahUite: il
n'est pas même nécessaire, pour cela, que la série

soit convergente.
Nous pouvons poser la question de la convergence même dans te cas

ou tes fonctions ~contiennent des termes sécuhires; car, bien que
cette question présente alors beaucoup moins d'intérêt, il est avanta-

geux, pour arriver plus facHement a ta solution, de se débarrasser des
restrictions inutiles.
(commençons par dire quelques mots des trois cas simptcs suivants

On trouve atots, pour tes intégra!csgénérâtes des equattons du mouv<
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~ttcrch~tts~totnn'r!
!):<nst<'pt'<'m)cr<as.on trouvcaiscnw'nt

te prenner membre (te cette étante sera une fonction hotonx'rphe d<

fpour <~qut s'annute avec mais dont la <!(''ri\<'ene s~nnutt

pas avec On en déduira, d'après un theorune connu.

(.<'<tcfonction, ('ointnc <!ansh' prcnncr <~s, <'s<h~tomorj~K' <'tt <'t

ponr~H qttc f'cs \:n'iabh's soient suffjs:nn!ncnt pchtcs.
!);ms !<'<!<'uxn'mcras, on no ~cut npptiqucrcc proccdc, p:uT( (jt<(

h <on<«on

n <'st pns!)()tottt<n'pii('.lisons alors

<) dpv~oppaut non plus suivant tes puissances <u' mais suivant
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cet!cs de p. On déterminera ensuite les fonctions H successivementn
Faide d<'séquations suivantes

t/67'

Les fonctions H ainsi définies sont des polynômes entiers en et il est
aisé de voir que tous ies coefficients sont positifs, que le degré de H,,
est + ï), et que ce polynôme H~ne contient pas de terme de degré
plus petit que n -t-
Soient S,, la somme des coefficients de H~et S~ celle des coefncients

(le sa dérivée H,,étant de degré 2(~!+ i); on aura

Supposons p positif et plus petit que i, et envisageons le terme gc-
nérat de la série qui définit F; on aura

Sidonc p~ est positif et plus petit que la série est convergente et,
comme tous ses termes sont positifs, absolument convergente.

/o«r/ ~/c ~</A. (~' scric), tome Fasc. Il, t885.
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Je disque est une fonction holotnorphe de p et <!cp dans ie voist-

nage du point ==y ==o. Pour ce!a, il fnut démontrer (ieux choses
t~ Que tend vers zéro, toutes les fois que et ytendent shnuh:<ne-

mcnt vers zéro.
En effet, si p et tendent vers zéro, tes deux membres de t équa-

tion (5) croîtront indeûntment. Or, pour que

croisse indennimcnt, il faut que tende vers zéro ou vers ~ïais.
si la valeur initiale de est sufusammeut voisine de zéro, il faudra

que tende vers zéro et non pas vers i. it sufnra de !e veriner. ( c

qtu est facHe, lorsque, <?et l'argument de restant ronstants. )<'mo-
(!ute de ptend vers zéro. ~~e!asera snfnsant, parce que nous auons voir
un peu plus loin que est une fonction ~7M<' de et de
2" H fmt détnontrer ensuite que revient n la même valeur quand

p décrit d:tns son plan, et ~dans le sien, un contour sufnsanunent petit
enveloppant le point zéro. Or, dans ces conditions, !c prenner et, par
conséquent, le second membre de l'équation ()) augmenteront d'un

nmhqnedc 2~, ce qui fera décrire au point un cotuour n'rme enve-

loppant le point zéro.
Donc et, par conséquent,

sont une fonction holomorphe de p et de si ces variahtcs sont :tssex
petites.
Supposonsmaintenant
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P(j:) étant une série ordonnée suivant les puissances de p et conver-
gente, pourvu que psoit suffisammentpetit.
L'intégrale génératc des équations différentiettes sera

Q(~)ctant une tonction de ? hotomorphe pour =o.
P(~onsmaintenant

')~

Nous considérerons, parmi tes fonctions qui satisfont à cette équa-
tion, cette qui se requit à ppour M-= o. Je dis que ce sera une fonction
tiotomorphe de et (!cM. si ces variables sont suffisamment petites.
Pour cela, ii faut faire voir que. si et MsouLassex petits, ~est une

fonction uniforme de pet(te Mqui tend vers xero quand ces variables
tendent simultanément vers zéro. Le raisonnement serait absolument
te même que dans !e cas précèdent, tt en resutte que

est une fonction hotomorphe de ? et de <
Il est. d~ineurs, aisé de trouver tes coefncients du développement

de F suivant tes puissances de ? et de o. Ecrivons, en effet.

Nous supposerons, ce qui est utile pour notre objet, que tous les <y.,
sont positifs, et nous pourrons trouver deux nombres et &,tels que
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Les H nous seront donnés par les équations

Nous adopterons la notation suivante rinégaHtc

avec un double signe d'inégalité, signifiera (lorsque les coctncients des

fonctions~*et développées suivant les puissances de p sont positifs.
ce que nous supposerons) que chaque coefficient dcycst plus petit
que le coefficient correspondant de ~ous pourrons écrite a tors

P(f)-– t-p

d'où

Je dis qu'on pourra toujours trouver un nombre M, tcl (juc

Supposons, en effet, que cela soit vrai pour H, je dis que cci:<sera
vrai pour H, Il viendra, dans cette hypothèse,

~H,, ~(a/t-h!) 2~M,,(/<+!)!
'~p' (i–~?)"~ '(! ?)"='

d'où

H vient alors
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On conclut de cette inégalité que la série F converge, pourvu que, par
exempte,

Mais il est aisé de voir que te développement de H. commence par un
terme en p', celui de Il, par un terme en p', celui de tt~ par un
terme en Donc la fonchon F est une fonction hotomorphe, non
seutement de p et de <o,mais de et de ~M.T~asérie F convergera donc.
pourvu que

Donc cette série sera convergente pour toutes les valeurs de 'Mcom-
prises entre zéroct 277,pourvu que

Voici comment ce qui précède se rattache aux principes cxpohes
par MM. I3riot et Bouquet dans le XXXVF (cahier du Journal do
/~co/c Vo~c~Mf.
Considérons Mcomme une constante; nous aurons, entre et

!'équation différentielle
&

</?
~(!:)"~(?)

ou

représentant un ensemble de termes de degré au moins ~gal à 2 en
et en p. Posons

la fonction<j~contenant p~en facteur.
C'est là un type d'équations qui, d'après un théorème de MM.Bnot
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et Bouquet, admet une infinité d'intégrales holomorphes, s'annulant
avec
Donc est fonction hotomorphe de p. c. Q. r. t).
Passons maintenant au cas générât.
11importe d'abord de rappeler ct depnciset le sens de ta notation

déjà employéeplus haut. Quand j'écrirai dans ce qui va sunre

/(~)-~(3.M).

je regarderai ics deux fonctions/ et comme développées suivant tes

puissances croissantes de ?. Les coefficients des deux dévetoppements
seront des fonctions de M(pte je re~rderai motncntanemetit comme
une constante et (jneje supposerai reeHe et comprise entre/ero et 2".
J/inegahté signinera alors que, pour toutes !es vateurs reeHes de

comprises entre zéro et 27?,toustescoefncionsdu développement de o
sont positifs et plus grands en va!em' absome (jue les coefucients (or-

respondunts du deve!op])ement de
Soientt

tiens trigonomctriqucs de M.Supposons que toutes ces fonctions tri~o-
uomctriqucs restent constamment infcricures en vnifur absolue :) une
ecrtamc (ptantité positive I. Il viendra

La fonction qui ne dépend que de est deveioppahh
suivant les puissances de pourvu que p soit suffisamment petit.
Il en résulte qu it ex~te une s<rie F, or(tonn''c suivant les puiss:mces

( roissantes de p et de convergente pour toutes tes valeurs reettes
de Mcomprises entre zéro et 271.pourvu que p soit sufnsanunfnt petit,
et satisfaisant a régalitc
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Les fonctions seront définiespar les équations ( t &M)et les fonc-
tions M~par les équations analogues

Cela posé, je dis qu'on aura constamment, Métant réel et ptus p~tit
que 2~,

Pour cela, je vais supposer que l'inégalité ~8) a lieu pour ~2, Sj.
et démontrer qu\'He a encore lieu pour s~.

En effet, s'il en est ainsi, on a, en comparant les relations (t &M).
(~'t(7)'

La fonction n'est pas entièrement déterminée par les équations
t&M); ces équations ite nous donnent en effet que la dérivée de en
fonction de ~3,~j,, it en résulte que zq n'est connue qu'a un<-
constante d'intégration prés. Nous disposerons de cette constante (te
telle façon que s'annule avec M.
Dans ces conditions, Finégalité (a) entraine t'inéganté

(8) )~/)<~ C.Q.F.D.

Donc on a

F<:F,.
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et, comme pour tes petites valeurs (le p, F, est convergent quand w
varie de zéro à 2?r,il en sera de même de F.
Mais, d'après la façon dont nous avons déterminé les ce sont des

fonctions trigonométriques de w (dans le cas où tous tesC. sont nuls).
Si donc F converge pour les valeurs de comprises entre xéro et 2??,
cette série devra converger pour toutes les valeurs récites de 'M.
11est à remarquer que, si, partant de la série F telle que nous venons

de la définir, on repasse des coordonnées potaires et Maux coor-
données rectilignes x et~, F ne sera plus une série ordonnée suivant
les puissances croissantes de .r et de v. Cela tient à la façon (tout nous
avons disposé des constantes d'intégration, de façon que s annutc
avec M.
Il pourra se faire alors, par exempte, que l'on ait

En effet, si l'on tient à ce que F soit une fonction hotomorphc de x
et dey, on peut disposer de la constante d'intégration [que nous avons
appelée plus haut A.) lorsque q est pair, mais on n'en peut plus dis-

poser quand y est impair. Il ne sera donc pas possible en gêner:)! (h
s'arranger pour que s'annule avec M
Cela n'a d'ailleurs que peu d'importance au point (le vue qmi

nous occupe, mais il est aisé de tourner la difncuué. On :<

Soit F~ce que devient F quand on y change 3 en
On aura encore, comme il est aisé de le vériner,
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En résumé. /?OMr~Mc/'or~?c ~o// centre, c\'j/-a'OMf <<ï
/r6f/ec/o/r<? point mobile soit il faut et il ~M~ </MCtoutes

<y~t/~M que nous <!tO/M~C~ C(,~0/C/~nulles à la fois.
!(Uttcfois, it sera souvent (!)fncHc(!f roconnattrc si ces con(i!tt<n)s.

en nombre hdlni, sont r~mphosa la fois. Il y a donc intérêt à s~natcr
(les cas on t'ott est certain d'avance que tous les C. sont nuls.
Je ne signalerai (Htele plus simple d entre eux.

Supposons que. quand on changea en –y, sans changer x, X se
change en X et que Y ne change pas. Je dis que les trajectoires du

point mobite seront des courbes fermées symétriques par rapport .<
t axedes .r.
!jt euet. partons. pour<==o, d'un point initial situe sur t axedes

<. La vitesse initiale du point mobile sera, d'après les hypothèsesfaites.
perpendiculaire a cet axe. Si l'on change <en ~~en .y en –.r.
tes équations (lu mouvement et ses conditions initiales ne changent
pas. Doncle point mobile occupera aux temps en deux points du

plan symétrique, par rapport à l'axe des x. D'après la forme des

équations, si le point de départ de notre mobile est suffisamment
voisin de l'origine, il arrivera à une époque où sa trajectoire viendra

recouper l'axe des x. Ainsi, aux deux époques <. et < le point
mobile occupera un même point de l'axe des x. Sa trajectoire sera
donc une combe fermée, et il résulte de ce qui précède qu'elle doit

VoM/t.<~.V«fA. série),tome Fase.Il, <885. 2~)
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eu'e symétrique par rapport a l'axe desj?. Donc on est certain <t avance

<ntc tous h'sC. sont nuls.

On rencontre nn cxcmpic (tu cas que itous venons (!e si~nater <!ans
nn probtcme astronomique sur icquet M. Tisserand a bien v~ntu

appeler nion attentton. Detaunay a rencontre dans sa théorie de !a

Lnne tes équations snnantes:

On suppose que, pour o. esL tr<'s petit et que, te «x «ir)e<)t A!

eta))t(t<'r<)r(h'C(!uearre(tee('ttep('tite quantité. !es:<ut)'es<<w)<h!<tt)~
sont unis (.t/c' /'j4c~rA/<' ~r/ t. XXVIII. p. )"'
!)e)nuua\ (tonue tesexpressh'ussuivautes

)n:us)h)ctt'aiL('pastaqncstion(t('htco)t\<'rn<'nc<'<'t(h'i:)p(~~ti't)t)<
(tu (tc\<'topucmcnt.
Lcso(ptaUons sont de même furmcquc ccHcs (pic )nms rto'h'

t'osons, en cftet.
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En vertu des hypothèses faites sur les coefncients, t'equation (to)
est satisfaite pour.c ==~,r, étant une quantité très petite de l'ordre
deM.
Le point -r = ~r,. y = o est un centre; car X change de signe et

ne cttange pas quand on change en On est donc certain
d'avance (nte toutes les quantités que nous avons appelées C,, sont
unîtes a la fois.
)) <'n!esu)te <UK' et~ sont (tes foUL'tionsperio(nques dn temps/.

qm pt'HYentêtre représentées par (tes séries de ta forme obtenue par
!)etauna\.
Si t on a reconnu (Fune manière ou d'une autre que toutes tes

quantités C,, sont nuttes, ouest certain qu it y a autour du centre une
certaine région du plan R qui est sitionnee par des courbes fermées
ou eyc!<'senveloppant te centre et qui sont tes trajectoires du point
mohitcdans ta région considérée. Au delà de la région H, tes trajec-
toires seront en générât des sj)irates. (rtte région sera timitee par un
certait) cyc)<' frontière (pn sera la dernière trajectoire fermée. Je dis
<jtte«'<\c!c frontière doit passer par un point singulier.
t.n effet nous pourrons toujours tracer un arc sans contact venant

couper ce cvcte frontière, ainsi que tes trajectoires fermées qui en
sont très voisines et se prolongeant au delà de ce cycte frontière et
en dehors de la région R. Nous définirons la position d'un point sur
<et arc :'<t'aide d'un paramétrer qui sera, par exempte, nul sur te cycle
frontière, négatif a t'interieurde la région R et positifs l'extérieur de
cette renion.
reportons-nous maintenant au Chapitre Y (IF Partie) et à ce que

nous avons appeté la loi de conséquence

Pour les valeurs négatives de un est a !'mtérieur (te K; les tra-
jectoires sont fermées et t'en a

Au contran'c, pour les valeurs positives de on est hors de H; les
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trnjectotres ne sont plus fermées, et l'on a

H <~stdonc impossible que la fonction soit holomorphe pour
= o. Donc, en vertu du théorème XHI (p. 255), le c\ttc frontior<*

doit aHcr passer par un point singulier.

CHAPITRE XH.

EQUATIONS Dt DECRU St!PJJttEUn.

Nous :dtons étudier maintenaut tes équations diuerentieHes (ht

preuncr ordre et de dcgrc supérieur, c'est-dirc les équations de ta
ibrme

Voici le mode de reprcsentat-ion géométrique que nous adopterons.
Nous pourrions d'abord envisager ta smface

et exprimer les équations du mouvement du point. tnobite sur cette
surface, de ia façon suivante

de teiïe sorte que ) sonLecaux a des potvnumcs enticts en .r,e telle sorte que Sont ° a dcs l`Iltll'1'~('1)

Y~.
C'est là le mode de rcprcsottut.ton ie plus simple, toutes les fois

queia surface ~(.r, ~) n'a pas de nappes infinies ou de singuinrites
gênantes Mais it peuLêtre avantageux:, dans certains cas, d'empto~er
un mode de rcpresentatiun ptus gënéraL
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Posons

les toncttons -?,, '?~et -?, (''tant rationnelles en J?,y,
Sauf des cas exceptionnels que nous laisserons de côte, on déduira

des équations (2) et (3) tes équations

1~ ('tant un potynumc ctitn'r et 3,, 3~ Cgdes fonctions rationneHcs.
!.cs <!cux surtaces (2) et (4) se correspondront alors point par point
par une transformation birationneHc, et l'on aura

tes fonctions et étant rationnencs.
On pourra disposer (te ce qu'H y a (rindcterminc <!ans la transfo)'-

m.ttion !)Irati()t)nd!c (3) pour que ta surrace (~) n'ait pas de nappes
mUnics et aussi pour atteindre différents autres buts, par exemple
pour f.tire disparaître dessiuguL)riLés gênantes. Voici donc comment
nous nous poserons le probtéme des équations differentieHesdc degré
supérieur.
On donne une surface S ayant~pour équation

et n'ayant pas de nappes infinies; et l'on demande d'étudier le mouve-
ment d'un point mobile sur cette surface les équations du mouvement
ctant
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étudions d'abord les trajectoires <!upoint mohitcdans h' voisina~'
d un point Mde la surface. JSons (!istin~u('ro]ts h' cas ou k point \t
<'stun point ordin:<h'<'dc ta snr<aceS(tout <'npouvant ct)'<'un point
stngutict' pour !cscqn:uionsdincrcnti('U('s) et ]<'cas où te point M est
on point ~nguticr de ia ~uriacc S.
i).<nste prcnucr cas, on pourra exprimer, dans !c voisina~' du po)n<

M..r,vct; par des foncions hotonorptK'sde deux paratmtr<<'< t
~t <h' tcuciaron que tes trois dct~)'mi)mnts fonrtionncts

L et V et:mt (tes touchons hotomorpttes en et en <. On est ator~
ramené a t'etude des courbes ptanes ()c<jnicspur uno (''<~):)tion<tift<
runticHc (ht prctmer ordre et (tu premier(!c~rc: c~r,<t:tns te voisitu~c
(h) point consi<!cT('.tes fotu'tioos L et V ont tous i<'s( aractercs des

po!\notn~s cntict's.
Si le point considère est un point ordinaire, Hpass<~par «' poitn nttc

<rajcctoi)'cet une seutc.
Si c'est un point sin~uticr de !(ptation di!fcrcnti('t)c. c'est a-(urosi

t ==Â~= o, ce peut être un cul, un /û~cr, un ~ûPM~/ou un c~ pré-
sentant ies mêmes propriétés (pte les points de même nom dcunis (tans
ta 1"' rnHie.
Dans !e cas des c(pmttons (2) et (2 ~) tes points sin~utiers sont

donnés par les équations
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Supposons maintenant que le point envisagé soit un point singulier
pour la surfitcc S enc-m~mc, c~st-dircquc l'on ait

(~ecas te ramène au précèdent. Supposons (Sabord, par exempt',
que ta surface S présente une courte (toul)ie, que !('point considerr
s<wtm) p<Hnt(!cc<'ttc conrhe (ioubh'. <-t<ntc !t's(tcnx ptnns ~ngcnts
et) c<;p<)h)ts(H('ttt<Hstincts. Alors on pourra exprimer, danst<' voisi-
na~' du point <'n\tsagc, .r, y et 2 o~ fomtiot~s tiotomorphes <!c(tcux
p:n';nnch'<s et v, et cela (t<;(tcnx manx'rcs. t'unc (!<!smantcrcs su
rapportante )'nn<~(h'snappes (!<< sur~ccfpn passent par la courbe
dot)Nc< et !a s<'Lon(tcmann'rca t':)ntr(; napp<\ On rptomhc<tonc sur
)cc:ts prccr(k'nt.
J)<*n~mc, supposons que It, point cons!(!er~, que nous pourrons

prendre pour origine des coordonnées, soit un point comque du second
ordre. Sot, par exempte,

F, etaut u<tpotynome homogène du dcgrc <en z. ConsK!<'ronsla
pordon (te cette surface qm est voisine tte t otigmc, c'cst-a-(tire (tu
point conique.c (tis que nous pourrons, par une transformation
hirationncue. transformer cette portion de surface en une autre oui
n'aura pas (te point singulier. Il su fut pour ceta de poser

<!ou

Cette transformation Lu'ationneHecst donc réciproque et elle a pour
effet (le transformer ~asurface F dans la suivante
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(~cttesurface transionnee est coupée par le plan z = i suivant la co-

niqoc

et ette ne présente pas de point singulier te tong (!c cette conique.
D'aitteurs, la portion (te la surface S, voisine du point conique, de-
vient, après ia transformation, la portion de ta surface transformée
voisine deceLte conique, c'est-à-dire une portion de snr~ce dépourvue
<tepoint singulier.
On est donc encore ramené au cas précèdent. D'aiueurs. nous sup-

poserons. dans ce (pu va suivre, (pie ta surface S ne présente pas de

pareils points singuliers.
D'après les hypothèses f.tites. la surface S qui est algébrique n a pas

de nappes infuues; cite se compose donc d'un certain nombre de

nappes fermées S,. S~, S., séparées ies unes des autres. \u point
de vue cpti nous occupe, il nous sutura d'étudier séparément ta forme
des trajectoires sur une de ces nappes, sur la nappe S, par exempte.
tt est une notion qui va jouer un rote fondamentat dans ce (pu va

suivre, c'est te genre de la nappe S, au point de vue de ta géométrie
de situation.
Voici !a défhntion de ce genre. Si l'on peut tracer, sur la surface

fermée S,, /?cycles fermée n'ayant aucun point commun, sans partner
ta surface en deux régions séparées, et si l'on n'en peut tracer da-

vantage, on dira quêta surface S, est de genre/? ~ou ce qui revient au
même qu'ettc est 2/~-F t fois connexe). Ainsi la sphère est de genre o.
parce qu'on ne peut y tracer de cycte fermé sans partager sa surface
en deux régions. Le tore est de genre parce qu'un cercte méridien
ou un cerctc parattètc ne te divise pas en deux régions; et, si t'en a
tracé sur la surface un cercte méridien, par exempte, on ne peut plus
y tracer un nouveau cycle fermé, ~e r<?~fo~ le /?/vw/r/ sans

partager le tore en deux régions.
Terminons ce Chapitre en étendant au cas qui nous occupe un théo-

rème important de la première Partie.
Nous conserverons la convention faite au commencement de ta

deuxième Partie, c'est-à-dire que nous supposerons que toute trajec-
toire qui va passer par un nœud est arrêtée a ce nœud, et que tonte
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trajectoire qui va passer par un cet est continuée soit à droite, soit a
gauche, par t une des branches de courbe qui vont passer par ce cet.
Ceta pose, il est ctair que les trajectoires peuvent se partager en

quatre catégories
t Lescycles ou courbes fermées
2" Les trajectoires (pu sont arrêtées à un nœud;
Les trajectoires qui se terminent en tournant indéfiniment au-

tour d'un f<~erdont eitcsse rapprociientasymptotiqm meut:
Les trajectoires que t'en peut protonger indéfiniment sans jamais

revenir au point de départ, sans jamais rencontrer un n(?ud ou s<'
)approcher asymptotiquement d un foyer.
Il est et air que la tongueur (~ ces dernières est innnie. soit qu'on

< onptc cette tongueur (rare sur ta surface S<ctIe-nK'ttte, soit qu'on la

< omptesur la projection de la courbe sur un plan quelconque.
(~onsidcrons maintenant une trajectoire qui ne rencontre aucun

<v<tealgébrique qu'en un nombre fini dépeints, it est évident qu e)te
n<'pourra appartenir à la troisicme catégorie, car tout arc atgebri(}uc
pass.tnt par un ~oycr rencontre en nne infnnté de points toute trajec-
toire (Hti tourne indenniment autour de ce foyer. Je dis qu'eue ne
pourra pas non ptus app:ut( nir a la quatrième catégorie. Pour c<*)a,
j'' vais taire voir que, en supposant qu'une trajectoire (te cette caté-
gorie ne rencontre aucun cycte algébrique qu'en un nombre fini (te
points, on trouverait que!a projection de cette trajectoire sur un ccr-
t.tm ptan devrait avoir une longueur unie. ce (pu est contraire a c<'
<ptcnous venons dt~voir.
!jt ( ffct. consi(tcrous ta portion de la trajectoire décrite par te point

mohitc de; uis une c< rtaine épo<p)e == /oque nous déterminerons <!a-
\a)Hag'' ptus toin. jusqu'~ = To
~ous p:(t t:<gcr(jnsta surface S, par un certain nombre de cycles at-

He))riqu<'sen un cet tain nombre de régions, tettes que chacune d'eHcs
ne puisse être rencontrée qu'en un seul poiut par une araUete a t'axe
des Ces cvctcs algébriques ne seront rencontrés par la trajectoire
qu'eu un nombre fini de {oints. Donc nous pourrons prendre to assez
grand pour (pie, a partir d t époque le point mobile n' rencontre
plus aucun de ces cycles et reste, par conséquent, à t intérieur d'une
des régions que nous venons de défmir.

/uHrM. (~ série), tome t. Fasc. H, t885 20



IL P01NCARK.202

Il armera alors que, a partir de t époque<o,la projection du pomt
mobile sur le pian des .r~ restera constamment a l'intérieur d'une cer-
taine région unie R de ce plan.
Considérons sur la surface S, h' tien des points, têts (tue la projec-

tion sur te ptan des~de la trajectoire axi passe par ce pointprés< nte
nn point d'innexion. Ce tien seraatgébriqne et, par conséquent, ne
pourra être rencontre qu'en un nombre uni de points t arta trajectoire
(Ute nons considérons. Nous pouvons dette prendre assez grand
pour (pte, à partir de cette époque /o, la projection de cette tra~ectom
sur )e plan des .r~ ne présente plus de ))oint d inftexion et soit. } :«
conséquent, une courtje connexe.

Le tieu d~s points de la surface S, où l'on a –o, et cetni <hs

~oit:ts où l'on tir = o, sont enrurc~ l ,) U I;cnrtc'o '~crr~-points où i'ou a- =o, sont encore atgéhriques. On p<ut en con-

clure, en raisonnant comme nous venons de te faire, (U)e !'on ?<'<)<

prendre assez grand pour que, a partir de cette époque, <'t -'L
restent toujours de même signe, positifs par exempte.
Soient maintenant M<,ta projection du point mohite au temps ~t,

ta projection de ce oint au t' mps<, Par te point M,,j<' ntén~
une parattéie à t'axe des .y; par te point M, je mène une par.dtète :<
t'axe desy rencontrant ta première en P.
Soit R' un rectangle dont tes cotes soient p:)ratt<t<s :mx (t<nx a\<

et qui soit tel que la région R dénnie ptus haut y soit située tout en-
tière. Le triangle curviligne M~M~Pforme part'arcde trajectoire M, t
et tes d<uxdroites M~P, M, P sera ~owcjrc <'tsitué tout entier a t in-
téritur de h\ Son périmètre srradonc plus petit que cetui du ]{'.
Donc t arc M.M, est toujours plus petit que te périmètre de H ~i

cet<<quet que soit te point I\ Donc la tongmur de ta projection<!<'
notre trajectoire serait unie, ce qui est absurde et nous ohtige .<rejeter
i'tiypotitésc que la trajectoire soit de ta (~t:unème catégorie.
D'où la conclusion suivante
Toute trajectoire qui ne rencontre aucun cycte algébrique qu'en un

nombre uni de points est un cycic fermé ou va aboutir :<un nœud. où
t'en doit t'arrêter.
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CHAPHIŒ XIII.

U!ST!UBUT!ON DES POtNTS StNCL'LiMS.

Méprenons la nappe S, d~ genre/?, et supposons que cette nappf ne
présente ni point <'oni<pte.n) courbe mtHtipie.
Soient (~ nomi)re <iescols situés sur cette nappe, N le nonH)re des

tt<e))ds.F échu des foyers je dis qu'on aura la relation

) r.« eussur la sur~cc S, un cycie quctconqnc. Ce cyctc sera touche
<'«c( tl.uns de sus points ~nr diverses trajectoires, mais tes unes ie tou-
(tx'x'nt exh'rieurement, les autres intérieurement. Soient E te nom-
hr<'()< s <ont:)('tsextérieurs, Icenu des contacts intérieurs; !e nombre

s aj'jx'ttera r/r//c<? du cycle. Si le cycle présente un point anguleux, il

pourra arriver que ta trajectoire qui passe par ce point traverse «'
c\c!c en passant d<' t'extérieur à t'intérieur, auquct cas ce point ne

dot) pas compter pour un contact, Il pourra arriver aussi qu<*c<ttetra-
jectoire n<'passe pas de t'extérieur du c\c!e t'interieur, mais reste
( <n~t:nmnenta t'exterienr si if point angnteuxest saiuant, ou constam-
)!K'nta t'interieur si te })ointangtdeux est rentrant. Alors te point an-
~n!eux devra (on)j)terpot!r un contact extérieur ou intérieur (~o/ ta

première Partie, p. ~2). ~ous supposerons que le cvcte a été choisi.
(te fa( on a partager ta nappe S, eu deux régions dont une au moins

sitnptcment connexe.
Si tn nappt' S, est de ~cnre o, les deux régions sont toutes deux sini-

j)ten)e))tcotmcxes, et ii faudra une convention spéciale pour décider
taqueite des deux doit être regardée comme l'intérieur du cycle.
Si )a nappe S, est de genre ~>o, t'une des régions sera simplement

connexe, et l'autre muttiptement connexe, et ce sera la première que
t'en considérera comme l'intérieur du cycle.
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Cot.t pos~, joignons <tcuxpoints Aet par trois :trrs(<<'<ottro<Att!.

K<.E~, Eg éta)it te nombre des contacts extérieurs. L. «'tui des
rnntacts mt' rieurs des trajectoires avec tes trois c\ctes.
(~escontacts se diviseront et) cinq catégories
t ( ~euxqui ont neu !e !on~ de AMI!
2" Ceux qui ont iieu te !ou~ (te \P)!.
!.es premiers n'appartiennent qu'aux cyctes (~ et (. tes s<'«)tx~

n'appartiemtent qu'aux eu tes (~ et Cg. Un contact d une d< ces d<'u\
< ategories entrera donc deux fois dans te premier membre de t e~:t-
hte (t), une fois avec le si~ne + unetois avec te si~tte tes tennes

correspondants se détruiront.
3" Ceux qui ont Heu ie iong (!eA~H.
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Ln contact de cette catégorie est extérieur pourC, et intérieur pour
<ou inversement. lt entrera donc deux fois dans te premier membr<
de Fégatité (<), une fois avec te signe -+-et une fois avec te signe
Les termes correspondants se détruiront.

(x~nxqui peuvent avoir tieuen A.
Suivant la position de la trajectoire oui passe en A,on pourra avoir
Ou bien un contact extérieur pour Ics trois cycles;
Ou bien un contact extérieur pour !e cycle C, seub'tnent ou pour

)e cyc!c (~ scuh'ment;
Ou bi<n (da!ts le cas seutement ou !e point A serait un angte r< n

trant (!u cycle C;,)un contact intérieur pour !e cycte (~:
Ou bien encore (dans te cas seulement ou te point A serait uu angte

rentrant des deux cycb's G, et C~) un coutact intérieur pour tes cyc)es
(~ <t C, et un contact extérieur pour C,
Dans tous les cas. ta somme (tes termes correspondants du premier

membre de f); se réduira a t.
'<"L<s contacts qui ont tien eu H.
t'our ia même raison, la somme des termes correspondants se ré-

duira a t.
Le premier membre de ft) se réduit donc a 2, de teHe façon <p)e

cette egatite est vcrinee.
Donc rindice d'un cycte totat est égat a ia somme des indices des

cycles partiels qui te composent.
(~berchons maintenant a déterminer t'indicc d'un cvcte inuniment

petit.
Si te cyct~ infiniment petit n'envetoppe aucun point singuber. nous

pourrons toujours supposer qu'il est convexe, car, s'il ne Fêtait pas.
ou pourrait te décomposer en plusieurs cycles ptus petits encore et
(onvexes. \tors ta~. 2 indique que ie cycte a seulement deux con-
tacts extérieurs avec tes trajectoires M/) et My.
L'indice est donc egat a o.
Si te cycte euvetoppe uu col, nous le supposerons encore conu'xe.

et ta/ 3 montrera qu'it a quatre contacts extérieurs, et que son ill-
dice est ega! a
Si te cycte enveloppe un nœud ou un foyer, je dis que son indice

est f. En effet, dans te voisinage d'un nœud ou d'un ibver. on
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pourra toujours mener un cycte sans contact (pte nous supposerons
tout entier intérieur au <'yctcconst(t(''rc. Ce cyotc considère pourra
alors ctrc décompose en ptusicurs autres, a M~oir !(' ( vch'sans (on-
tact (!on<il \t('nt d'ctn' question et d'autres ( \cies convexes n'en~e-

toppant pas )<'point singulier. L'indice du cycle sans contact sera e~:d
a t; cetni des autres cycles. a o.
L'indice du cycte tota! sera donc t.
f) resutte de tout ce qui précède que t'indice <nn cyc!e fjuetcon~ue

esL e~:d au nombre des cols qu'ii contient diminue du nombre des
t)«'uds et de celui des loyers.
Les centres qui sont des points sin~utiers exceptionnels rentreronL

;<ce point. <h'vue, dans tes foyers; en effet, autour d'où centre, on peut
mener un cycte terme avec den\ contacts intérieurs et deux contacts
extérieurs; cecyeic aura ators pour indice <.
Nous &t!ons mainLen:mt partager h) sur~ee de !a nappe S, en «))

(ertaitt nom!)rc<te régions ~y~c~r~ en y traçant un certain
nombre de cycles.
La somme des indices de tous ces cvctes sera évidemment

C F :S.

Pour évaluer, d'une autre manière, cette somme d'indices, nous as-
similerons à un polyèdre ta ngure formée par la nappe S, divisée <'n

régions simptement connexes.
Tout le monde connaît te théorème d'Euter, d'après tequet, si 6<,
sont te nombre des faces, des arêtes et des sommets d'un polyèdre
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C<'ttn'<)n'mcs'c)t'ttd:))s('n)<'ntanca*(ntt('p<)t\c<h'('.im tt<')t~'(''h'<
('(«m'xo. f<mn<'une smtacc de ~cnrc~; on tronv :dot's

Mais. en géométrie (te situation, on n'a pas a s'infpneter de ht forme
des faces et des arêtes; nous n'avons donc pas ttcsoin (te supposer (ptc
tes faces du pohedre sont planes, et ses arêtes rectitignes. U en te.
suhc <?«' ta <t~nrc, fottm'c par ta nappe S, <ims<(' 01 riions shoph'-
«t<'t)tco)t)t('\cs, est ttn \'('t'itabtc p<~yo(!rccunih~n<m(pt<'is'apph<pt<'
!<'ttn'ort'ttH' <Kot<'r. J <'s faces sont a!ors icsn'~ions stmp)<nu'!)t <'on-
<K'x<'s<'))<'s-m<Ht<'s;mn'nn'tc sera )a portion (ht pcrtntctt'c (t')m<' <h'
«'s rc~totts <p)i lui s<'rt (!<'fron!«'<' cotnnnntc av<( un<' r<~ton !htn-

<)'op)«': t))t sommet sera !xh'cnHtc <un<t!'('tc, c'cst-a<t)r<*)tn pomt
cottmnm au pcrimctrc <tc trois on (te plusieurs relions.
Supposons (pt\n) sotnnu't soit connnun au pcrimctrc ~<' riions;

it s<'raas"inntat~<' ;<un au~tc soti<tca f faces (t'un p(ttyc(trc <'<'<tit~n<
On :mra, <t'aith't)rs,

~c '2~.

\ous pourrons, (t'aiitents, suppos« ouc !<'sat~tcs, fonncs p.tr )<'s
(ti versesarêtes <)<tiabottissent a on sommet, sont tous sai!)ants.
\ous cherchons a évaluer, pour t'ensemhte (te noscyctes, t'exceson

nombre XKdes contacts extérieurs sorte nombre H<!es contacts in-
tcrienrs.
t)'aho)'<t notts t) auronspas a nons preo<cuper <t<'scontacts (pn ont

tiett en nu point <t'nne arête; car, si n!) parei! contact est extérieur par
rapport ïm cycte <pnforme te périmètre d'une (tes (tcnx relions :<ux-

onettes t'aretc sert <tefrontière connnnnc, il sera nn contnctintcnenr

pour te périmètre <te ta seconde (te <es régions, et réciproquement.
\ous n'avons (tonc :t considérer (pte tes contacts (pu peuvent avoir

tieu aux sommets. Soit donc un sommet commun H f cycles. La tra-
jectoire qui passe en c<'point traversera deux de ces cycles et aura un
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'«)tt.)(t<'nt<')n'))tit\<<h'~< i ';)tth<~ <h)a<t"n<

t! rcsuhc tmnt('(!i:tt('m<'itt(h'ccHc forfnut~ <)Hc t<sst)r<:<(('~<)r
H('ttrc)s<mt tes s<'t)t<'s<~)tpuissent ))('~r('s<'nt<'t':nt<))t))'()))nst))~u)t<')'.

CHAPJUiU: \i\.

Ct~HHAL)SATt«\ !)HS !)):LX t'n):~it.t«-:i i'\nttts.

\ons attonsx'pt'omtn' )n:))nh'na<ttcttacun (h's thc<t!'cm<'s<t<'s(.ha-

pitrcsiY aVt ponr voir s'Hss\'tc!t<h')~ nu cas <p<inous <)«))?('<')
Jaus (juche n~ sure ils dotYOtt (''ttc modifies.

L<' di('()r<'Ht<'Vt.<<pr('sI('~t)c)<()nt(~<'t('n~cin'iqu<['a)H)tH)tnt))'<'

<tc cot)t:K'ts p.<n', < st otcorc vr:H, n):us scutcmcot (t<'s cych's <)))t (h\t-

scnt ht t):<pp<'S, en <!<'ux restons (tout une au ntomssitnph'tnon con-

nexe.

Kx ('«et. Pm<iicc<t~mparcit cyc!c, (~ui(tcpctx) (tu xomhrc<!<'spoints
sin~uticrs (pn s<mt cont<'tHts, <'st <'ss<'ntictt<')n<'tttcuti'*)'. !)ot)c
~.t~ Yi t't, p:u' co)tsc'(p)('nt, IK + 1 ). c cst-:<-(jn'<'!<'t)0)n!))c(h's «)))-
tncts. sottt tottjom's pairs.
),<' tijcoro~c \i! (t'apt'cs )<'(ptct,sii*ot) peut mcitcrcntrt'th'ux

pnotts nn nrc ~c't</Mcsat)s cont:tot. ott peut .mssi ntct«'t cntrc (es
<tcux poioh un nrc a~e sans cottt.tct, ('sLonorc \)'~i pou)' tes

('(inations <h'(tc~rcsupcricm'. ()Hn'~ pour s'en :t*;sut'<'rqu'Hs(~rcpot't('t
:<la <h'!no))str.ttion (ic ta page ~t~, )"' i'.tttic'. ~ous auroos toutcfoi-'
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mu' mn<h<«:th<m )<ttr<t<h)n<n<m~tt'jtn'ntrn~t «rr~nt «m<!«t

~.)t't<'s<'<j))!)ti<mt

h's <'xh'cmttt's<t<'c<'t.n'ccorrcspomtnnt :< =- o. 7r.î~ (i~monstr.t-
h(H)c<~nhtH)craitde ta !))(''mc~n'ott (pa' (hmsht t'~ParU(\

Huportc (te rcm:n'(}))('i'<{t)ctes st't'tos

sont non seulement convergentes, mais uniformément convergentes,
ce (nu est nécessaire pour ta suite Je la démonstration; car la somme
(h*la st'ric

reprennnt ta mono valeur pour et pour ~7r– est une fonction con-
tinue de t qunn(t cette varïaUe crott de–ce a -t- ce
Le théorème VHÏ et sa démonstration subsistent aussi sans modifi-

cation.
Si donc on peut joindre deux points A et 13par un arc sans contact.

et si A, et H, sont deux points des trajectoires qui passent par Aet D.
on pourra < ~démentjoindre A, et D, par un arc sans contact.
Le théorème IX s'énonce ainsi

.S/AUet A,H, sont deux arcs de/r~ec/o/ <?< AA,, 00, sont des arcs
~& ne co~ï/ï< AB A,n) e/<aucun autre point que A, D. A, et
u,. les/<~ des contacts de AA,et de BD, seront </<?w<?/Meparité.

(~etheorone subsistera encore dans le cas qui u"us occupe, pourvu
queie cvcte At~A, partage ta nappe S, en deux régions, dont nue
simptement connexe.

TUHORt:MEX. M/ïarc trajectoire qui ne passe ~MCM~/70/
.M~ est AOM~c/ par arc de coMr~<?,le /ïo~~r<?r/Mc~/<~f/~ de
cet arc de courbe est impair.

y««~. f/f JA«/<. (~' !<ut'ic), t~mc I. t'AM;. Il, t88.').
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(~cthéorème ~<~raencore vriu, si te cvc!e fornu'' ~r !cs th'nx .trcs
(hviscta nnppc S, pn (!cux rcgtons, dont une shnptctm'nt connexe.
Ainsi les théorèmes du (~hap. IV, qui constituent ce que j'.n nppetc

ta tticorio des contacts, s'étendent avec quelques niodincations a~
<'as qui nous occupe. Je passe maintenant a la théorie des eonse-
quous.

un arc atgehrique sans contact, et M~. J\L deux points consécutifs
d'intersection (h' cet arc avec une tneme trajectoire M, est te couse-

quent (te A! M,)t antécédent de M,, et si et sont tes valeurs de
quicorrespondeut .) cesdeux points At,,et ta relation ()nt tx' <'t
est ta t<H(!(' conséquence.
!.cs thcot'emcs XI et Xtt ne subsistent (ju'a~ec d~iniportitntes tno(!i-

neations sur iesqueties nous revieuurons ptns toin.
Le the~renie XIH. aticotnrah'c. reste vrai pour !eséquations d'ordre

supérieur.
Si ~j, est ta toi (!econsc(p<em'e. ta iouction es! hoto-

morptie. H tt y a d exception (pte pour tes \ateurs <te (pn corres-

pondent a une trajectoire at!a)!t at~outir a un point sm~olier avant
d'avoir rencontra (!e nouveau t arc sans contact, et pour tes ~a~e~)rs
df ou (!e (p)i correspon<tcnt au\ extrémités de!cet arc sans con-
tact.
Le thcoremc XtV reste vrai e~atement, tnais ia démonstration doitr

être modinee, car te e\cte M,,ÏIM, dont il est (ptestion dans ta
demonsit'atiott donnée daus te Cu;<p. pourrau ne pas partager ta

nappe S, eu deux résous. ~!ais soit un point situe sur i arc sans
contact entre et M, voir~ to, p. :)~. H~Partie~ et a une dis-
tance nuic de \<t. Soit 1', un point situe sur t are sans contact a (trotte
de M, et a uue distance unie de ce point Joignons t'J', par un arc
de courbe Le!que te c\cte ferme A!M, t', )'“ enfertne une région sim-

ptement connexe. La trajectoire N,,N) ne pourrait sortirde cette région
sans s'ctoi~ner de la trnjcctoirc M~ a une distance nni<~ou sans ta
traverser, ce qui est mipossihte. Donc te point N, doit etro a droite du

pomt M,, c.Q. F. n.
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Je dis qu'on peut toujours mener sur la nappe S, des cycles sans
contact. Hn cnet
)" Dans le voisinage des na'nds et des levers, on peut tracer des

cv<tes sans contact envetoppantdes points singnticrs.
Si et M, sont deu\ points d'intersection consécutifs d'une

trajectoire ~î,,P\t, et d'un :u'c sans contact M~QM,, te cycte

~<~u~

pourra être regarde comme sans contact. Soient en effet N,, un point
infiniment voisin de M~et a droite de ce point connue dans !a~ to
que nous venons de citer, N, le conséquent du point ~ous pour-
rons tracer dans ta région infiniment mince comprise entre tes deux
trajectoires :M, et nu arc \,tt~ ne coupant cha(pte trajec-
toire qx'une fois. I.e c\cte~HM,Q\ (p)i d)ffere infnnmmt peu de
~I.,t~J,QM,sera atorssans contad.
Ainsi donc, si la nappe S, contient un nouud on un foyer, on sera

<<'rtaindc pouvoir tmcertm cycte sans contact; si ette n'en contient

pas, toute trajectoire devra couper an moins un c\ctc algébrique en
une minute de points (a moins de se réduire a un cvcte ferme, comme
nous t'avons vu dans te Ctiap. Xtt). Ce c~cte a!gchri(p<c pourra être

partage en un nombre fini d'arcs sans contact. Donc au moins un de
ces arcs saus contact sera coupe par la trajectoire en une inunitë de

points, hu'mices points, nous retiendrons deux points consécutifs M,,
et M,< ils nous donneront un cycic sans contact, ainsi qu'on vicnt de
te voir. v </< /o~~ c)~M M/~ M~~c/~ moinsque /oM~ /M
//Y/<r~ se /yc/~ « <7c.~<?vc/c~y677/
Si u)t cycte sans contact divise ta nappe S, en deux relions dont une

simplement connexe, cette dernière contient au moins un nœud ou un

foyer.

Kn effet, t'indice (tu cyctc sans contact est e~.d a t. Si donc N,
t et C désignent Ic nombre des nœuds, des foyers et des cois contenus
a t intérieur de notre région simplement connexe, on aura

~+t~ (:

ce qui démontre te théorème énonce.
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Supposons maintenant que te cycte sans contact divise la nappe S,
en deux régions j~ouvant toutes deux être nndtiptement connexes.
Je dis qu'il y aura des points singuMets (tans chacune d<*ces <!eux
rcgtons.
Soit R t'unc de ces régions que je supposerai y fois connexe. U s'agit

de trouver t'indicc du cycle sans cotuact Cen considérant la région
comme t'interieur <!ececycte. TS«t(spourrons construire une ca!oi<eJ~f
simplement connexe et admettant pour frontière !e cycle C. ï/ensembte
des deux régions K et H, formera ators une stufuce fermée de genre

ce qui prouve en passant que y doit être impair (<~ RtEMAN~

~M7M~c/~ tt~ p. t2; ï~eipxig.TenLner. '8~6 l'osons donc

Si nous décomposons la rc~ion Rot un certain nombr<' de rcgtons
snnptcntcm connexes, la snriacc fL'rn!<'<'H -+-H, pouna chc :tssnni!t<'
a tni po!\<'dr< En apph(}U:<nta ce pot\«!rc le Uieorèmc d Euh'rct et)
raisonnant connnc dans tcChaottrc t)r(t<'<t<'ttt,on trouvera

~/<tcs)~nan<ta sonnne (tes ht(!iees<!escrêtes a hnde (h'squc!s ta togfoit
H a i'tc pah:~('<'<'nn'gt(ms shnph'mcttt connexes. Or, si ~,F<'t(~ sont
tes nombres des tj<ru(is, des <ov<'rset <)esco!s <!e!a région J<.on a

ce qui prouve que F et C ne peuvent pas être nuls à la i'ots.
Au pouit de \uc qui nous occupe en ce moment, tonte trajecton'<

termee et ne passant par aucuti poin! sh~tnier pourra eure asshnitt<'
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a un cvcte sans contact, je veux dire que son indice sera égal a t.
Cne trajectoire fermée n'a pas d'indice n proprement parter, mais les

cyctes qui en différent htunimcnt peu en auront un, et je dis que cet
indice sera
En eftet, il peut se présenter deux cas
Soit M. P~!<,une trajectoire fermée~ soit AM~b un arc sanscontact.

soit te paramètre qui dénnit: la position d'un point sur cet arc; soit
0 la valeur de <qui correspond à ~$. Soit

H pourra se faire d'abord que la ibnction <?,ne soit pas identique-
ment nutte. Dans ce cas, soient une valeur infiniment petite de N,,
te point correspondant. N, son consrquent et ta valeur infiniment

petite correspondante (te Soit N~Q~, t'arc de trajectoire qui joint
N~ a t.e c\c!e N,,Q~ qui différera inummcntpeu de M,,PM.,
pourra être assimile, d'après ce qu'on a vu plus haut, a un cycie sans
contact. Dans ce cas, la trajectoire fermée MoPM<,est un c/c/c et
jouit des propriétés décès cyctcs démontrées dans la II'' Partie.
Il peut arriver aussi que ta fonction soit identiquement nutte.

Dans ce cas les trajectoires voisines de M~M~ sont des cvctcs termes
s'en vêt oppantmutucitement.
Si alors on mené un cyctc innniment peu ditferent de M~PM,, te

nond)t'e de ses contacts extérieurs sera te même que celui de ses con-
tacts intérieurs et son indice sera encore c. Q. F. D.
Si donc une trajectoire fermée partage ta nappe S, en deux régions.

it y aura des points singuliers dans chacune d'eties.

Donc /oM/c~c/e~Me y~MC/ /o~/6'~o(' /e~-
co~ï~e /uM~ce/~ cycles ~/ïy contact et /~M~A'c<?/ ~<ï/cc~
yc/ey ~M~c/ï~ /fï y?<~<'8, en ~M.T?rc~o/M.

C'est la gencrausatiou du théorème XVI de ta deuxième Partie.
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t'assons maintenant a la généralisation (ht théorème \tl qui est
t'ot)j<'tptincipat de ce(~npttrc. (~' tttcoreme généralise s'énonceainsi
~/</~c/~~7~ /v~ S, /v/ ~~c ~77~ crc/M c/ ~c /jo~ c~c/c~
c~~r~77!~ ~/JO/ ~/M~/c ~/c/c//c~/c~ ~Mc/c/f~<y/ ~A?
cc//c /< /c M~ CMcrc~ M~~<?~ ~.r~ /My<r/
les /<o?/ ~~<~c~ r~~r~y co//w~ r)'6' ~< /~c/ 7~fw/
r~~CtT' les ~/Y~/ ~~r/~J<7/Ï~ C~C/~ ~(~ /<7/CC~M
/7/«M.
Si tf ~cnr<(h' !.t n~ppc S, <'stc~at .< la g no'atis:thon t~tintnh-

<H:tt<Ett <'nct, ~otH'(!c'tnontr<'rsorta sphct'cits !h'f)!<n<'s X .<XVi!!
<!cs(L'ux prcmtt'rcs !~r!ics, nous «ous '-otnmcs :nnm\(s ~cn!(m< sm
m)(' pt'o~rk't<'(!<' !a sp!i('r< cc~c <t\r<' shnptcnh't)) con)K'\c ou <t<'

~curc o.
Il est encore nu <m!rc cas ou cette ~<nerahsation peut se taire im-

H:c<Hatetnent.Sunposo~s qn\)U ait (tccoupe sur !a nappe S, nne région
n donHetnent connexe e! !inntet' paruen\ (Vt!es sans contact (~et (/.

Snnposons de p!ns<n<ecette région H ne rentctme ancnn point sin~n-
!ier. Je dis (jne !e theorone \Vi!t s';<pptiqnera a cette re~icn. (\'st-
;t-(nre (pt'on pourra si!tonnerce!te région parnne infinit'' de c\c!<'s K

<pnseront tous des cvchs sans contacL on des trajectoire~ (et m<es.
H e-<tc!ait' (taHhnrs que (es c\cles K devront être disposes de

(.«on a partager !:t région H en deux antres, ta prennere, hnntee par
tes <~(tes et (~ ta seconde partes c~ctes Ket (~. tji d antres termes.
it n'est pas possibteqne te c~cic K forme a lui sent la frontière d une
région H' contenue ton! entière dans J!. t~neHet. t~indicede «' c\c!e est

e~ai a tandis que et parconscqnent h ne rentertnerait pas
de point singulier.
i)i\isons maintenant, a t'aide d nn point M qnetconqne, toute tra-

jectoire en deux <!enn'trajectoi!C. anato~ues nu\ denu-caracteristifp!es
des deux prenneres parties, t/une décès dctni-trajectoires comprendra
tes points ou te point mohite passera après être passe an point M et
t'autre tes points ou te point inoLite était passe nvant d'arriver au
poittt A!.
U's demi-trajectoires se diviseront alors en trois catégories
<" Les trajectoires fennecs qui resteront tout entières a t'intcrieur

de );:
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2' Les demi-trajectoires qui s étendront indétunment sans jamais se
termer, et sans jamais sortir de H;

Les demi-trajectoires qui sortent de Il pari un dcscyctes(~et C\
Nous commencerons par entourer tes trajectoires ff'rmées dans tics

<ï~M~.r /M~ ainsi que nous t'avons fait dans la tt~ Partie fp. 2~0
cet euet, joignons un point de (~a un point deC par un arc aigé-

hrique <p«'!< on~nc.Cet ar<' a~( briotn' pourra t'trc (!<~composcc'n un
t)otnhr<*fini <t:<rcssans contât t. Par chacuu<' <!<'scxtrcmitcs (!e ces

<H\crsarcsj<' ~mspasser un p 'tit arc sans contact. J'ai ainsi trace a !'in-
tcricnr de n nn certain nombre d'arcs sans contact: et je suis certain

one tonte denu-trajectoire de ta prennerc catégorie rencontrera an1
moins un d'entre eux.
Considérons un one!conque de ces arcs sans contact et cherchons

que!s sont (eux des points de cet arc fpn ont un conspqnent. Kous
convenons pour ce!a fjne, si !;<trajectoire qui passe par un point
de arc sansco)tta( t sortdéjà région Il ou si eue ne vient ptns conpo
de non\ean j'atc sans contact, !e point M<,sera regarde comme sans
conséquent. Si, an contraire, h trajectoire qui p:~se par M,, vient

ronper de nonvean arc sans contact en un point M,, sans être sortie
de !<'point sera !e conséquent <!e
Parmi !es arcs sans c'ntact, e)! nonihrc fini, que j'ai tracés (tans ta

région i!. tes uns ne seront renc<'ntrés par aucune trajectoire fermée
de la première catégorie et devront être rejctes, les autres seront ren-
contres par au moins une trajectoire fermée; je tes appetterai ~/rA
~/jr/7/
Considérons un arc .<u\iu:ure (ptetc''nqtte; sur (et arc on pourra

toujours trouver des p 'ints admettant: un conséquent; car ic point nu
il est coupe par une trajectoire fermée est son propre conséquent. I)<

plus aucune trajectoire issue d un p h)t de rare auxiliaire n'ira pnss"!
par un cet. puisque ta r' ~ioun n'en rentértue pas. L:t courbe de con-
séquence affectera donc t'une des formes indiquées sur !a t t
'1P Partie.?.

Nous avons vu que. si t'enjoint un point M. d'un arc sans contact .<
son conséquent: M, par un arc de trajectoire M.rM,, te cvc!e

~PM,M. 0



H. POtNCARL.2t()

peut être regardé comme un cvc!e sans contact. y aur.'it exception.
bien entendu, si tes deux points M,, et M, se confondaient, auquel cas
te cycle sans contact se réduirait a une trajectoire fermée. Nous traçons
te'; cycles sans contact ainsi obtenus pnur tous tes points de !'arc auxi-
liaire qui admettent un conséquent. L'ensemble de ces cycles ft~rmera
alors un anneau limite comme ceux que nous avons envisag' sdans la
Partie.
(~etanneau Hnutc sera siiïonné par une série de cycles sansc< ntact

donLqueiques-uns se réduiront à des trajectoires fermées. De plus cet
anneau Mmitepartagera la région R en deux autres régions au.dogues
R~et R ne renfermant plus qu'un nombre moindre d'ar< s auxinaires.
Kn continuant de la sorte sur !es deux relions 1~ et R on arrivera

n partager !a région Ren uu certain ttnmhre d'anneaux limites et en un
certain nombre de régions interannutaires intérieur desqueHeson
ne pourra ptus tracer aucune trajectoire fermée c/~H'' Partie, p. ~2\
(~ons!(!eronsune de ces régions interannuhures; et!e sera tout a fait

analogue a la région R; seulement on n'y pourra pas tracer de demi-

trajectoires de la première cat gorie. Je dis qu'on n'<'npourra pas non

p!us tracer de la deuxième.
En effet, toute demi-trajectoire de h deuxième cat< gotie admet un

cycte timitequi ne pourrait être qu'une demi-trajectoire delà première;
< ar, dans t'interieurdc ta région R. !es t!teorem<'s(h) Chapitre V s'ap-
puquent sans restriction; donc unedemi-tr.tjectoirenepcnt rcstercon-
stamment a l'intérieur de la région interanmdairc qui n<'st traversée

par aucune trajectoire (te !a première catégorie.
Ainsi une région interaumdaire ne peut renfermer que des demi-

trajectoires de ta troisième catégorie; d ou il suit que toute trajectoire
(pu traverse cette région va aLoutir de part et d autre a deux extré-
mités situées sur les deux cycles y et y' qui Hmitent ta région. Un'est

pas possible que ies deux extrémités soient sur un même cyctey; c:)r
un arc sans contact ne peut sous-tendre un arc de trajectoire.
Donc toute trajectoire tracée dans la région intcrannu!;ure va d'un

point du cy( tc'/ à un point du cyc!e y; coqui démontre in possibilité
de si!ionner cette région de cycles sans contact.
Le théorème XVHI est donc démontr.' pour la région Ft.
Un cas particulier digne d'intérêt est cchu ou la toi de conséquence
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sur un (tes arcs auxiliaires s'écrit = /n rpconnaitrait alors par
un rayonnement analogue a celui que uous avons emptoyé a la un du

(~bap. X! en remarquant que !a région li no renferme aucun point
singulier et que toutes les trajectoires qui traversent cette région sont
fermées.
Si on taisscde coté ce cas particuner, toutes tes trajectoires termées

sont <tescyctcs timites; et te théorème XVit. d'après tcquet ce~ <~ctes
timitessonten nombre fini, se genéra!ise aisément, (tt nesagitjus-
quici. bien entendu, que des cyc!cs Hmites et trajectoires fermées
situes tout entiers rintérieur de H.)
L<s tuéor'*mesXVHet XVtH sont encore vrais quand un des cyctes

(~<tC'qui umiteut la région H, au !ieu d'être un cyctesans contact,
devient une trajectoire termée. tt y aurait exception toutefois pour te
théorème XV!t si !e cyc!c (~se reduis:ut a une trajectoire fermée auant

passer par un cet.
Il me reste, pour démontrer tes théorèmes XM! et XV!H <!ans

toute teur générante, à ~ure voir la possibilité de décomposer ta

nappe S, <'nnu certain nombre de régions tettes que K.
Pour c( h, nous aHons d'abord f!ur<*quelques remarques prétimi-

nairf's.
\ous avons vu que si t'on johtt deux points M~et M, d'un arc sans

contact par un arc de trajectoire ~PAt,. te cvde Aî,PM,, peut être
re~<<rdccomme sans contact, c est-dire que par (bacon (te ses points
on peut mener un cyctc sans contact qui diHere inunimeut peu du
c\cte~t,P~
i)<' même.supposons qu'un arc de trajectoire M,,QM, vienne aboutir

en M, n un cvcte sans contact M,PM,. Je dis que te cyc!e

~PM.QM.Q~

ponrra être regaroe comme sans contact.
En effet, sotcnt ~Q~ ~(~M. M~Q~ <h's :<rcs<!<-tra-

jectoire mnonnent peu <r<'nts <!eM~Q~ N<Mispourrons toujours
trnrer un arc (!<'courbe, quittant iccyctcsans contact M,PM, <'uM,,
( (H)pa<Hchacun (!c ces arcs de trajectoire en un seul point, auant
passer par te point M. et venant rejoindre ie ('~cte sans contact en

7«/<r~.</<'t/f~ t*~rt<' t~m<*t. tus~H,<KK~. ~M
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Le cvcte fermé M~P~Q~AÎaM~. <~nthHerc in~nnncut peu <!<*

M.P~.QM.QM,.

sera alors sans contact.
hna~inons maintenant qu'on ait trace sur )a nappe S, un certait)

nombre (te cvctes sans contact ou de trajectoires fermées <'t(Ht on
ait détermine ainsi sur cette nappe une certaine feston Ptinutee parées
divers cvctes s:ms <ontact. ~i peut se faire que ta région P contienne
ta nappe S, tout entière; ainsi supposons que S, soit un tore, et qu'on
ait trace sur ce tore un cercle méridien (~qui soit un cvcie sans contact.
Ut nappe S, fr)rme ators tout entière une r'~ion limitée par ~r
( vêtes,car <tndevra <tistin~uer tes ueu\ te\r< s (te ta coupure que <m
a faite }.ur te tore.
Ceta pose. je (Ns que par tout pomt M~<t<'ta r<~iou t' on pent

tracer /c//c~/ cc//cf<w/< un cv( te sans conta<t. (~nsxterons.
en eftet, ta (!enu-trajec!oire qui passe par VOici tes (as qui pour
ront se présenter
t" it pourra arriver que la demi-trajectoire se terme sans ett'c sot he

<te t.t rc~iou P. (~cst te sent cas <t'exception: on ne pourra pas faire

passer par te point M. (te cvcte saus contact, mais seutemeut une h a-

jectoire fermée.
Ou hn'u que ta <ten)i-traj<'ctoireMnQM. sotte (te ta région

en M, par nu (tes cvctt's sans contact qui !a uniteut, par e\<'n)ptc par
tecvcteM,ttM.. Dansée cas, te cvctc ~,ti\t,(nt,QM, peut etrcn'-

~ante comn~esans contact, ainsi qu on vieut (te te voir
Ou t)ien que ta oenu-trajertoire at)outisse a un no'u<t ou :<un

fov<T.(~ecas se rmnene au précèdent, car on peut entourer le uo'n<t
ou te toverd'uu petit cvctc sans contact, que ta trajectoire est ot)ti~('<'
de traverser pour aboutir nuu«'t)(t ou au fou r.

Ou tneu que ta (tenu-trajectoire s étende indeuuunenL, s;<Hsht'
H'rmer. sans at)outira un n<eU(tou a un fover. et sans sortir (te ta
renion (ht pourra ators trouver, (tans ta région i\ un arc s<)nscontact

qui coupe ta <ten)i trajectoire un deux points ~<, et 'S.. tt s'enstut.

d après le theorem Vttl. qu ou pourra joindre a un autre point
de la denti'trajectoire par un arc sans contact. Dans ce cas, te cyc!e
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forme par tare sans contact M~t, etpart'arc de trajectoire M.~t,1
pourra être t'osante comme sans contact.
Ainsi t'en pourra toujours mener, parte point M. et dans ta région i\

t))) cvcte sans contact (pn pourra, (tans certains (as, se réduire a un<'

tr:)jc( toire tertnce.
Si t<'point A! est un co!, il ahoutti a <'ccet, non par (tcnx. mais par

(p)atrc (teint-trajet foires. On peut alors mener par !e point M~,~t
c\< tes sans contact formant, par tenr ensemble, une courbe fermée a

point (!oub!e.
~cta pose, voici (ommcnt nous opérerons pour partager ta nappe S~

ex relions anatogues a R. Nous commencerons par envetopper tous
tes nœuds et tous !es foyers par des cvcies innniment petits sans con-
tact Soit dans ta région P ainsi déterminée un col Quelconque; parce
«)t. je pourrai faire passer deux cvctessans contact; j'aurai ators divise
ta nappe S, en regious P ptus petues; j~opcrerai de même sur chacun
(t<~cots. et j'aurai nnatetnent partage ta nappe S, en nn certain nombre
(te relions li )imi!ees par des cycles sans contact et ne conLenant aucun

point singulier.
Je dis <?«' chacune de ces régions estdouhtement connexe et tim'tee

pat deux ( Yc!csseutcment.

Supposons, en effet, que ta région R soit y fois connexe et Hmitce

p.o /<cvctes.
\ous aurons (rahord (voir RtEMANN,/oc. c~ p. t2j.

Uepins, chacun des cycles a pour indice t, <t il n'y a pas(!<*pomt
sioguttcrdiUts ta r~on. Si nous fermons la n'gion K en construisant,
sur chacun des cycles C qui la tinutent, une calotte simptem<'nt con-
t)c\c. puis (pte nous divisions la région etie-metuc en domaines simple.
ment connexes par des cvctes C', nous obtiendrons une sorte de po-

Ion désigne par ~< la somme des indices (tes cydesC et par
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Ainsi toutes nos régions sont doublement connexes <'t limitées par
deux cycles nous pouvons donc siHonner chacune d'cttes de cvctes
sans contact, ce (p<idémontre h*ttteoreme XVHI clans toute sa géné-
ralité.
Qnamt on aura construit sur !a uappe S, une série de cycies snns

contact et (!c cvctcs nmttcs s\'nvc!o~ppant nmtn<'t!<'ntcnt, on ponrr:<
s'en servir pour constrmre tes trajectoires et!cs-memes.
Si nn cycte sans contact (HviseS, en deux régions, H ne ponrra être

conpe en plus d'un point par une même trajectoire.
Ccta ne sera p!ns vrai. an contraire, si h' cvc!e sans contact ne p:n'-

ta~e pas S, en deux t'étions; mais, même dans ce cas, !a consute-
ration des cyctes sans contact n'en conserve pas moins une hnportancr
capitate. C'est ce <n)e t'on comprendra nneux par tes exemptes <nte)e
vais donner dans te Chapitre suivant.

<ntApmu; xv.

t:TLUKt'At{nc(!f.t):n):nu ïont:.

Les surfaces de ~enre t sont, comme on t'a vu, tes sentes sur tes-

(Uteues il puisse n'exister aucun point singulier. Apres te cas des sur-
faces de ~em'exero, (nu ne diffère pas en réalité de ceux (jui outcte
traites dans tes deux premières parties, te cas te ptxs simple <juipuisse
se présenter est cetui des surfaces de ~enre < sans point singulier.
(~'est donc cehu <p!enous at!ons étudier en detaiL
t~our uxcr davantage encore les idées, je supposerai (p<e ta sur-

ta( cS, se réduit au tore

\h)is ton! ce que nous dirons (ht torcsap~tKjUcra~mtesuriacc



COUnHRS DEFtNtFS PAR UNE KQUATtON MFFEHENTtEt.LE. ~2t

quiconque du genre t, quin'en (Hffèrepas au point de vue de la géo-
métrie (le situation.
Nous poserons

.r ==(R +rcosM)cos~,

.y = ( H-t- rcosw) siny,
s = rsmM.

Xfmsmettrons les pqna~ons dit~érentieHes sous la form~

~C)
37 ="' ~=~

ce qui montre que si H et t sont des polynômes entiers en cos~, sin~.

<-osoet sin~, '–? <'t seront <!es fonctions rationnenes en <y.<~ ~tt <Ït
et~.
Pour bien saisn' !:t suite (te ta (iiscussion, il faut se reporter an\

Chapnres \Ht et IX (tP Partie). Nous aiïons, en effet, appliquer tes
mêmes méthodes et partager te tore en régions acyctiqucs (smonnees
par (tt's c\('!cs sans contact, parmi tes(p<e!sit n'ya aucun cycte hmite).
en relions cvcn(p)es(sinonnees par des cyctes sans contact, parmi tes-

(ptets il v a certainement des cyctcs limites), en régions monocycM<pjes
(ou il v a un cvcte timite un ~), et en régions douteuses (ou t'en
ne saurait atnrmer (pt'H y ait ni (pt'it n'y ait pas de cycle nmite). f.a
(uscussion sera terminée torsqu'it ne restera plus que des régions acy-
ciiqnes et monocydiques.
t.e probteme revient (tonc à savoir si une région est cycuque, et si

eue est monocyclique. Voici les regtes que nous appliquerons pour te
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recoftuaMre, et qui ne seront autre chose que cettes que nous avons

exposées dans h' (~tiapitrc VH!.
t" Soit une région R doublement connexe limitée par deux crêtes

sans cotttact (~et < et soit A~î!!un arc algébrique quelconque cou-

pant ces deuxcvctesen A et en !L (considérons un ottservateuf suivant
cet arc et pénétrant dans ta région H par te point A S'it a a sa droite
ta demi-trajectoire qui s'étend dans la région H a partir (ht point A.
nous dirons que te cvcte (~est positif, il sera négatif dans ie cas eon-
traire. Supposons maintenant que t'ohservateur, en suivant cet arc.
sorte de la région H par tepoint H. Dece point Hpartiront deux demi-

trajectoires, t une s'étendant a t'interieur de H, t autre a t exterietu de
(ettc région. (~est <ette dernière (p)e nous considérerons. Si ette est .<
ta droite de t'ohservatcur, te cvcte (/ sera positif (< (Ictp. ~ttt.

p. i!
Si tes deux cvctes son de mone signe, te nondn'e des <vc!eshmih's

contenus dans ta regton J~ est de metne parité que te nondx'e d<'s
(ootacts (te t'arc AMU: il est de parité dinerente dans te cas con-
tra ire.
!Ln particutier, supposons (p)e tes deux crêtes (~ et (/ s<n<'ntd( n\

ccrctes tneridiens~ = et = Supposons que. dans la région t!
c't sur sa frontière. i2 soit constannnent de tnetnc signe; supposons
que t<' tong (!u cycte (~on ait

.7;->

<'tqu<' te to)t~ du c\(te(7 on ai<

<<

t'rcnons pour t arc AA~ot'arc de paratteie ==-o, (pu est sans con-
tact. Les deux cyctes seront de signe contraire. Le nombre des c\ct<'s
limites contenus dans H sera donc impair. Donc cette région est cer-
tainement cutique. ·a" Soient~ et tes coordonnées potaires d'un point dans un ptan;
supposons ou'ot) etatdisse entre et o d'une part. o et 6 d'autre part.
nue rotation tctte que ta région Rdu tore et une certain'' région H,
douotemcnt connexe du ptan se correspondent point par point et



CO! HBf.S !)ËF!NttS PAR UNE KQUATtO~f MFFHRENT!RLtK 2JLJ

(l'une façon tuuformc. Supposons que, toutes transformations faites.

t'~piation diftérentieHe proposée s'écrive

Si (hms ta région R il a phn de deux cycie~imites, il aura fbrcé-
nx~W(t:)ns ta région des points ou

<(;hap.\)H.th~rcm~XtX).
S())('nt.<'np:n't)C!)h<'r,

k <'t:mt«)«' constatée (ntctc'onqttc.
Si <hns ta t(~K)t) !a fonction ncs~nnut~ pas, ni non ptus ht <<))n-

lioil 'l-1),l régioii li est c(-rtaiiiemeiii l, ()ti J'tton ta région Hest certainement acycnquc (m nK)no(Vt'Ii(nt<

t<4an~ics o. et o, étant compris entre o et

a valeur (te ne s'annulant jamais, tous les pamHeh's M= ron~t.

sont des eydcs sans contact. Voi!a donc un premiers\stt'm<' (~ cych's
sans contact parmi tesquets il n'y a aucun cyctc Hmite.
Mamtenant, on voit aisément que, si'? est compris entrer, et 27?–o,.
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f
<

f.est positif, et que, si est compris entre –o,, et -t-~o* ne~ttd
Le tore se trouve ainsi partagé en quatre relions, les régions

où tous les méridiens sont (tes cycles sans contact (('<'sont des régions
acycH(Htes),et h's régions R(~, <~ ~<<) <~i~(– ?<<~? <~ ?<,)<
sont (ioutcnses.
Consacrons, enp:<rticuhcr, la rc~ton K, Je (hs Sabord <u<'<'tte<'st

cvchque, car on a

Les den\ cycles sans contact ~=~, et ~=o,, <p'i titnitent ta re-

~iott n sottt donc de signe contraire, si l'on prend pour t'arc AMU.
dont il a été question phts haut, !'nrc sans c<mta<'t = o. Donc rc-

~ion li contient an moins un cvctf jinutc.
De ptus, e!!e n'en peut contenir ptusd'un; car, sieHc en contenait

1 un clcwrait :moir a l'int~·ric~ut·1 It ,ccit !.>= c~,soit d'I' m.deux. on devrait a\oir a t'intet ieurde Hsoit i~= o, soit = o~r..
Ur S~m· 1.. c~t"'1', ·in-~nc pcut '1 ~lm~(mm~Or 1~ne s'annute jamais, et- = sin~ ne pcnt s'annuter oue pom
===/M~.c'est-a-dirc en dehors de H.
i)onc dans la région on peut tracer un c\c!c limite,<'tnu sent, <pte

j'appene (~.
t~our ta tneme raison, dans ta région n~ on peut tracer un cvcte

timiteet un scul (juej'apjw'tic (7.
1\ous sonnncs donc conduits a un second système (te c\ctes sans

contact parmi lesquels it v a deux cycles nmiLes Cet C et une innnite
de méridiens.
Les deux cycles C et C/ partaient te tore en deux relions P et P\

toutes deux sittonnces de cycles sans contact. Considérons te point
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mobite dont le mouvement est denni par noscquattons differenticUes.
Si, :) t'ori~inc du temps, ce point mohueest dans une des deux régions 1~
ou 1~, il n'en pourra jamais sorur. Si donc sa coordonnée esta For:-

~incttn temps comprise entre et 27:?,, e!te restera toujours com-

pris' entre o~et -~7:
De pins, des que te point mohne aura franchi un des cycles sans

contact du second système, il ne pourra ptus te franchir de nouveau.
Quand le temps croîtra indéfiniment, te point mobue~c rapprochera
asymptotiqucment de run des deuxcyctes limites (~et C\
En (t'autres termes~et pour reprendre le tangage du Chapitre X, t or-

bite du point mobitesera inst.ab!e.
Le second exempte que nous traiterons sera encore ptus simple que

h' oreredent.

et étant (h'ux (onstnntf's posiLi~cs.On voit immcdintcmcnt qm'
toxs ics jmrati~tcs et tous les méridiens sont des cyctes sans contact.
<'t((ne t'mk~ratc ~cn(''r.dcs'écrit

Si te rapport est cotumeusurAbic, toutes !cs trajectoires son~

fermées; il y a Jonc stabilité.

Supposons maintenant que le rapport y soit incommensurable; il v

aura encore stabiHto cil ce sens, (ptesi !'o!t considère une portion jodu
tot'c, st petite qn'enc soit, cette portion sera traversée une inthntedc
fûts par une quelconque des trajectoires. Si !e point mobi!e occupe a

i'origme des temps mi certain point A, il ne viendra pas repasser en ce

point, tnais il viendra une infinité de fois passer en des points infini-
nient voisins.

c étant une constante conmiensurabte et une constante quukonquc.

yoKfM.de ~<t~. (~ s6ric,)tome ). Fasc. Il, t885. 2~)
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Cette courbe hcra un cvcte ferme, et Hest aise (te voir que ce s~ra tou-

jours un cycle sans contact
On peut donc tracer sur te tore un<*inimite de systèmes (!e cy<trs

sans contact, parmi lesquels Hn'y a aucun cycte limite.
Les deux exemptes <nn prc(edent sunisent déjà pour faire com-

prendre nue ta présence d'un cycle timite ( st un si~ue (t'instabihtc'. et
r.tbsoH'c d'un parcit cycte, uu si~ne (te stabin~e. Mais, pour mieux St-
t'endre compte (te ce fait mipmIauH il est indispensabte <!epénétrer
puts avant datts ta question.
Nous ~ppf'serons, dans ce fpu \a sui\re, que Met vottt constam-

ment en croissant avec te temps, c'est-a-dirc que et <1'sot)! toujours
positifs, et de plus quit n'y a sur te tore aucun point singulier.
Considérons le mcridi'n ~=~0. (mi sera un evete sans contact.

Soit M(o) un point de c'' méridien ou se trouve te point mobite a

t origine des <<mps. (~epoint aura pour coordonnées

0.<') <

Si t'on tait croitre te temps, et <roitt o!tt e~atement, de sorte que
nnira par devenir ei;a! a te point mot)ite sera venu atorsen un

point M~<t qui sera situe sur !e cvcle sans contât t ~o d'où nons
sommes partis, (pu sera le conséquent du point M~o) et qui aura pour
(oor<!ounees

.7r.

!.es deux <p<;)ntites~o et. seront nées par une certaine rotation
qui n'est autre chose que ta toi de conséquence du Chapitre V. J'<'crir.))
cette toi sous ta doutée forme

== ''<)“=-=.$:(<),

t,es hypothèses faites permettent d'énoncer au sujet de ccHe toi d<

conséquence tes principes suivants

/~?/?r~e. La fonction {~est continue.

/~M.r~e/~7/!c~. t.a fonction croit constamment avec <.)“,d<'
tette sorte que

l
T- >
~u u
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7/'o~~ïc/v/<?. Lafonctton ~esthotomorphe pouf toutes tes
odeurs reeHes de ~),
!)\)iHenrs il est chir (juc la foncti(m jouh dos mémos proprietcs

<~t<afon(<i<)n'l'.
S<H('ntm:hmctt:tnt A!),At 3 ~!(/)h's('ons6(ptonts successifs

<'t M < '\t'– ') ~!(– /) tes :<nt(''('(''<t(')<!ssuccessifs de ~1((~.
Leurs coordonnées o,, o~ et ~-j. nous seront (tonnées

partes équations

Les points M t'orx'ent un ensemh!e (te points (piej'app'Herai d après
tatto)ationadop)<epar ~.(~n)or. J'appetter.'tt~tensem!ded<rivc
< P. e\'st-;)-dne t'<')tscmt)t('(!cs p«t)tts (h'ns !(' \o)St)tn~c<tcsqt)o!sil
:t um'it)iitnh''(te p(!t!)!s:)pp:u't<')):u)Li'<cns<mH<'r. r.tt<in)<'(!('-

st~no'i~p:)!'
') l~Q;

t ('))s<'mtt!('(tos points connnutts a (h'ux cttscinb!cs ? ut Q. Je rcnvcrr:u.

poor ph)s <!c(!ct:ttts sur !<'sot!snn!)!cs (!<'ponts et !n)pt(n (tes )to!a-
ttotts (p)i pt'<'<('(jcnt, .) (!ivcrs AIctnoh'cs (te M. (~mtor, parus en :ut~-
))t:<n(t<t:ms !<'s3/<6' /i~ et ('Mfnmcns dans !cs ~c'~
Mf7/M//M.
Je puis :du!'s înc poser ics (jtn'stions s'u\<<ntcs
t" Qu<'t!cssf)nt !cs propriétés de t'cns('mt)!c 1~des points M et de

ses dérives?
n'Dans (p)et ordre eit'cutaire sont distribues les points A! sur te

cercle méridien<~ o?
.!e vais (!cmontrer (t'a!)ord (~0 i'on a
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En d'antres termes, si t cnscmUeP a «n point commun avec son dé-
rive P\ tons ses points feront partie de cet ensenn)tc dérive.
En effet, soitM(<) un point de P appartenant a P'; d'après la (tenni-

tio!t de P', il y aura, dans !c voisinage de M(<J, une mnnttc de points
appartenant à P. Nous pourrons donc trouver une série de points

La condition J)(P, P') = o, traduite (tans ie langage (tu Chapitre
signifie qu<' la trajectoire est inhtai~ie.En effet, !(' point A!~o n'appar-
!enant p:<sa P', tcpoiot niobi!c ne reviendra jatuais dans )<'voisinage
(!c son j)on)t de départ. Hy a exception toutefois torsque la trajectoire
est fermée.

Tn~onLMKXX.. Si l'on ~oMr/OM/c~ //Y/<'c/ ])(!\ P' <
/7~ cc//<7/y!<~ un cycle /M~, moins ~MCtoutes /M trajectoires lie
~MC/ /C/Ï~<

.Soit,en effet, N(o) un point de P', dans te voisinage duquet se trouve

par deunition une innnite de points de P. Soit Q l'ensentL!c des points
N(t), e'est-a-dire des antëcédeuts et des conséquents successifs de
N~o).

ttn'estpas possibte que. dans tout intcrvatie compris entre deux
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points qnetconques de P, il Yait un point de Q; car, dans te voisinage
(te N(o il v a une innnitc (!c parcns int<*rv:dt<*sil y aurait donc un<'
infnnLe de points de Q, ce qui est impossible en vertu de l'hypothèse

Soient donc M(o) et M(/) deux points de P entre tesqucis il n'y ait
aucun point de Q. Il n'y en aura pas non plus entre M~<)et M(2~;
car,si!epointN(~)s<* trotnait entre Mf/) et M(2/), tepo!nt~
serait ottre M(o)etM(/ puis<pte ta fonction <'st<'onstanitnentcr<ns-
sante. !t n'y en aura pas non plus d:<n<t'intervaHc comprts entre
M et M(~-}-<). !)e phts, si le pomt M(/; est à <!roue <!n point
M(o), par exemple, le point M < sera a droite de Mf/~). !.orsqne
/~croitra. !a seconde coordonnée du j~oint~!(/~) variera donc tou-
jours d.'ns !( mumesens; ette ira, par exemple, toujours eu croissant,
mais eue ne pourra cro!tre indentthnent, sans quoi ~'(o) se trouverait
dans un d<s inter~tues. Cette coordonnée tendra donc vers une
certatne timitc qui correspondra a un point P(o) du ccrc!e nteridieu:
on aura donc

Ainsi te consc<jnent (ht point l~o), pstcc poittttni-meme. Dom
ta trajectoire qui passe par ce point est fermée, et il est aise de voir

(p<ec~t un cye!e thnite.
La condition I)(P,P~ P si~nifu'que ta trajectoire est stable. J~n

effet, (tire (Hte te point de départ ~o) appartient a 1~,c'est dire «ne
te point mobile reviendra une infinité de lois dans te voisinage dans
ce point.
Si donc on a, pour toutes tes trajectoires I)(P, P') ==P, la stabilité est

certaine. C'est ce qui arrive, par exempte,dans le second des exemptes
cites plus haut.
Mais on peut se demander s'il n'arrive pas aussi que l'on ait
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t) p, p' == o pour codâmes trajectoires et ])~ t\ P ponr<t\mtrcs

«' sfra ta i'ori~tnc <h' toutes les thfnctttk's qu<* notts rpncontreronsdans

!.tStt~C.

\v:n)t (! :)!terplus Ion), je v:us ctabtir h' h'tnmc suivant

~o<e/~~) K(<~ r/r~o~~<y~Ao/e~ M c/ Kt~
r~ <S/ces ~r ~/7</c/ r~ lotis ~r dans /<
c~e < <); dis <y/<7/ crc~ /r.

!jt ~ff< s'ii en est :)it)st,icsth'nx points ~t~2~ et ~(~~ seront com-

pris h)us(!c!tX(hms t'int(rvnt!<' A! /;N~ I<'s<!cnxpoints ~(~ <'t
Nf~/ (hnst'i))tcr\aH<' ~\i('j'/ 'N(~ Donc, iorsquc/~croitr;), ):)
seconde coor iomt(''f (ht point variera tonjonrs (h)ns !(' nK'nx'
sens, sans pouvoir j~om'~mt (t( passertmc oort.dne limite. On en <'on'
( tut, «nnmc ptus h;(n!, t'<'xist<'nc<'<rnn point ï'fo\ tel fp)c

<Lp~rc<)ns('qu~ttt, (/<<*d un ('~ch'tintitc.
()o(U})(nts-t!()t)Stn:n))t(')t:n)t(h'd('t(r)!titK'rr()rdr('('h'ftd:mcd:(Hs

h'qnc! sont (tis~oscs tcs~omts <'n fiossfmtdcc~tc iccason tt
:<un rY(!<' tnnitc<'Lou <t se dctenumo :)iscmcni.
Sui<'ntt x., h tot~t«'ur du i\<t'c ~(o~J(t, x, r<'Hc de Fan

M(!)M(~), et, en ~('))('r:d, x~ccttc de i':u'(. ~t ~M~-r t;(' dis

f}U('h'rii{)por{

t<'nd!'<<,on;<n(!on fera (t'oitrc it)(!c'fjni)iH't)t~\crsune itmitc imn', (t(-
h'rnuncc, nxtc~out.uHc <!< tn:us H!c()mn~nsm':t!)!cavec 2nr.
Prenons, :( p:)t'hr (!u point M(o un :n'o L du cct'ctc tncrnhcn, <at

;< ('i)'<'onf~t\'nc('scnho'cs, c'cst-a-dit'c ;<~T~. et supposons

J)':tj)t'cscuUc in(')!!t(' ii a, sur t'arc -) points (h' 1\ savon
!fo),(t,(y- <),('tt!n'y(''n:tp.ts(ht\a!<t~<
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Pour bien entendre cette proposition <'tpour éviter t< ute confusion.
il importe (te faire h remarque suivante
La seconde coordonnée d un pomt M du cctctc mcndipn o ==o

n est pas entièrement dctortnmee; car on rctrou~' !<'inonic point <'n

augmentant Md'un nudtiph' (!<'27T.S; toutcfDis on se donne M., i<'s
coordonnccs <dcs conséquents successifs ~Ï(/) sera c/rc/< dé-
terminée par les cquatioos

Nous supposerons donc que nous nous sommes donne ci nous

pourrons regarder <.)/comme eomphhment déterminé.
it pourra être avantageux, dans certains cas, d'envisager non pas ta

coordonnée (.~eUc-métne, mais une quantité congrue a M,suivnnt ie
mo(hde ~7?et rompriso cntrt* x <'t x ~7: x ('tant ia s<'ron<!<'«)<))-
(totuu'c (t un certain nomt d~uc<'r<h' mcridicn). ~ous désignerons
«'ttc (ptantitc par )a notation (M/,x). et nous t'appc!icrons coordonna
du point /) rcdnitc par rapport au point N.
Aiiisi,dans tad<monstrat)on du throrcmc XX, nous avons dit <px'.

quand on iaisait croit)('/?, !a seconde coordonnée <du ])oint~!f~/
variait toujours dans !c nicmc sens, sans jamais dépasser une certaine
Hnnte. Il s'agissait, non de !a quantité c~ ctte-menie, teitc que nous
venons de la définir, mais de cette coordonnée réduite par rapport au

pohn N(o~.
Au contraire, dans tout ce qui va suivre, il s*agh'a toujours, saut

avis contraire, de la coordonnée (~ene même.
Ainsi, quand je dis que t'arc L contient tes -)- 2 conséquents suc-

cessifsM(o), M(' ~L + t),je veuxdireque tes coordonnées <~
< < sont comprises entre c~ et «~ + 2A?7.
Lnécrivant !csinegaHtés(! j'ai supposé que tous les ares x~, x,,

K/étaient positifs. C'est, en cf~ct, ce qui arrive. Je puis toujours sup-
poser que

car nous ne pouvons avoir ==t. sans quoi nous aurions araire :<
une trajectoire fermée, c<' que nous ne supposons pas, et, si nous
avions M,<~t' nous compterions !es arcs en sens contraire.
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Soient mnit)tcnnnt ~(o) un point quelconque contenu <'utt'c o <-{
Mf)), sa Qo0!'(!onnep,(le t('t!c sorte que

.h'(ttsq)t<

tes point:) Mf')~ <

!cs deux points M(i) et M(/-{-t~ sct'uicnt compris cntrc !cs points
N~o) et ~)(~). ])at!s les (h'ux cas, en vcrtn d'un Icmmc (Icmotttrc p!us
haNt, il y ~ur~it un cyc!<*limite, ce qnc nous ne supposons p:ts.
!)c mc~c, si nous avions
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:< dire a L. il y aura sur cet arc v -r 2 points de P, a savoir M()
.M(v-t-2).

En raisonnant de même, un verrait (pte, si t onprend, à partir d nu

point de P, un arc cgat à L, il y aura sur cet arc + 2 points de P.
Si maintenant on prend no point N sur t arr x., puis, a partir de ce

point N, un arc egat a L, cet arc contiendra certainement les points
t M2). ~!(y + il contiendra ou ne contiendra pas te point

M~ 2 et il ne contiendra certainement pas M(~ 3
Onraisonnerait de même si tepoint N (tait sur un arc quelconque x;,

d'où la conclusion suivante
Le nond~re des points de P situes sur un arc (pu'tconque cgai a

2/est f~at a t ou a
Si t ondonne a une valeur différente il en résultera pour y une

~ateur différente Je considère tes deux intervattes compris, d'une

«' oui démontre la proposition énoncée. It en serait encore d<*menu'
st. ;<utien (te considérer seulement deux valeurs de et deux inter-
vattes. nous en avions eonstdere trois ou plusieurs.
Ainsi, si Fon donne.< toutes jcs vateurs entières positives, tous tes

tnterv<dtes auront une partie commune, et. de plus, t'eten-

<!n<'de t'intervntte tendra vers zéro.

terminée qucj'appcHc
L<*nombre ne peut pas ctrc commcnsurabtc.
~n ~'t, s'il ~t<utcga! à 2 parc\( «!?!< t! faudrait que nous eussions
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On en déduit aisément que 1 ordre circutairc des points M(~, ou l'in-
dice i est positif, est l'inverse du suivattt

L ordre circulaire serait alors r<~rdrc inverse du précèdent. et il v
.<ur:utencore un cycle limite.

Donc est mcommcnsurabh'
On aura ëvtck'mtMcnt

«' que nous avions annonce.
Nous pouvons donc dire que t ordre circuhure des points de P <'st

caractérise par un certain nombre incommensurable et c est ( c ré-
sultat que nous aHons chercher maintenant a énoncer d'une façon ph)s
précise.
I\)ur mettre en évidence ce fait que v est fonction de j'écrira)
~). au !ieu dev. J'envisagerai ensuite ies'/(~~ 2 points

<'tcherchons dans quel ordre circulaire Ussont placés.
U faudra d'abord placer M(o), M(!), M[v( ))-<-), sur le ccrch'

méridien dans l'ordre de leurs indices. Ensuite M ~ft)+ 2 viendra se
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placer entre M(o)etM(t), M[~(i)+3] entre M(<) et M(a), et ainsi
<b suttp jusqu'à M[~(2) + t] qui vieudra se placer entre M[~(f) -<- 1
<'t o). Le point suivant M[v(2) -t- 2] sera placé entre M(o) et M(t):
il reste a savoir s'H sera avant M[~(t) + 2] ou après ce point. tt sera

ce qui sont les deux seuls cas possibles.
On continuera de la sorte, et l'on ne s~ra jamais embarrassé pour

phcerun nouveau points! l'on connaît les ~nombres

~()), ~(2), ~).
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AinsiP' seconfond avec son dérivé c'est donc un de ces cnsemhies que
M. Cantor appeuc parfaits.
Maison sait que M. Cantor distingue tes ensemble~ parf~titslinéaires

en deux fiasses ceux qui ne sont condenses dans aucun intcrvatte <t
ceux qui sont condenses dans certains intervattes.
Nous pouvons donc faire trois hypothèses dans t'énonce desqucties

nous reprendrons le tangage ordinaire.
t" Nous pouvons supposer que tous tes points de !:(cireotuerence

méridifune o o appartiennent a P
a" Nous pouvons supposer ensuite' qu'ii y a sur cette circonférence

certains arcs dont tous les points appartiennent a P\ t'nns que, ceprn-
dant, il en soit de même de tous tes points de cette circonférence.
3" ~ous pouvons supposer enfin qu i! n'y a sur cette circonférence

aucun arc dont tous tes points appartiennent a F
.tevais connnenc<r par faire voir que tadeuxieme !t\pothesc doit être

rejetee. Si o!t t'adoptait, en effet, on pourrait trouver sur ta circonfé-
rence un arc AUdont tous tes points appartiennent a t~: mais têt que.
si on te prolonge au det ) de Aou au deta deB, tous tes points du pro-
ton~ement n'appartiennent pas à P\
Soient A/et tes ~conséquents de Aet H; tes /conséquents

des différents pointsde t'arcAnseront tes'ttfierents poit)tsdet':)rc A~b,.
et ils devront evidennnent faire tous partie de t'\
Je dis que tes deux arcs A!)et A, ne peuvent a\oh' aucune partie

commune; car, si A et B étaient situes sur t'.uc A/t~ou si A, et
étaient situes sur Farc AH,i! y aurait un cycle tinnte. ce <~te nous )«'

supposons pas. Si maintenant te point A, était situe sur l'arc At! et H/
en dehors de cet arc ou si n, était situe ~n t\(rc AUet A/ en dehors
de cet arc tous tes points de l'arc BJ~ 00 tous ceux (te t'arc AA/) (pu
forme un protongement de t'arc Ai~au de!a du point li (ou du point A

appartiendraient a ce qui est contraire a t h\ pothesefaite ptushaut.
Soit Mo) un point de P situe sur t'arc AH, te poin~ M(~ sera sur

t arc A/ et par conséquent en dehors de AU.Mais, comme !e nombre
est quiconque, i! n'y aurait sur Farc A!)au( un conséquent ou anté-
cédent de M(o), c'est-.t-dire aucun point de P a l'exception de M(o;.
Mais, pour que tous les points de l'arc AHappartiennent a P\ il faut
qu'it y ait sur cet arc une infinité de points de P.
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La seconde hypothèse doit donc être rejetée et il nous reste à exa-
miner la première et la troisième.
La première hypothèse peut certainement être réalisée; car nous

avons reconnu qu'elle l'est en effet par les équations

lorsque te rapport y est incoinmensurabte.

~e dis d'abord (pte, si tous tes points de la circonférence appartien-
nent a ceta sera vrai, quelle que soit la trajectoire à t'aide de
taqnettc on ait formé les ensembles P et P' Considérons en effet une
axtre tr;)jc< toirecoupant te cercie méridien en un certain nombre de

points tonnant un ensemble Q.
Je dis (pu' dérive Q' de Q se composera comme P' de tous les

points de la en-conférence. En effet soit N(o) un point quelconque d<'
e<'tt<'cit'conference, N(/) son <°'' conséquent, Q l'ensemble des points

1),tns te voisinage de N(o) il y a par hypothèse une infinité de

points de P. A!/), M(~ M(~).
tjorsqne /t croit indenniment, t'expresston p.~ E(~) tend vers

one ( crtaine limite A.Cette limite caractérise la position du point N(o)
sur la circonfcrfnce.
Je veux dire que les trois points M(y), M(/ ) et.!S(o) se présenteront

dans le même ordre circulaire que les trois nombres, ~–E(~
ty~) et qncis que soient les indiccsyet~.

On verrait aisément que la position de N(t) est caractérisée de la
même façon par te nombre k -{-~< K(A+ ~<), et l'on en conclurait
que sur tout arc de la circonférence il y a une infinité de points deQ,
ce qui revient à dire que tous les points de la circonférence appartien-
nent a Q\
tJn point quelconque de la circonférence est caractérise comme on

vient (te te voir, par un certain nombre /L Ce nombre h se réduit a
E(~), lorsqu'il s'agit d'un point M(<) appartenant à P et ayant

pour coordonnée wi. Il se réduit à zéro pour le point M(o) dont la
coordonnée est M.. De plus, lorsque M,varie de (u. à &)“+ 2?r. h va
constamment en croissant depuis zéro jusqu'à î. Cela résulte de ce que
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tespointsde la circonférencesesuccèdentdansle mêmeordrecircn-
taire que leurs nombre!;caractéristiques.
Donc est une fonction croissante de w, entre les limites ('<“et

«~ 27:: on peut donc écrire, en série trigonométriqne convergente,

Ut fonction ~(f*) représentée paria série (a) sera une fonction con-
tinue et périodique de M.La loi de conséquence pourra :~ors s'écrire

Soit un point N(o) du cercte méridien ayant pou)' nombre caracté-

ristique construisons la trajectoire qui passe par N~o) et pro!on-
~eons-ta jusqu'à ce qu'eue rcnconue de nouveau en N(t) le eer(!<
nuridiet). Si nous attachons à chacun des points de cet arc de trajec-
toire N(o), N(iJ [a l'exception du pomtN(t)j, te nombre caractéris-

tique~, tons tes points du tore auront un nond)re caractéristique et
un seuL L'expression

2 TA M-+-

sera une fonction continue et périodique de et de exprimable par
une série trigonométriquc de ta forme suivante

L'intcgratc génératc des équations proposées surira alors

On est donc certain d'avance que cette intégrale générale peut s'ex-

primer à l'aide d'une série trigonométrique, mais nous n'avonsaucune
méthode pour calculer les coefficients de cette série.
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Dans !e cas qui nous occupe, on a évidemment

pour toutes tes trajectoires et l'on ne peut tracer sur le tore de région
si petite qu'eHe ne soit traversée une infinité de fois par toutes les tra-
jectoires.
Venons maintenant à la troisième hypothèse, ce qui revient a sup-

poser, comme on !c verra, que D(P, P') = P pour certaines trajec-
toires, et que D(P, P') = o pour d'autres.

Imaginons donc que P" forme un ensemble parfait qui n'est con-
dense dans aucun intervalle ou, pour parler le langage ordinaire, que
on ne puisse trouver sur la circonférence aucun arc dont tous les

points appartiennent à P'. Comme P' est un ensemble parfait, on

pourra certainement trouver sur la circonférence un arc A(o)B(o
(tout les extrémités appartiennent à P~,et dont aucun autre point n'ap-
partient à P (c/~CANTon,~c~ 7~Ma~ca, t. IV, fasc. 4).
Il arrivera alors que tous les arcs A(t)B(t) jouiront de la même pro-

priété d'où il résultera que deux arcs A(i) B(i) et A~)tï(~) n'auront
aucune partie commune.
(~ntora démontré que, si l'on a sur une circonférence, par exemple.

un ensemble parfait de points qui n'est condense dans aucun inter-

v;d!c(/oc. <?/). les points de l:t circonférence se partageront en trois

( atcgories
Les points de certains arcs dont aucun point n'uppartient n l'en-

seml~tc
Les extrémités de ces arcs qui appartiennent évidemment à l'en-

semble
Enfin les points de l'ensemble qui ne sont pas les extrémités de

pnrcits arcs.
Dans te cas qui nous occupe, les arcs dont les points sont en dehors

de l'ensemble sont les arcs A(i) B(i), les extrémités (le ces arcs serontt
les points A(<)et H(/) eux-mêmes enfin lesautres points de l'ensemble
P' s'obtiendront en cherchant les points dans le voisinage desquels il

y a uneinunitédc points A(<) et B(~).
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tt aura donc aussi trois espèces de trajectoires
t° Je citerai en premier lieu les deux trajectoires qui passent, une

par te point A(o), l'autre par B(o) et que j'appeUerai !es deux trajec-
toires Aet b. l~our ces deux trajectoires, on a évidemment

Viennent ensuite les trajectoires qui rem outrent un des ans
A(<)B(t) et qui par conséquent les rencontrent tons. Si le point C(o)
dune de ces trajectoires est surt'arc A(o)B(o],son < conséquent
C(<)sera sur i'arc A(i) i{~). Dans le voisinage d'un point qneteonqne
de P\ il y a une inimité de points A< ) et B(t), Hy aura d'~nc aussi une
infinité de points C(/). Si donc Q désigne !'ensenn)!edes points (~/
et Q' son dérive, on aura

II y a enfjn <testrajectoires qm passcnL par t<'spomts <t<'ta truj
stèmc catégorie et qui, par conséquent, m' rencontrent :mcnn (h's art s
A(/)D(/). Pour ces trajectoires, rcnsetnbtcP' (\st encore te tnempc)
t «na (raiHcnrs

suivantia trajectoire considérée.
Les arcs A(t)b(/) se succèdent dans k même ordre circutaire que

tes nombres K(~/
t.es formules
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ou ~(~) et n(<u, <p)désignent des sénés trigonométriqu~s représentant
des Jonctions continues et périodiques, subsistent encore ici, mais elles

n'ont phis ta même portée. En effet, la fonction M-+-9(M)reste constante
tout le tong de l'arc A(/)B(<), et l'on trouvcrait de même sur le tore
des région!; où t~ fonction Jf(«),~)+~–M conserve une valeur
constante.
Il resterait a voir si cette troisième hypothèse, dont nous venons de

développer quelques conséquences, pcnt se réaliser, ou, en d'autres
termes, si ette est compatible avec les trois principes que nous avons
cnonccs phis haut an sujet de la loi de conséquence,

et avec ta forme particulière des équations différentielles considérées.
.h' puis affirmer qu'etic est compatihte avec les deux premiers prin-

cipes. en vertu desquels la fonction '}est continue et croissante.
Kst-ette é~atemcnt compatit)!e avec !e troisième principe, en vertu

duquel ta fonction est hotomorphe? C'est ce qui resterait a examiner.
Il (audrait, ou bien trouver un exempte où la troisième hypothèse

soit reattsec, ce que je n'ai pu faire jusqu'ici, ou bien en démontrer

t'itnpossibitite dans tous tes cas.
.te n'ai pu non ptus arriver a ce résultat, et je crois, d'ailleurs, que

t h\pothèsc est effectivement réalisable, mais il y a des cas particuliers
ou t'en peut démontrer qu'il n'en est pas ainsi et qu'on doit s'en tenir
a ta première hypothèse.
Soient C(o) un point de ta circonférence méridienne, C(<), €(2),

(~<] ses < premiers conséquents; on s'arrêtera lorsqu'on arrivera
a un (<+ t)" conséquent situé surt'arcA(o) A(t). Soient maintenant
M,,et /M, M,et M~,et mi., Mi et mi la plus grande et la plus

petite vateur que peut prendre ta dérivée respectivement sur l'arc0



POtNCARH.a~2

on Chtcertain que la troisième hypothèse doit être rcjetec.
Far te même proccth' on pont: trouver, (!nns tous !cs cns, la timtt~

supérieure (le run quetconqu<' des arcs A(<)~(<), <!e<husplus haut. Si

~t est ie maximumet M te minimum(te ta (!eri\ee tous tes ;u'<s
M~O

A~)B~1 sont plus petits que

On peut ~aireen«)re une remarque; reprenons !e point A'o) et ta tra-
jectoire A qui passe parce point. Soient C(o et D(o) dcu\ points trcs
\oisinsde A(o). mais situes t'un adroite et t autre ~~aucttedecc
point; soient (~et D tes trajectoires (pn passent par ces points, ~ons

pouvons itnn~iner trois points )noi)ites <?,c, f/(!erri\:<nt ces trois tru-
jcctoires snnnHaneme!H, (!(' façon :<se tron\et' ton)onrstot)s!estr<HS
sur !e tnctne ceretc tneri<!iett.!,ors<jue!e tentpscronra, il :nri\('ta a!ots
tpte la (tistancc r/c tendra vers zéro, et (p<u!a (hst:tncc~r/ t!e ten(ha p:(s
\crs xero, et c'~a, qne!one voisins qne soient (te A(o' ies points (~o
''t D(o~. Dans ta prcnnerc hvpottiese, an contraire, il est inn)ossit)te
(jue ta (iistance de deux points incLUes a et <'<!<'crivant<!enx!ra{e<
toh'es différentes tende vers y.ero.e ne (tonte p!)s (pt on ne puisse ~e
servir utilement de cette remarque, bien que jc n'en aie pu moi-même
tirer aucun parti.
routes ces considérations n'ont pn encore me conduire a ta solution

de ta question principale et ne m'ont pas permis de démontrer rigou-
reusement que !a troisième hypothèse peut enectivemcnt etrercahs<r
Bien d'autres questions se posent d'aUtcurs, qui sont intimement

tiees avec ta précédente. C'est ainsi qu'on peut se demander comment
varie te nombre caractéristique dcnni ptus hau~,quand on iait varier

(es coefncicnts des équationsdiiferentiettcs. Onpeut démontrerquecette
variation est continue. Maisnous pouvons supposer que, pour certaines
valeurs de ces coefficients, il y ait un cycle limite; te nombre peut
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ators être regardé comme commensurabte. Si, pour d'autres valeurs
descoenicients, le nombre est iucommcusurabte (ou commensurabte
sans qu'il y ait de cycle limite) et si t'en fait varier ces coefucients
d'une manière continue et de façon a passer par tes dateurs qui don-
nent un cycle limite, le nombre ;Apresoitera toujours, pour ces valeurs.
soit uu maximum, soit un minimum. Il y a là certainement ie poinLd<'

départ d'une série d'études qui seront *ans doute fécondes, et que je
crois devoir signaler aux travauteurs.

espère~(t'ai!!eurs. pouvoir, dans un Chapitre ultérieur de ce Mé-
moire, donner ~ur ces questions des résultats ptus comptets. J'y revien-
drai, en cfret, après avoir posé, dans ta suite de ce travail, uue sétie
de prohicmt s. fort anatogues au précèdent, tuais ptus déticats encore.
et qui sont !iés intimeutent avec t'importante question de ta conver-
gence d<'s séries trigonométriques et, en pnrticutier, des séries em-
ptoyéesen Mécanique céteste.
Avant de terminer, je voudrais montrer, en quelques mots, en quoi

consiste te tien que je viens de signaler entre te protttéme qui vient de
nous occuper et tes méthodes (te la 'Mécanique céteste.
~ous avons vu que i'mtégr.dtc générale des équations proposées pou-

\;ut se mettre sons ta terme

('tant nn<' constante, un cocn!cicnt trcs petit <'t F un poiynunH' <'n

coso~ sHtM, cos~, sim), ou ptutut encore nn<' série tri~onotnetriqnc

Il viendra

Supposons que a et Hpuissent se développer suivant les puissancesde
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On choisira !es constantes ~.g, de façon que !f-sseconds
membres des égalités précédantes soient des séries trigooomètriques
débarrassées (te teur tonne tout connu. H sera a!ors possib!e (-~i
est iucommensurabie) de trouver des séries trigonométriques t!
n~ satisf:usant~r/M<?//c~~< aux équations précédentes.
Il est impossibte de n'être pas rrappé de !'an~to~ie de ce procedr

d'approximation avec la méthode <!eM. Lindstedt en ~!ccani<pte C(
!este, et de ne pas comprendre que !a question de !:<convergence du
procède que je viens d'exposer est intnnetnent hce a ccne (!e ta con-
Yergence des séries employées par te savant astronome de Dorrat. Mais
le problème que nous traitons ici est évidemment beaucoup ptus simple
que !es questions analogues de la Mécanique cé!este, et, si tes difd-
<uttcssont de même nature, eUcssont moins nombreuses et sans doute

p!ns aisées a surmonter. C'est cette considération qui m'a engagé a
insister sur la question qui a f:ut t'ohjet de ce Chapitre, et qui m\ ~er.t
sans doute revenir a mesure que je trouverai des n'suttats nouveaux.
Dans la quatrième Partie de ce travai!, j'aborderai t'ctude ()(s équa-

tions diftercutieH<s du second ordre. J aba~~do!mcdonc momentané-
ment les équations du premier ordre, en me réservant de revenir dans
la suite sur les problèmes re!ati<s a ces équations et restés encore
sans solution, en tes rapprochant des problèmes analogues qui se pu-
seront au sujet des équations d'ordre supérieur.

Paris, t5 janvier t885.


