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Surdes courbes definies par les cqnations diflérenticlles

(TROISIEME PARTIN ) .

P M. H. POINCARE.

Les deus premieres Parties de ce travail ont paru dans ce Journal,
L premicre aux mois de novembre et décembre 1881 3¢ série, 1. VI
et la denxieme an mois d’aotit 1882 3¢ sévie, VI . Dans ce (qui va
suivee, je conserverai, malgré les objections auxquelles elles peavent
donner lic, les dénominations employées dans les deux premicres
Parties, afin de n’avoir pas 4 donner de définitions nouvelles,

CHAPITRE X.

STABILITE KT INSTABILITE,

On w'a pu lire les deux premicres Parties de ce Mémoire sans étre
frappé de T ressemblance que présentent les diverses questions qui v
sont traitées avee le grand probléme astronomique de la stabilité du
svsteme solaire. Ce dernier probleme esty bien entendu, b aueoup |)|us
compliqué, puisque les équations différentielles du mouvement des
corps célestes sont d'ordre treés cleve, 11 v a meme plus, on rencon-
trera, dans ce probleme, une difficulté nouvelle, essentiellement diffe-
rente de celles (que nous avons eu ivsurmonter dans I'étude du premicr
ordre, et j"ai 'intention de la faire ressortir, sinon dans cette troisi¢me
aartie, du moins dans la suite de ce travail.
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Mais, quoi qu'il en soit, si la solution exige de plus grands efforts et
des procédés nouveaus, analogie des questions a résoudre n'en est pas
moins évidente, Pour étudier 'équation differentielle

d.r dy
\- il _\_ )
on peut poser
.o v v
=% g =Y

Regardant ensuite et y comme les coordonnées d'un point mobile, 1
comme le temps, on a i rechercher quel est le mouvement d'un point
dont on donne la vitesse en fonction de ses coordonnées. Clest e mou-
vement que nous avons étudié, et nous avons cherché i resoudre des
questions, telles que celles-ci le point mobile déeriva-til une courbe
fermee? Restera-t-il toujours a intéricur d'une certaine portion du
plan? En dCantres termes, et pour parler le fangage astronomique, nous
avons recherchié si Porbite de ee point était stable ou instable,

Nous pourrons nous poser des questions analogues, lorsque X et
ne seront plus des polyndomes en x et v, mais des fonctions algebrigues
dé ces variables, ou bien encore lorsque Péquation différentielle seva
d'ordre supéricur au premier.

Mais auparavant il importe de définir exactement ce qui'on doit cn-
tendre par stabilite ou imstabilité, Pour cela, nous allons étadier les
cing équations qui suivent et ui nous donneront des exemples de tous
les cas qui peuvent se présenter :

1° Soient d’abord

dr ooy

7 TR
il vient, pour I'éuation de la trajectoire,
a* + y? = const.

Les trajectoires etant des courbes fermées, Ja stabilité est complete,
2° Soient maintenant, en coordonnées |)0|:|i|'cs,

dw 7P o ———
_ = , L= — s — 92
dt Yot v ! et
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e étant une constante quelconque. 1 serait aisé, 'ailleurs, de passer
de cette équation en coordonnées poluires al'équation correspondante
en coordonnées rectangulaires, et I'on verrait que, si I'on met cette
¢quation sous la forme

d.r dy

—_—= - =Y
flt Yot ’
X et Y ne seront plus des polynomes entiers en @ ¢l v, mais des fone-
tions algébriques de ces variables, 1'équation différenticlle sera encore
du premier ordre, mais sera de degré supérieur,

On tronve immédiatement 'intégrale

. [ N
=24+ s'"(_Z +(.),

Cétant une constante d'intégration,

Si & est commensurable avee 27, la trajectoire est une courbe fermée,
et Fon retombe sur le cas précédent. Supposons qu'il n'en soit pas
s,

I arvivera alors (ue la trajectoire ne sera pas une courbe fermée;
mais néanmoins elle jouira d'une certaine stabilité : on peut méme dire
d'une certaine périodicité d'une nature particuliére. En effet, soit M
un point de la trajectoire, occupé un temps ¢ par le point mobile. Dé-
crivons autour du point M un cercle de ravon r aussi petit que nous
vowdrons, Le point mobile partant du point M sortiva évidemment de
ce cercle, mais il viendra traverser de nouveau ce petit cercle une infi-
nité de fors, et cela, quelque petit que soit . En d’autres termes, le
point mobile partant du point M ne pourra jamais revenir en ce point,
mais il reviendea en des points infiniment voisins de M.

En second lien, le point M restera toujours a Vintérienr de la cou-
ronne limitée par les deux cercles

O
I

et 9:3.

Mais sa trajectoire remplira entiérement cette couronne, sans laisser de
lacune. Je veux dire que, dans toute aire plane, si petite qu’elle soit,
située & 'intérieur de la couronne, il y a des points de la trajectoire.

Journ, de Math. (4* série). tome I, — Fase, H, 1885, 22
i
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Les Allemands diraient que la Punkimenge, formée par les diffévents
points de la trajectoire, est iiberalldicht i I'intérieur de la couronne.
Ce second cas ne peut pas se présenter pour les équations différen-
tielles du premier ordre et du premier degré, C'est pourquoi nous ne
I'avons jamais rencontré jusqu’ici
2” Soient maintenant, en coordonnées polaires,

> g o
P R TRl A

ou, en coordonnées rectangulaires,

2 2

dr 14 at4? v yoodv
at R A/

Iintégrale générale est
s tang hw + O,

( étant une constante d’intégration.

Ici encore, si & est incommensurable avee 2z, le point mobile ne
peut jamais revenir a son point de départ, mais il peut revenir en des
points infiniment voisins.

La différence avec le cas précédent, ¢'est que le point mobile v'est
plus assujetti a rester dans une certaine région du plan, et que c'est le
plan tout entier que la trajectoire remplit sans lacune (iberalldicht .

Ce troisiéme cas ne peul, pas plus que le deuxieme, se présenter
pour les équations du premicr ordre et du premier degee

4° Comme quatriéme esemple, nous prendrons la spirale loga-
rithmique dont P'équation différentielle s’écrit

dp
I—m = ”I‘J
ou hien
i L
;m-—'nx'—}, do = ‘)’—‘}—.l.

L'intégrale générale est, comme on sait,

9 o Cemm.
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Soit M le point de départ du point mobile; si nous décrivons au-
tour du point M un cercle de rayon suffismimment petit, nous verrons
le point mobile, partant de M, sortir de ce cercle, et, apres en étre
sorti, 7’y plus jamais rentrer. C'est le contraire de ce qui se passait dans
les trois cas examinés plus haut, et o le point mobile, aprés étre sorti
d'un cerele trés petit, v rentrait ensuite une infinité de fois. A ce point
de vue, on peut dire que la trajectoire est instable.

On sait que les cercles p = const. sont, pour nos trajectoires, des
cveles sans contact. De plus, tout le plan est sillonné par ces cycles sans
contact, sans qu'il vy ait de cvcles limites. Clest i la présence de ces
cyveles sans contact qu'est due Uinstabilité de la trajectoire.

% Soit enfin I'équation

s
Sy — ) s~
,/w“'(? ')'~:‘ 2).

Les cereles ; = const. sont encore des cveles sans contact, excepté les
cercles s =1 et 3 = 2, qui sont des cvcles limites. L'intégrale générale

¢tant
_ le®—a

T ew oy’

on voit aisément que la trajectoire est inslable, c’est-a-dire que, apres
étre sortie d'un cerele suffisamment petit décrit antour du point de
départ, elle ne pourra plus v rentrer.

La différence avee le cas précédent tient a l'existence des eveles
limites. 1l en résulte que, si le point de départ est i Vintérieur de la
couronne limitée par les deux cercles p =1 et 3 = 2, le point mobile
restera toujours a I'intéricur de cette couronne,

Nous pouvons maintenant, en nous référant aux exemples préce-
dents, donner une définition précise de la stabilité. Nous dirons que la
trajectoire d'un point mobhile est stable, lorsque, décrivant antour du
point de départ un cerele ou une sphére de rayon 7, le point mobile,
apres ¢tre sorti de ce cercle ou de cette sphére, v rentrera une infinité
de fois, et cela, quelque petit que soit r. Cest ce qui arrive dans les
trois premiers exemples.

Elle sera instable si, aprés étre sorti de ce cercle ou de cette sphére,
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le point mobile n'v rentre plus. Cest ce qui arvive dans les deux der-
niers exemples.

La stabilité ainsi définie n’a qu’unc importance théorique, Pour la
pratique, il fadrait déterminer une région de I'espace oti le point mo-
bile reste constamment renfermé. 11 arvive justement que la détermina-
tion d'une pareille région est beaucoup plus difficile dans le cas de la
stabilité que dans le cas de Pinstabilité, 11 v a Lvune difficulté, sur la-
quelle je ne veux pas insister dans ce moment, mais qui fera, dans la
suite de ce travail, Pobjet d’assez longs développements.

Dans les cas que nous avons étudiés jusqu’ici, ¢'est-a-dire pour les
¢quations du premier ordre et du premier degré, les trajectoires sont
des exeles, e'est-a-dire des courbes fermées ou des spirales (voir théo-
veme XIH, 6 VI p.235). Dans le premier cas, elles sont stables:
dans le second, instables, On ne peat done jamais rencontrer vien de
semblable i ce que nous venons d’observer dans les deuxiéme et troi-
sicme exemples.

En géndral, le plan est sillonné d’une infinité de eveles sans contact
et de eveles limites (théoréme XV, 1 VI, p. 274" Toutes les tra-
jectoires sont des spirales, excepté les eveles limites,

L'instabilité est done la régle, et la stabilité Pexception.

Il peat arriver aussi, dans des cas tres exceptionnels, que le plan,
an lieu d'étee sillonné par une infinité de eveles sans contact, est sil-
lonné par une infinité de courbes fermées satisfaisant & I'équation diffe-
renticlle proposée et formant un de ces systémes que nous avons ap-
pelés topographiques (t. VII, p. 383). 1 v a alors stabilite. Clest ce
qui arrive en particulier dans le voi inage de ces points singuliers
exceptionnels que j'ai appelés centres (t. V1, p. 391) et dont nous
allons faive une étude plus approfondie.

CHAPITRE XI.
THEORIE DES CENTRES.

cerivons notre éuation différentielle sous la forme

AN
_XQ 7&"*‘!

dr
T
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de maniére a lui faire représenter le mouvement d’un point mobile.
Supposons que X et Y sont des polynomes de degré noen x eten y.
Supposons de plus que nous ayons pris pour origine le point singulier
(que nous voulons étudier, de telle facon que X et Y sannulent avee a
et ¥. Nous pourrons écrire alors

X=X,+X,+...+X,,
Y=Y, +Y,+...+Y,,

X; et Y, étant des polynomes homogenes de degré ¢ en z et en v. Cher-
chons maintenant si I'on peut former un p()lym‘)mv Fenaeteny, de
telle facon que, dans Pexpression

dF ¥
dr dy
((ui est aussi un polynéme entier en x et en v, les termes de degré in-
férieur ap en a et en y soient tous nuls.

Nous pourrons éerirve
F=F,+F,+F +...

1 ¢tant homogéne de degré £ en . et en y;, en supposant, ce qui est
nécessaire pour notre objet, que F ne contienne pas de terme de degré
non i,

Posons ensuite

dV; drv; o,
by = 7,‘,' X+ ((—V\A ]

bz sera un polynome homogene de degré i + £ — 1.
Si nous écrivons que, dans @, tous les termes de degré inférieur a p
sont nuls, il viendra

(p2|=09
(I’u:“q’nv

(,) / (l)uz—(l)” -0,
b=~y — Oy, — by,
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La premiére de ces équations nous donnera I, la deuxiéme Fy, ..., et
enfin la p — 2™ nous donnera I',_,, pourcu toutefois qu'il soit possible
d’y satisfaire. ‘

Cousidérons d'abord la premiére équation.

Soient

F,== aa?+ abzxy + cy?,
\" =g + @)‘, \.| = Tlr —+ 8.".
il vient
by, = (@r - by) az + By) + (b + cy)lga + By,

de sorte que la premiére équation (1) entraine les trois suivantes :

au+ by=o,

2) «‘a,’i+b(a+3)+c'/—_—o.
( b+ ed =o;

ces équations ne sont compatibles que si l'on a

(74 [§] 'l
3) g a+d 9l=o.
o B 0

Nous supposcrons de plus que les valeurs de «, & ct ¢, (que on tire des
équations (2), sont telles que la forme ¥, soit définie positive.

Si ces deux conditions sont remplies, on retombera sur le quatriéme
cas subordonné dont nous avons dit quelques mots a la page 390 du
Tome VII, mais que nous n'avons pas encore étudié i fond.

Si elles n'étaient pas remplies, an contraire, le point singulier serait
un naeud, un fover ou un col, et nous n’aurions rien a ajouter i ce que
nous avons déja dit au sujet de ces points. Nous supposerons done ces
deux conditions satisfaites.

La forme I, ¢tant définie positive, nous pouvons toujours I'éerive
sous la forme suivante :

(rr+py i+ N 4p'y 2
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Si nous changeons ensuite de variables en posant
=0r+uny), yY=Wr+uy),

il viendra
F,=x"+y"?.

En conséquence, nous pouvons toujours supposer que
Fy=a?+y?%;

car, si cela n'était pas, il suflirait d'un changement linéaire de variables
pour ramener ¥, a cette forme. Nous ferons désormais cette hvpothése.
Quelles en sont les conséquences au sujet de X, etde Y,?
Les équations (2) deviennent

«=o0, 6=0, f+y=o0;

X,=£y, Y,=-f=

d'ou

Les autres équations (1) s'écrivent alors

. d¥, dr, .
) _)’t—[;—xw—"q.

ot F, estun polyndme Lomogéne de degré ¢ qu'il s'agit de déterminer,
pendant que 1T, est un polyndme homogéne de degre ¢ qu’on peut con-
sidérer comme donné, puisqu’il ne dépend que des polyndmes X et Y
et des polynomes homogénes F,, ¥y, ..., I, que 'on a dii calculer
avant F,.
Dans quel cas est-il possible de satisfaire i une équation de la
forme (4)?
Pour résoudre cette uestion, nous allons passer aux coordonnées
polaires en posant
) & = Cosw, Yy = psinm.
1l viendra
dr dF _ dF
de " dy T dw

Fo=p"9(n), W= ¢"{(w).
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De plus, on aura
g(w)=XA;coskw + 2B sinkw,

$(w) = 3C;coskn + EDsinka.

Dans ces expressions, & ne pourra prendre que des valeurs inferieures
ou au plus égales i ¢, et de méme parité que ¢. En p.'u'liculi(-r, si g st
impair, il ne pourra pas y avoir de terme tout connu (¢'est-a-dire de
terme ou £ = o),
L’équation (4) s’cenit alors
”'? (e
- 1a =M.

Powr qui’on puisse v satisfaive, il faut ct il suffit que () ne contienne
pas de terme tout connu, c'est-a-dire que Pon ait

C,=o.

Cette condition est remplic d'elle-méme, connme nous venons de le
vair, lorsque g est impair. Elle ne Uest pas, au contraire, en géncral,
lorsque ¢ est pair,
Si g estimpair, il v a done toujours une maniere et une scule de sa-
tisfaire a I'équation (1); il suffit de poser
n, ¢,
A= =5 Bi=— -,
A Iz ’ A IR
Si g est pair et si, ('upvmlunl, Cy estnuly il v a une infinité de manieres
de satislaire a4 notre équation; on fera encore, en effet,

A;,— —/?-1 I;;.:—-

Ca

h

st & est différentde zéro, et P'on pourra choisir A, arbitrairement.
Qu’arrive-t-il enfin si g est pair et si Gy n'est pas nul? Dans ce cas, il

ost impossiblc de satisfaire a I'équation (1), mais on peut choisir K,

de telle facon que

dv, ¥,
'V‘l-/_l_ — ‘(,.‘. < ”r,'

pour toutes les valeurs de a et de y si G, est positif.
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Au contraire, si C, est négatif, on pourra choisir F,, de telle facon

que lon ait toujours
oV,
dr

v,
x‘l-/'r > "q'

11 suffit, pour cela, de faire

pour toutes les valeurs de £ différentes de zéro, A, restant arbitraire.
Il vient alors

= .
'.:J((')) -+ ;—,(:—' =C,

ou bien

d¥, v o
7.,7, = (Jn (-’L“ -+ ‘)'-)'.

Soient, par exemple,

g=4, N,=fx'—20r*v*+ fy'.
I viendra
‘(159‘ —2 2+ 3

H,=: 7 “+ T cos’;m).
IFaisous alors
. [ 3 . 1+ 8, 4
I, = 9‘( — —g-sin ’|m> = (x*—y*)xy.
H viendra
JAF, AF,  3%—=, , o,
Hy=) i 17‘—‘ =7 (x* + ¥v* 2.

Si 3% = «, le premier membre de cette équation est nul, et 'on a sa-
tislait i 'équation (4). Si 32 > =, le premier membre est positif, quels
(e soient et y. Si 3% < «, le premier membre est négatif, quels que
soient @ et y.

Cela posé, on voit aisément que Pon peut faire deux hypothéses :

1 On peut supposer d’abord que 'on puisse déterminer F,, Fy, ...,
F, |, defacon asatisfaire aux ¢ — 2 premiéres équations (1); mais qu'il
soit impossible ensuite de déterminer F, de fagon a satisfaire i la

Journ. de Math. (4° série), Tome 1. — Fase. 1f, 1885, 23
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g — 1" équation (1), Dans ce cas, ¢ est nécessiurement pair, ¢t nous
déterminerons F,, comme il vient d’étre dit, de telle facon que
dF,

¥y 1
—y -1 — 1 — (2 s2\2
Wy—ygr+z dy = Colae? + )%,

Nous poserons ensnite

Py Fo+oo o4+ F, (+F,.

Je dis que, si £ est une constante positive suffisamment petile, l"équa-
tion

F=4#

représentera une courbe fermée qui sera un eyele sans contact.
i effet, si ¢ est suffisamment petit (plus petit que g, par exemple
la fonction F va en déeroissant quand ¢ décroit de g4 a zéro, o restant

constant; car, si p est trés petit, cest %l—i = 2 qui donne son signe
3

s

Soit &, la plus petite valeur que puisse prendre F le long du cercle
§ = g Ot sOIt A < Ky

1l est clair que F = £ sera une courbe fermée, on plutot que, parmi
les branches dont s¢ compose cette courbe algébrique, il y en a une
(qui est fermée, qui enveloppe Forigine et qui est intéricure au cerele
s == 3. Cest cette branche que nous envisagerons i Pexclusion de
toutes les autres.

Maintenant, pour qu'il y efit contact entre ce evele et une de nos
trajectoires, il faudrait que Pon efit

dv ,d¥
P=X5 +Y+ =0,
dr dy
Orle polyndme @, par hypothése, n'a pas de terme de degré inférieur
a ¢, et ses termes de degré ¢ se réduisent 4

¥
~ Gy + y* ).
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Si ¢ est inférieur i une certaine limite (et nous pourrons toujours sup-
poser que p, est inféricur & cette limite), ce sont ces termes de degré ¢
qui donnent leur signe a @, ct, comme ils sont toujours de méme signe,
% ne peat pas s'annuler,

I ne peut donc y avoir de contact entre nos deux courbes

Ainsi Uintérieur de la courbe F = £, est sillonné par une infinité de
eveles sans contact s'enveloppant mutuellement et enveloppant Vovi-
gine.

Supposons C, négatif pour fixer les idées, on aura, & I'intérieur du
cercle p =g,

d¥ dV LdF

Done, lorsque ¢ tendra vers + %, le point mobile ira en s’éloignant
de Forigine jusqu’a ce qu'il soit sorti de la courbe F = &,, et, une fois
sorti de cette courbe, il n'y pourra plus rentrer. Lorsque ¢ tendra vers
— %, le point mobile se rapprochera indéfiniment et asymptotique-
ment de Porigine en déerivant une infinité de spires autour de ce point.
La trajectoire est done une spirale,

En d'autres termes, il y aura instabilite, et Uorigine sera un fover.

Si C, était positif, il suffirait de changer le signe de ¢, et 'on retom-
berait sur les mémes résultats.

Soient, par exemple,

dr g3 dy —r 22ty — Byt

_ ’

dt TS T T e T T 2
Nous fevons F, = x* + v?, Fy = 0, et la troisiéme équation (1) s’écrira

([I"', (IFI, 2,0
VA o = o ety

Nous avons vu qu'il est impossible, en général, de satisfaire & cette
¢quation. Nous prendrons

R
+
<

F,= 7 (y?— xt)ay,
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et il viendra, comme nous avons vu,

M ¥, ny d¥, 3% TR 22
Y dr g dy PR Ty
l)'upr('.-s ¢e ue nous venons de voir, si 3% — « n'est pas nul, les
courbes
]:2 —+ l“‘ = Il

seront des eveles sans contact, pourvu que £ soit suffisamment petit.
iy aurcacinstabilité, ot Torigine sera un fover,

Supposons maintenant que 3% - -« La troisiéme équation 1 sera
alors satisfaite, Nous prendrons Fo= o, ¢t la cinquieme ¢quation 1
s‘eerira

AV, R,

Yoar —uy

-

[N

On trouve, d'ailleurs, en faisant 5 =1, 2= 3.

”“ - :J....‘, . 9'1.:'.":! -+ -:‘,;;".’

et Pon voit qu'il est possible de satisfaive i la cinquiéme équation (i
en laisant

== fat 4= ety + Tty
Nous prendrons ensuite F; == o, et la seplicme céquation (1) s'cerira

)'%'.:- - .r(-(lll—; oI ll,‘.
ot
8, Jox® — ghaty? — fax'ty' + 120yt
ou
sHe= a2 —16a%)* — za'y 4 axty"

Posons & = g cosw, y == psinw; développons ensuite Hy suivant les
sinus et cosinus des multiples de w, et voyons si le terme tout connn

(PRI
:i(‘U.t’
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ost nul, On trouve

i . . .
»; = =12¢08"0 + fcosto — 13 cos' o -+ 20080;
3z,
d’'ou
PR FOE P} T T ST SR )
:|(‘0 Y + " 1 ~+ 277 4us’

Ainsi il est impossible de satisfaire 4 la septi¢me équation (1); I'origine
est done encore un fover,

On doit conclure de i que, si le mouvement d'un point mobile et
defini par les équations

d.r Sty ALy - 3y
YT T T E Y T
lat ‘:ljvcl()ir(r de ce point sera tonjours instable, ([uels que soient % ct ‘3.

Ainsi Pon chercheraarésoudresuccessivementtoutes les équations (1),
et, des quion se trouvera arrété, on sera certain (que la trajectoire
ost instable,

2" Mais il peut arriver aussi qu’on ne soit jamais arrété, ce qui exige
une infinité de conditions. Ces conditions sont évidemment nécessaires,
pour que la trajectoire soit stable, on pour que l'origine soit un centre,
Sont-clles suffisantes? Clest ce que nous allons examiner.

Formons successivement, a Paide des équations (1), les polynomes
Foo B o By, et considérons la série infinic

=1+ 4. +F +.. .

Si elle est convergente, il n’y a pas de difficalté, car elle satisfera a
Pequation . i
Z—lll X + ;;%— Y=o
Les courbes ' = £ seront donc les trajectoires du point mobile, et ce
seront des courbes fermées si & est suffisamment petit.
Il reste & examiner si la série ¥ converge.
Posons

X =Rcosm — sQsinw, Y =Rsinw + sQ2cosm.
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L'équation précédente deviendra

{F U
U L,
el duv

. . R . .
Nous pourrons développer la fonction — - suivant les puissances crois-

santes de p, le dévcloppcmont commengant par un terme en g*: nous
ecrirons

R R
— = =00, + 0+

Q0
93 940 .. clant des fonctions de w. L'équation précédente deviendra

A d¥
_— = Vi
ol
el st Fon pose
s = l/:,lq
Kl l/(n

les 5, ctant des foncetions de w.
Alors on déterminera successivement les z, a aide des équations
suivantes qui remplaceront les équations (1) :

=1,
5, = 25,0y,
5, == 35,0, + 25,7,

(VbS] o 5,6+ 35,00+ 25,0,

R DR T R R T T T T T T T S Y

S’il est possible de satisfaire aux équations (1) avee des polyndmes en-
tiers en.x et en y, il sera possible de satisfaire aux équations (1 bis) avec
des fonctions purement trigonométriques de o (c'est-a-dire avee des
polynémes en cosw et sine).

Si, au contraire, il n’est pas possible de satisfaire aux équations (1)
{¢'est-a-dire si les quantités G, ne sont pas toutes nulles), on pourri
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néanmoins résoudre les équations (1 bis) et ealculer successivement les
fonctions z:l; mais ces fonctions, au lieu de ne contenir que des termes
trigonométriques, contiendront des termes ol » entrera, endehors des
signes sinus ct cosinus, soit i la premiére puissance, soit & unc puis-
sance supéricure,

1l est impossible de w'étre pas frappé de I'analogie des termes ainsi
introduits avee les termes que les astronomes appellent séculaires. 1y
a, cependant, une différence essentielle qu’il importe de remarquer.
Quand, dans les méthodes habituelles de la Mécanique céleste, on ven-
contre un terme séculaire, il n’est pas permis, pour cela, de conclure
a Uinstabilité de Uorbite; car il peut se faire, ou bien que la série soit
divergente, ou bien que le terme ainsi obtenu ne soit que le premicr
terme d’un développement dont la somme reste toujours finie. Clest
ainsi que go peut étre le premier terme du développement

. 230? 207
SIN2w == ) — —— —_—
6 120

I w'en est pas de méme dans le cas qui nous occupe etavec la méthode
(que je viens d’exposer. Si, dans la suite des calculs, on rencontre un
terme s¢culaire, on pourra conclure immédiatement a l'instabilité: il
n’est pas méme nécessaire, pour cela, que la série

F=ps,+p"2,+...
soit convergente,

Nous pouvons poser la question de la convergence méme dans le cas
ot les fonctions z, contiennent des termes séculaires; car, bien (ue
cette question présente alors heaucoup moins d'intérét, il est avanta-
geux, pour arriver plus facilement a la solution, de se débarrasser des
restrictions inutiles.

Commencons par dire quelques mots des trois cas simples suivants :

R ,dy R, oy 7 R, N
—os =l —a=0+ g —g=0"+ g

On trouve alors, pour les intégrales générales des équations du mouve-



181 1. POINCARE.
ment, en appelant £ une constante d’intégration,

'
R ?'Tko :‘+ll’l.““

I

]
k, - +arctangp — =4k
Cherchons i former |

Dans le prvmivr cas, on lrouve aisément

. z
I‘ = -

(h—22)?

Dans le troisi¢me cas, si nous posons

.

R =7
. =
boe-paretangg

¢ mais dont la dérivée ne s'annule
pas avee 2. On en déduira, dapres un théoréme comu,

le premier membre de cette égalité sera une fonction holomorplie de
¢ (pour ; == o) qui smmule avee

P
¢ T -
+ [ -~

v ¢tant une fonction holomorphe de Z. On aira alors

'?(l 4z are lihn:: — .) ‘ '

7
w7

»”
L
v

Cette fonction, comme dans le premier cas, est holomorphe en s el
poursu que ces variables soient suffisamment petites.

Dans le deuxieme cas, on ne peut appliquer ce procéde, paree que
la fonetion

n'est pas holomorphe, Posons alors

. . i1, 2
Foo Mg+ e+ = 2
‘ | I | IR Iy /]

en développant F non plus suivant les puissances de g, mais suivant



COURBES DEFINIES PAR UNE EQUATION DIFPFERENTIELLE. 185

celles de 9. On déterminera ensuite les fonctions H successivement 4
I'aide des équations suivantes :

[ Ho"‘ P 9
H,
H, = (¢ ) O
. I
‘L der { “::':-(P)’*'P")'HP—"
g dH, _,
Hn - (PJ_'_ 3) 7{?

......................

Les fonctions H ainsi définies sont des polynomes entiers en g, et il est
ais¢ de voir que tous les coefficients sont positifs, que le degré de H,
est 27 n + 1), et que ce polynome H, ne contient pas de terme de degré
plus petit que r + 2.

Soient S, la somme des coefficients de H,, et S,, celle des coefficients
d
4

.., dl, , .
de sa dérivée —3 H, étant de degré 2(n + 1); on aura

S, < 28, (n—+1).
D'ailleurs, les formules (1 zer) nous donnent

SIl-‘l = QS:I:
d'ou
8, < A4S (n+1)

et

Sy <4 (n+1)!

Supposons p positif et plus petit que 1, ct envisageons le terme gé-
néral de la série qui définit F; on aura

n!

| < (4

Si donc py est positif et plus petit que ;, la série est convergente et,
comme tous ses termes sont positifs, absolument convergente.
Journ. de Math. (}* série), tome 1. -- Fasc. I, 1885, 2!#
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La conclusion, c’est que I est une fonction holomorphe de p et de
%, pourvy que

lel<n, lppl<i.

11 était aisé de prévoir ce résultat. Posons, en effet,

Je dis que § est unc fonction holomorphe de p et de ¢ dans le voisi-
nage du point p = 9 = o. Pour cela, il faut démontrer deux choses :
1° Que & tend vers zéro, toutes les fois que p et g tendent simultané-
ment vers zéro,
En cffet, si p et ¢ tendent vers zéro, les deux membres de 'équa-
tion (5) croitront indéfiniment. Or, pour que
A
:

: -
T
croisse indéfiniment, il faut que § tende vers zéro ou vers — 1. Mais,
si la valeur initiale de ¢ est suffisamment voisine de zéro, il faudra
(que ¢ tende vers zéro et non pas vers -— 1. 1 suffira de le vérifier, ce
qui est facile, lorsque, ¢ et 'urgument de 4 restant constants, fe mo-
dule de p tend vers zéro. Cela sera suffisant, parce que nous allons voir
un peu plus loin que § est une fonction aniforme de p et de 5.

2° 1l faut démontrer ensuite que § revient a kv méme valeur quand
p décrit dans son plan, et » dans le sien, un contour suffisamment petit
enveloppant le point zéro. Or, dans ces conditions, le premier et, par
conséquent, le second membre de I'équation (5) augmenteront d’un
multiple de 2in, ce quifera décrive au point Z un contour fermé enve-
loppant le point zéro.

Donc &, et, par conséquent,

sont une fonction holomorphe de p et de 7 si ces variables sont assez
petites.

Supposons maintenant

R .
—g=Pl) =S+
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P{;) étant une séric ordonnée suivant les puissances de ¢ et conver-
gente, pourvu que p soit suffisamment petit.
I'intégrale générale des équations différentielles sera

+[d"’ == const
R TPy R

On trouvera, d’aillcurs,

*d-

]
P ™

—; ELy—Q'z),

Q! ;) étant une tonction de ; holomorplie pour ; = o.
Posons maintenant

%

“ g I 1 . P
S bis) -+ [FL:+Qlz) ~ 0= ~FLL Q)

Nous considérerons, parmi les fonctions § qui satisfont a cette équa-
tion, celle qui se réduit 4 ¢ pour » = o. Je dis que ce sera une fonction
holomorphe de ¢ et de o, si ces variables sont suffisamment petites.

Pour cela, il faut faire voir que, si ; et o sont assez petits, & est une
fonction uniforme de ¢ et de w qui tend vers zéro quand ces variables
tendent simultanément vers zéro. Le raisonnement serait absolument
le méme que dans le cas précédent. 1 en résulte que

est une fonction holomorphe de 5 et de o,
Il est, d'ailleurs, aisé de trouver les coefficients du développement
de F suivant les puissances de 3 et de o, Ecrivons, en effet,

\ Lot a0
I :Ilu+ll|w+L:)‘—F-..—P!I—'L—"'!

P(s) = Sa,s",
"” = Z/I,,l,?”.

Nous supposerons, cc qui est utile pour notre objet, que tous les a »
sont positifs, et nous pourrons trouver deux nombres p. et ¢, tels que

a,< pul. '
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Les H nous seront donnés par les équations
H,=¢%
dH,
Hi = P(P) Wa

---------------

Nous adopterons la notation suivante : 'inégalité

S(e)~9(p)

avec un double signe d’inégalité, signifiera (lorsque les coelficients des
fonctions f et ¢ développées suivant les puissances de g sont positifs,
ce que nous supposerons) que chaque coefficient de f est plus petit
que le coefficient correspondant de ¢. Nous pourrons éerire alors

"

P(p ) s 1--ap )

Je dis qu’on pourra toujours trouver un nombre M,, tel que

) M, n!
B (p) < g

Supposons, en effet, que cela soit vrai pour H,, je dis que cela sera
vrai pour H,,,,. Il viendra, dans cette hypothése,

an, M,an!(an+1) 2aM,(n+1)!

dP = U — (lr,,)iu+2 (] — aP)!ltﬂ-! )
d’ou
dil, _aapM,(n+1)!
Hyo=P0t o < gy s
d’oul

M,.,=2apM,, M,=M,(2ap)"
1l vient alors

n! TLi(r—ap)tt T i—as [
(1—az)

F:Zunw” .\ Mo(2apw): M, I
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On conclut de cette inégalité que la série F converge, pourvu que, par
exemple,

61< 55 1ol < 5oy

Mais il estaisé de voir que le développement de H, commence par un
terme en p?, celui de I, par un terme en ¢?, ..., celui de 11, par un
terme en ¢**?, Donc la fonction F est une fonction holomorphe, non
seulement de p et de o, mais de p et de pa. La série F convergera donc,
pourvu que

1< lpol < am

20l llia’u.

Donc cette série sera convergente pour toutes les valeurs de «» com-
priscs entre zéro ct 2z, pourva que

| |
el < e 1el< Sacipe

Voici comment ce qui précede se rattache aux principes exposés
par MM. Briot ¢t Bouquet dans le XXXVI1¢ Cahier du Journal de
U Ecole Polytechnique.

Considérons » comme une constante; nous aurons, entre § et ¢,
I'équation différenticlle

d, _ dp
PR T Pee)
ou
USRS _:3
7 ol 1 Chat R 2

¢ représentant un ensemble de termes de degré an moins égal 4 2 en
< eten p. Posons

{=rp(1+v).
1l viendra

o = v+ B P+ (V)

lafonction ¢ contenant p* en facteur.
C’est la un type d’équations qui, d’aprés un théoréme de MM. Briot
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ct Bouquet, admet une infinité d’intégrales holomorphes, s’annulant
avec s.

Donc § est fonction holomorphe de ¢. C. Q. F. Db,

Passons maintenant au cas général.

1l importe d’abord de rappeler etde préciser le sens de lanotation -
déja emplovée plus haut. Quand j’écrirai dans ce qui va swivre :

Ipr) =2 5(p0 0)s

je regarderai les deux fonctions / et 5 comme développées suivant les
puissances croissantes de ¢. Les coefficients des deux développements
seront des fonctions de o que je regarderai momentanément comme
une constante et que je supposerai réelle et comprise entre zéro et 2=

Linégalité signifiera alors que, pour toutes les valeurs réelles de o
comprises entre zéro et 2x, tous les cocfficients du (lévvloppenwnt de g
sont positifs et plus grands en valeur absolue que les cocfficients cor-
respondants du développement de /.

Soient

Les coefficients R, et ; des deux polyniomes R et £ seront des fonc-
tions trigonométriques de w. Supposons (ue toutes ces fonctions trigo-
nométriques restent constamment infericures en valeur absolue i une
certaine quantité positive L. Il viendra

6) R (*+ .. .— 2L
( 9 a— (g2 =0 0 (L)
La fonction ——"——— qui ne dépend que de p est développable
1—sl—+1)

suivant les puissances de p, pourva que p soit suffisamment petit.

Il en vésulte qu'il existe une série F, ordonnde suivant les puissances
croissantes de g et de w, convergente pour toutes les valeurs réelles
den mmprisos entre zéro et 27, pourvu que p soit suffisamment p(-lit,
ct satisfaisant a I'égalité

f/__l"l _dF, &L
de — dy 1—3 L)

4
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De plus F, seréduit a p* pour w = o. Posons, comme plus haut,

P =38+ 50"+ .+ 557+, 0y

l"| b= uzpn -+ ll..“S’ +. S uq?v+t .o

Les fonctions z, seront définies par les équations (1 bis) et les fonc-
tions u, par les équations analogues

=1,

’

(7) w,=(q — )u, b, +(qg— 2)u, o0, +...+ 2u,b, .

ou

., = (L4 1)L,

Cela posé, je dis qu'on aura constamment, w étant réel et plus petit
que 2r,

(8) Fog| < .

Pour ccla, je vais supposer que l'inégalité (8) a lieu pour z,, 5,, .. ..
3,-1» et démontrer qu’clle a encore lieu pour z,.
En effet, s'il en est ainsi, on a, en comparant les relations (1 bis).

(6) et (7),
(9) |3, <,

La fonction z, 1’est pas entiérement déterminée par les équations
‘1 bis); ces équations ne nous donnent en effet que la dérivée de 3, en
fonction de 3,, 55, ..., 5,-,. Il en résulte que z, n’est connue qu'a une
constante d'intégration prés. Nous disposerons de cctte constante e
telle fagon que z, s'annule avec o.

Dans ces conditinns, I'inégalité (9) entraine l'inégalité

(8) ]5,,|<uq, C. Q. F. D.

Donc on a
F<F,,
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et, comme pour les petites valeurs de p, F, est convergent quand »
varie de zéro a 27, il en sera de méme de F.

Mais, d’aprés la facon dont nous avons déterminé les z,, ce sont des
fonctions trigonométriques de w (dans le cas ou tous les C, sont nuls).
Si donc F converge pour les valeurs de » comprises entre zéro ct 2,
cette série devra converger pour toutes les valeurs réelles de w.

11 est 4 remarquer que, si, partant de la série F telle que nous venons
de la définir, on repasse des coordonnées polaires p et w aux coor-
données rectilignes x et y, I ne sera plus une série ordonnée suivant
les puissances croissantes de a et de v. Cela tient & la facon dont nous
avons disposé des constantes d'intégration, de facon que =, s'annule
avec w.

Il pourra se faire alors, par exemple, que P'on ait

F=¢*+* (1 —cosm)+....
ce qui donne

B
F=a? 4y + () —x(x* + ) +....

En effet, si I'on tient & ce que F soit une fonction Lolomorphie de x
et dey, on peut disposer de la constante d’intégration (que nous avons
appelée plus haut A,) lorsque g est pair, mais on n’en peut plus dis-
poser quand ¢ est impair. 1l ne sera donc pas possible en général de
s’arranger pour que 3, s'annule avec w

Cela n’a d'ailleurs que peu d’importance au point de vue qui
nous occupe, mais il est aisé de tourner la difficulté. On a

¥ Rar

dw Q d;

Soit F, ce que devient F quand on y change s en — ¢, el m enw + 7.
On aura encore, comme il est aisé de le vérifier,

dF, R dF,

— T —— e ey
duw (L

R .
car — - change de signe quand on y change g et — g, et wenw + 7.
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On aura done encore

dF+F)  RdF+Fy
dw T u dp '

ctla série F + F, sera convergente pour toutes les valeurs réelles de
w, pourvu que p soit suffisamment petit. Si d'ailleurs on repasse aux
coordonuées rectilignes @ cty, F + F, sera une fonction holomorphe
de z et de y. On voit done qu'il existe toujours, si tous les €, sont
nuls, une série F convergente, ordonnée suivant les puissances de x
ctdey etsatisfaisant a U'équation

w{’n_ Ly —o0
d.r dy

En résumé, pour que Uorigine soit un centre, c'est-a-dire pour que la
trajectotre du point mobile soit stable, il faut et il suffit que toutes les
quantites que nous avons appelées C, soient nulles a la fois.

Toutefois, il sera souvent difficile de reconnaitre si ces conditions,
cnnombre infini, sont romplies a la fois. 11 v a donc intérét a signaler
des cas ot Pon est certain d'avance gue tous les C, sont nuls.

Je ne signalerai que le plus simple d'entre eux,

Supposons que, quand on change y en — y, sans changer 2, X s¢
change en - X et que Y ne change pas. Je dis que les trajectoires du
point mobile scront des courbes fermées symétriques par rapport i
'axe des .

En effet, partons, pour ¢ = o, d’un point initial situé sur I'axe des
x. Lavitesse initiale du point mobile sera, d’aprés les hypothéses faites,
perpendiculaire i cet axe. Sil'on change ten — 4, yen — y, x en —a,
les équations du mouvement ct ses conditions initiales ne changent
pas. Done le point mobile occupera aux temps ¢ en — ¢ deux points du
plan symétrique, par rapport i Faxe des x. D'aprés la forme des
équations, si le point de départ de notre mobile est suffisamment
voisinde l'origine, il arrivera & une époque ¢, ou sa trajectoire viendra
recouper l'axe des a. Ainsi, aux deux époques ¢, et —¢,, le point
mobile occupera un méme point de I'axe des x. Sa trajectoire sera
donc une courbe fermée, et il résulte de ce qui précéde qu’elle doit

Journ. de Math. (§* série), tome 1. — Fase. I, 1885, 29
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¢tre symétrique par rapport a Paxe des 2. Donce onest certain davancee
que tous les C, sont nuls.

On rencontre un exemple du cas que nous venons de signaler dans
un probleme astronomique sur lequel M. Tisserand a bien voulu
appeler mon attention. Delaunay a rencontré dans sa théorie de la
Lune les équations suivantes :

{e .
%:Mh+Mﬂ+MmUw2

7{] , ) N C M y 2 .
T =N+ Ne?+Nye' + Nye) + =i+ Pet+ Pye’ cons

On suppose que, pour £ = o, ¢ ¢st trés petit et que, le cocfficrient M
ctant deVordre du carré de cette petite quantité, les autres coefficients
sont finis { Mémoires de I Acadeémie des Sciences. 1. XXV 1o~

Delaumay donne les expressions suivantes

ecosf = X\, cosi(gl + ¢,

esing = XB, sint atl + ¢

mais il ne traite pas la question de la convergence et de la possilutie
du développement,
Les ¢quations sont de méme forme que celles que nous cludions
Posons, en effet,
ecosy =a, esing = v,
il viendra »

:;% = “[1‘](1\[' —_ p‘ + ‘!\]...e'.' _ l):(?"!)
— Ny(1+N,et +Nye* + N et ) = X,
%=M+WﬂM+Mﬁ>

+ Mx?(P, +P,e?) + Na(1 + N,e* + N, e + N, et \.
ou

Xet Y s'annulent, pour y = o,

1o M4+ Pa* + Pox' ) +Na(t + Nja? + Nyt + Nab) =o.
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En vertu des hypothéses faites sur les coefficients, P'équation (1o)
est satisfaite pour z = a,, @, étant une quantité trés petite de Fordre
deM.

.o pomt.r =z, y=o0 cst un centre; car X clmngu de sigm-, et
ne change pas quand on change y en —y. On est donce certain
d'avance que toutes les quantités que nous avons appelées C, sont
nulles i la fois.

Il en vésulte que ety sout des fonctions périodiques du temps ¢,
(qui penvent étre représentées par des séries de la forme obtenue par
Delaunay .

Si Fon a reconnu d'une maniére ou d'une autre que toutes les
quantités G, sont nulles, on est certain qu'il y a autour du centre une
certaine région du plan R qui est sillonnée par des courbes fermées
ou exceles enveloppant le centre et qui sont les trajectoires du point
mobile dans L végion considérée. Au dela de la région R, les trajec-
toires seront en général des spirales. Cette région sera limitée par un
certain evele frontiere qui sera la derniére trajectoire fermée. Je dis
(que ce evcle frontiere doit passer par un point singulier,

En effet nous pourrons loujours tracer un arc sans contact venant
couper ce evele frontiere, ainsi que les trajectoires fermées qui en
sont tres voisines et se prolongeant au dela de ce cycle frontiere et
endehors de la région R. Nous définirons la position d’un point sur
cetare alaide d'un parametre ¢ qui sera, par exemple, nul sur le cycle
[ronticre, négatif a I'intérieur de la région R et positif a extérieur de
cette region,

Reportons-nous maintenant au Chapitre V. (11¢ Partie) et & ce que
nous avons appelé la loi de conséquence

Pour les valeurs négatives de ¢, on est a Uintérieur de R; les tra-
jectoires sont fermées et l'on a

Au contraire, pour les valeurs positives de ¢, on est hors de R; les
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trajectoires ne sont plus fermées, ct 'on a
71(te) 2o

1l est donc impossible que la fonction g, soit holomorphe pour
1, = o. Donc, en vertu du théoréme XIII (p. 255), le cycle fronticre
doit aller passer par un point singulier.

CHAPITRE XII.
EQUATIONS DE DEGRE SUPERIEUR.
Nous allons ctudier maintenant les équations différenticlles du

premier ordre et de degré supéricur, c’est-a-dire les équations de la
forme

,_,\
-

: dvy
I <x,y, 77) =0,

, \ . v
F étant un polynome entier en a, y ct s
Voici le mode de représentation gcométrique ue nous adopterons,

Nous pourrions d’abord envisager la surface
(2) I(ir,y,5:=20,

et exprimer les équations du mouvement du point mobile sur cette
surface, de la facon suivante

dr ¥ dy dF ds _dF

—_—— - - 3

(2 bis) T AT mTa Tia

de telle sorte que (ZZ’ '7’[)2, %’ sonl égaux a des polynomes entiers en .,
¥ 2.

Clest la le mode de représentation le plus simple, toutes les fois
que la surface I'(x, y, 5) n’a pas de nappes infinies ou de singularités
génantes Mais il peut éire avantageux, dans certains cas, d’employer
un mode de représentation plus général.
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Posons
B E=almy ), n=n(nys), §=nld )z,
les fonctions 7, 7, et 9, ¢tant rationnelles en x, y, 3.

Sauf des cas exceptionnels que nous laisserons de coté, on déduira
des équations (2) et (3) les équations

//l FI(E:,TI»;):O
ct
5 x::ai(é.v N C)t .7=9:(E’ ﬂ’c)’ Z:"—G.(E, 7)’;}'!

¥, ¢tant un polyndme entier et 5,, 9,, G; des fonctions rationnelles.

I.es deux surfaces (2) et (4) se correspondront alors point par point
1 |

par une transformation birationnelle, et 'on aura

ds dy, dy

e = ’
'*'HI(E: 7 %) “fi(\E, 1 5) '{’3(‘2) 7, §)

les fonctions 3,, 4, ot 4, étant rationnelles.

On pourra disposer de ce qu'il v a d'indéterminé dans la transfor-
mation birationnelle {3 pour que la surface (4) n’ait pas de nappes
mfinies et aussi pour atteindre différents autres buts, par exemple
pour faire disparaitre des singularités génantes. Voici done comment
nous nous poscrons le probléme des équations différenticlles de degré
superieur.,

On donne une surface S ayant pour équation

i o) —
“\.I‘,J,.;)-—()

ctn’ayant pas de nappes infinies; et P'on demande d’étudier le mouve-
ment d’un point mobile sur cette surface, les équations du mouvement
ctant

ds
dt

dr dy .
dr_x, &oy, Ly,
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ou X, Y et Z sont des polynomes entiers en z, y, 5 avee la condition

1‘.’ > . A
ATy My —wF.
dr dy ds

Etudions d'abord les trajectoires du point mobile dans le voisimage
'un point M de la surface. Nous distinguerons le cas o le point M
est un point ordimaire de la surface S {tout en pouvant ¢tre un point
singulicr pour les équations différenticlles) et le cas ol le point M est
un point singulier de fa surface S.

Dans le premicr cas, on pourra exprimer, dans le voisinage du pont
M, x, ¥ et z par des fonctions holomorphes de deux parametres w ety
et de telle facon que les trois déterminants fonctionnels

dlecyy  dive . die. 3)
dn. r)’ diu. (. v
ne solent pas nuls i la fois,

On pourra éerire alors

u ol

o =

U et V etant des fonctions holomorphes en et en e On est alors
amené 4 Pétude des courbes planes définies par une équation diffe-
renticlle du premier ordre et du premier degrés car, dans le voisinage
du point considéré, les fonctions U et Voont tous les caractéres des
polvnomes entiers.

Si le point considéré est un point ordinaire, il passe par ce point une
trajectoire et unc seule.

Si c’est un point singulicr de I'équation différenticlle, ¢'esti-dire si
U =V = o, ce peuat étre un col, un fover, un neud ou un centre, preé-
sentant les mémes proprictés que les points de méme nom définis dans
la 17 Partie.

Dans le cas des équations (2) et (2 bis) les points singulicrs sont
donnés par les équations

. dF dF ¥

l4=0, ;I—:-:(—IT—f—z(—I—T:O.
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Supposons maintenant que le point envisagé soit un point singulicr
pour la surface S elle-méme, c’est-a-dire que P’on ait

dF 7 ¥
= =0,

Ce cas s¢ ramene au précédent. Supposons (Pabord, par exemple,
que la sarface 8 présente une courbe double, que le point considére
soit un point de cette courbe double, ¢t que les deux plans tangents
en ce point soient distinets. Alors on pourra exprimer, dans le voisi-
nage du point envisagé, , y et 5 en fonctions holomorphes de deux
parametres w et o, et cela de deux maniéres, Pune des maniéres se
rapportant x Fune des nappes de la surface qui passent par la courbe
double, et la seconde maniere a 'autre nappe. On retombe done sur
le cas précédent,

De méme, supposons que le point considéré, que nous pourrons
prendre pour origine des coordonnées, soit un point conique du second
ordre, Soit, par exemple,

F=F,+F, +...+F,

F; étant un polynome homogéne de degré i en .z, y, 2. Considérons la
portion de cette surface qui est voisine de Vorigine, c'est-a~dlire du
point conique. Je dis que nous pourrons, par une transformation
birationnelle, transformer cette portion de surface en une autre qui
waura pas de point singulier. Il suftit pour cela de poser

E=Z(i—s) n=2(1-3), {=1-3,
d'ou
r=3(1=¢) y=3(1-0) s=1-3

lette transformation birationnelle est donc réciproque et elle a pour
effet de transformer la surface F dans la suivante :

F, + " (1= 2)F " (1 — )+, 4+ (1 —2)'F,= 0.
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Cette surface transformée est coupée par le plan z = 1 suivant Ja co-
nique

N

F,lr,y, 1) =0,

et elle ne présente pas de point singulier le long de cette conique.
Dailleurs, la portion de la surface S, voisine du point conique, de-
vient, apres la transformation, la portion de la surface transformée
voisine de cette conique, ¢’est-i-dire une portion de surface dépourvue
de point singulier,

On est donie encore ramené an cas pr«"c("(]onl. ailleurs, nous sup-
joserons, dans ce qui va suivre, que la surface S ne présente pas de
pareils points singuliers.

D'apres les hvpothoses faites, lasurface S qui est algébrique n'a pas
de nappes infinies; elle se compose done d'un certain nombre de
nappes fermées S, S., ..., S, separces les unes des autres. Au point
de vue qui nous occupe, il nous suffiva d’étudier separément la forme
des trajectoires sur une de ces nappes, sur la nappe 8, par exemple.

1l est une notion qui va jouer un role fondamental dans ce qqui va
suivee, c’est le genre de la nappe S, au point de vue de Lv geométrie
de situation.

Voict la définition de ce genre. Si Ton peut tracer, sur la snrface
fermée S,, p cveles fermés n’avant aucun point commun, sans partager
la surface en deux régions séparées, et si Pon n’en peut tracer da-
vantage, on dira que la surface S, est de genre p fou ce qui revient au
méme qu'elle est 2p + 1 fois connexe. Ainsi la sphére est de genre o,
parce qu'on ne peut y tracer de evele fermé sans partager sa surface
en deux régions. Le tore est de genre 1, parce qu'un cercle méridien
ou un cercle paralléle ne le divise pas en deux régions; et, si 'on a
tracé sur la surface un cercle méridien, par exemple, on ne peut plus
v tracer un nouveau cyvele fermé, ne rencontrant pas le premicr, sans
partager le tore en deux régions.

Terminons ce Chapitre en étendant au cas qui nous occupe un theo-
réme important de la premicre Partie.

Nous conserverons la convention faite au commencement de Ja
deuxiéme Partie, c’est-a-dire que nous supposerons que toute trajec-
toire qui va passer par un nceud est arrétée a ce noeud, et que toute
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trajectoire gui va passer par un col est continuée soit a droite, soit a
gauche, par 'une des branches de courbe qui vont passer par ce col.

Cela posé, il est clair que les trajectoires peuvent se partager en
(juatre catégories

1° Les cycles ou courbes fermées;

2 Les trajectoires qui sont arrétées a un nwud;

3 Les trajectoires qui se terminent en tournant indéfiniment au-
tour d'un foyer dont elles se rapprochent asymptotiquement;;

4" Les trajectoires que I'on peut prolonger indéfiniment sans jamais
revenir au point de départ, sans jamais rencontrer un neeud ou se
rapprocher asymptotiquement d'un fover.

Il est elair que la longueur de ces derniéres est infinie, soit gu'on
compte cette longueur d’are sur la surface S, elle-méme, soit qu’on la
compte sur la projection de la courbe sur un plan quelconque.

Considérons maintenant une trajectoire ui ne rencontre ancun
evele algébrique qu’en un nombre fini de points, 1l est évident qu'elle
ne pourra appartenir a la troisicme catégorie, car tout arc algébrigue
passant par un foyer rencontre en une infinité de points toute trajec-
toire qui tourne indéfiniment autonr de ce foyer. Je dis qu'elle ne
pourra pas non plus appartenir & la quatrieme catégorie. Pour cela,
jo vais faire voir que, en supposant qu'une trajectoire de cctte caté-
gorie ne rencontre aucun cvele algébrique qu’en un nombre fini de
lminls, on trouverait que la projcclion de cette trajectoire sur un cer-
tain plan devrait avoir une longueur finie, ce qui est contraire i ce
(ue nous venons de voir,

En effet, considérons la portion de la wajectoire décrite par le point
mobile dej uis une certaine époque ¢ = £y que nous determinerons da-
vantage plus loin, jusqu'at =+,

Nous partagerons la surface $; par un certain nombre de eveles al.
gebriques en un certain nombre de régions, telles que chacune d’clles
ne puaisse étre rencontrée qu'en un seul point par une y arallele alaxe
des 5. Ces eveles algébriques ne seront rencontrés par la trajectoire
qu'en un nombre fini de j oints. Donce nous pourrons prendre ¢, assez
grand pour que, a partir d- I'époque 4, le point mobile ne rencontre
plus aucun de ces cycles ct reste, par conséquent, a Vintérieur d'une
des régions que nous venons de définir,

Journ, de Math. (4* sérvie), tome |. — Fase, I, 1885 20
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Il arrivera alors que, & partir de I'époque ¢,, la projection du point
mobile surle plan des zy restera constamment & Uintéricur d'une cer-
taine région finie R de ce plan,

Considérons sur la surface S, le lieu des points, tels que la projec-
tion sur le plan des zy de la trajectoire qui passe par ce point présonte
un point d'inflexion. Ce licu sera algébrique et, par conséquent, ne
pourra étre rencontré qu’en un nombre fini de points yar la trajectoive
que nous considérons. Nous pouvons done prendre 1, assez grand
pour que, a partir de cette égoque 1y, la projection de cette trajectoive
sur le plan des xy ne présente plus de point d'inflexion ct soit, | ar
conséquent, une courbe convexe,

. . . < g d.r
Le licu des points de la surface S, ou l'on a i

=0, sont encore algébriques. On pent en con-

=0, ct celui des
dy
i
clure, en raisonnant comme nous venons de le faire, que F'on peit
v

. . . o
prendre ¢, assez grand pour que, a partir de cette époque, - et =

points ou I'on a

restent toujours de méme signe, positifs par exemple.

Soient maintenant M, la projection du point mobile au temps ¢, M,
la projection de ce pointautemps ¢,7¢,> 4, . Par le point M, je méne
unc paralléle a Vaxe des 25 par le point M, je méne une paralléle o
laxe des y rencontrant la premicre en P,

Soit R’ un rectangle dont les cotés soient paralleles aux deux ases
et qui soit tel que la region R définie plus haut v soit située tout en-
tiere, Le triangle curviligne MM, P formé par lare de trajectoire M, M,
et les deux droites M P, M, P sera convexe ot situé tout entier i 'in-
téricur de R'. Son périmetre sera done plus petit que celui de R,

Done Fare MyM, est loujours plus petit que le perimetre de R, et
cela quel que soit le point M,. Donc la longueur de la projection de
notre trajectoire scrait finie, ce qui est absurde et nous oblige i rejeter
Phypothése que la trajectoire soit de la quatrieme categoric,

D’on la conclusion suivante :

Toute trajectoire qui ne rencontre aucun cvele algébrique qu’en un
nombre fini de points est un cvele fermé ou va aboutir a un neeud, on
Fon doit Parréter.,
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CHAPITRE XIII.
DISTRIBUTION DES POINTS SINGULIERS.

Reprenons la nappe S, d- genre p, et supposons que cetle nappe ne
présente ni point conique, ni courbe multiple.

Soient € le nombre des cols situés sur cette nappe, N le nombre des
neends, I eclui des fovers; je dis qu'on aura la relation

N+F—-C=2-—ap.

Tracons sur la surface S, un cycle quelcongue. Ce eycle sera touché
en cortains de ses points par diverses trajectoires, mais les unes le tou-
cheront extérieurement, les autres intéricurement. Soient E le nom-
bre des contacts extérieurs, 1 eelui des contacts intericurs; le nombre
E—T—2
J=—1"2

2

sappellera Vindice du cvele. Sile cycele présente un point anguleusx, il
pourra arriver que la trajectoire qui passe par ce point traverse ce
evele en passant de extérieur a Iintéricur, auquel cas ce point ne
doit pas compter pour un contact. Il pourra arriver aussi (ue cette tra-
jectoire ne passe pas de Vextérieur du cvele i Pintérieur, mais reste
constamment i Pextéricur si le point anguleux est saillant, ou constam-
ment a Pintérieur si le point anguleux est rentrant. Alors le point an-
guleux devra compter pour un contact extérieur ou inléricur (voir la
premiére Partie, p. 412). Nous supposerons que le cycle a été choisi,
de facon i partager la nappe S, en deux régions dont une au moins
simplement counexe,

Si la nappe S, est de genre o, les deux régions sont toutes deux sim-
plement comexes, et il faudra une convention spéciale pour décider
laquelle des deux doit étre regardée comme I'intérieur du cycle.

Si la nappe S, est de genre > o, I'une des régions sera simplement
connexe, et Pautre multiplement connexe, et ce sera la premicre que
I'on considérera comme l'intérieur du cycle.
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Cela posé, joignons deux points A et B par trois arcs de courbe AMB.

Fig. .

A
< T
e

ANB APB (fig. 1o, Nous déterminerons ainsi (rois cyeles

., = ANBM,
.= APBNA,
G, == APBVIA,

le 'I'Oisi("lllﬂ l)()lll‘f‘il otre I'('gill"(l(" comme la sonine des deax autres

C, o= ('., + (;2.
Je dis que 'on aura
ind. G, - ind. C) = ind €,

ou, ce qui revient au méme,
() E,—1, - E,+1,—E,+1,. 2,

E,, Ey, E; étant le nombre des contacts extericurs, 1, 1, I, celui des
contacts intéricurs des trajectoires avee les trois exveles,

Ces contacts se diviseront en cing catégories :

1 Ceux qui ont licu le long de AMB;

2° Ceux qui ont lieu le long de APB,

Les premiers n’apparticnnent qu’aux eyeles G, et G, les seconds
n’appartiennent qu'aux cy cles €, et Cyo Un contact d'une de ces deus
catégories entrera donc deux fois dans le premier membre de Veéga-
hté (1), une fois avec le signe +, une fois avee le signe —; les termes
correspondants se détruiront.

3° Ceux qui ont lienle long de ANB.
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Un contact de cette catégorie est extrieur pour C, et intéricur pour
C,, ou inversement. 1| entrera done denx fois dans le premier membre
de Uégalité (1), une fois avee le signe + et une fois avec le signe .
Les termes correspondants se détruiront.

1° Ceux qui peuvent avoir licu en A.

Suivant la posili(:-n de la trajectoire qui passc en A, on pourra i voir

Ou bien un contact extérienr pour les trois evcles;

Ou bien un contact extérieur pour le cycle €, seulement ou pour
le cycele C, seulement;

Ou bien (dans le cas seulement ot le point A serait un angle ren-
trant du cycle C;) un contact intérieur pour le cycle C,;

Ou bien encore (dans le cas seulement oir le point A serait un angle
rentrant des deux eyeles G, et C,) un contact intéricur pour les cycles
G, et Gy et un conlact extérieur pour C,

Dans tous les cas, la somme des termes correspondants du premier
membre de (1) se réduira i — 1.

3 Les conlacts qui ont lieu en B.

Pour Ia méme raison, la somme des termes correspondants se re-
duira a — 1.

Le premier membre de (1 se réduit done a — 2, de telle facon que
cette égalité est vérifice.

Donce l'indice d’un cycle total est égal i la somme des indices des
cveles partiels qui le composent.

Cherchons maintenant i déterminer Pindice d’un cycle infiniment
petit,

Si le eycle infiniment petit n’enveloppe aucun point singulier, nous
pourrons toujours supposer (|u’i| est convexe, car, s'il ne I'ctait pas,
on pourrait le décomposer en plusicurs cycles plus petits encore et
convexes. Mors la fig. 2 indique que le eycle a seulement deux con-
tacts extéricurs avee les trajectoives Mp et M”p”.

L'indice est done égal & o.

Si le eycle (mvelo‘ppc un col, nous le SUPPOSCTONS CNCOTE CONVEXC,
et la fig. 3 montrera qu'il a quatre contacts extérieurs, et que son in-
dice est égal a 1.

Si le cycle enveloppe un neeud ou un foyer, je dis que son indice
est — 1. En effet, dans le voisinage d'un neeud ou d'un fover, on
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pourra toujours mener un cycle sans contact (ue NOUS SUPPOSETons
tout entier intérieur au eycle considéré, Ce cyele considéré pourra
alors étre décomposé en plusieurs autres, a savoir : le evele sans con-
tact dont il vient d'étre question et d'autres evcles convexes n'enve-

Iig. ~. Fig. 3.
Ll
.V
L]
N ,
) Ty
/ A \ ¢
J N
=~ e ] A =
T ,
“h o/
e

loppant pas le point singulier. L'indice du cycle sans contact sera égal
a — 15 celui des antres eveles, a o,

’indice du evcle total sera done — 1.

I résulte de tout ce qui précide que Pindice d'un evele quelcongue
est égal au nombre des eols qu'il contient diminué du nombre des
naeuds et de celui des foyers.

Les centres qui sont des points singuliers 4-x¢'¢-ptinnm-|s rentreront,
a ce point de vue, dans les foyerss en effet, antour d'un centre, on pent
mener un cycle fermé avee deux contacts imérieurs et deux contacts
extérieurs; ee eyele awra alors pour indice — .

Nous allons maintenant partager la surface de la nappe S, en un
certain nombre de régions simplement connexes en 'y tracant un certain
nombre de cycles,

Lasomme des indices de tous ces cyeles sera évidemment

C—1I~N.

Pour ¢valuer, d’une autre maniére, cette somme d’'indices, nous as-
similerons 4 un polyédre la figure formée par la nappe S, divisée en
régions simplement connexes,

Tout le monde connait le théoréme d’Euler, d’aprés lequel, si a, f,
< sont le nombre des faces, des aréles et des sommets d’un polyédre
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converr, on doit avoir

[

2 vy
Ce theoreme s'elend aisément an cas on e polyedve, au lien d'éee

comvexe, forme une surface de genre pion trouve alors
% . TR
% =5t 2= 2.

Mais, en geometrie de situation, on n'a pas i s'inquicter de L forme
des faces et des arétess nous n'avons done pas besoin de supposer que
les faces du polyédre sont plunes, et ses arcéles rectilignes, 11 en ré-
sulte que la figure, formée par la nappe S, divisée en régions simple-
ment connexes, est un véritable polyéedre curviligne auquel s'applique
le théoréme d'Euler. Les faces sont alors les régions simplement con-
nexes elles-mémes s une aréte sera la portion da périmétre d'une de
ces régions qui lui sert de frontiére commune avee une région limi-
trophes un sommet sera Pextrémité d'une aréte, Cest-a-dire un point
commun au périmétre de trois ou de plusicurs régions,

Supposons qn'un sommet soit commun au p(-,rimi:lr(- de v régions;
il sern assimilable ioun angle solide e faces d'un polyédre vectiligne.
On aura, d'aillewrs,

Nous pourrons, d'ailleurs, supposcr que les angles, formés par les
diverses arétes qui aboutissenl i un sommet, sont tous saillants.

Nous cherchons i évaluer, pour Vensemble de nos eyeles, Pexeés du
nombre X des contacts extérieurs sur le nombre X1 des contacts in-
tericurs,

D'abord nous n'aurons pas i nous préoccuper des contacts qui ont
liew en un point d’une aréte; car, si un pareil contact est extérieur par
rapport au eyele qui forme le périméere d'une des deux régions aux-
quelles Varéte sert de frontiére commune, il sera un contact intérieur
pour le périmétre de b seconde de ces régions, et réciproquement.

Nous n’avons done i considérer que les contaets qui peuvent avoir
licu aux sommets. Soit done un sommet commun i ¢ cyeles. La tra-
jm'loire qui passe en ce poinl traversera deux de ces ('yclcs et aura un
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I vésulte immédiatement de cette formule que les surfaces de
genre sont les seules gui puissent ne présenter aucun point singulier,

CHAPITRE X1V,
GENERALISATION DES DEUX PREMIERES PARTIES,

Nous allons reprendre maintenant chacun des théoremes des Cha-
pitres 1V 4 VI pour voir s7ils s'élendent au cas qui nous occupe et
dians quelle mesure ils doivent étre modifiés,

Le théoreme VI, dapres lequel tout exele algébrigue a wn nombre
de contacts pair, est encore vrai, mais sculement des cycles qui divi-
sent la mappe S, en deux régions dont une au moins simplement con-
nese.,

En effet, Uindice dun pareil eyele, qui dépend du nombre des points
singuliers qui v sont contenus, est essentiellement entier. Done
SE— X1 e, par conséquent, SE 4+ X1, e'est-a-dire e nombre des con-
tacts, sont toujours |mi|'s.

Le théoreme VI d'apres lequel, si Pon peat mener entre denx
|miuls un are (/lu'/culu/ue sans contact, on peul aussi mener entre ces
deux points un are algcbrigue sans contact, est encore vrai pour les
equations de degrésupéricar. Onn'a pour s'en assurer qu'a se reporter
a la démonstration de la page 116, I Partie. Nous aurons toutefois
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nne mochfication a v introduire ; nous représenterons Fare sans contac
par les cquations

vocsty o yveouey Py yes e,

les extrémités de cet are correspondant i £:= o, ¢ = . La démonstra-
tion continuerait de la méme fagon que dans la I' Partie.
il importe de remarqguer gue les séries

dr Ty ot Ty {
— = XmA,, cOSMt -— — SI - + — COS -»
ot 2 2 2 2
dy . Yo .t v t
=L = SmB,,cosml — ' sin- 4+~ cos-
ot 2 2 2 2

sont non seulement convergentes, mais uniformément convergentes,
ce qui est nécessaire pour la suite de la démonstration; car la somme
de la série

SmA,, cosmt,

reprenant la méme valeur pour ¢ ct pour am — ¢, est une fonction con-
tinue de ¢ quand cette variable croitde — o« 4 + .

Le théoréme VI ct sa démonstration subsistent aussi sans modifi-
cation,

Si done on peut joindre deux points A et B par un arc sans contact,
et si A, ct B, sont deux points des trajectoires qui passent par A et B,
on pourra également joindre A, et B, par un arc sans contact,

Le théoreme IX s’énonce ainsi ¢

Si ABet A\B, sont deux arcs de trajectoires et st AA |, BB, sont des arcs
algébriques ne coupant AB et A B, en aucun autre point que A, B, A, et
B,, les nombres des contacts de AA, et de BB, seront de méme parité.

Ce théoréme subsistera encore dans le cas qui nous occupe, pourvu
que le evcle ABA, B, partage la nappe 8, en deux régions, dont une
simplement connexe.

Tukorime X. — Siun are de trajectoire qui ne passe par aucun point
singulier est sous-tendu par un arc de courbe, le nombre des contacts de
cot arc de courbe est impair.

Journ, de Math. (4® série), tome [, — Fasc, U, 1885, 27
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Ce théoreme sera encore vrai, si le evele formé par les denx ares
divise Ia nappe S, en deux régions, dont une simplement connexe,

Ainsi les théorémes du Chap, 1V, qui constituent ce que jai appelé
la théorie des contacts, s’étendent avee quelques modifications au
eas qui nous occupe. Je passe maintenant a la théorie des consé-
(quents.

Soient

X == ?(l‘, y= '4//

un are algébrigne sans contact, et My, M, deux points consceutifs
d'intersection de et are avee une méme trajectoire. M, est le consé-
quent de My, M, Vantéecdent de M, et siz, et £, sont les valeurs de ¢
qui correspondent i ces deux points M, et My, la velation qui lie ¢, el
1, est laloi de conséquence.

Les théorémes XT et X1 ne subsistent qu'avee d'importantes modi-
fications sur lesquelles nous reviendrons plus loin.

Le théoreme X1, au contraive, reste vrai pour les équations dordre
supériear,

Si f, ==, ,; est laloi de conséquence, ta fonction 4, est holo-
morphe. H 'y a d'exception que pour les valeurs de 7 qui corres-
pondent i une trajectoire allant aboutir i un point singnlier avant
d'avoir rencontré de nonvean Vare sans contact, et pour les valeurs
de ¢, ou de ¢; qui correspondent aux extrémités de cet are sans con-
tact.

Le théoréme XIV veste vrai également, mais la démonstration doit
ctre modifiée, car le eyele MyUM, N M, dontil est question dans la
démonstration donnée dans le Chap. V pourrait ne pas partager la
nappe 8, en deax régions. Mais soit P, un point situé sur Fare sins
contact entre N et My "voir fig. 10, p. 257, ¢ Partie; et a une dis-
tance finie de No. Soit Py un pomt situé sur are sans contact a droite
de M, et & une distance finie de ce point Joignons PP par un are
de courbe tel que le eyele fermé MM, 12, Py enferme une végion sim-
plement connexe. La trajectoire N, N ne pourrait sortiv de cette région
sans 8'cloigner de la trajectoire MM, a une distance finie ou sans la
traverser, ce qui est impossible. Done le point N, doit é¢tre i droite du
point M,. €. Q. F. D, '
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Je dis (u’on peut toujours mener sur la nappe S, des eveles sans
contact, En effel :
1 Dans le voisinage des nwends et des foyers, on peut tracer des
eveles sans contact enveloppant des points singuliers.
2 8i M, et M, sont deux points d'iutersection consécutifs d'une
trajectoire M, PM, et d'un are sans contact M, QM,, le evcle

M,QM, PV,

pourra ¢tre regardé comme sans contact. Soient en effet Ny un point
infiniment voisin de M, et i droite de ce point comme dans la fig. 10
que nous venons de citer, Ny le conséquent du point N,. Nous pour-
rons tracer dans la région infiniment minee comprise entre les deux
trajectoives My M, et NN, unare N, RN, ne coupant chaque trajec-
toire (u'une fois, Le exele NyRM,QN,, qui differe infiniment peu de
M, M, QM sera alors sans contact.

Ainsi done, st la nappe S, contient un neeud ou un l'uycr, on sera
certain de pouvoir tracer un evele sans comtact; si elle n’en contiemt
pas, loute trajectoire devea couper an moins un cycle algébrique en
une infinité de points “ia moins de se réduire ioun evele fermé, comme
nous Pavons vu dans le Cliap. X1, Ce cyele algébrique pourra étre
partagé en un nombre fini d’aves sans contact. Done au moins un de
ces ares sans contact sera coupé par la trajectoire en une infinité de
points. Parmices points, nous retiendrons deux points conséentifs M,
et M, et ils nous donneront un cycle sans contact, ainsi qu’on vient de
le voir. Il y a done toujours des cycles sans contacls a moins que loutes les
Irajectotres ne se rédutsent a des cveles fermes.

Si un cycle sans contact divise la nappe S, en deux régions dont une
simplement connexe, cette derniére contient au moins un neeud ou un
foyer,

En effet, lindice du eyele sans contact est égal i — 1. 8i done N,
I et Cdésignent le nombre des nieuds, des foyers et des cols contenus
a l'intéricur de notre région simplement connexe, on aura

N+ —C=,

ce qui démontre le théoréme ¢noncé.
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Supposons maintenant que le cycle sans contact divise fa nappe S,
en deux reégions pouvant toutes deux ¢tre multiplement connexes.
Je dis qu'il y aura des points singuliers dans chacune de ces denx
régions.

Soit R I'une de ces régions que je supposerai ¢ fois connexe. 1l s"agit
de trouver Vindice du cvele sans contact C en considérant la région R
comme intericur de ce exele. Nous pourrons construire une calotte R,
simplement connexe et admettant pour frontiére le cycle C. L'ensemble
des deux régions R et R, formera alors une surface fermée de genre

q—1 . P . .
'/-»,—’ ce qui prouve en passant que g doit étre impair (cf. RiEMaNN,

(iesummelte Werke, p. 12; Leipzig, Teabner, 1856}, Posons done
g=2h+1.

Si nous décomposons la région R en un certain nombre de regions
simplement connexes, la surface fermée R + R, pourra étre assimilée
a un polvedre. En appliquant a ce polvedre le théoreme d'Euler et en
raisonnant comme dans le Chapitre précédent, on trouvera

indice de C=: 3 — 24,

Sideésignant la somme des indices des ey cles aFaide desquels la région
R a é1é partagée en régions simplement connexes. Or, si N, F et ¢ sont
8 s
les nombres des naends, des fovers et des cols de karégion R, on a
A 5

Si=C—N—-1I.
De plus, le evcle C étant sans contact, il vient

indice de € == — 13
d'on
C=N—-F=2/,—1
o
N+F+C -1, 'mod. 2,

ce qui prouve que N, F et Cne peuvent pas élre nuls a la fos.
Au poiut de vue qui nous occupe en ce moment, tonte trujm'ton'v
fermée et ne passant par aucun point singulicr pourra étre assimilée
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aun cycle sans contact, je veux dire que son indice sera égal 4 — 1.
Une trajectoire fermée n'a pas d’indice 4 proprement parler, mais les
cycles qui en différent infiniment peu en auront un, et je dis que cet
indice sera — 1.

En effet, il peut se présenter deux cas :

Soit M, PM, une trajectoire fermée, soit AM,B un arc sans contact,
soit ¢ le paramétre qui définit la position d’un point sur cet arc; soit
O la valeur de ¢ qui correspond a M,. Soit

=" (ty)
la loi de conséquence sur notre arc. On aura
1 (()) = 0.

1l pourra se faive d’abord que la fonction 4, ne soit pas identique-
ment nulle. Dans ce eas, soient ¢, une valeur infiniment petite de ¢, N,
le point correspondant, N, son conséquent et ¢, la valeur infiniment
petite correspondante de ¢. Soit NoQN, Fare de trajectoire qui joint
Ny a Ny Le evele N,QN, N, qui différera infiniment peu de M,PM,
pourra étre assimilé, d’aprés ce qu'on a vu plus haut, & un cycle sans
contact, Dans ce cas, la trajectoire fermée MoPM, est un cycle limite et
jouit des proprictés de ces cycles démontrées dans la ¢ Partie.

Il peut arviver aussi que la fonction 5, soit identiquement nulle.
Dans ce cas les trajectoires voisines de My P M, sont des eycles fermeés
s'enveloppant mutucllement,

Si alors on méne un eycle infiniment pew dilférent de M PM, le
nombre de ses contacts extérieurs sera le méme que celui de ses con-
tacts intéricurs et son indice sera encore — 1, C. Q. F. D.

Si done une trajectoire fermée partage la nappe S, en deux régions.
il y aura des points singuliers dans chacune d’clles.

Donc tout cycle algébrique qui passe par tous les points singuliers ren-
contre tous ceux des cycles sans contact et toutes celles des trajectoires
Jermées qui partagent la nappe S, en deux régions.

C'est la généralisation du théoréme XVI de la deuxiéme Partie.
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assons naintenant a la géndralisation du théoréme XVHI qui est
Fobjet principal de ce Chapitre. Ce théoréme généralisé s'énonce ainsi:
On peut sillonner la nappe S, par une serie de cveles et de poheveles
courbes fermces a point double | de telle fucon que par chuque point de
cette nappe passe un de ces cycles et un seul, (xcepte par les foyers et
les nauds qui seront regardés comme des cycles infiniment petits. Parmi
ces eveles, les uns seront des eveles sans contact, les aulres des trajectoires
fermdes.,

Si le genre p de Lunappe S, est égal o, la g néralisation est imme-
diate. En effet, pour démontrer sur la sphére les thi oremes Xoa XVII
des deux prewieres Parties, nous nous sommes appuy ¢s seulement sur
une pmpriél(- de Ia splu'-rl', celle d'étre simplement connexe ou de
genre o.

Il est encore un autre cas ou cette ginéralisation peut se faive jm-
weédiatement, Supposons qu'on ait découpé sur la nappe S, une région
R doublement connexe et lmitée par deux eyeles sans contact Cet (.
Supposons de plus que cette région R ne renferme ancun point singu-
lier. Je dis que le théoreme XVHL sTappliquera i cette rezien, ¢est-
a=dive qu’on pourra sillonner cctte végion parune infinité de exeles K
(qui seront tous des exeles sans contacl on des trajectoires fermdes.

I est claie dailleurs que ces cxeles Kodeveont étre disposés de
facon a partager la région R en deax auntres, Ia premicre, limitée par
les eveles Koot G, laseconde parles ey eles Ket €, En diautres termes,
il w'est pas possible que le evele K forme a lui seul la frontiere d'une
région R contenue toul entiere dans R. Eneffet, Findice de ce exvele est
cgal i — 1, tandis que R, et par conséquent B, ne renfermerait pas
de point singulier,

Divisons maintenant, a Faide d'un point M quelconque, toute tra-
jectoive en deux demi-trajectoives analognes aux demi-caractéristiques
des deux premicres parties, L'une de ces demi-trajectoires comprendra
les points on le point mobile passera aprés étre pass¢ au point M et
Fautre les points ou le point mobile élait passé avant d'arviver an
point M.

Les demi-trajectoires se diviseront alors en trois catégories :

1 Les trajectoires fermées qui resteront tout enticres a Vintéricur

de R
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2" Les demi-trajectoires (ui s'étendront indéfiniment sans jamais se
fermer, ct sans jamais sortir de R;

3 Les demi-trajectoives qui sortent de R par Fun des cyelesCet .

Nous commencerons par entourer les trajectoires fermées dans des
anneauw.r lkimites ainsi que nous I'avons fait dans la 11¢ Partie (p. 270 .
\ cet effet, joignons un point de G i un point de C par un arc algeé-
brique quelconque. Cet are algebrique pourra étre décomposé en un
nombre fint d'ures sans contact, Par chacune des extrémités de ces
divers ares je fais passer un petit are sans contact. Jai ainsi traceé a I'in-
terieur de R un certain nombre d'ares sans contact et je suis certain
(que toute demi-trajectoire de la premiére catégorie rencontrera au
moins un d'entre eux.

Considérons un quelcongue de ces ares sans contact et cherchons
quels sont ceux des points de cet are qui ont un conséquent. Nous
convenons pour cela que, si ki trajectoire gui passe par un point M,
de Vare sans contact sort delarégion R ousi elle ne vient plus couper
de nouscan Pare sans contact, le point M, sera regardé comme sans
conscquent. Si, au contraire, la lr:|j('('loire qui passe par M, vient
conper de nomvean are sans contact en un point M, sans étre sortic
de B, e point My serale conséquent de M,

armi les ares sans contact, en nombre fini, que j'ai tracés dans Ja
region B, les uns ne seront rencontrés par aucune trajectoive fermée
de fa premiére catégorie et devront étre rejetés, les autres seront ren-
contrés par au moins une Irajectoire fermée; je les appellerai ares
anxiliaires.

Considérons un are auxiliaire quelesnque; sur cet are on pourra
tonjours trouver des points admettant un conséquent; car e point ou
il est coupé par une trajectoire fermée est son propre conséquent. De
plus aucune trajectoire issue d'un peint de Fare auxiliaive n’ira passer
par un col, puisque La vigion R w’en renlerme pas. La courbe de con-
sequence affectera done Tune des formes indiquées sur Ia Sig. 1
‘1€ Partie, p. 258 .

Nous avons vu que, si l'on joint un point M, d'un arc sans contact
son conséquent M, par un are de trajectoire M, PM,, le cvcle

M, PM, M,
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peut étre regardé comme un cvcle sans contact. 11 y aurait exception,
bien entendu, si les deux points M, et M, s¢ confondaient, auquel cas
le evcle sans contact se réduirait a une trajectoire fermeée. Nous tracons
les eveles sans contact ainsi obtenus pour tous les points de I'are auxi-
liaire qui admettent un conséquent. L'ensemble de ces eveles formera
alors un anncau limite comme ceux que nous avons envisages dans la
11¢ Partie.

Cet anneau limite sera sillonné par une série de eveles sans contact
dont quelques-uns se réduiront a des trajectoires fermées. De plus cot
annean limite partagera la région R en deux autres régions analogues
R’ et R”, ne renfermant plus qu'un nombre moindre d’ares auxiliaires.

En continuant de la sorte sur les deux régions R’ et R”, on arrivera
a partager la région R en un certain nombre d'anneaux limites et en un
certain nombre de régions interannulaires a Pintérienr desquelles on
ne pourra plus tracer aucune trajectoire fermée ‘¢f. 11° Partic, p. 272).

Considérons une de ces régions interannulairess elle sera tout a fait
analogue a la région R; seulement on n’v pourra pas tracer de demi-
trajectoires de la premicre cat gorie. Je dis qu’on w'en pourra pas non
plus tracer de la denxieme,

En effet, toute demi-trajectoire de la denxiéme catégorie admet un
cyele limite qui ne pourrait étre qu'une demi-trajectoire dela premiére;
car, dans U'intériecur de la région R, les théorémes du ('.lmpih-(' Vv s'ap-
pliqunnl sans restriction; donc une demi-trajectoire ne peut restercon-
stamment a Pintérieur de la région interannulaire qui n'est traversee
par aucune trajectoire de la premicre catégorie,

Ainsi une région interannulaire ne peut renfermer que des demi-
trajectoires de la troisicme catégorie ; d'otr il suit que toute trajectoire
(qui traverse cette région va aboutir de part et d’autre a deux extré-
mités situées sur les deux eveles et 4 qui limitent la région. 1l n’est
pas possible que les deux extrémités soient sur un méme eycle 73 car
un arc sans contact ne peut sous-tendre un are de trajectoire.

Done toute trajectoire tracée dans la région interannulaire va d’un
point du cyele i un point du cycle o/ ce qui démontre fa possibilite
de sillonner cette région de eyveles sans contact,

Le théoréme XVII est done démontre pour la région R.

Un cas particulier digne d'intérét est celui ot la loi de conséquence
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sur un des arcs auxiliaires s’écrit ¢, = 7,. On reconnaitrait alors par
un raisonnement analogue i celui que nous avons employé a la fin du
Chap. X1 en remarquant que la région R ne renferme aucun point
singulier et (que toules les trajectoires qui traversent celte région sont
fermées.

Si on laisse de cité ce cas particulier, toutes les trajectoires fermées
sont des cveles limites; et le théoréme XV, dapreés lequel ces eveles
limites sont en nombre fini, se généralise aisément. (11 ne s'agit jus-
q'ici, bien entendn, que des eveles limites et trajectoires fermées
situés tout entiers a l'intérieur de R.)

Les théoremes X VI et XVII sont encore vrais quand un des cycles
C et C qui limitent la région R, au lieu d'étre un eycle sans contact,
devient une trajectoire fermée. 1l v aurait exception toutefois pour le
théoréme X VI si le cvele € se réduisait 4 une trajectoire fermée allant
passer par un col.

Il me reste, pour démontrer les théorimes XVIT et XVII dans
toute lear généralité, a faire voir la possibilité de décomposer fa
nappe S, en un certain nombre de régions telles que R.

Pour cela, nous allons d’abord faire quelques remarques préelimi-
naires.

Nous avons vu que si 'on joint deux points M, ot M, d’un are sans
contact parun are de trajectoire M, PM,, le evele M, M, PM, peut étre
regardé comme sans contact, ¢’est-3-dire que par chacun de ses points
on peut mener un evele sans contact qui differe infiniment peu du
cvele MM P M,

De méme, supposons qu’un arc de trajectoire M, Q M, vienne aboutir
en M, a un cvcle sans contact M, PM,. Je dis que le evele

ML M, QM,QM,

pourra étre regardé comme sans contact.

En effet, soient M, Q'M,, M;Q"M,, ..., M5Q*M* des ares de tra-
jectoire infiniment peu ditférents de MyQM,. Nous pourrons toujours
tracer un arc de courbe, quittant le cycle sans contact M,PM, en M,
coupant chiacun de ees aves de trajectoire en un seul point, allant
passer par le point M, et venant rejoindre le exele sans contact en M4,

Jonrn. de Math. ' §* sevie;, tome §. ~— Fase. 1), 1880, 28
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Le cvele fermé MYP M, Q" Mg M4, qui différe infiniment peu de
M,PM,QM,QM,,

sera alors sans conlact.

Imaginons maintenant qu'on ait tracé sur la nappe S, un certain
nombre de eveles sans contact ‘ou de trajectoires fermées ), et quon
ait déterming ainsi sur cette nappe une certaine région P limitée par ces
divers cycles sans contact. /11 peut se faire que la région P conticnne
la nappe S, tout entiére; ainsi supposons que S, soit un tore, ct (u'on
ait trace sur ce tore un cercle méridien C qui soit un evele sans contact.
La nappe S, forme alors tout entiére une végion P limitée par dew.r
cveles, car on devea distinguer les denx levres de la coupure que Fon
a faite sur le tore,

Cela posé, je dis que par tout Imiul M, de ki oregion P oon pent
tracer « l'tnicrienr de cette région un evele sans contact. Considérons,
en effet, fa demi-trajectoire qui passe par M. Voici les cas qui ponr-
ront se présenter :

1° 11 pourra arriver que la demi-trajectoire se ferme sans étre sortie
de la région P. Clest le senl cas d'exeeption: on ne pourra pas fairve
passer par le |)nint M, de (‘y('l(t sans contact, mais seulement une tra-
jectoire fermée,

2* On bien que la demi-trajectoive M QM, sorte de la végion P
en M, parun des eveles sans contact qui la imitent, par exemple par
le cyele MM, Dans ce eas, Je evele MM QMQ M, peut étre re-
gardé comme sans contact, ainst qu'uu vient de le voir,

32 Ou bien que la demi-trajectoire abomtisse & un nead ou i un
fo_v(-r. Ce cas se ramene au pr(u-(nlonnt, car on peut entourer le neend
ou le fover d'un petit evele sans contact, que ka trajectoire est obligeée
de wraverser pour aboutir au neud ou au foyer.

12 Ou bien que la demi-trajectoire s’étende indéfiniment, sans se
fermer, sans aboutir i un neewd ou a un fover, et sans sortir de la
régiml I, On pourra alors trouver, dans la régiuu P, un are sans contact
qui coupe la demi trajectoire en deux points N, et N,. 1l s'ensuit,
d'apres le théorem VI, qu’on pourra joindre Mg a un autre point M,
de la demi-trajectoire par un are sans contact. Dans ce cas, e evele
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formé par Fare sans contact MM, et par Pare de trajectoire M, M,
pourra étre regardé comme sans contact.

Ainsi I'on pourra toujours mener, par le point My et dans la région 1,
un evele sans contact ui pourra, dans certains cas, se réduire i une
trajectoire fermée,

Si le point M, est un col, il aboutit a ce col, non par deux, mais par
quatre demi-trajectoires. On peut alors mener par le point M, deur
cveles sans contact formant, par leur ensemble, une courbe fermeée a
point double.

Cela posé, voici comment nous opérerons pour partager la nappe S,
en régions analogues i R. Nous commencerons par envelopper tous
les noewds et tous les foyers par des cveles infiniment petits sans con-
tact Soit dans la végion P ainsi déterminée un col quelconque; par ce
col, je pourrai faive passer deux eycles sans contact; )’ aurai alors divisé
la nappe S, en régions P plus petites; jopérerai de méme sur chacun
des cols, et Jaurai finalement partagé la nappe S, en un certain nombre
de régions R limitées par des eyeles sans contact el ne conlenant aucun
point singulier,

e dis que chacune de ces régions est doublement connexe et linitée
par deux eyeles seulement,

Supposons, en effet, que la région R soit ¢ fois connexe et limitée
par neveles,

Nous aurons d'abord (voir Riewaxy, loc. cit., p. 12).

g>n>o0, g==n [mod. 2.

De plus, chacun des cycles a pour indice — 1, et il n'y a pas de poim
singulier dans la région. Si nous fermons la région R en construisant,
sur chacun des cycles C qui la limiteat, une calotte simplement con-
nexe, puis que nous divisions la région elle-méme en domaines simple-
ment conneses par des eveles €, nous obtiendrons une sorte de po-

. .y, . o — n . ‘
Ivedre carviligne qui sera de genre / . Le théoréme d’Euler nous

2

donuera done
2+ Si'=q¢—n—u2,

si 'on désigne par 2 la somme des indices des cycles C et par 2
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la somme des indices des cyeles (. Or on a

Si=-n, 3i'=o,
d’ou
g=2 n=2 C. Q. F. D,

Ainsi toutes nos régions sont doublement connexes et limitées par
deux cveles : nous pouvons done sillonner chacune d’elles de cveles
sans contact, ce qui démontre le théoréme X VI dans toute sa gene-
ralité.

Quand on aura constrait sur la nappe 8, une série de cycles sans
contact et de cvcles limites s’enveloppant mutuellement, on pourra
s'en servir pour construire les trajectoires elles-mémes,

Si un cycle sans contact divise S, en deux régions, il ne pourra étre
coupe en plus d’un point par une méme trajectowre.

Cela ne sera plus vrai, au contraire, si le evele sans contact ne par-
tage pas S, en deux régions: mais, méme dans ce cas, la conside-
ation des eveles sans contact n’en conserve pas moins une importance
apitale. Cest ce que 'on compreadra mieax par les exemples que je
vais donner dans le Chapitre suivant.

CHAPITRE XV.

ETUGDE PARTICULIERE DU TORE.

Les surlaces de genve 1 sont, comme on Vv, les seules sur les-
quelles il puisse w'exister aucan point singulier, Apreés le cas des sur-
faces de genre zéro, qui ne difféere pas en réalité de ceux qui ont é1¢
traités dans les deux premicres parties, le cas le plus simple qui puisse
se présenter est celui des surfaces de genre 1« sans point singulier.
(Cest done celui que nous allons étudier en détail.

Pour fixer davantage encore les idées, je supposerai que la sur-
face S, se réaduit au tore

Vs tout ce que nous dirons du tore sappliquera & une surface
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queleonque du genre 1, qui n’en différe pas au point de vne de la géo-
métrie de situation.

Nous poscrons
x = (R + rcosw)cosyp,

y =(R + rcosw)sinp,

s =rsinw.

Nous mettrons les équations différentielles sous la forme

(1 )
it

=9, ’.’1‘:(1).

ot

Q et b devront étre des polyndmes cntiers en cosw, sine, cosg et
sins.
On trouve, d'ailleurs,

a4y 3t R2— r?)
ali (et y?)

cosg = - s sinp = coscp%’,

, 3 2 eosy 4= ysing — R
sinw = ;) COsSO = > ‘r . )

ce (ui montre que si Q et d sont des polynémes entiers en cosw, sinw,
dae oy

1 s . .
—, =L et — seront des fonctions rationnelles en x, v
lt” ot t )

cosy et sing,
et 2,

Pour bien saisir la suite de la discussion, il faut se reporter aux
Chiapitres VI et 1X (11¢ Partie). Nous allons, en effet, :lppliqum‘ les
mémes méthodes et partager le tore en régions acycliques (sillonnées
par des (')‘('l(-s sans contact, parmi l(rsquels il n'y a aucun cycle limite),
en régions eveliques (sillonnées par des cveles sans contact, parmi les-
quels il v a certainement des cycles limites), en régions monocycliques
(owil v aun cvele limite ez un seul), ct en régions douteuses (ot F'on
e saurait affirmer qu'il y ait ni qu'il 0’y ait pas de eycle limite). La
discussion sera terminée lorsqu'il ne restera plus que des régions acy-
cliques et monocycliques.

Le probléme revient donc a savoir si une région est cyelique, et si
elle est monocyclique. Voici les régles que nous appliquerons pour le
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reconnaitre, et qui ne seront autre chose que celles que nous avons
exposées dans le Chapitee VI

1 Soit une région R doublement connexe limitée par deux eycles
sans contact G et ¢, et soit AMB un are algébrique quelconque cou-
pamt ces denx eveles en A et en B, Considérons un observatear suivant
cet are et pénétrant dans fa région R par le point A. §'il aa sa droite
la demi-trajectoire qui s'étend dans la région R a partir du point A,
nous dirons que le evele G est positif, il sera négatif” dans le cas con-
traive. Supposons waintenant que Fobservateur, en suivant cet are,
sorte de la région R par le point B. De ce point B partiront deax demi-
trajectoires, | une s’étendant a Uinterieur de R, Vautre i Vextérvienr de
cette région. Clest cette derniére que nous considérerons. Si elle esta
la droite de Fobserviteur, le evele €7 sera positif (ef. Chap. VI,
p. 28(3).

Si les deax eveles sont de méme signe, le nombre des eveles hites
contenus dans la région R est de méme pavité que le nombre des
contacts de Fare AMB; il est de parite dilférente dans e eas con-
trame,

En |m|'li(-|||i(',r, supposons ¢ue les deux exeles € et ¢ soient dens
cercles meridiens ¢ = g, et 2 = 7,. Supposons que. dans la région R
et sur sa frontiére, £ soit constamment de méme signe: supposons

que le long du eyele Con ait
o~
i >0

et que le Jong duevele €7 on ain

e
_.t < 0,

dt

Prenons pour Fare AMB Pare de pa allele w = 0, qui est sans con-
taet. Les deux eveles sevont de signe contraire. Le nombre des eveles
limites contenus dans R sera done impair. Done cette végion est cer-
tainement eyeligue.

2% Soient g et § les coordonnées polaires d'un point dans un plan;
supposons qu'nn établisse entre o et o d'une part, p et 6 d'autre part,
une relation telle que la région R du tore et une certaine région R,
doublement conmexe du plan se correspondent point par point et
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d'une facon uniforme. Supposons que, toutes transformations faites,
I'équation différentielle proposée s'écrive

o>
7 =7(pG)

Si dans la végion Rily a plus de deux cycles limites, il y aura forcé-
ment dans la région des points ol

ds

=0 oubien o==
/lp g

tef. Chap. XHI, théoréme XIX).
Soient, en particulier,

i=w, s=9+K,

N étant une constante quvlconquu.
Si dims la région R 1a fonction £ ne s"annule pas, ni non plus la fone-

. p V. . . .
tion ~=» la région R est certainement acyclique ou monoeyelique.
o e N

Nous étudierons d’abord I'exemple suivant

//’_; _ b cos o8 the —c
'u_a-+— S ) (0.?, -’l—‘~

@, b, ¢ étant des constantes telles ue

a>b>0, a+b<1, ¢>o.

Nous poserons

a+ b=cosg,, a—0b=cosy,

" . ™
les angles 90 €L 9, etant compris entre o et —-
o . . .
Fa valeur de - ne s"annulant jamais, tous les paralléles » = const.

sont des eycles sans contact. Voila done un premier-systéme de eveles
sans contact parmi lesquels il n’y a aucun cycle limite.
Maintenant, on voit aisément (ue, si 9 est compris entre g, ot 21 —g,,
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e - . . d= o
et positif, et que, si 7 est compris entre — 5, et +5,, 7 st négatif.

Le tore se trouve ainsi partagé en quatre régions, les régions

<y —rn, —2,<9< 90

ol tous les méridiens sont des cvcles sans contact (ce sont des régions
acycliques), ct les régions Rz, < 9 < 5y) et K= 5, <7 <= %,) qui
sont douteuses,

Considérons, en particulier, la région R. Je dis dabord gu'elle est
cevelique, caron a

A >o pour lecvele v =+
elt | o T e

s
7 <o pourlecyele 5=+,

et, de plus,
Ilm
P > a,

Les deux cycles sans contact o =+, et o =17, qui limitent ka pe-
gion R sont done de signe contraire, si 'on prend pour 'are AME,
dont il a été question plus haut, Parc sans contact » = o. Done la re-
gion R contient au moins un evele limite,

De plus, elle w’en peut contenir plus d'un; car, si elle en contenait

. T . .o
deux, on devrait avoir a l'intérieur de R soit 2 = o, soit =0
, . . 70s . ’ '
Or 2 ne sannule jamais, ct 7o = sing ne pent s annuler que pour

% =maz, ¢'est-a-dire en dehors de R.

Done dans la région R on peut tracer nn cvele limite etun seul, que
jappelle C.

Pour la méme raison, dans {a région R’, on peut tracer un cvele
limite et un seul que jappelle €.

Nous sommes done conduits 4 un second systéme de eyeles sans
contact parmi lesquels il v a deux cycles limiles Cet C et une infinité
de méridiens.

Les deux cveles G et € partagent le tore en deux régions I et P,
toutes deux sillonnées de eveles sans contact. Considérons le point
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mobile dont le mouvement est défini par nos équations différenticlles.
Si,a I'origine du temps, ce point mobile est dans une des deux régions I’
on 1, il n'en pourra jamais sortir. Si done sa coordonnée 5 esta I'ori-
gine du temps comprise entre 9, et 27 — 5, elle restera toujours com-
prise entre og et am — 2,

De plus, des que le point mobile aura franchi un des cycles sans
contact du second systéme, il ne pourra plus le franchir de nouveau.
Quand le temps croitra indéfiniment, le point mobile se rapprochera
asymptotiquement de Pun des deux eycles limites € et €.

En d’antres termes, et pour reprendre le langage du Chapitre X, l'or-
bite du point mobile sera instable.

Le second exemple que nous traiterons sera encore plus simple que
le préeédent,

Yécerirai simplement

o e
WY m

=0,

« ot b ¢tant deux constantes posilives. On voit immédiatement que
tous les paralléles et tous les méridiens sont des cycles sans contact,
et que Fintégrale générale s'éerit

)

« b

= const.

. « . .

Si le rapport 5 ost commeusurable, toutes les trajectoires sont
lermées; il y a done stabilité,

. . a o s .

Supposons maintenant que le rapport 3 Soit incommensurable; il v
aura encore stabilité en ce sens, que si I'on considére une portion pdu
tore, si petite qu'elle soit, cette portion sera traversée une infinité de
lois par une quelconque des trajectoires. Si le point mobile occupe i
I'origine des Lemps un certain point A, il ne viendra pas repasser en ce
point, mais il viendra une infinité de fois passer en des points infini-
ment voisins,

Considérons la courbe
w=cp+d,

¢ étant une constante commensurable et d une constante quelconque.

Journ, de Math. (4* série,) tome 1. — Fasc. 1, 1885, 29
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Cetle courbe sera un L‘yvlv fermé, et il est aisé de voir que ce sera tou-
jours un cycle sans contact

On peat done tracer sur le tore une infinite de svstemes de eveles
sans countact, parmi lesquels il 0’y a aucun cycle limite.

Les deux exemples qui précedent suffisent déji pour faire comi-
prendre que la présence d'un eyele limite est un signe d'instabilité, et
Pabsenee d'un pareil evele, un signe de stabilité. Mais, pour mieux se
rendre compte de ce fut impr)rl:ml, il est in(lislwnsnl)ln de pénétrer
plus avant dans la question.

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que o et 5 vont constam-
ment en eroissant avee le temps, ¢'est-i-dire que 2 et @ sont tonjours
positifs, et de plus qu'il n'v acsur e tore ancun point singulier.

Considérons le mévidien o = o, qui sera un evele sans contact,
Soit M{o) un point de ¢ meridien on se trouve le point mobile
Forigine des temps. Ce point aura pour coordonnées

‘v T, ) T .
¢ @ o

sil'on fait croitre le temps, » ¢l 5 aroitront également, de sorte que -+
finiva par devenir égal i 272 le point mobile sera venu alors e un
point Mt qui sera situé sur le evele sans contact ¢ == o d’oit nons
sommes partis, qui sera le conséquent du point M/o) et qui aura pour
coordonnées

RS S T T

v

Les deux quantites mg ot wy seront liées par une certaine relation
«qui w’est autre chose que la loi de conséquence du Chapitee V. Jéerirai
cette loi sous la double forme

L
", == '.4‘ Ny s My = 67 w,).

Les hypotheses faites permettent ('énoncer au sujet de ectte o de
conséquence les prinecipes suivants :

Premier principe. -— Ta fonction § est continue.

Dewxiéme principe. -~ 1.a fonction 5 croit constamment avee «,, de
telle sorte que

dwy

- >0,

dw,
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ety de plus, on a

Y(my = 2am, ==y ley, 8 o2m

Troisicme principe. — La fonction y est holomorphe pour toutes les
videurs réelles de o,

Daillenrs il est cliir que Ja fonetion 5 jouit des mémes propriétés
que la fonction 4,

Soient maintenant M0, M 2, ..., M() les conséuents successifs
tM =1, W o, L M= 1) les antéeddents suceessifs de Mo ).
Leurs coordonnées o), oy, ... €U |, 2 4, ... nous seront données
par les ¢quations

[ (e KN
(DN vty [OF ey, (O sdy oy e

-

w ’),t-),,’, oy et o o e,

Les points M forment un ensemble de points que fappellerai P, d'aprés
I notation adoptée par ML Cantor. Fappellerai 1Y Pensemble derive
de P.clest-a-dive Fensemble des points dans e voisinage desquels il
yocnme infinité de points appartenant a Fensamble P Tnfin je dé-
signerai par

D P,

Fensemble des points conmuns & deux ensembles et Q. Je renverrai,
pour plus de détails sur les ensembles de points et Femploi des nota-
tions qui préccdent, i divers Mémoires de M. Cantor, parus en alle-
mand dans les Mathematische Annalen ot en francais dans les Acta
mathcmnatica.

Je puis alors me poser les questions suivantes :

1 Quelles sont les propriétes de Pensemble I des points M et de
ses dérives?

2* Dans quel ordre cireulaire sont distribuds les points M sur le
cerele meéridien ¢ == o?

e vais démontrer d'abord (ue T'on a

DL, P -z 0
on hien

D(P, V) = D,
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En d’autres termes, si Fensemble P a un point commun avec son d¢-
rivé 1, tous ses points feront partie de cet ensemble dérive.

En effet, soit M{7) un point de P appartenant a 1’5 d’apres Ia défini-
tion de I, il v anra, dans le voisinage de M/7), une infinité de points
appartenant & P. Nous pourrons donc trouver une séric de poiuts

M, Mk, oo Mk,
appartenant a P, et tels que
limM(£,, = M({) pour p==x.
Cela pose, soit M(v) un point quelconque de P. Considérons les points
Mk, = iav)y MAy— i+ oy Mk, =iy,
En vertu de la continuité de la fonction 3, on aura
imM(k,~ ¢+v)j=Mv pour p-:=.

Done M(v), ef, par conséquent, tout point de P appartient & 1",
€.Q. F. b,

La condition D{P, I} == o, traduite dans le langage du Chapitre N
signifie que la trajectoire est instable. En cffet, le point Mfo; n’appar-
tenant pas a 17, le point mobile ne reviendra jamais dans le voisinage
de son point de départ. 11y a exception toutefois lorsque la trajectoire
est fermée.,

Tusonime XX, — St lon a pour toutes les trajectoires D(P, 1 .- o,
il y a certainement un cycle limite, i moins que toutes les (rajectoires ne

sotent fermées.

Soit, en effet, N(o) un point de P, dansle voisinage duquel se trouve
par définition une infinité de points de P. Soit Q I'ensemble des points
N(), c'est-i-dire des antécédents et des conséquents successifs de
N(o).

il w'est pas possible que. dans tout intervalle compris entre denx
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points quelconques de P, il y ait un poiut de Q; car, dans le voisinage
de N(o;, il v a une infinité de pareils intervalles : il v aurait done une
infinité de points de (Q, ce qui est impossible en vertu de I'hypothése

DQ,Q,=o.

Soient donce M(o) et M[7j deux points de P entre lesquels il n’y ait
ancun point de Q. 110’y en aura pas non plus entre M(i) et M{2¢);
car, sile point N(£; se trouvait entre M(£) et M(27), le point N’k — ¢
serait entre M(o) et M(¢,, puisque la fonction 5 st constamment crois-
sante. 11w’y en aura pas non plus dans Fintervalle compris cntre
M pi, et M{pi + ). De plus, si le point M(¢; est a droite du point
M(0), par exemple, le point M/ pi —+ i sera adroite de M(pi}. Lorsque
p croitra, la seconde coordonnée 5 du point M{pi) variera done tou-
jours dans le méme sens; elle ira, par exemple, toujours en croissant,
mais cle ne pourra croitre indéfiniment, sans quoi N(o) se trouverait
dans un des intervalles, Cette coordounée o tendra done vers une
certaine limite qui correspondra i un pomt Plo) du cerele méridien:
on aura done
imM/pi, - Plo)y pour p==.

On en déduit

m M pe sk, Dk,

m M pi -0 == P4),

»’ ¥y
l O, -[(\l/.

Ainsi le dme) conséquent du point P(0), est ce point lui-méme. Done
la trajectoire qui passe par ce point est fermée, et il est aisé de voir
(que ¢'est un cycle limite.

La condition D(P, P') == P signific que la trajectoire est stable, kEn
effet, dire que le point de départ M/ o) appartient 4 17, ¢’est dire que
le point mobile reviendra une infinité de fois dans le voisinage dans
ce point.

Si donc ona, pour toutes les trajectoires (I, 1) = P, la stabilité est
certaine. Cest ce qui arrive, par exemple, dans le second des exemples
cités plus haut,

Mais on peut se demander il n’arrive pas aussi que Pon ait
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D P, I, = o pour certaines trajectoives et D{P, Py = P pourdautres
ceseralalorigine de toutes les difficultés que nous rencontrerons dans
la suile,

Avant d'aller plus loin, je vais établir le lemme suivant :

Soient M ) et N0 dewx points quelconques, M () et Nt leurs "
conscquents. Si ces dewx derniers sont contenus lous dewx dans Iinter-
valle M70}, N o}, je dis qu’il yaura un cvele limite.

Encffet, s'il enest ainsi, les deux points M1 27, et N{24) seront com-
pris tous deux dans Fintervalle M @3N, les deux points M(37, et
Ni34', dans intervalle Mi2r N{2d), . ... Done, lorsque p croitra, la
seconde coordonnée o du point MY pd; variera toujours dans le méme
sens, sans pouvoir pourtant dépasser une certaine limite, On en con-
clat, conne plus Lant, Pexistence d'un point Plo), tel que

W M{pd - Plo, pour p- =,

oty par conséquent, cetle d'un evele limite,

Occupons-nous maintenant de déterminer Fordre cirealaive dans
fequel sont disposcs tes points M775, en laissant de coté le cas ou il v
aun evele imite et on eet ordre se détermine aisément.

Soient 2, la longneur de Fare M{o;M{1;, 2, celle de Fare
M{1)M(2), ... ety en général, #; celle de Tave MG M- 150 Je dis
que e rapport

Lt Liy e Z .,

tendra, quand on fera eroitre noindéfiniment, vers une limite finie, de-
terminée, indépendante de ¢, mais incommensurable avee 2rr.

Prenons, i partir du point M{o}, unare I, du cerele méridien, cgal
Ak civeconférences entieres, ¢est-a-dire i ak=r, ct supposons

“ PR T SO S IR DY 217 A T I P S e B

Dapres cette incgalité, il y o, sur Parc L, v - 2 points de P, isavoir
M(o), Mlt:, ...y M(v 1), etil n'v en a pas davantage.
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Pour bien entendre cette proposition et pour éviter teute confusion.
il importe de faire In remarque suivante :

La seconde coordonnée o d'un point M du cerele méridien 3 = o
n'est pas entierement déterminée; car on retrouve le méme point en
augmentant o d'un multiple de 2z, $: toutefois on se dounce o,, les
coordonnées o; des conséquents successifs M(¢) sera enticrement de-
termince par les équations

‘ _ .
My iy .

’
0y - v lu",,

Nous supposerons done que nous nous sommes donné o,, ¢t nous
pourrons regarder o; comme complétement déterming.

Il pourra étre avantageux, dans certains cas, d'envisager non pas la
coordonnée o; elle-méme, mais une quantite congrue i o; snivant Je
module 27 ¢l comprise entre 7 ¢t 2 + ax ‘2 étant la seconde coor-
donnée d'un certain point N du cerele méridien). Nous désignerons
cette quantité par la notation (e, 7), et nous Pappellerons coordonnée
du point M/ @) réduite par rapport au point N,

Ainsi, dans la ddmonstration du théoréme XX, nous avons dit que,
quand on faisait croitre p, la seconde coordonnée «,; du point M{ pi
variait toujours dans le méme sens, sans jamais dépasser une certaine
limite. 11 s’agissait, non de la quantité wp; clle-méme, telle que nous
venons de la définir, mais de cette coordonnée réduite par rapport au
point N{o;.

Au contraire, dans tout ce qui va suivre, il s’agira Loujours, sauf
avis contraire, de la coordonmée o, elle-méme.

Ainsi, quand je dis que 'arc I, contient les v -+ 2 conséquents suc-
cessifs M(0), M(1), ..o My + 1), je veux dire que les coordonnées o,
Oy, ...y ., SODE COMPrises entre o, ¢t o, + 247,

En écrivant les inégalités (1), j"ai supposé que tous les ares 2y, 2., .. ..
x; étaicnt positifs. C'est, en effet, ce qui arrive, Je puis toujours sup-
poser que

(»)' - h)‘),

car nous nNe pouvons avoir o, = w,, sans quoi nous aurions affaire «
une trajectoirc fermée, ce quc nous ne supposons pas, ct, st nous
avions o, -7 vy, NOUS comptcrions les ares o en sens contraire.,
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Te deuxieme principe donne alors

O >
ol
2, > 0. C. 0. F. D.

Soient maintenant N(o) un point quelconque contenuentre M o el
M{1), o, sa coordonnée, de telle sorte que

— ‘
), (.,lj<<.,,,

0~
Soit w; la coordonnée de son ™ conséquent N 7). Je dis (ue

0 o <yt
car, si Von avait

®; < vy,

les deux points N(o; et N(¢) seraient compris entre les points M{o; et
M(i}, et si Pon avait
(-); > i
les deux points M(1) et M(¢+ 1) seraient compris entre fes points
N/oj et N(7). Dans les deux cas, en vertu d'un lemme démontré plus
haut, il y aurait un cycle limite, ce que nous ne supposons pas.

De méme, si nous avions

.
e
)y < Wy <Oy yy

nous en d¢duirions
i f < <O gy

D'ailleurs, nous avons, par incégalité (1),
0, < vy -+ 2kn <y, 4,

et puisque
(O 2kn= \{;(wo -~ 24’1:/ ,

oy g 0y A 288 <y .

Si donc nous prenons, a partir du point M (1), unarc égal a 24=r, c'est-
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alive i L, il v aura sur cet arc v + 2 points de P, asavoir : M(1,
Moo, My+2).

En raisonnant de méme, on verrait que, si F'on prend, i partir d'un
point de P, un arc égal i L, il y aura sur cet are v + 2 points de P,

Si maintenant on prend un point N sur Vare %, puis, a partir de ce
point N, un arc ("gal i L, cet are contiendra certainement les poinls
M1, M'2), .. ,M/y + 1, il contiendra ou ne contiendra pas le point
M{y + 2, etil ne contiendra certainement pas M(v -+ 3,

On raisonnerait de méme si le point N était sur un are quelconque o,
d’ou la conclusion suivante :

Le nombre des points de P situés sur un arce queleonque égal i
2kzrestégal day ~1rouay o
Si F'on donne a & une valeur différente £, il en résultera pour v une
valeur différente . Je considére les deux intervalles compris, d'une
v =1 R ] N PR 'll+') .
part, entre - —et - ety d'autre part, entre Gl et Je dis
(e ces deux intervalles auront une partie commune. Considérons, en
effet, wn are égal i 2kF zr et sur lequel il y ait M points de P. 1l
viendra
vy r kT My ik

PRESI IV ST | IR A N

ce qui démontre la proposition énoncée. 1l en serait encore de méme
si, au licu de considéver sculement deux valeurs de £ ct deux inter-
valles, nous en avions considéré trois ou plusicurs.

Ainsi, si 'on donne a & Loutes les valeurs entiéres positives, tous les

. VEERE I S ] . 9,
intervalles . ° ~7- aurontune partic communc, ct, de plus, I'éten-

due de intervalle tendra vers zéro.

VRN | L o]
Donce —Af-cl —

terminée que jappelle v.
I.e nombre p. ne peut pas étre commensurable.
En effet, s'il était ¢gal a 2 par exemple, il faudrait que nous eussions

tendront vers une limite commune, finie et dé-

v+r1=2k on v+ ol

Soient, pour A== 1,y 4 1= 2, v -+ 2 22,

- : . P
Journ. de Math. (4¢ série), tome 1. — Fase, II, 18x), J0
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On aura, pour £>1,
4222k +1;
d’'ou
v+ 2=2k+1.

On en déduit aisément que l'ordre circulaire des points M(i ), oa I'in-
dice 7 est positif, est I'inverse du suivant :

M(0),M{(2), M(1),...,adinf.; M{1,M{2,...,adinf.,

ce qui impliquerait Pexistence d’un eycle limite.
Si I'on avait, au contraire, pour k =1, v + 2 = 2, il viendrait, pour
k>,
v+ 27 2k;
d’on
v+ 2= 2k

L'ordre circulaive serait alors l'ordre inverse du précédent, ct il y
aurait encore un cycle limite.

Donc p. est incommensurable.

On aura évidemment

. 2i- 2 Fee. AL rer
fim = -t pour %,
n R

ce (ue nous avions annonce.

Nous pouvons done dire que 'ordre circulaire des points de P st
caractérisé par un certain nombre incommensurable g, et ¢'est ce reé-
sultat que nous allons chercher maintenant 4 énoncer d'une facon plus
précise.

Pour mettre en évidence ce fait que v est fonetion de £, j'écrivi
+(k), au lieu dev. Venvisagerai ensuite les +( £ + 2 points :

{2) M(o), M(1), M(2), ..., Miv(k)+1,

et cherchons dans quel ordre circulaire ils sont placés.
1l faudra d’abord placer M(o), M(1), ..., M{v(1) 41 sur le cercle
méridien dans 'ordre de leurs indices. Ensuite M [v(1) 4 27 viendra se
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placer entre M(o) et M(1), M[v(1) + 3] entre M(1) et M(2), et ainsi
de snite jusqu’a M{v(2) + 1] qui viendra se placer entre M [v(1)+1,
et Mi0). Le point suivant M [v(2) + 2] sera placé entre M (o) et M(1):
il reste a savoir s'il sera avant M[v(1) + 2] ou aprés ce point. 1l sera
avant si

v(2)+2=2av(1)+3
etapres s

v(2) 4+ 2= 2v(1)+ 4,

ce qui sont les deux seuls cas possibles.
On continuera de la sorte, et I'on ne sera jamais embarrassé pour
placer un nouveau point si I'on connait les £ nombres

(1) ¥(2)s .oes VIR,

Ainsi 'ordre circulaire des points (2) ne dépend que de ces & nombres,
c'est-a-dire de ., et il est le méme que celui des quantités ni — E(ur).
Mais A peut étre pris aussi grand que 'on veut.

Done l'ordre circulaire des points M (i) ne dépend que du nombre in-
commensurable v., et il est le méme que celui des quantités p.i — E(un.7).

E x; désignant, suivant la coutume, le plus grand entier contenu
dans ]

I résulte immédiatement de ce théorénie qu'entre deux points quel-
conques de P il y en a une infinité d'autres; done, entre deux points
quelconques de P, il y aura toujours des points de P'.

Soit N un point quelconque de P’. Dans le voisinage de ce point, il v
aura, par définition, une infinité de points de P ; entre deux quelconques
de ceux-ci, il v aura toujours un point de P'. Donc, dans le voisinage de
N, il y a une infinité de points de P’, ¢’est-a-dire que N appartient
1, ensemble dérivé de P’. On peut donc écrire

D(P, ) =P

D'autre part, un théoréme de la théorie générale des ensembles
donne
D(P, P") =173
d’ou
P=p".
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Ainsi I se confond avec son dérivé; c’est done un de ces ensembles que
M. Cantor appelle parfaits.

Mais on sait que M. Cantor distingue les ensembles parfaits linéaires
en deux classes : cenx qui ne sont condensés dans aucun intervalle et
ceux qui sont condensés dans certains intervalles.

Nous pouvons donc faive trois hypothéses dans I'énoncé desquelles
nous reprendrons le langage ordinaire,

1 Nous pouvons supposer que tous les points de fa circounférence
méridienme 7 == o appartiennent a I

2" Nous pouvons supposcr ensuite qu'il v a sur cetle circonférence
certains arces dont tous les points appartiennent a 1, sans que, cepen-
dant, il en soit de méme de tous les points de cette cwconférence.

37 Nous pouvons supposer enfin qu'il n'y a sur cette circonférence
ancun arc dont tous les points apparticnnent a b,

Je vais commencer par faire voir gue la deuxiéme hypothese doit étre
rejetée. Si on Padoptait, en effet, on pourrait trouver suv la circonfe-
rence un arc AB dont tous les points appartiennent i P’: mais tel que,
si on le prolonge au delt de A ou au dela de B, tous les points du pro-
longement n’appartiennent pas a P,

Soient A; et B; les (™€ conséquents de A et B3 les £ consequents
des différents points de Pare ABseront les difiérents points de Pave A B,.
et ils devront évidemment faire tous partie de .

Je dis que les deux ares AB et A;B; ne peuvent avoir ancune partic
commune; car, si A et B étaient situés sur are A1 ou si A; el B,
ctaient situés sur Parc AB, il v anraitun cycle limite, ce que nous ne
supposons pas, Si maintenant le point A; était situé sur 'are AB et B,
en dehors de cet are “onsi B; était situé sur Pare AB et A; en dehors
de eet ave’, tous les points de lare BB, {ou tous ceux de Pare AA,; (ui
forme un prolongement de Fare AB au dela du point B (ou du point A
appzlrtien(lmi('nt al’, ce quiest contraire a I'hy pothese faite plush:tm.

Soit M/o) un point de P situé sur Parc AB, le point M{i) sera sur
Farc A;B, et par conséquent en dehors de AB. Mais, comme le nombre
¢ est quelconque, il n’y aurait sur are AB aucun conséquent ou ant¢-
cédent de M(o), c’est-i-dire aucun point de P & Fexception de M{o).
Mais, pour que Lous les points de I'arc AB appartiennent a I, il faut
qu'il y ait sur cet arc une infinit¢ de points de P.
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La seconde hypothése doit donc étre rejetée et il nous reste a exa-
miner la premiére et la troisicme,

La premiére hypothése peut certainement étre réalisée; car nous
avons reconnu qu’elle 'est en effet par les équations

o a . i
ar T8 ="

o .
lorsque le rapport 7 ¢st incommensu able.

Je dis d'abord que, si tous les points de la circonférence appartien-
nent i 17, cela sera veai, quelle que soit la trajectoire a aide de
laquelle on ait formé les ensembles P et 1. Considérons en effet une
autre trajectoire coupant le cercle méridien en un certain nombre de
points formant un ensemble Q.

Je dis que le dérivé Q' de Q se composera comme P’ de tous les
points de la circonférence. En effet soit N(o) un point quelconque d
cette civconférence, N(i) son i®¢ conséquent, Q Pensemble des points
N ¢.. Dans le voisinage de N(o) il v a par hypothése une infinité de
points de Py NEG MR, L, M(K,).

Lorsque n croit indétiniment, expression pk, — E(uk,) tend vers
une certaine limite £, Cette limite caractérise la position du point N(o)
str la circonférence.

Je veux dire que les trois points M(j), M{4) ct N(o) se présenteront
dans le méme ordre circulaire que les trois nombres, pj— E(yj .
uk -- E(uk) et b, quels que soient les indices jet &.

On verrait aisément que la position de N(Z) est caractérisée de la
méme facon par le nombre £ + i — E(& + i), et 'on en conclurait
ue sur tout arc de la circonférence il y a une infinité de points de Q,
ce qui revient a dire que tous les points de la circonférence appartien-
nent a Q'

Un point quelconque de la circonférence est caractérisé comme on
vient de le voir, par un certain nombre A. Ce nombre A se réduit a
ut — E(pi), lorsqu’il s’agit d'un point M (¢) appartenant 4 P et ayant
pour coordonnée w;. Il se réduit & zéro pour le point M(o) dont la
coordonnée est w,. De plus, lorsque o; varie de v, & 0, + 27, £ va
constamment en croissant depuis zéro jusqu’a 1. Cela résulte de ce que
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les points de la circonférence se succédent dans le méme ordre circu-
laire que leurs nombres caractéristiques.

Done 4 est une fonction croissante de o, entre les limites w, ot
@, + 273 on peut done écrire, en série trigonométrique convergente,

o2nh = 3A,cosmo + 2B, sinmo
ou bien

(2) 27k — 0 = 24, cosmo + 2B, sinmo = §{o .

La fonction 5(w) représentée par la série (2) sera une fonction con-
tinue et périodique de w. La loi de conséquence pourra alors s'écrire

o, +G(0,) =0, + 7(0,) + 270

Soit un point N(o) du cercle méridien ayant pour nombre caracteé-
ristique A; construisons la trajectoire qui passe par N/o) et prolon-
geons-la jusqu'a ce qu’elle rencontre de nouveau en N(1) le cercle
mcridien. Si nous attachons a chacun des points de cet arc de trajec-
toire N(o}, N(1)[aVexception du point N(1}], le nombre caractéris-
tique A, tous les points du tore auront un nombre caractéristique et
un seul. ['expression

2mh — o+ 1

sera une fonction continue et périodique de o et de 5, exprimable par
une série trigonométrique de la forme suivante :

(5) "(("7 'f‘) = 2“-Alrzln C()S(mo) “+ ny +)~mn}'
L'intégrale générale des équations proposées s'¢erira alors
o =py + H(ov, 9) + const,
On est donc certain d’avance que cette intégrale générale peut s’ex-

primer & I'aide d’une série trigonométrique, mais nous n'avons aucune
méthode pour calculer les coefficients de cette série.
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Dans le cas qui nous occupe, on a évidemment
D(P,P)=P

pour toutes les trajectoires et 'on ne peut tracer sur le tore de région
si petite quelle ne soit traversée une infinité de fois par toutes les tra-
jectoires,

Venons maintenant i la troisiéme hypothése, ce qui revient a sup-
poser, comme on le verra, que D(P, ') =P pour certaines trajec-
toires, ¢t que D(P, P’) = o pour d’autres.

Imaginons donc que 1 forme un ensemble parfait qui n’est con-
densé dans aucun intervalle o, pour parler le langage ordinaire, que
I'on ne puisse trouver sur la circonférence aucun arc dont tous les
points apparticnnent 4 P'. Comme P’ est un ensemble parfait, on
pourra certainement trouver sur la circonférence un arc A(o)Blo,
dont les extrémités appartiennent 4 P, et dont aucun autre point n’ap-
partient a P' (¢f. Caxtonr, Acta mathematica, t. 1V, fasc. ).

Ilarrivera alors que tous les arcs A (£)B(Z) jouiront de la méme pro-
priété; d'ou il résultera que deux ares A(¢) B(¢) et A(k) B(#) n’auront
aucune partic commune.

Cantora démontré que, si I'on a sur une circonférence, par exemple,
un cnsemble parfait de points qui n'est condensé dans aucun inter-
valle {loc. cit.), les points de la circonférence se partageront en trois
catégories :

1° Les points de certains arcs dont aucun point n'appartient a 'en-
semble;

2 Les extrémités de ces arcs qui appartiennent évidemment a I'en-
semble;

3° Enfin les points de P'ensemble qui ne sont pas les extrémités de
pareils ares,

Dans le cas qui nous occupe, les arcs dont les points sont en dehors
de Yensemble sont les arcs A (£)B(r), les extrémités de ces arcs seront
les points A (i) et B(7) eux-mémes ; enfin les autres points de I'ensemble
P’ s’obtiendront cn cherchant les points dans le voisinage desquels il
y a une infinité de points A(¢) et B({).
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Ul v aura donc aussi trois espéces de trajectoires :

1° Je citerai en premier licu les deux trajectoires qui passent, Fune
par le point A(o), Pantre par B(o) et que jappellerai les deux trajec-
toires A et B. I'our ces deux trajectoires, on a évidemment

D, P

2° Vicnnent ensuite les trajectoires qui rencontrent un des ares
A(1)B(Z) et qui par conséquent les rencontrent tous. Sile point C(o)
d'une de ces trajectoires est sur 'are A(0)B{o), son {™¢ conséquent
C[2) sera sur 'are A(7) B ¢). Dans le voisinage d’un point quelconque
de I, il y a une infinité de points A ¢) et B{¢), il y aura donc aussi unce
infinité de points C(7). Si donc Q désigne I'cnsemble des points Cr-
et Q' son derivé, on aura

o=
Il est clair d’ailleurs que

D Q. (‘)" - 0.

3¢ Iy aenfin des trajectoires qui passent par les points de L troi-
sieme catégorie el qui, par conséquent, ne rencontrent aucun des ares
A(1jB{i}. Pour ces trajectoires, Pensemble P’ est encore le méme et
Fon a d’aillears
DP, PP

Ainsi Pensemble P est le méme pour toutes les teajectoives, ot
"'on a

DP,P P ou o,

suivant la trajectoire considérée.
Les ares A(¢)B(i) se succedent dans le méme ordre cireulaire que
les nombres p.o — L (ui.
Les formules
oy + 0(0,) =0, + 0w, + 27,

o=+ ll{w, 9) + const.,
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ou Hw) et Ml (w, ¢) désignent des séries trigonométriques représentant
des fonctions continues et périodiques, subsistent encore ici, mais elles
n’ontplus la méme portée. En effet, la fonction » + 0(w) reste constante
tout le long de I'arc A(i)B(i), et I'on trouverait de méme sur le tore
des régions ou la fonction H(w, 9} + u3 — w conserve une valeur
constante.

Il resterait & voir si celte troisiéme hypothése, dont nous venons de
développer quelques conséquences, peut se réaliser, ou, en d’autres
termes, si elle est compatible avec les trois principes que nous avons
énoneés plus haut au sujet de la loi de conséquence,

@, z‘p(“’o)

et avee la forme particuliére des équations différentielles considérées.

Je puis affirmer qu’elle est compatible avec les deux premiers prin-
cipes, en vertu desquels la fenetion ¢ est continue et croissante.

Est-clle également compatible avee le troisicme principe, en vertu
duquel la fonction 4 est holomorphe? Clest ce qui resterait i examiner.

Il faudrait, ou bien trouver um exemple ou la troisi¢me hypothése
soit réalisée, ce gue je w’ai pu faire jusqu'ici, ou bien en démontrer
Fimpossibilité dans tous les cas.,

Je n'ai pu non plus arriver & ce résultat, et je crois, d'ailleurs, que
hy pothése est effectivement réalisable, mais il y a des cas particuliers
ou Pon peut démontrer qu'il n’en est pas ainsi et qu’on doit s’en tenir
a la premiére hypothese,

Soient C{o) un point de la circonférence méridienne, C(1), C(2), ...,
(¢) ses ¢ premiers conséquents; on s’arrétera lorsqu’on arrivera
aun (§+ 1) conséquent situé sur I'arc A(0) A(1). Soient maintenant
M, etmy, M, etm,, ..., M;_; et m; , M; et m, la plus grande et la plus
‘_12_‘
dwy
C(a) (1), sur Fare C(1)C(2), ..., sur 'arc C(i — 1)C(Z) et enfin sur
I"are C(2)CG(0). Si

petite valeur que peut prendre la dérivée —, respectivement sur Pare

MM M,..M_ M1 et MM M,..M,_ <1
Journ. de Math. (§* série), tome |, — Fasc. 1I, 1885, 31



242 II. POINCARE,

ou hien encore si
mom my..m; m >0 et mamomy, i, >0,

on est certain que la troisieme hypothese doit étre rejetée.
Par le méme procédé on peut trouver, dans tous les cas, la himite
superieure de Pun quelconque des ares A(#7B(¢), définis plus haut. Si

. .o e, dw
M est le maximum et 722 le minimum de la dérivée ;17,-', tous les ares
o

A B(E) sont plus petits que

On peut faire encore une remarque; reprenons le point A1o) et la tra-
jectoire A qui passe par ce point. Soient Cro’ et Do} deux points tres
voising de Ao}, mais situés 'un i droite et Fautre i ganche de e
point; soient C et 1) les trajectoires qui passent par ces points. Nous
pouvons imaginer trois points mobiles a, ¢, d décrivant ces trois tra-
jectoives simultanément, de facon i se trouver toujours tous les trois
sur le méme cerele méridien. Lorsque le temps croitra, il arvivera alors
que la distance ae tendra vers zéro, et que la distanee ad ne tendra pas
vers zeéro, et cela, quv]que voisins que soient de Aol Jes points € o
et D{o). Dans la premiére hypothése, au contraire, il est impossible
(que la distance de deux points mebiles @ et ¢ decrivant deux trajec-
toires differentes tende vers zéro. Je ne doute pas quon ne puisse se
servir utilement de cette remarque, bien que je n’en aie pu moi-méme
tirer aucun parti.

Toutes ces considérations n’ont pu encore me conduire i la solution
de la question prineipale et ne m’ont pas permis de démontrer vigou-
reusement que L troisicme hypothésu peut effectivement étre réalisée

Bien d’autres questions se posent d'ailleurs, qui sont intimement
lides avee la précédente. Clest ainsi qu’on peut se demander comment
varie le nombre caractéristique u, défini plus haut, quand on fait varier
les coefficients des équations différenticlles. Onpeut démontrer que cette
variation est continne. Mais nous pouvons supposer que, pour certaines
valeurs de ces cocfiicients, il y ait un eycle limite; le nombre p. peut
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alors étre regardé comme commensurable. Si, pour d'autres valeurs
des coefficients, le nombre u est incommensurable (ou commensurable
sans qu'il v ait de cycle limite) et si l'on fait varier ces cocfficients
d'une maniére continue et de facon a passer par les valeurs qui don-
nent un cycle limite, lenombre y. présentera toujours, pour ces valeurs,
soit un maximum, soit un minimum. 1l'y a la certainement le point de
départ d'une série d’études qui seront sans doute fécondes, et que je
crois devoir signaler aux travailleurs,

Fespere, d'ailleurs, pouvoir, dans un Chapitre ultéricur de ce M¢-
moire, donner sur ces questions des résultats plus complets. 1’y revien-
drai, en effet, apres avoir posé, dans la suite de ce travail, une séric
de problémes, fort analogues au précident, mais plus délicats encore,
el qui sont liés intimement avee Pimportante question de la conver-
genee des séries trigonométriques et, en parlicu|i(-r, des seéries em-
ployées en Mécanique eéleste.

Avant de terminer, jc voudrais montrer, en quclqlws mots, en quoi
consiste le lien que je viens de signaler entre le probléme qui vient de
nous occuper et les méthodes de la Mécanique céleste,

Nous avons vu que intégrale générale des équations proposées pou-
vail se mettre sous la forme

w =y~ H{m, %) =: const,,

H étant une série trigonométrique. Supposons que notre équation dif-
forentielle s'éerive

ol . ;
’7,; = Uy - AN )
i, Ctant une constante, 2 un coefficient trés pclit et Fun |mlym)mn en
Cosn Sinm, €0sy, sing, on plutdt encore une série trigonométrique

Fo 2A,,co8mo + ny +1y,).

H viendra

. i ol
(o + 2] ‘}(.l — }_/(;_) = - s

Supposons que v et H puissent se développer suivant les puissances de
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2, de telle sorte que

— 2
e e TR 2 ol 2% i PN

=024+ W22+ UH,2>+. ...
1l viendra

dl, dan, .
o g —(—l?—-_-l — %y,
dll, dH, __diy
Mo de Tl T e § T
' dily, dll; _dl, ¥
"o e i T Tde T T i

P IR I I AP I S A

On choisira les constantes ., n,, 1y, ... de facon que les seconds
membres des égalités précédentes soient des séries trigenoméiriques
débarrassées de leur terme tout connu. 1l sera alors possible (sip,
est incommensurable) de trouver des séries trigonométriques 1,
H,, ... satislaisant formellement anx équations précédentes.

Il est impossible de n'étre pas Trappe de Panalogic de ce procéde
d’approximation avee la méthode de M. Lindstedt en Mécanique c¢-
leste, et de ne pas comprendre que la question de la convergence du
procédé que je viens d'exposer est intimement lice i celle de la con-
vergence des scries employées par le savant astronome de Dorpat. Mais
le probléme que nous traitons ici est évidemment beaucoup plus simple
que les questions analogues de la Mécanique céleste, et, si les diffi-
cultés sont de méme nature, clles sont moins nombreuses et sans doute
plus aisées i surmonter. Cest cette considération qui m'a engagé i
insister sur la question qui a fait Pobjet de ce Chapitre, et qui m’y fera
sans doute revenir & mesure que je trouverai des résultats nouveaux.

Dans la quatricme Partic de ce travail, jaborderai Pétude des équa-
tions différentielles du second ordre. Jabandonne done momentané-
ment les équations du premier ordre, en me réservant de revenir dans
la suite sur les problemes relatifs a ces équations et restés encore
sans solution, en les rapprochant des problémes analogues qui se po-
seront au sujet des équations d’ordre supérieur.

Paris, 15 junvier 1885,



