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BULLETIN

ASTRONOMIQUE.

MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

SUR LA FIGURE DE LA TERRE;
Pia M. H. POINCARE.

A. Les récents travaux de MM. Steltjes, Tisserand, Radan et
Callandreau ont appelé de nouveau I’attention sar la question de
la figure de la Terre, que 'on croyait épuisée. Ces travanx semblent
montrer qu’il est difficile de trouver une loi1 des densités qui
satisfasse & la fois & la valeur observée de l'aplatissement et a la
valeur observée-de la précession. Fai pensé qu’il ne seraii pas inu-
tile dc reprendre le probléme en me placant & un point de vue
nouveau. ‘

J’adopierai les notations de M. Radau; j'appellerar donc

a le rapport du rayon du sphéroide considéré au rayon du globe
enlier;
¢ I'aplatissement de ce sphéroide;

o la densité de la couche sphéroidale envisagée;

D la densité moyenne du sphéroide enner.

Je désignerai par les indices o et 1 les valeurs de ces diverses
quanlités au cenire et a la surface, et les dérivées par rapporta a
par des accents. '

Je poserai, comme M. Radau,

.

- =17,

ur

<
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et je posera'i de plus
) arn = .

Dans ces conditions, 1'équation différentielle de Clairant peut
se meltre sous 'une des formes suivanles :

(tas"—s)D 4 ({as’+ )p=0,

{af +3n+13YD +2a(1+q)D =o,

. - 51-1 —+ TF
dérivée logarithmique de D 144 = — i,
o gan 1 A 2a(t+7)
D’autre part, la condition qui détermine 'aplatissement a la sur-
face peut s’écrire
11 7= 0, 543.

Le probléme est ainsi entigrement déterminé.

- Aprés avoir établi ces formules, M. Radau montre que, sin va
constamment en croissant du centre 4 la surface, 1l est impossible de
satisfaire & la fois aux observations de précession ct aux observa-
tions géodésiques.

Fa1 été awasi conduit & me poser les denx questions suivantes :

1° Serait-il possible de sausfaire aux observations en renoncant
a ’hypothése que 7 doit étre constamment croissant?

a” St cela estimpossible, quelle serala distribution des densités
qui, pour une valeur donnée de la constante de précession, con-
duira 4 une valeur maximum de I'aplatissement, ¢’est-a-dire 4 une
valeur aussi rapprochée que possible de la valeur observée.

2. Voici le sysiéme de représentation dont je ferai usage. Je
représenterai un mode gquelconque de distribution des densités
par une courbe C dont les différents points auront pour coordon-
nées les valeurs de v et de { dans les différentes couches qm com-
posent le sphéroide terresire.

Dés que cetie courbe C sera connue, on possédera toutes les don-
nées du probléme. On a en effet '
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comme nous connaissons § en fonction de %, nous pouvons écrire

B
i()ga—:f —,3,
0,58 =

ce qui nous donne @ en fonction de v,
L’équation de Clairaut donne ensuite

57 -+nt da
L i [
og(D V1+7)= const, —sza(l ) & — dn,

ce quinous donne D cn fonction de 4 (et par conséquentde a)a un
facteur constant prés; ce factenr constant sc détermine d’ailleurs
sans peine, puisque D, est une donnée de la question.

Connaissant D) en fonction de a, on en déduira p en fonclion de
a. La courbe C définit donc laloi des densités. Voyons maintenant
a quelles conditions doit satisfaire cette courbe pour étre accep-
table.

Supposons qu’on parcoure cette courbe C depuis le point A qui
correspond au centre de la Terre, c’est-a-dire & @ — o, jusqu’au
point B qui correspond ala surface du globe, ¢’est-a-dire 4 @ = 1.

Alors @ devra aller constamment en croissant, et par conséquent
dn devra étre constamment de méme signe que .

Sidonc nous imaginons que les axes des i et des { solent placés
comme le sont d’ordinaire les axes des x et des y dans le plan,
la courbe devra étre parcourue de gauche & droite si 'on est

au-dessas de Paxe des 1, et de droite & gauche dans le cas con-
traire.

En dehors de I'axe des v, la courbe C ne pourra pas avoir de
tangente verticale (c’est-a-dire paralléle 4 I'axe des {); on pourrait
cependant admetire exceptionnellement une tangente verticale
d’inflexion.

Sur I'axe des 7, la tangente & la courbe C est, au contraire,
toujours verticale (2 moins qu'on n’admette (ue cette courbe a un
point anguleux ou un point de rebroussement), excepté Loutefois
au point A,

Au point A on doitavoir @ = o; le point B est défini par la con-
dition

N = 0,54},
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de sorte qu’on doit avolir

Cela montre d’abord qu’au point A { doit s’annuler, sans quot
Pintégrale serait fime. Supposons qu’au pomnt A nous avons
N =", el

Il vient alors

w () restant finie pour 5 — 7,3 d’ou
a =(n—ne}rd(n),

¥ () restant finme Pour 7, = T0- Pour que @ s’annule pour 7 — 1,
il faut et il suffit que & soit positif.

Cela veut dire que la tangente au point A i la courbe C doit
étre comprise dans Pangle formé par I'axe des 7 positifs et par une
paralléle 4 I'axe des { positifs, c’esi-a~dirc dans le premier qua-
drant. '

Nous devons maintenant nous poser la question snivante :
Quelles sont les discontinuités que peut présenter la courhe C?
Observons quc la densité p peut étre discontinue, mais doit éire
toujours finie, el par conséquent que I) est Loujours continue. De
méme, { peut étre discontinue, mais doit rester finie, de sorte que
7 doit éire continue.

S1 donc la courbe C présente une discontinuité, c’est-a-dire si
elle se décompose en deux arcs de courbe AD et EB ne se raccor-
dant pas, les deux points extrémes D ct E seront sur une méme
verticale; on pourra supposer les deux arcs de courbe raccordés
par un segment de verticale DE.

3. Jusqu'ict nous ne nous sommes pas préoccupé de la condi-
1i0n
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nous allons maintenant en temr comptie. Posons

2 -
D= — 4o p=ru
d’ou
1 _ﬂﬁD R
wooa  °

el, en tenant comple de la relation d{a* D)= g da?,

d(l) = +G3D(l(£) .
s ?

d—}L<0.

da

On doit donc avoir

c’est-da-dire que u doit croitre de la surface an centre.

Nous sommes done conduits 4 construire les courbes u = const.,
que j'appellerai courbes de densité.

L’équation de Claraut nous donne

P § -
(Lm?—n — 6} — + (L 72+ 5n) =0

L+ni—n—6

e s M.
(§+9%+5%)a

¥

Si nous regardons y. comme une constante et que nous prenions

L. . . dea dn
la dérivéc logarithmique en observant que _- =~ nous trouve-

rons -
dl -~ (2m —1}dy  dL+(2q+5)dn  3dy o
geTmALA T 2

L+5t—n—06 L4+ 02+ 57 4

ou, en développant,
2{n +1)df =dq(3 —16{ + 7+ 47t —ur2—3om).

Telle est Péquation différentielle des courbes de densité.

Celte équation admet trois solutions particuliéres remarquables ;

1° La droite , = — 13 ]

2° La parabole { + 7* — % — 6 = o0, quicorrespond A p =o et
que j’appellerai la parabole I’;

3¢ La parabole § + %%+ 5+ = o, qui correspond & . = el que
jappellerai la parabole . '
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Cette équation différentielle admet les points singuliers smivants :

1° Le point = — 1, { =4, que j’appellerai N et qui appartient
& la fois aux paraboles P et P'et 3 la droite n = —1;

2° Le point # == —1, { ==, que Jappellerai S et qui appartient
senlement a ladrotte . —= — 1}

3° Lespoinlsv,——o,{=10; 1= — 5§, { — o0, que j'appellerai O -
et R et qui appartiennent 4 la parabole P';

4° Les points 1y — 3, { == 0; , = — 2, { = o, que j'appellerai Q
ct Q' et qui appartiennent a la parabole P.

Une discussion facile montre que par les points N, O et QY

Fig. 1.

'I'[.—._l T}-:O

N

R ¢ t-0

TN
/P % P

passent une infinité de courbes de densité, tandis que par les
points S, R et Q passent deux de ces courbes seulement. En
d’autres Lermes, pour employer les dénominations que j’al intro-

duites dans mes Mémoires sur les courbes définies par des équa-
tions différentielles, les points singuliers N, O et () sont des neeuds,
tandis que S, R et Q sont des cols {(voir fig. 1).

Comme 7 reste tonjours positif et que, d’autre part, g est essen-
tiellement positif, on n’aura jamais i sortir de la région du plan
que je couvre de hachures surla fig. 1 et qui est limitée par I'axe
des { et par les paraboles P et P'. :

Nous devons donc tout d’abord nous proposer de construire les
courbes de densité qui sont contenues dans cetle région.

II existe d’abord une courbe de densité exceptionnelle OMQ
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qui va du point O au point Q et qui, par conséquent, partage la
région hachée en deux régions partielles. Il importe de remarquer
que cette courbe OMQ ne va pas couper I'axe des % entre le point
O et le point Q; en efiet, il est aisé dec démontrer que sa tangente
au point Q a pour coefficient angulaire

dr
an

ce quli montre que celie tangente est paralléle 4 une droite du pre-
mier quadrant. Si la courbe OMQ allait couper la droite OQ en

un point M situé entre O et Q, il y aurait (d’aprés un théoréme
que jai démontré dans mon Mémoire sur les courbes définies par
les équations différentielles). entre Q et M un point ou P'axe des »
serait tangent & une courbe de densité, ce qui est impossible; car,
en tous les points de cet axe, la tangente A la courbe de densité est
verticale.

On démontrerait de méme que, si 'on excepte le point O, aueune
courbe de densité ne peat couper la droite OQ en plus d’un point.

Les courbes de densité présentent donc I'aspect que leur donne
la fig. 2, ol elles sont représentées en trait plein, pendant que les
axes sont en pointillé.
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SUR LA FIGORE DE LA TERRE;
Par M. H. POINCARE.

[ Suite et fin (1).]

4. Quand on parcourt la courbe G du point A au point B, @ doit
croitre de o & 1 et, par conséquent, i doit décroitre; on doit donc

avoir
di-(2m —O)ds  d{+(an+5)dy  3dq _ dp
L+n?—n—=G S+ by S

Si Pon fait, par exemple,
dn = o, d; > o0,

cetle mégalité est satisfaite.

Il faut alors que fa direction de la tangente a la courbe C, en
tenant compte du sens dans lequel cette courbe doit étre par-
courue, soit du méme coté de la tangente 4 la courbe de densité
qu’une droite verticale parcourue de bas en haut.

Pour exprimer ce résultat d’une facon plus nette, faisons la con-
vention suivante. Nous avons vu que la région comprise entre les
deux paraboles P et P’ est partagée par la courbe OMQ en deux
régions partielles et que chacune des courbes de densité est com--
prise tout entigre dans 'une de ces régtons partielles, dont elle ne
peut sortir,

Celles de ces courbes de densité qui appartiennent a la région
partielle OMQN coupent la droite OQ en un point et un seul.

Si une courbe de densité coupe la droite OQ en M’ et qu'ane
autre courbe coupe OQ en M’, convenons de dire que la premiére

- courbe est plus avancée que la seconde si M’ est & droite de M.

De cette fagon, une courbe de densité appartenant a la région ONQM
sera d’autant plus avancée qu’elle s’éloignera davantage de la para-
bole P’ et se rapprochera davantage de la parabole P et de la

courbe OMQ).

(') Voir le Bulletin, L. V, p. 5.
Bulletin astronomigue. T. V1. ( Février 138q.}

-
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Cela posé, on voit que, st I'on parcourt la courbe C du point A
au point B, cette courbe ira couper nécessairement des courbes
de densité de plus en plus avancées s1{ est posiuif et, au contraire,
des courbes de densité de moins en moins avancées si § est négatif.

Ilrésultede 1 que la courbe Cira en s’éloignant de la courbe OMQ
dés qu’elle sera au-dessous de la droite OQ; elle ne pourra donc
franchir cette courbe OMQ), ni sorur de la régron OMQN.

En particulier, v est toujours plus petit que 3.

5. Occupons-nous maintenant de la condition relative 4 la den~
sité 4 la surface. On peat admettre qu’a la surface on a & peu prés

BT
D2
d’on
n=1i, a=1
ek
2{+ 2102+ 4 —6=o0.
511, = 0,543, on trouve & peu prés

C=1,7;

le point B devrait donc avoir pouar coordonaées

Si nous considérons maintenant un point du sphéroide terrestre
trés voisin de la surface, 1l pourra arriver, sila densité varie trés
rapidement dans le voisinage de la surface, que la densité de ce

. . . . D . -, .
point ne soit pas égale & > Mais, comme la densité va tonjours en
crotssant de la sorface au centre, elle devra étre toujours plus

D, .
grande que -; on a ainsi

> = w1

=
o

et
al+ant+4n—06<o, E<<1,7.
La courbe
2l +2712+4n—6=0

est une parahole que jappellerai la parabole P’, qui est comprise
entre les deux paraboles P et P/ el qui va passer par le point N.
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Comme nous connaissons la valeur de 'aplatissement & la sor-

face, nous savons que
1= 0,543,

et nous en concluons que le point B est 3 'intersection de la para-
bole P" et de la droiie n = 0,543. Mais, si nous ne connaissions pas
Vaplalissement, nons saurions seulement que le point B est sur la
parabole P’ et sur 'arc EF de cette parabole compris entre le
point E, intersection de P7 et de I'axe des T, etle point I, intersec-
tion de P7 et de la courbe de densité OMA}.

Nous saurions ainsi que 7, est plus petit que I'q du point F, ce
qui nous donmnerait une limite de l'aplatissement. Cest la un
résullat bien connu, di 3 M. Tisserand.

6. Cherchons maintenant I'équation des courbes de densité en
termes finis.
Quand on suppose, comme au § 3,
X
D=— 4 )\[J.
at
et que l'on fait p = 1, Uéquation de Clairaut s’éerit

P P Lo )+(ad+z)=0
.6 z = a:} bl = c.)—- .

On trouve facilemeat une intégrale particuliére de cette équation :

c’est
a3

R

d’ott
. 3ad
"125_14_59’ L=9(s2—2)

ou

L=12—37

(Vest encore I'équation d’une parabole et cette pavabole n’est
autre chose que la courbe de densité OMQ; on vérifie aisément
qu’elle passe par les points O et Q el que sa tangente au point Q
a bien pour coefficient angulaire

.
z_,

e,
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Une aulre intégrale particuliére de I'équation de Clairaut est

a2

T i ad
d’oti, pour I'intégrale générale,
at 4+ ha2 Lo, .
f—m — % constante d’inlégration
1+ et 8

et, pour I'équation générale des courbes de densité,

(C+ ni—y -—6)5: mnst_(’;—n‘!*ﬂ —10)3.

[REE ! L—mn24-3y

7. Jusqu’ici nous avons admis que le point A, extrémité de la
courbe C, pouvail se trouver en up point quelconque du segment
de droite OQ. Cela n'est pas possible si 'on veut que la densité
an centre de la Terre soit finie. Nous avons en effet

i 2 il
lOgD\/l*FT};:;_f ba-+m* dn loga:f dn
Dl\fl—"—T“ i 0 C

2{1+7) L
Au point A la premeére de ces intégrales doit étre finie el la seconde

infinie. Cela ne peut avoir lieu que ¢i, en ce point, le rapport des
quantiiés sous le signe f est nul, ¢'est-a-dire si

S+t
2(r4+7%)

d’ou

7= 0.
Ainsi, le point A se confond avec le pomnt O et, si Pon supposait
que ce point A fii tout autre point de la droite OQ, 1l faudrait
admettre également que la densité au centre est infinie, ce qui ne
peut pas étre le cas de la nature.

Je dois maintenant expliquer pourquoi je n’ai pas cru devoir
laisser complétement de coté les lois de densité, inadmissibles au
point de vue physique, qui correspondent a des courbes G se Ler-
minant en un point de OQ différent du point Q. Cest que, s'il est
impossible que la densité suive exactement une de ces lois, elle
peut du moins les suivre & trés peu pres, sauf dans le voisinage
immédiat du centre de la Terre. Clest ainsi que G. Darwin a cru
pouvoir examiner le cas od la densité est proportionnelle & une
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certaine puissance négative de a; il admettait évidemment que la
densité, aprés avoir suivi celle loi Jusqu’d une trés faible distance
du cenlre, suivait ensuile une loi toule différente jusqu’an centre;
qu'il y avait ainsi au centre de la Terre une sorte de noyau ou la
densité variait snivant une loi inconnue, mais trop pelit pour que
la distribution de la matiére & U'intérieur de ce noyaun pit influer
d'une fagon sensible sur I'aplatissement ou sur la précession.
Dans notre mode de représentation, la loi de G. Darwin serait
représentée par une courbe G réduite 4 un point unique, i savoir
an point _
{=o, T = 0,543.

Quand donc la courbe C aboutira 4 un point de GQ autre que O,
il restera sous-entendu que cetie courbe ne représente qu’approxi-
mativement laloides densités, et que la courbe véritable, apres avoir
suivi la courhe C jusqu’a un point trés voisin de A, s’en détache
ensuite et va aboutir au point O, sans jamais s’éloigner sensible-
ment de la droite OQ. 7

Une derniére remarque au sujet du mode de représentation
adopté. r

Si la courbe C coupe la droite OQ en un autre point que le
point A (Pintersection se faisant & angle droit comme nous I'avons
vu), elle peat représenter une infinité de lois de densité diflérentes.

Imaginons, en effet, une courbe C partant du point A, confondu
ou non avec O, coupant ensuite la droite OQ en un point. D ek
aboulissant enfin au point B, et cherchons ensuite comment varie @
quand on parcourt ceite courbe. Au point A, @ est nul; quand on
parcourt 'arc AD, @ va en croissant, et lend vers une certaine
limite @y quand on se rapproche indéfintment de D. Aa point D,
oD a7 =14, 5= 0; si on suppose que 'on stationne quelque
temps en ce point, on aura pour l'aceroissement de loga pendant
la durée de ce stationnement

dq
S

dv est nul, parce que % ne varie pas pendant le stalionnement;
L estnul : done l'intégrale est indéterminée, de sorte que, quand'on
quitte de nouveau le point D, la valeur de @ peut ne plus étre
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égale a a, ct étre devenue @,. Quand ensuite on parcourra ’arc DB,
on croitra de @, a 1.

Le rapport de a; a a, est indéterminé.

Il est aisé de voir que, pour les valeurs dc a compriscs cnire d,
et a,, la densité varie en raison inverse d'une cerlaine puissance
de la distance.

H peut arriver, en particulier, que lc point A sc confonde avec
le point D; dans ce cas, @, est nal,

8. M. Radaa a démoniré 'identité saivanie

4+ 1 R D,
e e T

. . . D .
d’ow 1l est permis de conclure, puisque D, est essentiellement
1
positif,
1 #a 1
e tE ke
‘H L+ 1= .i—Eﬁ — da 5,
1+ £ D,
étant I'une des valears que peut prendre u quand @ varie de o
1. Comme 7 reste toujours compris entre o et 3, ainsi que nous

'avons va plus haut, il y a licu de chercher comment varie la
fraction

- f34 oY

]

1 x
— 16 &

fz'ré

-
M[;—
\ Y

quand § varie de o & 3.

On trouve que la dérivée de celle expression ne s'annule que
pour £ = o et pour § = }. -

Nous sommes donc conduits 2 substituer dans Pexpression les
valeurs

ce qul nous donne
1, 1,0008 et o,8.

On voit de plus que ’expression devient égale i 1 pour
E=5—y/20=0,53.

Ainsi, £ variant de o 2 §, Uexpresston croit de 1 4 1,0008; £ variant
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de ! 20,53, 'expression décroit- de 1,0008 a 1; & variant de 0,53
I ] p ) 3 2
4 3, elle décroit encore de 1 4 0,8.

On a done

1
S D
V14 < I,ooosf o das.
s h

Les observattons de la précession cxigeraient

1
V[+n1=1,018f gdaﬁ.
0 1

Il est done impossible d’y satisfaire. -

9. Ayant ainsi reconnu I'imypossibilité de satisfaire exactement
aux observations, nous devous maintenant, par le calcul des varia-
uons, chercher quelle estla loi des densités qu y sausfait le mieux.
Je dois ajouter toutefois gne cela n’a gnére qu'un intérée de
curtosité, car un grand nombre de lots trés différentes y satisfont
presque également bien, et celle qui y satisfait le mieux n’est pas
pour cela sensiblement plus probable que les autres.

11 faut chercher la variation de l'iniégrale

1
f Ddas.
vy

A cet effet, nous allons poser

D4 = er,
d'on

371 12

(1) u 4 2a(1+'q)_0

et, d’autre part,

i 1 /4 EY 1 117 113
N T St Ndas=o
o 3
() e VIHT . Vi+n 2 (1-+7)?

‘On trouve en outre, en différentiant I'équation (1),

n4+oan4-5

2adu’ 4 oy, =0,
(L47)?

ce qui donne

N Vien s.n
(3) —i‘/le"-daﬁan(l+'q) 2:feua _[+_q_g££’daﬂ.

7 2n -2
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L’intégration par parties montre ensuite quc le second membre
de I'égalité (3) se réduit i ‘

eta Vi+1, 3u )
T2 +a2an+5

L ]

1
—f e“Buda5[au’—~' ol 5 YIED + a1 3n246m- -1 .
0 B+ 2+ a4+ 5 o1+ (2427 +5)2

Le terme tout connu s’annule aux deux limites; en effet, il con-
tient a en facteur, il s’annule donc pour @ =o; de plus, poura =1,
& est nul; car la valeur de  pour @ =1, qui est log(D. Vit ),
est une donnée de la question.

Si I'on observe ensuite que

10+ 50—t

a4+ 5 =
{1+ %)

ar'=1{,

on verra gue le second membve de (3) se rédmt simplement &

1 —p —
—f e“Buda5[ o+ St —1 + & 3.‘]2-1_67] ! 1 ’
o 2/ i n(n2+2q-+5) oI+ q(nt+an—+5)2

de sorte que I'équation (2) se réduit a

1e"3uda5[2_"_10+511—n2_" 37324—611-1]__0
2V 17 N+ 2m 45 (q+2n-+5)2]
on

! w8y dab 2 —

. etsuda (3112_1]_2;32 +6n 1)=0

o 2V I+n(n%+ 274 5) RE-20 45

SiTon veut que cette équation soit satisfaite quel que soit 3 u, il
faut que I'on ait

r B3n2—m)(n?+ 29 +5)
: In?+ 60 —1 .

(est. la I'équation d'une certaine courbe que Jappellerai 1a
courbe K.

-
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Les valeurs remarquables de 4 entre v, — o0 et 4 = 3 sont les
sutvanles :

.‘i:i’ - 3 —

Poury=oo0na...................., {=o0, g-;-—
T

Pouro<vw<<o,13%5ona............. {>o ‘

Poorn=o,d%0na,................ =20

Pour 0,155 < <<lona............. I<<o

Pourfi=3ona.........oveevnunn.. L=o

Poury>%tona......... eetaiaaa. .. I>o

Ainsi la courbe K qui posséde une asymptote verticale
7 = 0,155

coupe la droite OQ en deux porls, & savoir au point o et au
point 7, = 1. fl est aisé de voir quelle est la portion de celte courbe
qui convient 4 la question; c'est I'arc compris entre le point A,
gu a pour coordonnées

7}‘2'13! t=o,

et le point B, qui a pour coordonnées
7, = 0,543, {=o0,8.

Calculons ensuite D et p; on trouve

(59 +42)(302+6m —=1)dy
D =3 . — )
logD 1+ 4 = comst fz(l+7})(3712—"‘|)(712+271 + 5)

Lorsqu’on parcourra la courbe K du point A an point B, la quan-

Lité sous le signe f restera essentiellement positive; donc D y/1 44

ira en décroissant et, comme /17 est croissant, D sera dé-
croissant.
L’équation de Clairaut nous donne ensuite

p _6+m--n*—L —6qt—8n3-4rovPafon—6
b~ 6Gt+n) = 6{a+1)3n%+bn—1)
ou
P+ g 37kn—5% ,
D 6(t+m) B(1+n)(3n2+6n —1)

Dans la premiére {raction, le numérateur décroit et est posiuf, le
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dénominateur croit : donc la fraction décroit; il nous reste 4 exa-
miner la seconde fraction. La dérivée logarithmique de cette seconde
fraction s’écrit

7% 6(mr) 1

37dyg —51  32bn—1 147

ou

~ 1132+ 32— 5% I

(R D3 F S S S E

Sous cetle forme, il estaisé de voir que cette dérivée logarithmique
est négative ek, par conséquent, que % décroit &t que ¢ est décrois-

sant, ce qui est la condition pour qu’upe loi des densités soit ad-
missible.

La courbe K, ou plutdt la portion de cette courbe comprise
entre les points A et B, représente donc une loi des densités
admussible, et cette loi est celle qui correspond au minimum
de la quantité que l'on a coutume d’appeler 1 et qui est définie

par Uépalité
1
2 b . I
31/0‘ D, dat=1—q-

10. Tt peut éire intéressant de rechercher quelle est la loi qui
répond au maximum de cetle méme quantité I; Pexislence de ce
maximum est certaine, puisque M. Tisserand a démontré ( Bull.
astr., t. I, p. 419) 'inégalité

I << 2,0288.

Cependantle calcul des variations ne nous donne aucun maximum;
il 0’y a qu'une loi des densités pour laquelle la variation ol est
nulle, c'est celle qui correspond au minimum dont nous avons
parlé dans le paragraphe précédent.

Nous devons donc conclure que I n’aurait pas de maximum si
Ia loi des densités était complétement arbitraire, et que s1-I est
hmilé, c’est parce que la densité est assujettic 3 étre décroissante.

Pour qu il y ait maximum, il faui que, quelle que soit la varia-
tion 35 de.la densité, la variation 81 ne soit jamais positive. Or,
si Gp était entiérement arbitraire, cela ne pourrait avoir lien que

'
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sisl était toujours nulle, et nous venons de voir que cette hypothése
conduisait & une solution inadmissible.

§'il y a maximum, c’est donc que Sp n’est pas entierement arbi-
traire; comment cela peut-il se faire? St p était constamment
décroissant et qu’on donnit & 3p des valeurs suffisamment petites
mais d’aillears arbitraires, p | 8¢ serait encore décroissant, de
sorte que ces valeurs de 3g seraient admissibles. Ainst 85 est arbi-
traire 4 molns que g ne soil constant; si, an contraire, g sl con-
stant, 83 doit étre décroissant et n’cst plus arbitratre.

Le maximum de 1 correspond donc 4 une courbe de densité. Il
ne reste plus qu'a comparer entre elles les différentes courbes de
densité. Comme I'équation générale de ces courbes ne contient
qu'un seul pavamétee arbitraire, T n’est plus fonction que de ce
paramétre. Alors L atteindra son maximum, soit lorsque sa dérivée
par rapport 4 ce paramélre s'annulera, soit quand la courbe de
densité sc réduira & une des courbes exirémes qui correspondent
aux cas de 4 ==0 ou L — 0.

On vérifierait que la premiére hypothése doit étre rejetée; parmi
les trois courbes extrémes ({2 == 0, @ == o0) qui sont les lrois para-

)
boles

* n

{=—9—h7, L=—1+%-+0, {=mn2—35m,

la derniére est seule admissible.

Elle correspond au cas suivant :

La densité du globe est constante et égale 3 A ; de plus, un point
matériel de masse finie égale & £ wh se trouve an centre de la Terre;
on a alors

et I'on trouve

on a ala surface

> Dl: 7\(:}.—1—-]).

T = —
il P-'Jfl

D’ailleurs, d’aprés la délinition de I, il vient
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Mais on sait que
5
= 1_!-;1 —2
ce qui donne
[=—' = 2,0288.
Lir]
]_ 4
224

Le maximum de 1 est done précisément la limite supérieure
trouvée par M. Tisserand. Cette limite peut étre attemle ou plutﬁt
on peut en approcher autant que 'on veut.

11. L’analyse qui précide est celle par laquelle javais é1é con-
duit aux conclusions énoncées dans unc Note récemmenl insérée
aux Comptes rendus de I’Académie des Sciences. Depuis,
M. Callandreau a montré (Bull. astr., t. V, p. 473) que le
résultat le plus important, ¢’est-a-dire 'inégalité 7 < 3, peut étre
déduit presque' immédiatement des équations de Clairant. J'ai ern
néanmoins devoir reproduire mon analyse primitive, parce quelle
me conduit & d’autres inégalités importantes et qu’elle me fait con-
naitre entre autres le systéme complel des inégalités auxquclles
satisfont les quantités v et {. Les mémes principes pourraient
d’ailleurs, comme je me réserve de le faire voir plus tard, conduire
au systéme complet des inégalités auxquelles satisfont les quan-
ués v, g, ¢, @, g et D.

SUR LES DIFFERENCES QUE PRESENTENT L'HEMISPHERE NORD
BT L'HEMISPHERE SUD DU SOLEIL ;

Par M. G. SPOERER,

I’étnde des taches solaires a montré que les époques des maxima
et des minima ne sont pas exactement les mémes pour les deux
hémisphéres. On a pu, dans plusieurs cas, constater avec certitude
une différence notable de ces époques. Quant 3 la fréquence des
taches, il arrive assez souvent quc la prépondérance appartient
alternativement i I'hémisphére Nord et 4 Phémisphére Sud. On
pourrait donc croire que, pour un intervalle de Llemps suffisamment
long, il s’établirait une sorte de compensation; mais les observa-
tions ne confirment pas cette hypothése.
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