Yorwort der Uebersetzer.

Da in neuerer Zeit besonders durch die Versuche von Hertz
die Beziehung zwischen Elektricitit und Optik ein hervorragendes
Interesse fiir die gesammte physikalische Welt gewonnen hat, ein
deutsches Originalwerk aber, das die hauptséichlichsten einschligigen
Theorien und Versuche zusammenfasst, bisher nicht existirt, so
wird eine deutsche Ausgabe der vorziglichen Vorlesungen von
Poincaré itber dies Thema gewiss in weiteren Kreisen mit Be-
friedigung aufgenommen werden.

Im ersten Theile ist die Maxwell’'sche Theorie der Elektricitit
und im Anschlusse daran seine elektromagnetische Lichttheorie
unter Beriicksichtigung der neueren Versuchsergebnisse in iiber-
sichtlicher Form kritisch behandelt, so dass einerseits dem Leser
das eingehende Studium des Maxwell’schen Originalwerkes be-
deutend erleichtert werden diirfte, andererseits auch alle diejenigen,
welchen die Zeit zu diesem Studium fehlt, wenigstens einen ge-
niigenden Ueberblick iiber die Hauptresultate und den Gtedanken-
gang der betreffenden Untersuchungen gewinnen.

Im zweiten Theile, dessen deutsche Ausgabe noch im Laufe
dieses Jahres erscheinen soll, finden die Theorien von Ampére und
Weber, namentlich aber diejenigen von Helmholtz, welche die
Theorien von Neumann, Weber und Maxwell als Specialfille ent-
halten, sowie die Experimente von Hertz eingehende Beriick-
sichtigung.



v Vorwort.

Der Verfasser bezieht sich in diesen Vorlesungen ofters auf
sein friitheres Werk: Théorie mathématique de la lumiére; im Laufe
des nichsten Jahres wird auch hiervon eine deutsche Ausgabe in
demselben’ Verlage erscheinen.

Die Uebersetzer hatten keine Veranlassung, an den meist recht
iibersichtlichen Ableitungen grossere Aenderungen vorzunehmen;
nur an einigen Stellen wurden des leichteren Verstindnisses halber

kleinere, erlduternde Zusitze gemacht.

Charlottenburg, September 1891.
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Einleitung.

Wenn ein Nicht-Englinder zum ersten Male das Werk von
Maxwell aufschligt, so mischt sich in seine Bewunderung ein Gefiihl
des Unbehagens, ja oft sogar des Misstrauens, das nur bei eingehen-
dem und angestrengtem Studium zu weichen pflegt; einige ganz
hervorragende Minner der Wissenschaft werden sogar andauernd
von demselben beherrscht.

Warum konnen sich die Gedanken des englischen Gelehrten
s0 schwer bei uns einbiirgern? Ohne Zweifel deshalb, weil bei dem
grissten Theile der gebildeten Deutschen, Franzosen ete. in Folge
ihrer Erziehung der Sinn fiir Précision und Logik mehr als jeder
a1 lere entwickelt ist.

Die alten mathematischen Theorien konnten uns nach dieser
Richtung hin vollkommen befriedigen. Alle unsere Lehrer, von
Huyghens und Laplace bis auf Cauchy und Helmholtz haben den-
selben Weg eingeschlagen: Sie gingen aus von genau formulirten
Hypothesen, zogen daraus mit mathematischer Schirfe alle Folge-
rungen und verglichen dieselben dann mit den beobachteten That-
sachen. TIhr Bestreben ist offenbar darauf gerichtet, jedem Zweige
der Physik dieselbe Sicherheit zu verleihen, wie sie z. B. in der
Mechanik des Himmels herrscht.

Einen Geist, der von jeher bewundernd zu solchen Vorbildern
emporgeblickt hat, vermag eine blosse Theorie nur schwer zu be-
friedigen. Denn abgesehen davon, dass er innerhalb derselben auch
nicht den geringsten Anschein eines Widerspruches dulden wird,
verlangt er auch noch, dass die verschiedenen Theile der Theorie in
einem logischen Zusammenhange unter einander stehen, und dass die
Anzahl der verschiedenen Hypothesen eine moglichst geringe sei.

Doch das ist nicht alles! Er stellt noch andere Forderungen,
die mir weniger verniinftig scheinen: Hinter der Materie, die wir mit
unseren Sinnen erfassen und auf dem Wege des Experimentes kennen
zu lernen vermogen, sucht er noch eine andere, in seinen Augen
die einzig wirkliche Materie, die nur noch rein geometrische Eigen-

schaften besitzt und deren Atome rein geometrische Punkte sind,
Poincaré, Elektricitit und Optik I. 1
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welche einzig und allein durch die Gesetze der Dynamik beherrscht
werden. Und trotzdem diese Atome weder Ausdehnung noch Farbe
besitzen, sucht er sich doch, in Folge eines unbewussten Wider-
spruches, ein Bild von ihnen zu machen und sie in seiner Vor-
stellung dem Wesen der gewdhnlichen Materie moglichst nahe zu
bringen.

Erst wenn er dies erreicht hat, wird er vollkommen befriedigt
sein und glauben, das Geheimniss des Weltalls vollstéindig ergriindet
zu haben. Ist auch diese Befriedigung nur eine triigerische, so ist
es deshalb doeh nicht leicht, darauf zu verzichten.

So erwartet denn derjenige, welcher das Werk von Maxwell
aufschligt, eine Theorie zu finden, die ebenso logisch und pricise
ist, wie die auf der Hypothese vom Lichtéther beruhende physi-
kalische Optik; er geht auf diese Weise einer Enttéuschung ent-
gegen, vor welcher ich den Leser gerne bewahren mdochte, indem
ich ihn gleich von vorne herein darauf vorbereite, was er im Max-
well suchen darf und was er nicht dort finden wird.

Mazxwell gibt nicht eine mechanische Erklarung der Elektricitit und des
Magnetismus; er beschrdankt sich vielmehr daravf, nachzuweisen, dass solch’
eine Erkldrung moglich ist.

Ebenso zeigt er, dass die optischen Erscheinungen nur ein
specieller Fall der elektromagnetischen Erscheinungen sind. Aus
jeder Theorie der Elektricitit wird man also unmittelbar eine Theorie
des Lichtes ableiten koénnen.

Das Umgekehrte ist leider nicht der Fall; es ist nicht immer
moglich, aus einer vollstindigen Erklirung des Lichtes eine voll-
stindige Erklirung der elektrischen Erscheinungen herzuleiten. Ins-
besondere ist dies nicht leicht, wenn man von der Fresnel’schen
Theorie ausgeht; unmoglich wire es freilich sicherlich nicht, aber
man wiirde doch vor die Frage gestellt werden, ob man dann nicht
auf wunderbare Resultate verzichten miisste, die man lingst fiir ge-
sichert hielt. Dies wiirde einen Schritt zuriick bedeuten, und
so mancher hervorragende Geist konnte sich dazu nicht ent-
schliessen.

Wenn nun der Leser sich auch zur Einschrinkung seiner Er-
wartungen in diesen Beziehungen verstanden hat, wird er immerhin
noch anderen Schwierigkeiten begegnen: Der englische Gelehrte
sucht nicht ein einheitliches, wohl geordnetes und endgiiltiges Ge-
baude zu errichten, es scheint vielmehr, als wolle er eine ganze An-
zahl von vorlidufigen und unzusammenhingenden Konstruktionen
geben, zwischen denen die Verbindung schwierig, ja bisweilen un-
moglich ist.
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Greifen wir beispielsweise das Kapitel heraus, in welchem die
elektrostatischen Anziehungen erklirt werden durch Druck- und
Spannungsverhiltnisse, die in dem dielektrischen Medium herrschen
sollen. Dies Kapitel konnte fortgelassen werden, ohne dass der
Rest des Buches an Klarheit und Vollstindigkeit einbiissen wiirde,
und andrerseits enthiilt es eine in sich abgeschlossene Theorie, die
man verstehen konnte, ohne auch nur eine einzige Zeile von dem,
was vorhergeht oder folgt, gelesen zu haben. Aber es steht nicht
allein ausser Zusammenhang mit dem Reste des Werkes, sondern es
ist sogar schwer, es mit den grundlegenden Ideen des Buches in
Einklang zu bringen, wie wir spéter durch eine eingehende Dis-
kussion nachweisen werden. Maxwell versucht es auch nicht, diese
Uebereinstimmung herzustellen, er beschréinkt sich vielmehr auf die
Bemerkung: ,I have not been able to make the next step, namely,
to account by mechanical considerations for these stresses in the
dielectrie.“ (2. Aufl. Bd. I. pg. 154.)

Dies Beispiel wird geniigen, um meine Ansicht klarzulegen;
ich konnte deren noch viele andere anfithren. Wer wiirde bei-
spielsweise beim Lesen der von der magnetischen Drehung der
Polarisationsebene handelnden Stellen vermuthen, dass zwischen den
optischen und magnetischen Erscheinungen Identitit herrscht?

Man darf sich also nicht einbilden, jeden Widerspruch geldst
zu sehen. In der That kann von zwei sich widersprechenden
Theorien, vorausgesetzt, dass man sie nicht durcheinander wirft und
dass man darin nicht nach dem Ursprunge der Erscheinungen
sucht, eine jede fiir sich betrachtet als niitzliches Hiilfsmittel fiir
Untersuchungen dienen, und vielleicht wire die Lectiire von Maxwell
weniger anregend, wenn sie uns nicht so viele neue und verschieden-
artige Ausblicke erdffnet hitte.

Die zu Grunde liegende Idee ist demgemdss verschleiert und
zwar in so hohem Grade, dass dies in der Mehrzahl der populiren
Darstellungen der einzige Punkt ist, welcher vollkommen unberiick-
sichtigt blieb.

Ich glaube deshalb in meiner Einleitung auseinandersetzen zu
sollen, worin dieser Grundgedanke eigentlich besteht, um die Wich-
tigkeit desselben besser hervorheben zu konnen.

Bei jeder physikalischen Erscheinung gibt es eine Anzahl von
Parametern, welche direkt der Untersuchung zuginglich sind und
gemessen werden konnen.

Ich nenne sie:

Gis Qay-vv -y -
1*
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Durch die Beobachtung lernen wir nun die Gesetze von den
Verinderungen dieser Parameter kennen, und diese Gesetze kénnen
im Allgemeinen in der Form von Differentialgleichungen dargestellt
werden, durch welche die ¢ mit der Zeit verbunden sind. Was hat
man also zu thun, um eine mechanische Erkldrung einer derartigen
Erscheinung zu geben?

Man wird sie zu erkldren suchen als Bewegungserscheinungen
entweder der gewdhnlichen Materie oder von einem oder mehreren
hypothetischen Fluida.

Diese Fluida sollen, wie wir annehmen, aus einer sehr grossen
Anzahl isolirter Molekiile bestehen; m,, m, .. .. m, seien die Massen
dieser Molekiile; x,, y,, 2, die Koordinaten des Molekiils m,.

Weiter wird man vorauszusetzen haben, dass der Satz von der
Erhaltung der Energie gilt, und dass demnach eine gewisse Funktion
(—U) der 3p Koordinaten z,, y,, 2, existirt, welche die Rolle einer
Kriftefunktion spielt. Die 3p Bewegungsgleichungen lassen sich
dann schreiben:

d*x, ou
my o

bodi? O,

d?y, ou
M) m S0 O
de 0y;

d’z, oU

m, —_—
ode 0z

i
Die kinetische Energie des Systems ist:

1 9 3 !
T:§ E;ni (x;—l—yi‘—-l—zl?).

Die potentielle Energie ist gleich U, und die Gleichung,
welche die Erhaltung der Energie ausdriickt, ldsst sich schreiben
in der Form

T + U = const.

Man wird also zu einer vollstindigen mechanischen Erklirung
der Erscheinungen gelangen, wenn man einerseits die Kriiftefunktion
(—U) kennt, und andererseits die 3p Koordinaten z,, y,, 2, mit Hiilfe
von n Parametern ¢ auszudriicken vermag.

Ersetzen wir diese Koordinaten durch ihre Ausdriicke als
Funktionen der ¢, so werden die Gleichungen (1) eine andere Form
annehmen. Die potentielle Energie U wird cine Funktion der ¢
werden; die kinetische Energie T aber wird nicht nur von den g¢
abhiingen, sondern auch von deren Differentialquotienten ¢', und sie
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wird homogen und vom zweiten Grade in Bezug auf diese Differen-
tialquotienten sein. Die Bewegungsgesetze lassen sich dann durch
die Gleichungen von Lagrange wiedergeben:

d oT oT oUu

—-—+ +—=0.
k

dt 8¢,  Oqp dq

@)

Ist die Theorie richtig, dann miissen diese Gleichungen (2)
identisch sein mit den direkt beobachteten experimentellen Gesetzen.

Damit also eine mechanische Erklirung einer Erscheinung
moglich sei, muss man zwei Funktionen U und T finden koénnen,
von denen die erste nur von den Parametern ¢ abhiingt, die zweite
von eben diesen Parametern und deren Differentialquotienten. Ausser-
dem muss T homogen und vom zweiten Grade sein in Bezug auf
diese Differentialquotienten, und endlich miissen sich die aus dem
Experimente hergeleiteten Differentialgleichungen unter der Form (2)
darstellen lassen.

Auch das Umgekehrte ist giiltig: Immer, wenn man diese zwei
Funktionen T und U finden kann, darf man sicher sein, dass die
Erscheinung eine mechanische Erklirung zulésst.

Es seien U (g;, ¢35+ g,) und T (g;, q4,.-.. 4,3 9y, 935 -+-7,)
oder einfacher U (g,); T (4;; ¢,) diese beiden Funktionen. Was hat
man noch zu thun, um die vollstindige Erklirung zu erhalten?

Man hat noch p Konstanten zu finden, m, m,,. coms und 3p
Funktionen der g:

P90 Q2o 00)s Wi (0 25+ 00)3 95 (005 T20-0 - 00)
wo t=1, 2,....p, oder kiirzer:
7 (1); ¥ (2x); % (28)

diese kann man ansehen als die Massen, und als die Koordinaten
z,=g¢; y,=w,; 2,= 9, der p Molekiile des Systems.

Hierzu haben diese Funktionen folgender Bedingung zu ge-
niigen: Es muss niimlich identisch sein:

1 1
T (4 41) =5 Sm; (52 4 Y2 +22) = 5 Sm, (92 + w2+ 99)
wo
arr. 81’1. T
f— o t ’ ¢ ’ ¢
P =q1 0 + 9 o0 + ...+ g, o7, ete.
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Da die Zahl p beliebig gross gewihlt werden kann, so ist es
immer moglich, dieser Bedingung zu gentigen, und zwar auf uncnd-
lich viele Arten.

Vorausgesetzt also, dass die Funktionen U (g,), T (¢;, g,) existiren,
kann man eine unendlich grosse Zahl von mechanischen Erkldrungen
der Erscheinung finden.

Wenn also eine Erscheinung eine wvollstandige mechanische Erklarung
zuldsst, so wird sie auch noch eine unbeschrinkte Anzahl anderer Erklirungen
zulassen, welche ebensogut von allen durch das Experiment enthiillten Einzel-
heiten Rechenschaft ablegen.

Das Obige wird durch die Geschichte aller Zweige der Physik
bestitigt: In der Optik nimmt beispielsweise Fresnel an, dass die
Schwingungen senkrecht zur Polarisationsebene vor sich gehen, Neu-
mann dagegen hiilt sie fiir parallel der Polarisationsebene. Lange
Zeit suchte man nach einem ,experimentum crucis“, das die Ent-
scheidung fiir die eine der beiden Theorien liefern sollte, und konnte
es nicht finden.

Ebenso sehen wir, ohne das Gebiet der Elektricitit zu ver-
lassen, dass die Theorie von den beiden Fluida und dem einen
Fluidum in gleicher Weise vollkommen befriedigend den in der
Elektrostatik beobachteten Gesetzen Rechnung tragen.

Alle diese Thatsachen lassen sich mit Hiilfe der Eigenschaften
der oben erwiihnten Gleichungen von Lagrange ohne Schwierigkeit
erkliren.

Es ist nun leicht, den Grundgedanken von Maxwell zu verstehen:

Um die Moglichkeit einer mechanischen Erklirung der Elektri-
citdt nachzuweisen, brauchen wir uns nicht damit abzugeben, diese
Erkldarung selbst zu finden, sondern es geniigt uns, zwei Funktionen
T und U kennen zu lernen, welche dic beiden Theile der Energie
bilden, mit diesen Funktionen die Gleichungen von Lagrange auf-
zustellen und diese alsdann mit den experimentellen Gesetzen zu
vergleichen.

Wie aber unter all diesen moglichen Erklirungen eine Wahl
treffen, wenn das Experiment uns dabei seine Hiilfe versagt? Viel-
leicht wird einmal eine Zeit kommen, wo die Physiker an der Losung
derartiger, den exakten Methoden nicht zuginglicher Fragen kein
Interesse mehr empfinden und sie den Metaphysikern iiberlassen.
Noch aber ist diese Zeit nicht da; der Mensch beruhigt sich nicht
so leicht dabei, iiber den Urgrund der Dinge ewig im Dunkel zu
bleiben.

Unsere Wahl kann also nur noch durch Betrachtungen geleitet
werden, bei denen die persénliche Ansicht eine grosse Rolle spielt;
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indessen gibt es Losungen, welche Jedermann wegen ihrer Seltsam-
keit verwerfen und andere, denen Jeder wegen ihrer Einfachheit
den Vorzug geben wird.

Was die Elektricitit und den Magnetismus anbelangt, so ver-
zichtet Maxwell darauf, eine Entscheidung zu treffen. Nicht, als ob
er grundsitzlich Alles verwiirfe, was der exakten Wissenschaft nicht
zugénglich ist, — das beweist zur Gentige die Zeit, die er auf den
Ausbau der Kkinetischen Gastheorie verwendet hat. Und wenn er
auch in seinem grossen Werke keine vollstindige Erklirung gibt, so
hat er doch friiher eine solche in einem Artikel des Philosophical
Magazine zu geben versucht. Aber die Seltsamkeit und Verwicke-
lung der Hypothesen, zu denen er seine Zuflucht nehmen musste,
hatten ihn spéter dazu veranlasst, vollstindig darauf zu verzichten.

Im ganzen Werke finden wir das Wesentliche, d. h. das, was
allen Theorien gemeinsam bleiben muss, besonders hervorgehoben;
was sich dagegen nur mit einer speciellen Theorie vereinigen liesse,
dariiber geht er fast stets mit Stillschweigen hinweg. Der Leser
sieht sich also einer von Materie fast leeren Form gegeniiber, die er
anfiinglich tiir einen fliichtigen, wesenlosen Schatten zu halten geneigt
ist. Aber die Anstrengungen, die er zu machen gezwungen ist, ver-
anlassen ihn zum Nachdenken und er erkennt schliesslich, was bei
den gesammten Theorien, die er frither bewundert hatte, einiger-
massen erkiinstelt ist.

In der Elektrostatik wurde mir meine Aufgabe am schwersten,
denn gerade hier ldsst die Genauigkeit zu wiinschen iibrig. Einer
der franzosischen Gelehrten, die sich am meisten in das Werk von
Maxwell vertieft hatten, sagte mir eines Tages: ,Ich begreife Alles
in seinem Buche bis auf das, was er unter einer elektrisirten Kugel
versteht“. So glaubte ich denn, reichlich lange bei diesem Abschnitte
verweilen zu sollen, denn ich wollte bei der Definition der elektri-
schen Vertheilung diese Unbestimmtheit nicht bestehen lassen, in
welcher die Ursache fiir diese ganze Unverstiéindlichkeit zu suchen
ist; ich wollte aber ebensowenig den Gedanken des Verfassers
schirfer fassen und dabei vielleicht iiber das Ziel hinausschiessen.

Ich habe mich also dafiir entschieden, zwei vollstindige, aber
ganzlich verschiedene Theorien auseinanderzusetzen, und hoffe, dass
der Leser auf diese Weise ohne Miihe finden wird, was beiden
Theorien gemeinsam ist, und was demnach ihren wesentlichen Be-
standtheil bildet. Er wird ausserdem vor der Tduschung bewahrt
bleiben, als ob eine der beiden Theorien der Sache vollkommen auf
den Grund ginge. In der ersten setze ich die Existenz zweier Fluida
voraus, der Elektrieitit und des Induktionsfluidum, die ebenso niitz-
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lich sein k&énnen, wie die beiden Fluida von Coulomb, die aber
ebensowenig Realitiit besitzen. Ebenso ist die Hypothese, wonach
die dielektrischen Substanzen aus Zellen bestehen, nur dazu bestimmt,
uns die Idee von Maxwell durch die Beziehung zu Vorstellungen,
die uns bereits geldufiger geworden sind, geistig niiher zu bringen.
Hierdurch fiige ich zu den Gedanken des englischen Gelehrten nichts
hinzu und nehme nichts davon hinweg, denn es ist wohl zu beachten,
dass Maxwell dasjenige, ,what we may call an electric displace-
ment“, niemals als wirkliche Bewegung eines wirklichen Fluidum
aufgefasst hat.

Ich bin Herrn Blondin zu grossem Danke verpflichtet, dass er
diese Vorlesungen, die ich wihrend des Sommersemesters 1888 hielt,
gesammelt und herausgegeben hat, wie er es bereits mit meinen
Vorlesungen tiiber die physikalische Optik gethan hatte.

Seine Aufgabe war diesmal weit schwieriger, denn die Wissen-
schaft ist mit einer solechen Geschwindigkeit fortgeschritten, wie man
es beim Beginne dieser Vorlesungen durchaus nicht ahnen konnte.
Die Theorie von Maxwell hat seitdem in wahrhaft tiberraschender
Weise die experimentelle Bestitigung gefunden, die ihr bis dahin
noch fehlte. Ich. konnte in meinen Vorlesungen nur die ersten Ver-
suche von Rontgen und Hertz auseinandersetzen, die seitdem durch
die neueren und vollstindigeren Untersuchungen dieses letzteren
Gelehrten viel an Interesse verloren haben. Herr Blondin musste
also diesen Theil der Vorlesungen umarbeiten und betréichtlich er-
weitern.

Das Kap. XIII, in welchem diese verschiedenen Versuche zur
experimentellen Bestitigung der Theorie besprochen werden, ist sein
eigenstes Werk.

Indessen glaubte ich, dass es richtiger sein wiirde, die wenigen
Seiten, welche er den Versuchen von Hertz widmete, bis zur Her-
ausgabe eines anderen Werkes aufzusparen. Dies Werk, welches
die im Jahre 1890 gehaltenen Vorlesungen umfassen soll, wird nicht
allein die elektrodynamischen Theorien von Helmholtz zum Gegen-
stande haben, sondern auch die mathematische Diskussion der Hertz’-
schen Versuche, und wird demnichst erscheinen. Es ist deshalbh
besser, erst dort eine vollstindige Beschreibung dieser Versuche zu
bringen!).

1) Dieser zweite Theil ist mittlerweile hereits ersehienen, und die
deutsche Ausgahe desselben wird bis gegen Ende d. J. folgen.



Kapitel 1.

Formeln der Elektrostatik.

1. Bevor wir Clerk Maxwell’s Gedankengang wiedergeben,
wollen wir kurz die fundamentellen Hypothesen der augenblicklich
herrschenden Theorien zusammenfassen und uns die hauptsich-
lichsten Grundsiitze der statischen Elektricitit vergegenwiirtigen,
wobei wir in die Formeln die Bezeichnungen von Maxwell ein-
fiihren.

2. Theorie von den zwei Fluida. Bei der Theorie von den
zwei Fluida nimmt man an, dass sich auf den nicht elektrisirten
oder mit anderen Worten den in neutralem Zustande bhefindlichen
Korpern gleiche Mengen positiver und negativer Elektricitit be-
finden. Man setzt ausserdem voraus, diese Quantitiiten seien hin-
reichend gross, dass kein Elektrisirungsvorgang einem Korper die
ganze Elektricitiit der einen oder anderen Art entziehen kann.

8. Aus den Versuchen von Coulomb und der Definition der
Elektricititsmenge folgt, dass zwel mit den Quantititen m und m'
geladene Korper auf einander eine Kraft ausiiben, die gegeben ist
durch den Ausdruck

M

wo r die Entfernung der beiden elektrisirten Korper von einander
bezeichnet, die im Vergleiche zu den Dimensionen dieser Ko&rper
sehr gross sein soll. Ein negativer Werth von F bedeutet eine Ab-
stossung zwischen den Korpern, einem positiven Werthe entspricht
eine Anziehung. f ist ein numerischer Koefficient, dessen Werth
von der fiir die Messung der Elektricititsmenge gewihlten Einheit
abhéngt.

4. Theorie von einem einzigen Fluidum. Nach der Theorie
von einem einzigen Fluidum, an welche die Theorie von
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Maxwell wieder ankniipft, setzt man voraus, dass sich auf jedem
Kérper im neutralen Zustande eine gewisse Menge positiver Elek-
tricitdit befindet. FEinen Korper, der eine grdssere Menge positiver
Elektricitiit enthilt, als er normaler Weise enthalten sollte, nennt
man positiv geladen, im entgegengesetzten Falle ist er negativ
geladen.

Zur Erklirung der elektrischen Anziehung und Abstossung in
dieser Theorie nimmt man an, dass die elektrischen Molekiile unter-
einander ebenso wie die materiellen Molekiile untereinander sich
abstossen, wihrend umgekehrt zwischen den elektrischen und den
materiellen Molekiillen Anziehung herrscht. Diese Anziehung und
Abstossung soll ausserdem in der Richtung der Verbindungslinie
der Molekiile vor sich gehen und zwar umgekehrt proportional dem
Quadrate der Entfernung.

Unter diesen Bedingungen muss die in einem neutralen Kérper
enthaltene Menge positiver Elektricitiit so gross sein, dass die Ab-
stossung, welche sie auf ein elektrisches Molekill ausserhalb des
Korpers austibt, gleich ist der Anziehung, welche von der Materie
des Korpers auf dies Molekiil ausgeiibt wird.

5. Der Ausdruck fiir die elektrische Kraft in der Theorie
von einem einzigen Fluidum. Zwischen zwei elektrisirten Korpern
treten dann vier Krifte in Thitigkeit: Die Kraft, welche zwischen
den beiden elektrischen Ladungen wirksam ist, die Abstossung der
Materie, aus welcher die Koérper bestehen, endlich die beiden An-
ziehungen, welche je zwischen der elektrischen Ladung des einen
und der Materie des anderen Korpers stattfinden. Bezeichnen wir
mit » die Entfernung zwischen beiden Korpern, mit x# und p' ihre
resp. elektrischen Ladungen, mit » und » ihre materiellen Massen,
so haben wir:

Fir die Kraft zwischen den materiellen Massen:

v

—e— 5

fiir die Anziehung zwischen der Elektricitiit und der Materie

’ U
Yu v u
B8 und 58—

72 re

b

fiir die Abstossung zwischen den elektrischen Ladungen
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Die Resultante dieser Krifte wird sein
1 7 ’ ! ’
F=—5l—aw' +p0u' +v'u) —yup']

oder

o rem bl (e (- e -]

Dieser allgemeine Ausdruck fiir die Kraft, welche zwischen
zwei elektrisirten Korpern herrscht, muss sich auf die Newton’sche
Anziehung reduciren, wenn sich die betrachteten Kérper im neu-
tralen Zustande befinden. Es wird dies aber der Fall sein, wenn

die normale Elektrisirung eines Korpers im neutralen Zustande den
v3 . 2 . . L
‘Werth ik besitzt, und wenn a<7, da ja dann die Kraft in einer

Anziehung bestehen muss.

6. Bezeichnen wir mit m den Ladungs-Ueberschuss eines elek-
trisirten Leiters liber seine normale Ladung im neutralen Zustande,
so wird die Formel (2)

Sie reducirt sich auf dic Formel (1), wenn man die New-
ton’sche Anziehung bei Seite lisst. Die Theorie von einem einzigen
Fluidum fiihrt also fiir die elektrischen Anziehungen und Ab-
stossungen auf denselben Ausdruck, wie die Theorie der zwei
Fluida. Demnach haben auch alle Folgerungen, die man aus
Formel (1) ziehen kann, in der Theorie von einem einzigen Fluidum
Geltung.

7. Elektrostatische FEinheit der Elektricititsmenge. Durch
passende Wahl einer Einheit der Elektricititsmenge kann man be-
wirken, dass der numerische Koefficient der Formel (1) = 1 wird.
Die so bestimmte elektrostatische Einheit ist diejenige Elek-
tricitdtsmenge, welche auf eine ihr gleiche Elektricitiitsmenge, die
in der Luft um die Lingeneinheit von ihr entfernt ist, mit der
Einheit der Kraft wirkt.

Es ist demnach der Ausdruck fiir die Grosse der Kraft zwischen
zwel elektrischen Massen m und m', die in der Luft in einer Ent-
fernung r sich befinden:

3) e
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8. Potential, Komponenten der elektrischen Kraft. Das Poten-
tial in einem Punkte nennt man die Arbeit einer elektrischen Kraft,
welche auf die Einheit positiver Elektricitat wirkt, wenn sich die letztere von
dem betreffenden Punkte bis ins Unendliche entfernt.

In dem speciellen Falle, wo die elektrischen Massen in der

m.
Luft vertheilt sind, hat das Potential den Werth E—T—l,wobei r, die
i

Entfernung des betr. Punktes von der Masse m; bedeutet und die
Summation sich auf alle elektrischen Massen des Feldes erstreckt.
Wir bezeichnen in Uebereinstimmung mit den Benennungen
von Maxwell mit ¥ das Potential in einem Punkte P.
Befindet sich in P eine elektrische Masse m', so sind die Kom-
ponenten der elektrostatischen Wirkungen auf P nach den drei
Koordinatenaxen resp.

9. Denkt man sich den Punkt P im Innern eines homogenen
und im elektrischen Gleichgewichte befindlichen Kérpers, so muss
die Resultante der elcktrostatischen Kriifte, welche auf diesen Punkt
ausgelibt werden, gleich Null sein, denn sonst wiire ja das Gleich-
gewicht gestort. Die partiellen Differentialquotienten des Potentials
6,!/ 0 oy . . . .
317’ 8%’ 8% sind also == 0, das Potential selbst ist demnach im
Innern des Leiters konstant.

10. Kriftestrom. Wir fassen ein Ober-

xz fliichen - Element dw ins Auge und denken
uns in dessen Schwerpunkt G (Iig. 1) die

Normale G N nach ciner Richtung hin ge-

s —F  zogen, dic wir als positiv betrachten. In G
\g( befinde sich ein clektrisches Molekiil von der
Fig. 1. Masse m' und stehe unter dem Einflusse eciner

Kraft GF, deren Komponenten nach den drei
Koordinatenaxen sind:
, 8:/; , 811; , 81//

—m 5 —m —m
: dy’ oz’

wenn ¥ den Werth des DPotentials in G bezeichnet. Nennen wir
a, 3, y die Riehtungscosinus der Normale GN, so wird die Pro-
jektion der Kraft G¥ auf GN =
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= )
on’

, oy oy o . , 8./,
——7n((¢67+ﬂ»a;+y—a?) —m 5

wobei dn eine unendlich kleine Griosse GG’ bedeutet, die auf der
Normalen in positiver Richtung abgetragen ist, und dy die Aende-
rung des Potentials, wenn man vom Punkte G zum Punkte G’
ibergeht.

Ist die im Punkte ' befindliche Elektricititsmenge gleich der
Einheit, so ist die normale Komponente der aut diese Elektrieitiits-

. O .
menge ausgeiibten Kraft = — 6% Das mit dem umgekehrten Vor-
zeichen versehene Produkt
6:/}
I dw

aus dieser Kraft in das Flichen-Element dow werden wir als Krifte-
strom durch das Element dw bezeichnen. Der Xriftestrom
durch eine begrenzte Oberfliche wird gegeben durch den Werth

des Integrals
( o dw

on

¢

ausgedehnt iiber alle Elemente der Oberfliche.

11. Theorem von Gauss. Fiir eine geschlossene Oberfliche ist
der absolute Werth dieses Integrals gleich 4« M, wobei M die ge-
sammte Menge freier Elektricitit bedeutet, die sich im Innern des
von der Oberfliche umschlossenen Raumes befindet; das Vorzeichen
hingt davon ab, welche Richtung der Normalen man als positiv be-
trachtet. Man kann auch fiir den Kriftestrom den Werth — 4 7 M
wihlen, was darauf hinauskommt, dass man als positiv die Richtung
der in einem Punkte der Oberfliche nach Aussen gezogenen Nor-
male annimmt, und man sagt -alsdann, der Kriftestrom ,trete in
die Oberfliche ein“. Demnach ldsst sich das Theorem folgen-
dermassen formuliren : :

Der Krdftestrom, der in eine eingeschlossene Oberfliche eintritt, in deren
Inneren  sich eine Quantitit M won freier Elektricitit befindet, ist gleich
—4aM.

12. Satz von Poisson. Zwischen der kubischen Dichtigkeit ¢
der Elektricitit in einem Punkte eines elektrisirten Kérpers und den
zweiten Differentialquotienten des Potentials in diesem Punkte be-
steht eine wichtige Beziehung, deren Kenntniss wir Poisson ver-
danken. Man erhidlt sie auf einfache Weise aus dem vorigen
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Theorem, wenn man bedenkt, dass der Kriiftestrom, welcher durch
ein unendlich kleines rechtwinkeliges Parallelepipedon eintritt,
in dessen Innern sich der betrachtete Punkt befindet, gleich
—4mg.dedy de ist, wobei dr, dy, dz die Léngen der Seiten des
Parallelepipedons bedeuten. Dann gilt:

2 2 2

27'5 2715 + gz—lf =—4np.

Maxwell bezeichnet die linke Seite dieser Gleichung mit
— 42y, und zwar im Anschlusse an die Theorie der Quaternionen,
deren er sich bestindig bedient. Wir wollen diese Summe von
Differentialquotienten, dem allgemeinen Gebrauche entsprechend, 4y
nennen.

Da das Potential im Innern eines Leiters konstant ist, so hat
man in diesem Falle 49 =0, und deshalb, nach dem Satze von
Poisson, ¢ = 0. Im Innern eines Leiters ist also keine freie Elek-
trieitdt vorhanden.

Als weitere Folge des Satzes von Poisson ergibt sich, dass fiir
jeden Punkt eines Dielektrikum, der keine freie Elektricitit besitzt,
449 =0 ist. Das Potential ist also eine im Innern eines Leiters
konstante Funktion, die sich ausserhalb desselben im Unendlichen
der Null n#hert, und fiir welche in jedem nicht elektrisirten Punkte
eines Dielektrikum 4y =0 ist.

13. Induktionsstrom. Wenn das die Leiter trennende Dielek-
tfrikum nicht aus Luft besteht, so konnen die der Messung zuging-
ichen elektrischen Erscheinungen je nach der Natur des Dielek-
trikum verschiedene Werthe besitzen. Dies war die Veranlassung
dafiir, in die Formeln einen Faktor einzufithren, den man das
specifische Induktionsvermdgen des Dielektrikum nennt.
Maxwell bezeichnet dasselbe mit dem Buchstaben K.

Das Produkt aus dem Kriiftestrom eines Flichenelements in
diesen Faktor heisst: Induktionsstrom.

Der Induktionsstrom durch eine hegrenzte Oberfliche
wird gegeben durch das Integral

51/;
5 K o dw,
das sich iiber alle Elemente der Oberfliche erstreckt. Ist die Ober-
fliche geschlossen, so koénnen wir annehmen — das Experiment be-
stitigt es! —— dass der Werth dieses Integrals = — 4z M betrigt,

wobei man die Richtung der Normale nach Aussen als positiv vor-
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aussetzt. In dem TFalle, wo das specifische Induktionsvermogen
konstant ist, hat man

Kfaidw=—4nM.
on

14. Potential einer elektrischen Kugel in einem ausserhalb
derselben gelegenen Punkt. Die Betrachtung des Kriftestromes
gestattet leicht, den Werth des
Potentials einer leitenden, elek-
trisirten Kugel S, die sich in der
Luft befindet, in einem Punkt P N8
(Fig. 2) zu ermitteln. Man findet |

M i
hierfiir 7 wobei M die Ladung @ '
@ ______________________________

der Kugel bezeichnet und r die
Entfernung des Punktes vomKugel- ;
mittelpunkte. Ebenso gibt die Be-

trachtung des Induktionsstromes

den Werth des Potentials in P, /
wenn sich die Kugel in einem Fig. 2.
homogenen Dielektrikum befindet,

dessen specifisches Induktionsvermégen gleich K ist.

Wir beschreiben um O, den Mittelpunkt der Kugel, mit cinem
Radius = OP eine Kugel 8. Aus Griinden der Symmetrie hat das
Potential in jedem Punkte von &' denselbep Werth, in Folge
dessen ist N

&p __a»p

a_l'l = 57 = const.

auf der ganzen Oberfliche. Fiir den Induktionsstrom durch &
gilt also:

oy ., .. Oy o Oy .
jK*gn—dw—-K—aT dw——K'—-a74717‘.

Da die Oberfliche geschlossen ist, so hat der Induktionsstrom
den Werth — 4 =M, folglich:

oder
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und,

1M
w_-K.--;-

Die Integrationskonstante ist Null, da das Integral fiir » = oo
den Werth Null erhilt.

Das Potential in einem Punkte eines Dielektrikum, dessen
specifisches Induktionsvermogen = K ist, wird also bei einer Kugel

1
gleich K von dem Werthe, den das Potential in dem betr. Punkte
haben wiirde, wenn das Dielektrikum die Luft gewesen wire. Das-
selbe gilt auch noch fiir den Fall, dass das elektrische Feld, statt
aus einer leitenden elektrisirten Kugel, aus irgend welchen elektri-
schen Massen besteht.

15. Anmerkung. Der letztere Schluss gestattet uns auch, den
Ausdruck fiir die Kraft aufzustellen, mit der sich zwei elektrische
Molekiile m und = anziehen werden, die sich in den Punkten A
und A’ eines homogenen Dielektrikums befinden. Der Werth des
Potentials in dem Punkte, wo sich die Masse m' befindet, sei ¥; dann
ist die elektrische Kraft, welche auf diese Masse ausgeiibt wird
= —m’%, wobei r die Entfernung der beiden Molekiile bedeutet,
die wir als allein in dem Felde befindlich betrachten. Bestinde das

. . m
Dielektrikum aus Luft, so wire das Potential in A’=—-; der Werth

dieses Potentials in einem Dielektrikum von dem specifischen In-

. - 1 m
duktionsvermodgen K ist also, nach dem Vorhergehenden, = ® 5
und der Differentialquotient dieser Grosse: - Demnach er-

halten wir fiir die elektrische Kraft:

sie ist also der Kte Theil der Kraft, welche zwischen denselben
elektrischen Massen herrschen wiirde, wenn sich dieselben in der
Luft befiinden.

Die Beziehung zwischen den Werthen, welche das Potential in
cinem Punkte erhilt, je nachdem das Dielektrikum aus Luft oder
einer anderen Substanz besteht, liisst uns erkennen, wie die elektri-
schen Ladungen sich je nach der Beschaffenheit des Dielektrikum
Andern miissen, damit das Potential in einem Punkte immer den-



Formeln der Elektrostatik. 17

selben Werth behilt. In der That ist klar, dass, um in einem Punkte
stets dasselbe Potential zu ecrhalten, die in dem Dielektrikum mit
dem Induktionsvermégen K befindlichen Ladungen direkt pro-
portional K sein miissen, da ja fiir dic Ladungen gleicher Grosse
das Potential umgekehrt proportional K ist.

Betrachten wir also zwei kleine elektrisirte Kugeln und setzen
wir voraus, dass die Potentialdifferenz zwischen den heiden Kugeln
konstant bleiben soll, dann wird die zwischen ihnen herrschende
Anziehung proportional sein dem Induktionsvermogen des Dielektri-
kum, das siec trennt. In der That werden sich hei konstanten
Potentialen die Ladungen m und m' der Kugeln direkt proportional

nm

. . . " ! .
K verhalten, und die Anziehung muss proportional " sein.

Sollen also die Fotentiale konstant bleiben, so dandert sich die Anziehung
direkt proportional K, und sollen die Ladungen gleich bleiben, so ist die An-
ziehung wmgekehrt proportional K.

16. Erweiterung des Satzes von Poisson. Wie oben erwihnt,
erhélt man den Satz von Poisson, wenn man erwiigt, dass der durch
die Seitenfliichen eines rechtwinkeligen Parallelepipedons eintretende
Kriftestrom = —4 7o drdydz ist. Da nun auch der Induktionsstrom
durch cine geschlossene Oberfliche den Werth — 4 = M hat, so wer-
den wir eine dem Poisson’schen Satze analoge Beziehung erhalten,
wenn wir berticksichtigen, dass der durch die Seiten eines Elementar-
Parallelepipedons cintretende Induktionsstrom = — 4 =mgdrdydz ist.

Uebrigens konnen wir auf sehr einfache Weise zu dieser Be-
zichung gelangen vermittelst eines Hiilfssatzes, der gew¢éhnlich zum
Beweis des Green’schen Satzes dient, und der analytiseh durch fol-
gende Gleichung wiedergegeben wird:

s‘anw =50—F- dr.
. ox

Hicrbei erstreckt sich die erste Integration tiber eine geschlos-
sene Oberfliche, die zweite iiber das durch diese Oberfliche be-
grenzte Volumen; a bezecichnet den cos. des Winkels zwischen der
X-Achse und der Normalen des Elements dw, und F eine beliebige,
aber stetige Funktion der Koordinaten.

Wenden wir diesen Satz auf das Integral an, welches den In-
duktionsstrom durch eine geschlossenc Oberfliche darstellt, so er-
halten wir

Bw _ - 81/} 51[/ 6:/1 .
jKawa—gh ((éw -+ ﬂ'aTl +7g) do=—471M.

Poincaré, Elektricitit und Optik T, 9
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Nun haben wir:

Oy I oy
Jor g an =fp () o
0 0 O
SAyK—a;wdw =5‘?;(K %)dz
und durch Einsetzen in die obige Gleichung:
1o ) o [ Oy & [ 0p\] .
5[57(1{ ”EE)J“@‘(KW)*‘g(K@;H dr=—4nM.

Bezeichnen wir durch ¢ die kubische Dichtigkeit in jedem
Punkte, so ist M= f ¢dr, folglich:

0 oy 0 oy 0 oy _

Diese Gleichung gilt fiir jedes beliebige Volumen, also auch
fiir ein unendlich kleines, und wir erhalten deshalb:

0 oy
EE(K %)=-——4ﬂ().

In dem speciellen Falle, wo das Dielektrikum homogen ist, d.h.
wo K keine Funktion der Koordinaten

ist, reducirt sich diese
Gleichung auf:

0 61//
EK?‘;W: K//l[::——-47lg.



Kapitel II.
Hypothesen von Maxwell.

17. Induktionsfluidum. Das Charakteristische an der Max-
well’schen Theorie ist die hervorragende Rolle, welche die Dielek-
trika spielen. Maxwell nimmt an, dass die ganze Materie der
Dielektrika von einem hypothetischen, elastischen Fluidum erfiillt
sei, ebenso wie wir in der Optik voraussetzen, dass der Aether die
durchsichtigen Korper durchdringe. Maxwell nennt dies Fluidum
Elektricitdt, und wir werden in der Folge auch den Grund fir
diese Benennung kennen lernen; da dieselbe jedoch leicht eine fiir
die Klarheit der Darstellung bedauerliche Verwirrung nach sich
ziehen konnte, so wollen wir ihm den Namen ,Induktionsfluidum®
beilegen und das Wort ,Elektricitit® in seiner gewohnlichen Be-
deutung gebrauchen.

Befinden sich alle im Dielektrikum liegenden Leiter im neu-
tralen Zustande, so ist das Induktionsfluidum im normalen Gleich-
gewichte. Sind dagegen die Leiter elektrisirt und befindet sich
ihr System in einem Zustande, den man in der gewdshnlichen
Theorie als elektrisches Gleichgewicht zu bezeichnen pflegt, so
nimmt das Induktionsfluidum einen neuen Gleichgewichtszustand an,
den Maxwell ,Spannungs-Gleichgewicht“ nennt.

18. Elektrische Verschiebung. Wenn ein Molekiil des In-
duktionsfluidum aus seiner normalen Gleichgewichtslage entfernt
wird, so sagt Maxwell, es finde eine ,elektrische Verschiebung®“
statt. Die Komponenten dieser Verschiebung sind die Zuwachse,
welehe die Koordinaten des Molekiils ertahren; er begzeichnet die-
selben mit den Buchstaben f, g, » und setzt voraus, dass sie resp.
die Werthe

K 2 K 2 K
ox 0 0z

1 _ - . =——————£' I—‘——
(1) f= 47 47 ‘= 47

besitzen.
2*
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Aus dieser Hypothese, deren Begriindung wir spéter geben
werden, folgen Beziechungen einerseits zwischen den Komponenten
der Verschiebung und der Masse freier Elektricitit innerhalb einer
geschlossenen Oberfliiche, andrerseits zwischen den Differential-
quotienten dieser Komponenten und der elektrischen Dichtigkeit in
einem Punkte.

Setzen wir n#mlich die Werthe ‘der partiellen Differential-
quotienten von w, die sich aus Gleichung (1) ergeben, in den Aus-
druck fiir den Induktionsstrom durch eine geschlossene Oberfliche
ein, so erhalten wir aus:

84/; . . 6(/; 81[) 61[/ _
5 K% (Zw—j‘ K ((‘57 +ﬂ@+; 5;) do=—4nM,
@) j(af+ﬁg+yh) do=M.

Fithren wir ferner diese Werthe in die Poisson’sche Gleichung
ein, die sich auf irgend ein beliebiges Dielektrikum bezieht, so
haben wir

of dg  Oh __
3 or oy o2 Q-

19. Inkompressibilitit des Induktionsflunidum und der Elek-
tricitiit. Das Studium der Folgerungen der oben angegebenen Be-
ziehungen veranlasst uns, das Induktionsfluidum und die Elektricitiit
als zwei inkompressibele Fluida anzusehen.

Zunichst ergibt sich aus der Hypothese von Maxwell iiber die
Grosse der Komponenten der Verschiebung in einem Punkte un-
mittelbar, dass, wenn die Elektricitiit in Bewegung ist, auch das
Induktionsfluidum nieht in Ruhe sein kann. Aendern wir némlich
die elektrischen Ladungen der im Innern cines Dielektrikum befind-
lichen Leiter, so bringen wir gleichzeitig eine Veriinderung des in
irgend einem Punkte des Dielektrikum vorhandenen IPotentials w
hervor und demmach auch eine Aenderung der Werthe f, g, & der
Komponenten der elektrischen Verschiebung, welehe durch die
Gleichungen (1) gegeben sind.

20. Wir betrachten nun ecine gesehlossene Oberfliiche, deren
Innenraum durch ein homogenes Dielektrikum wund durch Leiter
angefiillt ist, welche sich im elektrischen Gleichgewichte hefinden
und eine totale Ladung = M hesitzen. Wir nehmen an, dass dieser
Ladung cin Zuwachs d M ertheilt werde und dass auch hiernach
das System der Leiter im elektrisehien Gleichgewichte bleiben moge.
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Hierbei geht das Induktionsfluidum von cinem Gleichgewichtszustand
zu cinem anderen fiber, und wihrend dieses Ueberganges findet
cine Verschiebung ecines jeden seiner Molekiile statt, da ja eine Be-
wegung der Elektricitit stattgefunden hat. Wir bestimmen nun die
Menge des Fluidum, die hierbei durch die geschlossene Oberfliche
gewandert ist. Bedeutet dt dic unendlich kurze Zeit, wihrend
welcher der Uebergang von dem anfiinglichen Zustande des Systems
zum Endzustande sich abgespielt hat, so ist die Quantitit des In-
duktionsfluidumi, welche durch ein Element dew der Oberfliche ent-
wichen ist,

dy=dwdtV,,

wobei V  die Projektion der Geschwindigkeit der Verschiebung auf
die &usscre Normale der geschlossenen Oberfliche bedeutet. Die
Menge des Induktionsfluidum, welche wihrend dieser Zeit durch die
ganze Oberfliiche hindurchgeht, ist also

dQ=dt j V, do.

Da nun f, g, & die Komponenten der Verschiebung bezeichnen,
g0 sind g;—, %’, 271 diec Komponenten der Geschwindigkeit, und in
Folge dessen ist die normale Komponente V, gegeben durch

o Oq oh
Visag + B + 7y

Durch Einfibrung dieses Ausdruckes in dQ erhalten wir:

1oof 8 o
1Q=dt hCa pCA hgd
dQ 15((cat+‘88t+y8‘)dw.
Das Integral aut der rechten Seite ist aber nichts anderes als der
nach ¢ genommene Differentialquotient des auf der linken Seite der
Gleichung (2) stchenden Werthes. Wir erhalten also:
oM
dQ=dt o= dM,
d. h.: Die Quantitit des Induktionsfluidum, die durch die Ober-
fiiche austritt, ist gleich der Quantitit von Elektricitit, welche dort
eintritt. Der ganze Vorgang spielt sich also ab, wie wenn die Elek-
trieitiit das Induktionsfluidum verdridngte, oder, in anderen Worten,
als ob Induktionsfluidum wund Elektricitit zwei inkompressibele
Fluida wiren.
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21, Uebrigens kann die Inkompressibilitit des Induktions-
fluidum auch unmittelbar aus der Gleichung (3) abgeleitet werden.
Nehmen wir ndmlich an, das Dielektrikum, welches einen zu be-
trachtenden Punkt des Induktionsfluidum enthilt, befinde sich im
neutralen Zustande, so geht die betr. Gleichung iiber in:

o 8 ol _

Die linke Seite derselben ist nichts anderes, als die Quantitéit, die
wir in einem anderen Werke!) mit € bezeichneten, und wir wiesen
nach, dass die Gleichung @ = 0 die Inkompressibilitit des Fluidum
ausdriickte.

22, Bild fiir die Elasticitiit des Induktionsfluidum. Betrachten
wir einerseits zwei Leiter A und B (Fig. 3), welche unter einander

durch 2 Drihte verbunden sind, von denen der eine nur den Kom-
mutator C triigt, der andere ausser dem Kommutator D noch die
Siiule P.  Andrerseits denken wir uns zwei geschlossene, mit Luft
und Wasser gefiillte Geffisse A’ und B', die durch zwei Kanéle ver-
bunden sind, von denen der erste den Hahn C' enthélt, der zweite
ausser dem Hahne D' noch das Pumpwerk P'.

Die Konduktoren A und B mogen sich zunidchst im neutralen
Zustande befinden. Oeffnet man nun den Kommutator C und
schliesst den Kommutator D, dann entsteht in dem Drahte AD B
cin Strom von kurzer Dauer, und bald haben wir einen Zustand
clektrischen Gleichgewichts, bei welchem die Konduktoren mit
Llektrieitit von verschicdenem Vorzeichen geladen sind, z. B.
A positiv und B .negativ. Oeffnen wir dann den Kommutator D
und schliessen C, so vereinigen sich die Elektricititen der Konduk-
toren durch den Draht A CB und die Konduktoren gelangen wieder
zum neutralen Zustande.

') ef. Théorie mathématique de la Lumiére pg. 25—26.
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23. Um die Rolle zu verstehen, welche das Induktionsfluidum
bei diesem Experimente spielt, sehen wir zu, was in dem System
der beiden Gefiisse A’ und B’ vor sich geht, wenn man die Pumpe
in Gang setzt und mit den Hihnen C’ und D' die Verbindungen
herstellt, die wir soeben durch die Kommutatoren C und D erreicht
hatten. Wir nehmen an, dass die Oberfliche des Wassers in beiden
Gefissen in derselben Horizontalebene liege, schliessen den Hahn C',
dffnen D' und setzen die Pumpe in Gang; dann wird das Wasser
z. B. vom Gefiiss B’ nach A’ iibergehen konnen. Hierdurch wird
die elastische Kraft der Luft in B’ vermindert, in A' vermehrt.
Schliessen wir den Hahn D' und o6ffnen C', so bewirkt die Ver-
schiedenheit der elastischen Kriifte der Luft in beiden Gefissen,
dass das Wasser aus A’ nach B’ zuriicksteigt, bis die Niveaus wieder
gleich geworden sind. Das System ist also wie bei dem elektrischen
Experiment zum Anfangszustande zuriickgekehrt, und wir koénnen
das Wasser als materiellen Repriisentanten des elektrischen Fluidum
betrachten. Die Volumenzunahme des Wassers in A’ und die Vermin-
derung in B’, das Resultat der ersten Phase des hydrostatischen
Versuches, koénnen die positive und negative Ladung der Konduk-
toren A und B in der korrespondirenden Phase des elektrischen
Versuchs versinnbildlichen. Die Rolle, welche die Luft in Folge
ihrer elastischen Kraft spielt, ldsst sich mit der Rolle des Induk-
tionsfluidum beim elektrischen Experimente vergleichen. Die
Elasticitit des Induktionsfluidum also, welches in der die XKonduk-
toren trennenden Luft vorhanden und durch die Ladungen der
Konduktoren verschoben ist, wird die Ursache zur Vereinigung der
Ladungen.

Allerdings miissen wir gleich hinzufiigen, dass dies hydro-
statische Bild, wenn es auch leicht begreiflich macht, wie sich in
der Maxwell’schen Theorie das Induktionsfluidum verhilt, doch
nicht zu weit verfolgt werden darf, denn das Induktionsfluidum ist
inkompressibel, nicht aber die Luft, mit der wir es verglichen haben.
Das Bild dient also nur dazu, die eine der Eigenschaften dieses
Fluidum verstindlich zu machen, ndmlich seine Elasticitit.

24, Jeder Strom ist ein geschlossener Strom. Die hervor-
ragende Rolle, welche Maxwell den Dielektrika zuertheilte, die in
der gewohnlichen Theorie nur eine passive Rolle spielen, bildet
nicht den einzigen Unterschied zwischen beiden Theorien, — ein
anderer Unterschied liegt in der Natur der Stréme.

In der gewothnlichen Theorie nimmt man die Existenz zweier
Arten von Stromen an: Geschlossene, im Allgemeinen dauernde,
und im Gegensatze dazu offene Strome, welche aufhoéren, wenn in
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Folge der Ladung eine Potentialdifferenz auftritt, welche gleich ist
der elektromotorischen Kraft der elektrischen Quelle. Diese offenen
Strome kommen beispielsweise zu Stande, wenn man die Pole einer
Siule mit zwei Konduktoreh oder den beiden Belegungen eines
Kondensators in Verbindung setzt.

In der neuen Theorie kann es nur geschlossene Strome geben.
Betrachten wir nimlich den offenen Strom, der entsteht, wenn wir
die Pole einer Sdule mit zwei isolirten Konduktoren A und B ver-
binden: Der Konduktor, welcher sich nach gewdhnlicher Ausdrucks-
weise positiv ladet, muss nach Maxwell’scher Theorie eine grossere
Menge des elektrischen Fluidum aufnehmen, als er im mneutralen
Zustande besitzt, im anderen Konduktor muss sich im Gegentheile
die Menge des elektrischen Fluidum vermindern. Da jedoch das
elektrische Fluidum inkompressibel sein soll, so bleibt die Dichte
desselben konstant, und man kann also nicht annehmen, dass in
einem Punkte eine Verdichtung desselben stattfindet, im anderen da-
gegen eine Verdinnung. Um diese Folgerung der Inkompressibi-
litdt des elektrischen Fluidum mit der experimentellen Thatsache
des Vorhandenseins von Stromen in Uebereinstimmung zu bringen,
fithrt Maxwell das Induktionsfluidum ein, welches das beide Kon-
duktoren isolirende Dielektrikum erfiillt: Das elektrische Fluidum
wandert von dem einen Konduktor fort, verdringt im anderen einen
Theil des Induktionsfluidum und bewirkt, dass in den ersten Kon-
duktor ebenso viel Induktionsfluidum eintritt, als elektrisches Fluidum
ausgetreten war. Wir erhalten also einen geschlossenen Strom durch
das Dielektrikum hindurch, und da die Molekiile des Induktions-
fluidum sich lings der Kraftlinien verschieben, wie sich auch un-
mittelbar aus den die Komponenten der Verschiebung darstellenden
Gleichungen (1) ergibt, so konnen wir sagen, dass die offenen
Strome der gewodhnlichen Theorie sich in der Maxwell’schen Theorie
lings der Kraftlinien des Dielektrikum schliessen.

Die momentanen Stréome, welche durch die Ladung oder Ent-
ladung eines Kondensators entstehen, kénnen ebenso als geschlossene
betrachtet werden, und zwar vollzieht sich der Schluss durch das
die Belegungen trennende Dielektrikum. In der Maxwell’schen
Theorie haben wir es also einzig und allein mit geschlossenen
Stromen zu thun.

25. Die Verschiebungen des elektrischen Fluidum und des
Induktionsfluidum im Falle eines momentanen Stromes lassen sich
cbenfalls dureh ein aus der Hydrostatik cntnommenes Bild veran-
schaulichen. Es geniigt zu diesem Zwecke, Luft und Wasser in
unserem friitheren Bilde durch Wasser und Quecksilber zu ersetzen
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Haben wir dann (Fig. 3) den Hahn C' geschlossen und D’ gedffnet
und setzen die Pumpe in Gang, so kénnen wir nicht das Quecksilber
aus einem Gefisse in das andere iibertreten lassen, da diese beiden
Gefisse durch inkompressibele Fliissigkeiten angefiillt sind. Der
Uebertritt des Quecksilbers kann nur unter der Bedingung statt-
finden, dass beide Gefisse oben durch einen Kanal verbunden sind,
welcher dem Wasser gestattet, im umgekehrten Sinne zu wandern.
Das Quecksilber ist dann ein Bild des elektrischen Fluidum, das
Wasser dasjenige des Induktionsfluidum, und der verbindende Kanal
reprisentirt ein Kraftlinienbiindel im Dielektrikum.

26. Leitungsstrome und Verschiebungsstrome. Die geschlos-
senen Strome, welche durch einen Leiter verlaufen, heissen
Leitungsstrome, diejenigen, welche durch die Verschiebung des
Induktionsfluidum entstehen, Verschiebungsstrome. Wenn in
einem und demselben Kreise gleichzeitig Leitungs- und Verschiebungs-
strome stattfinden, so wird der Kreis nichts anderes sein, als ein
offener Kreis der gewohnlichen Theorie. Aber ausser diesen Kreisen
und denjenigen, welche nur Leitungsstréme enthalten, — den ein-
zigen, die man in der gewdohnlichen Theorie behandelt —, begegnen
wir in der Maxwell’schen Theorie geschlossenen Strémen, welche
nur Verschiebungsstrome sind; diese letzteren spielen bei der Er-
klirung der Lichterscheinungen eine wesentliche Rolle.

Da man unter Leitungsstromen diejenigen versteht, welche
in gut leitenden Stromkreisen verlaufen, so miissen sie, um mit dem
Experiment im Einklang zu stehen, nothwendiger Weise den Gesetzen
von Ohm, Joule und denjenigen von Ampeére iiber die gegenseitige
Wirkung zweier Stromelemente, sowie den Gesetzen der Induktion
gehorchen. Ueber die Gesetze, welchen die Verschiebungsstrome
unterworfen sind, wissen wir nichts, dies Gebiet ist also den Hypo-
thesen weit geoffnet. Maxwell nimmt an, dass sie dem Ampeére’schen
Gesetze und den Induktionsgesetzen folgen, dass aber das Ohm’sche
und das Joule’sche Gesetz auf sie nicht anwendbar sind, da diese
Strome bei ihrem Entstehen nur den Widerstand zu iiberwinden
haben, welcher aus der Elasticitit des Induktionsfluidum hervor-
geht, — ein Widerstand, dessen Art und Weise ginzlich von der
Art des Widerstandes der Leiter abweicht.

27. Potentielle Energie eines elektrischen Systems. Wir
fassen ein System von Leitern in’s Auge, welche mit positiver und
negativer Elektricitit geladen sind. Diese Ladungen reprisentiren
eine gewisse potentielle Energie. In der gewdhnlichen Theorie ist
diese potentielle Energie zuriickzufiihren auf die Arbeit, welche
durch die Anziehung und Abstossung der verschiedenen elektrischen
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Massen unter einander geleistet wird; in der Maxwell’'schen Theorie
wird sie durch die Elasticitit des Induktionsfluidum geliefert, wel-
ches in seiner normalen Gleichgewichtslage gestort worden ist. Diese
Energie von messbarer Grosse muss nach beiden Theorien denselben
Werth besitzen, und demnach miissen die Ausdriicke, welche ihren
‘Werth zu bestimmen gestatten, identisch sein. Die Betrachtung dieser
Identitdt wird uns neue Eigenschaften des Induktionsfluidum ent-
hiillen.

28. Wir wollen zuerst einen Ausdruck fiir die potentlelle Energie
suchen, wie er sich aus der Arbeit der anziehenden und abstossen-
den Krifte ergibt.

Es seit dr irgend ein Volumenelement des Raumes, z, y, 2z seine
Koordinaten und ¢ die Dichtigkeit der dort befindlichen freien
Elektricitit; dann wird die Menge der in dem Elemente vorhandenen
Elektricitit = ¢ dr sein, und die Komponenten der auf diese Elek-
tricititsmenge ausgelibten elektrischen Kraft:

edrgy ox
Wir nehmen an, die im Elemente dr enthaltene Elektricitéits-
menge erleide eine solche Verschiebung, dass die Koordinaten um
v, 0y, 0z wachsen. Dann wird die Arbeit der auf diese elektrische
Masse wirkenden Kraft

= —odr —81/’ Jr + &p—d\y—i—%

bz 3y 7

sein.
Die gesammte Arbeit der Kriifte, welche auf die verschiedenen,
im ganzen Raume vertheilten elektrischen Massen wirken, wird dem-
nach wiedergegeben durch das Integral
Oy Y
— g(]r - 4()11 —+ uJy—l—-—JJz
cy E
das tiber den ganzen Raum auszudehnen ist.
Nennen wir W die gesuchte potentielle Energie, so wird der
Zuwachs dieser Energie dargestellt durch die Formel:

4 JwW _jl,dr r——J + O dy +i,yz]

oy [2

29, Wir wollen nun den Zuwachs oo der clektrischen Diehtig-
keit ¢ im Innern des Elementes dr hestimmen:
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Das zu betrachtende Raumelement sei ein rechtwinkeliges
Parallelepipedon, dessen drei den Koordinatenaxen parallele Kanten
die Linge a, B8, y besitzen mogen; dann ist dr = aj3y.

Die Menge Elektricitit, welche in dies Parallelepipedon durch
eine der auf der X-Axe senkrecht stehenden Seitenflichen eintritt,
wird gegeben durch das Produkt aus der Dichtigkeit des Fluidum ¢
in die Projektion der Verschiebung des Fluidum auf die X-Axe, or,
und den Flicheninhalt 2y der Parallelepipedonseite; sie ist also

= g orfy.

Durch einen analogen Ausdruck erhalten wir die Elektrieitits-
menge, welche in das Parallelepipedon durch die entgegengesetzte
Seitenfléiche eintritt. Nur ¢ 6z wird dort nicht denselben Werth
besitzen, da beide Grossen, sowohl ¢ wie dr, Funktionen von =, y, 2
sind; wenn man n#mlich von einer Seitenfliche zur entgegen-
gesetzten {ibergelit, so wiichst + um die sehr kleine Grosse a und
0 0z geht iiber in
0 (¢ J.l) .

o dr 4~ o

Die durch diese zweite Fliche eintretende Elektricititsmenge
wird also sein:

\ 0 (o Jz)
— e dr + bz

«

und zwar ist hierfiir das negative Zeichen zu wihlen, weil die nach
innen gerichtete Normale die Richtung der negativen x hat. Es
wird somit die algebraische Summe der elektrischen Massen, welche
durch die beiden senkrecht zur X-Axe stehenden Seitenflichen in das
Parallelepipedon eintreten:

——————8 (¢ 97) dr .

0 (0 dz) _
T P T e

In gleicher Weise werden die elektrischen Massen, welche
durch die beiden auf der Y- resp. der Z-Axe senkrechten Flichen-
paare eintreten, dargestellt durch

—_ "% _dr und — —x—=dr.

0 (ody) 0 (0d2)
Cy 0z

Nun ist aber drdg nichts anderes als die Summe der elektri-
schen Massen, welche durch die 6 Flichen in das Parallelepiped ein-
treten, wir erhalten also:
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- ____ O(edn) 0(pdy) 0(ed2)
®) Jo=— or oy 02

Dies ist genau dieselbe Gleichung, welche in der Hydrodyna-
mik unter dem Namen ,Kontinuititsgleichung“ bekannt ist.

80. Wir crinnern uns, dass nach einem Hiilfssatz, von dem
wir bereits Gebrauch machten,

57« F(lw::ztsﬂaﬁFdr,
ox

wobei F' eine Funktion von wx, y, z ist, wihrend das erste der Inte-
grale iber alle Elemente dw ciner geschlossenen Oberfliche, das
zweite iiber alle Elemente des durch diese Oberfliche begrenzten
Raumes sich crstreckt. Wird diese Funktion F auf der Oberfliche
Null, indem man z. B. als geschlossene Oberfliche eine Kugel mit
unendlich grossem Radius wihlt, so ist das erste Integral Null, da
jedes seiner Elemente wegen des Verschwindens von F im Unend-
lichen = Null wird. Fir eine derartige Funktion ecrhilt man also:

58}? dr=0.

Besteht F aus cinem Produkt von zwei Funktionen » und v, so geht
obige Gleichung iiber in

QS ug% dr +SU %dt—:O,

und hieraus erhalten wir:

.
o, v 8ud

U z— dr = — o dt

Ox ow

eine neuc Gleichung, die uns bei der Umformung von oW gute
Dienste leisten wird.
31. Durch Anwendung dieser Gleichung erhilt man:

(gd‘x—g% dr = — fzf;ﬁ (o dv) d1

j@d‘Jﬁtlr——— '”8 (o dy) dr,

\vs
gnd‘z(w dr 5

dz) dr,
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Addirt man diese Gleichungen und berticksichtigt dabei die Glei-
chungen (4) und (5), so folgt
d‘VV:SlpJgdr,

oder mit Riicksicht auf die allgemeine Gleichung von Poisson (cf.
pg. 18):

1 K ,el/, & [ 0w\ | 8 [, bw

Durch Anwendung des oben erwiihnten Hiilfssatzes ergibt sich

ferner:
5 wd [—?— (K—?w) ] dr = ( Y dr E [ J (Kai) ]
‘ ox cr or

= 57(18'—”0" a:/,)
.I/

oder unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass das Induktions-
vermoégen K durch die Verschiebung der elektrischen Massen nicht
geiindert wird und 6 K deshalb = 0 ist,

oo & [x)ormm i
-]

Ganz analog erhiilt man noch zwei andere Gleichungen und findet
schliesslich durch Addition und Division mit 4 =:

JW—JS 2 8’*”

Die potentielle Energie des Systems wird also:

6) W=5 = (&;':) dr.

Die Integrationskonstante ist Null, da die potentielle Energie ver-
schwindet, wenn sich der ganze Raum im neutralen Zustande be-
findet, und da in diesem Falle das Potential in jedem Punkte den-
selben Werth hat, nimlich Null.

32, Das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (6)
muss auf den gesammten Raum ausgedehnt werden, es kommt
jedoch auf dasselbe hinaus, wenn man es nur auf den durch das
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Dielektrikum eingenommenen Raum sich erstrecken ldsst, denn die
Elemente des Integrals, welche den im Innern der Leiter liegenden
Punkten entsprechen, sind = Null. In der That hat das Potential in
jedem Punkte eines Leiters denselben Werth, und in Folge dessen
ou ow o
O0r’ 0y ' 02

Diese Bemerkung gestattet, den Ausdruck (6) umzuformen; es
gilt ndmlich fir jeden Punkt eines Dielektrikum nach den Hypo-
thesen von Maxwell (cf. § 18):

sind die partiellen Derivirten simmtlich Null.

K oy, K oy,

K@i//
I="fa YT Tixey T e

Fiihrt man nun die hieraus gewonnenen Werthe der partiellen
Differentialquotienten von ¢ in die Gleichung (6) ein, so folgt:

(M \V:X%&ﬂ+ﬁ+mmh

Dies ist der Ausdruck fiir die potentielle Energie eines elek-
trisirten Systems mit Hiilfe der Maxwell’schen Bezeichnungen.

83. Wir suchen nunmehr den Ausdruck fiir diese Energie,
wenn man dieselbe als Folge der Gestaltinderung des Induktions-
fluidum betrachtet.

Es seien Xdr, Ydr, Zdr die drei Komponenten der Kraft,
welche auf ein Element dr des Induktionsfluidum wirkt, wenn sich
dies Fluidum in Folge der Ladung der im Dielektrikum lagernden
Leiter im Spannungsgleichgewichte befindet. Erfahren die das
System zusammensetzenden elektrischen Molekiile eine unendlich
kleine Verschiebung, so wachsen die Verschiebungs-Komponenten
f, 9, h des Elementes dr des Induktionsfluidum um df, g, 6k Die
Arbeit der auf das Element ausgeiibten Kraft wird demnach

(X df -+ Y dyg + Z o) dr ,

und die gesammte, bei allen Elementen des Induktionsfluidum auf-
treténde Arbeit ist

SMW+Y@+ZM&,

wobei das Integral sich iiber den ganzen, vom Dielektrikum einge-
nommenen Raum erstreckt. Die Variation der potentiellen Energie
des Systems, die sich nur durch das Vorzeichen von der Variation
der Arbeit unterscheidet, ist demnach

JW=_5mw+Y@+me.



Hypothesen von Maxwell. 31

84. Elasticitit des Induktionsfluidum. Die Vergleichung dieses
Ausdruckes mit dem folgenden:

JW=5%[fJf+ng+th]dr,

der aus der Gleichung (7) abgeleitet ist, gibt uns also fiir die Kom-
ponenten X, Y, Z die Werthe:

. 4
X=—g /s Y=—ge  L=-

Diese Gleichungen zeigen, dass die Komponenten der auf ein
Element dr des Induktionsfluidum ausgeiibten Kraft proportional
sind den Komponenten der elektrischen Verschiebung. Die elastische
Kraft des Induktionsfluidum hat also die Richtung der Verschiebung,
und das Verhiltniss zwischen ihrer Grosse und derjenigen der Ver-

schiebung ist gleich in’. Wir werden spiter sehen, dass die Rich-

tung der elastischen Kraft nicht mehr mit der Richtung der Ver-
schiebung zusammenféllt, wenn das Dielektrikum aus einem krystal-
linischen Mittel besteht; die soeben durchgefiihrten Entwickelungen
gelten nur fiir isotrope dielektrische Medien.

85. Es ist kaum nothig, darauf hinzuweisen, wie weit sich die
Elasticitiit des Induktionsfluidum von der Elasticitit der Gtase oder
des Lichtéthers unterscheidet. Bei den Gasen und dem Aether hingt
die potentielle Energie nur von der relativen Lage der Molekiile ab
und nicht von ihrer absoluten Lage im Raum; in Folge dessen tritt
keine elastische Reaktion ein, wenn eines dieser Fluida sich ver-
schiebt, ohne sich zu deformiren. Ganz anders bei dem Induktions-
fluidum: hier verlduft der Vorgang so, als ob jedes der Molekiile
des letzteren proportional zur Entfernung von seiner normalen Gleich-
gewichtslage durch diese angezogen wiirde. Hieraus wiirde folgern,
dass, wenn man alle diese Molekiile um dieselbe Strecke verschdbe,
ohne jedoch dabei ihre relative Lage zu veridndern, die Elasticitit
nichtsdestoweniger zur Wirkung gelangen wiirde. Die Annahme
einer so ganz besonderen Elasticitit fiir das Induktionsfluidum
scheint nur schwer zulissig zu sein. Man begreift nidmlich nicht,
wie der mathematische Punkt, in welchem sich im Zustande des
normalen Gleichgewichts ein Molekiil des Induktionsfluidum befindet,
auf dies Molekiil wirken kann, um es in seine Gleichgewichtslage
zuriickzufiihren, wenn eine elektrische Ursache dasselbe daraus ent-
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fernt hat. Man wiirde es viel leichter verstehen, dass die materiellen
Molekiile des Dielektrikum auf die Molekiile des Induktionsfluidum
einwirkten, welche das ponderabele Medium durchsetzen. Aber diese
Annahme wiirde nicht alle Schwierigkeiten beseitigen, denn sie wiirde
nicht die Elasticitit des in dem luftleeren Raum ausgebreiteten In-
duktionsfluidum erkldren. Ausserdem wiirde die Wirkung der Materie
auf dieses Induktionsfluidum nothwendiger Weise auch umgekehrt
eine Gegenwirkung des Fluidum auf die Materie nach sich ziehen,
hiervon aber kann man nicht die geringste Spur nachweisen. :

86. Man konnte noch das Vorhandensein zweier sich durch-
dringenden Induktionsfluida annehmen und voraussetzen, dass die
Molekiile des einen auf diejenigen des anderen wirkten, wenn sic
aus ihren normalen Gleichgewichtslagen entfernt sind. Aber wenn
auch diese Hypothese den Vortheil bietet, dass sie die dem Induk-
tionsfluidum eigenthiimliche Elasticitit auf die unseren gewohnlichen
Begriffen geldufige FElasticitiit zurtickfiihrt, so hat sie doch den
Nachtheil, komplicirter zu sein, als die Hypothese von einem ein-
zigen Fluidum. Auch glauben wir, dass die Annahme von dem
Maxwell’'sechen Induktionsfluidum nur eine voriibergehende ist, und
dass sie durch einc verstdndlichere ersetzt werden wird, sobald die
Fortschritte der Wissenschaft dies gestatten. Man kann uns ein-
werfen, dass Maxwell diese Annahme eines Induktionsfluidum gar
nicht gemacht hat; aber wenn auch diese Bezeichnung, wie wir be-
reits im Anfange des Kapitels zugegeben haben, in dem Werke des
Gelehrten nirgends vorkommt, die Sache selbst findet sich dort, nur
dass er das, was wir Induktionsfluidum genannt haben, mit dem
Ausdrucke Elektricitit bezeichnet. In der Maxwell’schen Aus-
drucksweise wird die Elektricitit der Dielcktrika als elastiseh, die-
jenige der Leiter als unelastisch vorausgesetzt. Diese verschiedencn
Eigenschaften, welche den zwei mit demselben Namen bezeichneten
Fluida zugeschrieben werden, sind die Ursachen fiir den Mangel an
Klarheit, unter dem gewisse Stellen des Maxwell’'schen Werkes
leiden. Nur um diese Unklarheit zu beseitigen, haben wir die Be-
zeiehnung ,Induktionsfluidum® in die Darstellung der Maxwell’'schen
Ideen eingefiihrt.

37. Elektrische Vertheilung. Um dic Bereehtigung der Max-
well’schen Hypothesen vollstiindig nachzuweisen, miissen wir nun
noch zeigen, dass die experimentellen Gesetze der elektrischen Ver-
theilung nothwendiger Weise aus derselben folgen.

Beginnen wir damit, diese Gesetze aufzufiihren: Wir wissen,
dass diese Vertheilung nur von ciner gewissen Funktion i abhiingt,
welehe  verschiedenen Bedingungen unterworfen ist: Sie  selbst,
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ebenso wie ihre Differentialquotienten, ist in der ganzen Ausdeh-
nung des Dielektrikum stetig und gentigt der Gleichung

0 O 0 Oy 9 o\ __
o (K a) v (Foy) e (Ka) =0
(verallgemeinerte Poisson’sche Gleichung fiir ¢ =0).

In jedem Punkte eines Leiters hat sie einen konstanten Werth,
aber in einem Punkte der Oberfliche sind ihre Differentialquotienten
nicht mehr stetig. Endlich wird diese Funktion fiir im Unendlichen
gelegene Punkte = Null.

Das Studium der elektrischen Vertheilung auf einem Leiter
veranlasst die Einfiilhrung einer neuen Grosse, nimlich der elek-
trischen Oberflichendichtigkeit. Bezeichnen wir mit ¢ die Menge
der auf einem Oberflichenelemente dw ausgebreiteten Elektricitiit,
so gibt die Poisson’sche Gleichung, wenn wir sie auf den Fall an-
wenden, wo das Dielektrikum nicht aus Luft besteht, -

81//
Ka—ndw——velnq.

Die Dichtigkeit der Oberflichenbelegung di wird also
w

Man kann jedoch annehmen, dass die auf der Oberfliche aus-
gebreitete Lage der elektrischen Schicht eine konstante Dichtigkeit
besitzt und dass ihre Dicke proportional o ist; dieser letzten Er-
klarung wollen wir uns anschliessen.

38. Wir kommen nun wieder auf die Maxwell’'sche Theorie:
In dieser haben wir es mit zwei inkompressibeln Fluida zu thun,
dem Induktionsfluidum und dem elektrischen Fluidum, auf welche
man, wie wir annehmen, die Gesetze der Hydrostatik anwenden
kann. Nun haben bekanntlich, wenn p den Druck in einem Punkte
x, y, 2 eines solchen Fluidum bedeutet, die Komponenten X, Y, Z
der aus der Verschiebung des Punktes entstehenden elastischen Kraft
die Werthe:

0 0 0
X=a_;’; Y:#yi; Z=?’Z’—-

Bezeichnen wir mit ¥ den Druck in einem Punkte des In-

duktionsfluidum, so erhalten wir

T o oy’ T 0z
Poincaré, Elektricitit und Optik I. 3

X__@z/;. v oy Z—al/’-
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Nun fanden wir aber frither, § 34, dass die Komponenten der
elastischen Kraft gleich den Produkten aus den Komponenten der

Verschiebung in — —i{—ﬂ sind.
Wir erhalten also:
Oy 4n [ 1. Oy 47
® w=—%xf H~"xX9Y w= K"
Aus diesen Gleichungen folgt:
K oy K Oy , K 0y
I=mim e YT T I ey T T w

Diese neuen Gleichungen aber stimmen vollkommen mit den-
jenigen iiberein, welche die Komponenten der Verschiebung definiren,
wobei dann @ das Potential bedeutet. ¥s bleibt uns nun noch
iibrig, nachzuweisen, dass der Druck w4 in einem Punkte des In-
duktionsfluidum nichts anderes ist als das Potential.

39. Da das Induktionsfluidum inkompressibel ist, so haben wir
die Beziehung:

of Og oh

B oy e T

welche mit Beriicksichtigung der Gleichung (8) in die folgende

iibergeht:
0 Oy 0 (. Oy 0 ow\ ..
(k%) o (R 3Y) + 5 (x5 = o5

die Funktion ¥ gentigt also einer der fiir das Potential giiltigen Be-
dingungen. Sie ist auch, wie das Potential, im Innern eines Leiters
konstant, denn die Elektricitéit, welche die Leiter erfiillt, ist nicht
elastisch, also sind X, Y, Z = Null und dasselbe muss bhei den
Differentialquotienten von  stattfinden. Geht man von einem Punkte
des Dielektrikum zu einem Punkte im Innern eines Leiters tiber,
dann bleiben die Differentialquotienten der Funktion ¥ nicht stetig,
da sie von einem endlichen Werthe bhis zu Null abnehmen; die
Funktion selbst jedoeh bleibt stetig. Wire némlich der Druck auf
beiden Seiten der den Leiter begrenzenden Oberfliche nicht der-
selbe, so wiirde kein Gleichgewieht stattfinden kénnen, da bei der
unelastischen Natur des elektrischen Fluidum jeder Druckunterschied
eine Bewegung dieses Fluidum zur Folge haben wiirde.

Dic Funktion ¥ besitzt also alle Eigenthiunlichkeiten des
Potentials; demnach ist der Druck des Induktionsfluidum in einem
Punkte gerade das Potential in diesem Punkte.
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40. Wir wollen nun noch nachweisen, dass die Maxwell’sche
Theorie in Bezug auf die Dicke der auf der Oberfliche eines Leiters
gelegenen Schicht zu demselben Ausdrucke gelangt, wie die gew6hn-
liche Theorie.

Es sei S (cf. Fig. 4) die Oberflsiche, welche die Elektricitiit von
dem Induktionsfluidum im Zustande des normalen Gleichgewichts
trennt, und 8’ die trennende Oberfliche fiir den Fall des Spannungs-
gleichgewichtes. Da die freie Elek-
tricitiit den Ueberschuss der Quantitit
des elektrischen Fluidum bedeutet,
den der Konduktor im Zustande
des Spannungsgleichgewichtes enthiilt,
iiber die Quantitit, welche er im nor-
malen Gleichgewichtszustande auf-
weist, so ist unter der Ladung des
Leiters die Menge des Fluidum zu Fig. 4.
verstehen, welche zwischen den bei- :
den Oberflichen S und 8' enthalten ist. Weil dieses Fluidum inkom-
pressibel ist, so ist die Ladung in jedem Punkte proportional dem
senkrechten Abstande zwischen den beiden Oberflichen. Wir fassen
ein Molekiil des Induktionsfluidum in’s Auge, das im normalen
Gleichgewichtszustande in einem Punkte m der Oberfliche S liegt;
im Zustande des Spannungsgleichgewichtes ist dieses Molekiil nach
w' auf der Oberfliche S gelangt. Das Dreieck mnm’', dessen Seite
mn die senkrechte Entfernung zwischen beiden Oberflichen darstellt,
kann im Punkte » als rechtwinkelig aufgefasst werden. Die Dicke
der elektrischen Schicht ist also gleich der Projektion der Ver-
schiebung auf die Normale der Fliche (in Wirklichkeit geht die
Verschiebung senkrecht zur Oberfliche vor sich, wir brauchen aber
hier diese Eigenschaft des Induktionsfluidum gar nicht zu Hiilfe zu
rufen). Die Projektion hat die Grosse

_ K Oy O op\ K Oy
“f+ﬂ9+y"——4—n(“a7+ﬂ3;+yai) T dx

Dies ist aber gerade der Werth, den die gew6hnliche Theorie
fiir die Dicke der elektrischen Schicht angibt.

41. In dem Vorhergehenden wurden wir zu der Annahme ge-
fiihrt, dass der Druck in dem Induktionsfluidum == ¢ ist. Wir finden
uns dabei jedoch im Gegensatze mit einer anderen Theorie von

Maxwell, nach welcher der Druck in einem Punkte des Dielek-
3*
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trikum nicht gleich dem Potential, sondern proportional 2 (g—:)g ist.

Wir werden spiter auf diesen Widersprueh zuriickkommen.

42, Die oben angegebene Methode ist nicht die einzige,
welche man anwenden kann, um aus der Maxwell’schen Theorie
die Gesetze der elektrischen Vertheilung herzuleiten. Sie hat ausser-
dem den Uebelstand, dass sie nicht bestehen kann, wenn das In-
duktionsfluidum nicht existirt, oder wenn in dem Fluidum kein
Druck stattfindet. Nachdem wir bereits darauf hingewiesen haben,
dass die Hypothese von einem Induktionsfluidum nur als voriiber-
gehend zu betrachten sei, ist es nicht ohne Nutzen, noch eine andere
Methode anzugeben, nach welcher man die Gesetze von der elek-
trischen Vertheilung erhilt, ohne die Existenz dieses Fluidum vor-
aussetzen zu missen. Wir wollen dieselbe im Folgenden erdrtern:

Damit ein System im Gleichgewichte sei, ist es nothwendig
und hinreichend, dass seine potentielle Energie ein Minimum ist. Wir
werden also die Bedingungen fiir das elektrische Gleichgewicht er-
halten, indem wir ausdriicken, dass die potentielle Energie W ein
Minimum ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass die Variation
von W Null wird, wenn wir die f, g, » um irgend welche, mit den
Bedingungsgleichungen vertrigliche Grossen wachsen lassen. Was
nun auch die gewéhlte Theorie sein moge, immer miissen f, g, & der
Bedingung

of | 0

g oh
or 8 Qy +or = 0

gentigen, welche die Inkompressibilitit des Mediums ausdriickt.
Andrerseits betrachten wir einen beliebigen Leiter des Systems.

Dic Ladung M desselben muss bekannt secin; dann aber wird

(ct. § 18)
S (ef + By +yh) do=DM,

wobei das Integral tiber alle Elemente dw der Oberfliiche des Leiters
auszudehnen ist; «, 8, y bezeichnen die Richtungskosinus der Nor-
malen auf diesem Elemente und M eine gegebene Konstante.

Da dic Variation der potentiellen Energie Null sein muss,
so gilt (ef. § 34):

;A=
()‘\’\—5 K (

wobei das Integral tiber alle Volumenclemente dr des Diclektrikum
auszudehnen ist.

dh) dr= 0,
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Aus den Bedingungsgleichungen folgt weiter:

0

G 0
5 U+ oy %9+ gy =0,

5 [edf + 8dg + ydh) do=0.

Die Variationsrechnung lehrt uns, dass eine Funktion vy exi-
stirt, welche der Bedingung gentigt, dass:

S[flkﬂzf(yf_ ,/,25%([7”] dr=0.

Durch partielle Integration des zweiten Terms in der Klammer
erhalten wir:

j [ Jfof + 2 a’/’ Jf] dr — S(m//df+ By + ywdh) do =0.

Soll diese Gleichung identisch erfiillt werden, so miissen alle
Elemente des ersten Integrals Null sein, also:

f + 5 w
Dies ist aber genau die von Maxwell aufgestcllte Beziehung.
So bleibt schliesslich noch:

5; Y («df 4 pdy + ydh) do =0,

wobei das Integral sich auf alle Elemente der Oberfliche von allen
Leitern erstreckt.

Diese Gleichung muss fiir alle Werthe df, dg, ok erfiillt werden,
welche den Bedingungsgleichungen gentigen, d. h. es muss fiir jeden
der Leiter gelten:

S(ad‘f + Bdy + ydh) dw =0.

Die Regeln der Variationsrechnung sagen aber aus, dass dies
nur dann stattfinden kann, wenn 3 auf der Oberfliche eines jeden
der Leiter konstant ist.

So Dbesitzt denn das Potential ¥ in allen Punkten der Ober-
fliche jedes Leiters einen konstanten Werth, dieser Werth aber kann
von einem zum andern Konduktor schwanken.



Kapitel II1.

Theorie der Diclektrika von Poisson.
Wie liisst sich dieselbe auf die Maxwell’sche Theorie
zurickfithren?

43. Hypothesen von Poisson iiber die Zusammensetzung der
Dielektrika. In der Poisson’schen Theorie spielen die Dielektrika
eine weit weniger wichtige Rolle als bei Maxwell. Nach Poisson
hat n#dmlich das Dielektrikum nur die Bewegung der Elektricitit
zu hindern. Aber um die Zunahme der Kapacitit eines Konden-
sators zu erkldren, wenn man in ihm die Luft durch eine andere,
nicht leitende Substanz ersetzt, ist eine Hypothese nothwendig.
Eine analoge Schwierigkeit, welche in der Theorie des Magnetismus
entsteht, wurde von Poisson auf folgende Weise beseitigt.

Es handelte sich um die Erklirung des inducirten Magnetismus.
Poisson nimmt an, dass ein durch Induktion magnetisirtes Stiick
weichen Eisens aus ciner Menge magnetischer Elemente bestehe,
weleche von einander durch sehr kleine Zwischenridume getrennt
seien, die dem Magnetismus ,nicht zuganglich sind“ In jedem
dieser Elemente, denen Poisson der Einfachheit halber kugelige
Gestalt zuschreibt, konnen die beiden magnetischen Fluida sich
trennen und frei cirkuliren. )

Mosotti hatte nur diese Theorie auf die Elektrostatik zu tiber-
tragen, um die in einem Dielektrikum beobachteten Erscheinungen
zu erklédren. In dieser Hypothese ist die Luft das einzige, homogene
Dielektrikum; die anderen Diclektrika denkt er sich aus kleinen,
leitenden Kugeln zusammengesetzt, die in einer nicht leitenden
Substanz zerstreut liegen; die letztere hat dieselben Eigenschaften,
wie die Luft. Die dem specifischen Induktionsvermégen zuge-
schriebenen Erscheinungen lassen sich dann durch die anziehenden
und abstossenden Wirkungen der Elektricitit erkliren, welehe durch
Influenz in den leitenden Kugeln erzeugt wird.
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44. In dieser Theorie wie in der Maxwell’'schen gibt es Ver-
schiebungsstrome: Wir nehmen an, es befinde sich in der Um-
gebung der elektrisirten Leiter ein anderes Dielektrikum als Luft;
dann wird die neutrale Elektricitit der leitenden Kugeln im Dielek-
trikum vertheilt, und zwar wird eine Halbkugel positiv, die andere
negativ geladen. Setzt man nun die Leiter in Verbindung mit dem
Boden, so hort der Einfluss auf die Kugeln im Dielektrikum auf
zu wirken, und diese Kugeln erlangen wiederum den neutralen Zu-
stand. Die Elektricitdt verschiebt sich also von einer Halbkugel
zur andern und es treten somit Verschiebungsstrome auf. '

Es ist wahrscheinlich, dass Maxwell durch die Ansicht von
Poisson und Mosotti iiber die Natur der Dielektrika zu seiner Theorie
gefiilhrt wurde. Er sagt zwar, er habe dieselbe aus den Arbeiten
von Faraday geschopft und die Gesichtspunkte dieses beriihmten
Physikers nur in ein mathematisches Gewand gekleidet; Faraday
selbst aber hatte die Ideen von Mosotti tibernommnn (cf. Experi-
mental Researches, Faraday serie XIV, § 1679)!). Wir miissen
hierbei noch bemerken, dass, wie sich bald zeigen wird, die Inten-
sitit der Verschiebungsstrome nach der Theorie von Poisson und
derjenigen von Maxwell nicht denselben Werth besitzt. Jedoch
werden wir nachweisen, wie man beide Theorien zur Uebereinstim-
mung zu bringen vermag.

45. Man hat ungliicklicher Weise gegen die Theorie des Mag-
netismus von Poisson schwerwiegende Einwinde erhoben, und es
ist allerdings sicher, dass die Ableitungen des gelehrten Mathe-
matikers an Strenge zu wiinschen {ibrig lassen. Die Einwiirfe richten
sich natiirlich auch gegen die Theorie von Mosotti, welche sich von
der ersteren, was den mathematischen Gesichtspunkt anbelangt, nicht
unterscheidet.

Dieser Umstand bestimmt mich, Poisson’s Ableitungen hier nicht
wiederzugeben, ich beschrinke mich vielmehr darauf, den Leser,
welcher sich eingehender damit zu beschiftigen wiinscht, auf fol-
gende Quellen zu verweisen: Der Originalaufsatz von Poisson iiber
die Theorie des Magnetismus ist im V. Bande der Mémoires de I’Aca-
démie des Sciences (1821—1822) erschienen. Eine melir elementare
Theorie, welche aber denselben Einwiirfen unterliegt, enthilt der
erste Band der ,Lecons sur I’Electricité et le Magnetisme“ von
Mascart und Joubert (pag. 162—177)%). Es ist dies dieselbe, die
ich in meinen Vorlesungen entwickelt hatte.

) Deutsche Ausgabe von Kalischer. Berlin, Jul. Springer.

%) Deutsche Ausgabe von Levy. Berlin, Jul. Springer.
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Ebenso verweise ich auf den Artikel 314 der zweiten Ausgabe
des Maxwell!), in dem der englische Gelehrte in einer hochst origi-
nellen Weise eine Theorie entwickelt, welche dem mathematischen
Gesichtspunkte nach mit derjenigen von Poisson und Mosotti iiber-
einstimmt, die sich aber auf ein ganz anderes physikalisches Problem
bezieht, nidmlich auf das eines elektrischen Stromes durch einen
anisotropen Leiter.

Endlich méchte ich noch ganz besonders die Lektiire des Auf-
satzes von Duhem {iiber die Magnetisirung durch Induktion empfehlen
(Paris, Gauthier-Villars 1888 und Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse), in welcher die Berechnungen von Poisson und die
Einwinde, welche man dagegen erheben kann, mit der grossten
Klarheit auseinandergesetzt werden.

Ich gehe nunmehr dazu iiber, die Theorie zu entwickeln, wobei
ich mich von diesen Einwiirfen frei zu machen suchen will. Zu
diesem Zwecke muss ich die Vertheilung der inducirten Elektrieitit
durch eine in einem gleichférmigen Felde befindliche Kugel kennen.

46. Kugel in einem gleichféormigen Felde. Wir betrachten eine
in einem gleichférmigen elektrischen Felde befindliche leitende Kugel
und bezeichnen mit ¢ den Werth des Potentials, das von den ausser-
halb befindlichen elektrischen Massen in einem Punkte dieses Feldes
hervorgerufen wird. Die elektrische Kraft, welche auf die Einheit
der in irgend welchem Punkte befindlichen elektrischen Masse wirkt,
hat zu Komponenten :

Oy oy . oy '

oz’ oy’ 02

Legt man die X-Axe parallel zu den Kraftlinien des Feldes,
so ist diese elektrostatische Kraft, welche wir mit ¢ bezeichnen
wollen

81//
lf:—ﬁ-

Die in dem Ielde befindliche leitende Kugel wird durch In-
fluenz elektrisirt, und das elektrische Gleichgewicht ist erreicht, wenn
die durch die Vertheilung auf der Kugeloberfliche hervorgerufene
clektrostatische Kraft in jedem Punkte des Innern ¢ gleich und
cntgegengesetzt gerichtet ist. Wir suchen nun den Ausdruck fiir
diese Kraft.

') Deutsche Ausgabe von Weinstein. Berlin, Jul. Springer.
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47. Befindet sich die leitende Kugel im neutralen Zustande,
so konnen wir uns vorstellen, dass sie aus zwei gleichen Kugeln
mit demselben Mittelpunkte besteht, von denen die eine mit positiver,
die andere mit einer gleichen Menge negativer Elektricitiit geladen
ist; jede dieser Ladungen befinde sich nicht nur auf der Oberfliche,
sondern sei auch im ganzen Innern der Kugel gleichférmig ver-
breitet. Die Resultante der durch diese Kugeln auf einen #usseren
Punkt ausgeiibten Wirkungen ist offenbar gleich Null. Verschieben
wir die negative Kugel so, dass ihr Mittelpunkt in O’ zu liegen
kommt (Fig. 5), wihrend der Mittelpunkt der positiven Kugel in O

Fig. 5.

bleibt, so heben sich die Wirkungen dieser Kugeln nicht mehr auf.
Wir kénnen also die der Influenz unterworfene leitende Kugel als
aus zwei Kugeln bestehend auffassen, die im entgegengesetzten Sinne
elektrisirt sind und deren Centra nicht mehr zusammenfallen.

48. Bekanntlich ist die Anziehung einer homogenen Kugel auf
einen in ihrem Innern in der Entfernung r vom Mittelpunkte be-
findlichen Punkt dieselbe, als wenn die in der Kugel vom Radius
r vorhandene Masse im Mittelpunkte derselben vereinigt wire.
Nennt man ¢ die elektrische Dichtigkeit in jedem Punkte der Kugel,
so erhidlt man fiir die elektrostatische Kraft, welche auf den be-
trachteten Punkt ausgeiibt wird

1 4

== ——_ = .
F= g e g rme
Bezeichnet man mit zy, y,, 2, die Koordinaten des Kugelmittelpunktes,
mit #, y, z die Koordinaten des betrachteten Punktes, so sind die
Komponenten der Anziehung, welche von der Kugel auf die in einem
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Punkte ihres Innern befindliche elektrische Masseneinheit ausgeiibt
wird, resp.:

4 4 4
5 (@ —70) e; 37y — ) e g rle—2)e.

49. Wir wollen diese Formeln auf zwei Kugeln anwenden,
welche die durch Influenz elektrisirte leitende Kugel ersetzen.
Wihlen wir als Koordinatenanfang den Mittelpunkt O der positiven
Kugel und als X-Axe die Verbindungslinie der beiden Mittelpunkte
0—O0', dann erhalten wir fiir die X-Komponenten des Zusammen-
wirkens der Krifte, welche die beiden Kugeln auf die in einem
Punkte des Innern «, y, z befindliche Einheit elektrischer Masse
ausiiben,

4 4 4

3 meY — _3“”9(”—'-”0)=*3“"(""07
wobei #z, die Abscisse von O’ bezeichnet. Die Komponenten nach
den Y- und Z-Axen sind, wie man leicht sieht, gleich Null. Damit
also ein im Innern der Kugel befindliches elektrisches Molekiil
unter der Wirkung des gleichformigen Feldes ¢ und der durch In-
fluenz auf der Kugel hervorgerufenen Elektricitiit im Gleichgewicht
sei, muss die Verbindungslinie der Mittelpunkte der positiven und
negativen Kugel dem Felde parallel sein und die Entfernung dieser
Mittelpunkte der Gleichung

4
g=—-5 7m0

gentigen.

Da ausserdem die Dichtigkeiten der Kugeln nur der Bedingung
unterliegen, dass sie absolut genommen gleich sein miissen, so
koénnen wir annehmen, dass diese Dichtigkeiten -~1 und — 1 sind;
dann erhalten wir:

4
(1) q:_?ﬂ"’(n

cine Gleichung, welehe uns die Entfernung der Mittelpunkte beider
Kugeln liefert.

50. Wir konnen leicht den Werth des Potentials finden, das
von ciner influenzirten Kugel herriihrt und in einem Punkte M
ausserhalb dieser Kugel gilt. Da die Anziehung einer homogenen
Kugel auf einen Aussenpunkt dieselbe ist, als wenn die ganze elek-
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trische Masse im Mittelpunkte vereinigt wire, so erhalten wir fir
das Potential in M den Ausdruck:

worin R den Radius jeder der Kugeln bedeutet, r und ' die Ent-

fernung des Punktes M von den Mittelpunkten O und O. Wir

nennen den Winkel zwischen der Richtung O M und der X-Axe=w

und vernachlissigen die unendlich kleinen Groéssen zweiter Ord-

nung, indem wir , als Grosse erster Ordnung betrachten. Dann

liisst sich der vorhergehende Ausdruck folgendermaassen schreiben:
_ i 2R3 Zo COS w

3 72

oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (1)

3 CoOsS w
72

®) 7R

51. Die elektrische Vertheilung auf der inducirten Kugel er-
hilt man auf ebenso einfache Weise. Die Dicke der negativen
Schicht in einem Punkte P ist

8gcosw

PP’ =PP" cos w =z, 08 w0 = — 1 3
n

demnach ist die Dicke der elektrischen Oberflichenschicht der
Grosse und dem Vorzeichen nach durch den Ausdruck §TTC::S—LU
gegeben.

Man nennt eine leitende Kugel, auf welcher die elektrische
Vertheilung dieselbe ist, als wenn sie sich innerhalb eines gleich-
formigen Feldes befiinde, polarisirt.

52. Polarisation der Dielektrika. Wir betrachten nun ein
Dielektrikum, das nach der Theorie von Mosotti zusammengesetzt
sein soll und der Einwirkung von ausserhalb gelegenen elektrisirten
Koérpern unterworfen ist. Jede der Kugeln, die es enthilt, wird sich
polarisiren. In der That kann, da die Dimensionen der Kugeln
sehr gering sind, das elektrische Feld in der Nachbarschaft einer jeden
als gleichformig betrachtet werden.

Es ist wahr, dass die elektrische Vertheilung auf der Ober-
fliche von einer dieser Kugeln durch den Einfluss der benachbarten
Kugeln gestort werden kann; wir brauchen jedoch diese Stérungen
nicht in Rechnung zu ziehen, denn



44 Theorie der Dielektrika von Poisson.

1. haben bei der unregelmissigen Vertheilung der Kugeln
diese Einwirkungen das Bestreben, sich gegenseitig zu neutralisiren.

2. Wenn man auch annimmt, dass die Vertheilung auf der
Oberfliche einer Kugel nicht ebenso stattfindet, wie es in einem
gleichférmigen Felde der Fall wire, so werden doch diese Unregel-
missigkeiten wiedergegeben durch Kugelfunktionen hoéherer Ord-
nung. Betrachtet man demnach das Potential in einem Punkte,
welcher in einer Entfernung » vom Mittelpunkte der Kugel liegt,
dann werden die Terme, welche von diesen Unregelméssigkeiten

. 1
abhingen, eine hohere Potenz von ” enthalten, und zu vernach-

lissigen sein, wenn » im Verhiltnisse zum Radius der Kugel sehr
gross ist.

Wir konnen also sagen: Ein Dielektrikum, dessen séimmtliche
Kugeln polarisirt sind, ist selbst polarisirt.

53. Wir haben jetzt die Komponenten der elektrischen Polari-
sation zu definiren, welche demjenigen entsprechen, was man in der
Theorie des Magnetismus als Komponenten der Magnetisirung be-
zeichnet.

Weiter oben fanden wir, dass das Potential der Kugel auf einen
dusseren Punkt war:

cos 3 g i
. R3 d _ 2
¢ R o oder = 4T T

wenn wir mit » das Volumen der Kugel bezeichnen.

Hitte man beliebige Koordinatenaxen gewihlt, so wiirden wir
fiir das Potential der polarisirten Kugel, deren Mittelpunkt die
Koordinaten @, y, z besitzt, gefunden haben:

1 1 1
Csulew v e Y e O
in |0z T ow oy Oy 9 0z

Wir denken uns nun cin Volumenelement dz des Dielektrikum,
das eine sehr grosse Anzahl » von Kugeln enthilt, die jedoch immer-
hin klein genug ist, um das Feld als gleichférmig ansehen zu
koénnen. Das Potential der » in diesem Elemente enthaltenen Kugeln
wird dann sein:

1 1 1
3au |y 87? o 87 v 87

T ya e T Ty ey e e

(%)
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Setzen wir nu = hdr, wobei & das Verhiiltniss zwischen dem
Volumen der Kugeln und dem totalen Volumen des Dielektrikum
bezeichnet, und fiihren ausserdem ein:

A 3B 2w L 3h dw o 3k &y

iz Oz’ T 4n oy T 4x 0s

dann erhalten wir fiir das Potential, das von dem polarisirten Ele-
mente dr heriihrt:

oL = o

Die drei Grossen A, B, C sind die Komponenten der Polari-
sation, und das von dem gesammten Dielektrikum herriihrende
Potential lisst sich schreiben in der Form:

V=§dr

wobei das Integral iiber das ganze Dielektrikum ausgedehnt werden
muss; oder durch theilweise Integration:

@) V=5&QM+MB+n®—§ﬂW%HJB+@y
r r \0Ox Oy 02

o ¢ o
A+ B+ C—

Das erste Integral erstreckt sich {iiber alle Elemente dw der
Oberfliche, welche das Dielektrikum begrenzt; /, m und n bezeichnen
die Richtungskosinus der Normalen auf dieser Oberfliche. Das
zweite Integral ist {iber das ganze Volumen des Dielektrikum aus-
zudehnen.

54. Es sei nun V, das von den ausserhalb befindlichen elektri-
sirten Korpern herriihrende Potential und s eine der kleinen leiten-
den Kugeln, deren Mittelpunkt in einem beliebigen Punkte O liegen
moge. Um die Bedingungen des elektrischen Gleichgewichts auf
dieser Kugel zu finden, theilen wir das Volumen des Dielektrikum
in zwel Theilvolumina ¢ und »”; das zweite dieser Volumina soll
sehr klein sein und die Kugel s enthalten.

Ein in O befindliches elektrisches Molekiil muss im Gleich-
gewichte sein unter dem Einflusse:
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1. der iHusseren, elektrisirten Korper,

2. des Volumen ¢' des Dielektrikum,

3. der ibrigen, im Innern von v" gelegenen Kugeln, abgesehen
von s,

4. der Kugel s.

Wir setzen voraus, dass das Volumen »", wenn es auch eine
sehr grosse Anzahl von Kugeln enthiilt, doch geniigend Kkiein ist, um
die Komponenten A, B, C als konstant betrachten zu diirfen, und
wir wihlen die Lage der Koordinatenaxen so, dass B und C, dem-
nach auch 2%
oy

und %’ Null werden.

Es miissen sich nun die Komponenten aller dieser Wirkungen
nach der X-Axe zerstoren.

Um jede Verwirrung zu vermeiden, wollen wir fiir den Augen-
blick die Koordinaten des anziehenden Punktes z, y, 2 nennen, die-
jenigen des angezogenen Punktes &, %, {, so dass

= — O+ (g — 1)+ (e — D

Wir bezeichnen mit 3 das Potential des gleichfsrmigen Fel-
des, welches auf jeder der leitenden Kugeln die augenblicklich
herrschende Polarisation hervorbringen wiirde, und das gesammte
vorhandene Potential mit V + V, =TU. Die Komponenten der
Wirkungen des gleichfésrmigen Feldes bezeichnen wir auch ferner-

. . 31// 8w 31//
hin mit o) -—W7 —

Die von den #usseren Korpern herriihrende Komponente wird
— %\; sein, die von der Kugel s herriithrende: 4 g%’, da die Kugel

S
nach unserer Voraussetzung so polarisirt ist, wie sie es unter der
Wirkung eines gleichférmigen Feldes von der Intensitiit ——%
sein wiirde.

55. Wenn die Oberfliche 6, welche die beiden Theilvolumina
»' und »” trennt, passend gewiihlt wird, so wird die Wirkung der
Kugeln ausser s, welche noch innerhalb »” liegen, Null.

Es seien a, b, ¢ die Koordinaten des Mittelpunkts einer dieser
Kugeln, wihrend der Punkt O als Koordinatenanfang gewihlt
werden soll. Dann hat die elektrostatische Kraft, welche durch
diese Kugel im Punkte O ausgeiibt wird, als Komponente in der
Richtung der X-Axe:
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__3u 81/; a? + b 4+ ¢ —3a?
T An ox 0x*  4m Oz '

5
(a2+b2+c2) —2—

Hieraus ergibt sich, dass die Wirkungen der drei Kugeln,

deren Mittelpunkte durch die Koordinaten
(@, b,¢); (byc,a); (¢c,a, b)
Dbestimmt sind, sich gegenseitig zerstoren.

Besitzt also die Oberfliche o kubiseche Symmetrie und #ndert
sich dieselbe nicht, wenn man die drei Koordinatenaxen vertauseht,
dann werden sich die Wirkungen der verschiedenen im Innern
dieser Oberfliche enthaltenen Kugeln aufheben. Nur weil Poisson
diese Annahme micht gemacht hatte, ist seine Ableitung micht streng richtig.

Wir wollen nun zur Fixirung der Vorstellung voraussetzen,
dass die Oberfliche o eine Kugel ist, deren Mittelpunkt in O liegt.

56. Es bleibt dann noch die Wirkung des Volumens ¢ zu be-
stimmen. Diese ist gleich

oV’
—a

wenn wir unter V' das Integral:

S S S o~
d‘l B —a—y— + C T y
ausgedehnt iiber das Volumen ¢, verstehen, und wir erhalten

V=V-V,

wobei V" dasselbe Integral bedeutet, das iiber das Volumen ¢" zu
erstrecken ist. Hieraus folgt:

oV _ov oV,
0k 0% 0%

Ausserdem aber gilt, wie wir weiter oben gesehen haben

dw (h A 0B  oC
_S*(ZA-{—mB—f—nC) —U T(F;-FW_;_ 8Z),

wobei sich das erste Integral auf die Oberfliche ¢ und das zweite
auf das Volumen »” bezieht.
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Hieraus ergibt sich:

ov"” dw dr 0A 0B  0oC
?§_=57 x (lA+mB+nC)——5?—z (6—.1:_’--87_*_5‘)

Ist der Radius der Kugel unendlich klein, so ist dasselbe auch
fir den Werth des zweiten Integrals der Fall, nicht aber fiir den-
jenigen des ersten Integrals.

Ausserdem aber sind unter dieser Voraussetzung A, B und C
als Konstante zu betrachten, und wir haben bereits angenommen,
dass B und C Null sein sollen. Dann ergibt sich:

ov"” zl
OE =A§ o dw .

Nun ist aber ! der Richtungskosinus der Normalen auf der

Kugeloberfliche, = %, und somit:
%:Af o = %nzx

57. Die Gleichgewichtsbedingung lisst sich nun schreiben:

av, Oy ov 4 .
——55—-}“%——?}?—%—3—”1—\—0

oder:

V4V _oUu _ 4 AN
o T o ?"( h)‘ :

Hitte man, anstatt die Polarisationsrichtung im betrachteten
Punkte als Axe zu nehmen, ganz beliebige Axen gewdhlt, so wiirde
man an Stelle der einzigen Gleichung, dic wir soeben abgeleitet
haben, folgende Gleichungen erhalten haben:

ou

(1—K)A&;=4nA,
-~ U
1-—K) 3 =4nB,
cu

1-K)$2 =4ncC,
oz
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worin zur Abkirzung gesetzt ist:

3h
1—4’

(K —1)=

also:

K-—1

h=gx19-

Wir schreiben ausserdem den gewohnlichen Bezeichnungen ge-
méiss U fir U
ox P

da eine Verwechselung nicht mehr zu befiirchten ist.
58, Differentiirt man diese drei Gleichungen resp. nach z, ¥ und

¢ und addirt sie, so folgt:

()= () (x 2 a

was keine Unzutrdglichkeiten mit sich bringt,

—w\Fw) e By T \R e
6A L 0B | oC

Nun ist V, das von den ausserhalb befindlichen Koérpern her-
riithrende Potential, es ist deshalb 4V, =0.

Andrerseits zeigt die Gleichung (3), dass V als Potential einer
Oberflichenschicht von der Dichtigkeit

(A 4+ mB + 2C)

angesehen werden kann, welche auf der Oberfliiche des Dielektrikum
ausgebreitet ist, weniger dem Potential einer in diesem ganzen
Volumen verbreiteten Elektricititsmenge von der Dichtigkeit

0A 0B A 0C
( Oz Oy 0z ) '
Hieraus folgt, dass

0A 0B | 0C

und demnach:

0 oUu 0 U bl ou
W(K’az) oy (Ka_y) +87(Ka—z)—°'

Nun bedeutet U=V + V, das Potential; die Vergleichung der
Poincaré, Elektricitit und Optik I. 4



50 Theorie der Dielektrika von Poisson.

eben abgeleiteten Gleichung mit den Fundamentalgleichungen der
Elektrostatik zeigt demnach, dass K nichts anderes ist, als das In-
duktionsvermégen.

59. Es ist also in einem nach der Ansicht von Mossotti zu-
sammengesetzten Dielektrikum, welches das Induktionsvermogen K
besitzt, das Verhiltniss des durch die Kugeln angefiillten Raumes
zum Gesammtvolumen gegeben durch

K—1
K42

h=

Ausserdem findet man:

ou _ Oy
(l—K)H——llnA_—?)k-a;-

Die elektrische Verschiebung nach der Maxwell’schen Theorie
ldasst sich dann folgendermaassen ausdriicken:

__ K ou_ 384 K oy ___ 3 K oy
= e T T iR K—1 G = in K22 b

Die beiden anderen Komponenten der Verschiebung sind Null,
wenn wir unserer Voraussetzung gemiss als X-Axe die Polarisations-
richtung im betrachteten Punkte wiihlen. Nennen wir gleichzeitig
mit Bezug auf unsere Bemerkungen im § 46 ¢ die Intensitit des
gleichférmigen Feldes, welches unsre kleinen Kugeln in einen eben-
solehen Zustand der Polarisation versetzen wiirde, in dem sie sich
thatséichlich befinden, so erhalten wir:

31/;
T "
und
3 K
@ e SR

60. Wir haben gesehen, dass in der Theorie von Poisson und
Mossotti die Polarisation der kleinen, leitenden Kugeln sich indert,
wenn man das elektrische Feld veriindert, in welchem sie sich be-
finden, und dass die Stréme, welche in diesen kleinen Kugeln ent-
stchen und ecine Folge dieser Verdnderung sind, mit den Ver-
schiebungsstromen von Maxwell identificirt werden diirfen. Es ist
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wichtig, die Intensitit dieser Verschiebungsstréme in den beiden
Theorien vergleichen zu koénnen.

Zu diesem Zwecke werde ich den Werth /' der elektrlschen
Verschiebung in der Mossotti’schen Theorie berechnen und den-
selben mit dem soeben gefundenen Werthe f vergleichen.

Jede unserer Kugeln ist polarisirt, als ob sie der Wirkung
eines gleichférmigen Feldes von der Intensitiit ¢ unterworfen wiire.

Nun ist nach dem, was wir in § 49 gefunden haben, der ganze
Vorgang so beschaffen, als ob zwei Kugeln von demselben Radius
vorhanden wéiren, deren eine mit positivem Fluidum von der Dich-
tigkeit 1, die andere mit negativem Fluidum von derselben Dichtig-
keit erfiillt ist, und als ob die negative Kugel, welche im normalen
Gleichgewichtszustande mit der positiven Kugel zusammenfiele,
unter dem Einflusse eines gleichfoérmigen Feldes von der Intensitiit
¢ eine Verschiebung =z, erlitte, welche durch die Formel

= —
T 3 0

gegeben ist.

Alles wird also so vor sich gehen, als ob eine gemeinsame
Verschiebung der elektrischen Fluida in simmtlichen kleinen Kugeln
stattfinde. Aber die leitenden Kugeln nehmen nicht den gesammten
Raum des Dielcktrikum ein, sic sind vielmehr durch ein isolirendes
Medium von einander getrennt, das dieselben Eigenschaften, wie die
Luft besitzt, und die Summe ihrer Volumina steht zuin gesammten
Volumen des Dielektrikum im Verhiltnisse von A:1. Die Summe
der positiven Ladungen, welche sich auf diesen Kugeln befinden,
ist also Amal kleiner, als die Summe dieser Ladungen in der Hypo-
these, nach welcher das ganze Volumen des Dielektrikum durch
leitende Kugeln gebildet wiirde. Da das gleiche fiir die negativen
Ladungen stattfindet, so kommt es auf dasselbe hinaus, als wenn
man- annimmt, dass jedes der Fluida im ganzen Dielektrikum aus-
gebreitet ist, jedoch nur die Dichtigkeit 2 besitzt, oder dass jedes
von ihnen nur einen Bruchtheil 2 vom Volumen des Dielektrikum,
aber mit einer Dichtigkeit = 1, erfiillt. Die Grosse der mittleren
Verschiebung wird offenbar in beiden Fillen dieselbe sein. Nehmen
wir die erste Hypothese an, so konnen wir auf die dielektrische
Kugel die Formeln des § 49 anwenden, wenn wir darin nur z, durch
hz, ersetzen, da in diesen Formeln die Dichtigkeit 1 vorausgesetzt
wurde und dieselbe in unserem Falle nur = % ist. Diese Grosse hz,
gibt also die mittlere Verschiebung an, welche das negative Fluidum
in dem Dielektrikum unter der Einwirkung des Feldes erleidet. Er-

4%
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setzen wir z, durch seinen aus der Gleichung (1) entnommenen
Werth, so erhalten wir fiir diese Verschiebung — % ———4?; , und dem-
nach fiir die Verschiebung des positiven Fluidum im Verhéltniss zum
negativen Fluidum, die sich nur durch das Vorzeichen von der vor-
hergehenden unterscheidet

,__, 3¢
fr=h 4n
Nun hat man:
K—1
®) h=%xr3-

Wenn nun auch nach dieser Gleichung die dusseren Verhéilt-
nisse dieser Dielektrika in den beiden Theorien dieselben sind, so
haben doch die Intensititen der Verschiebungsstrome in beiden nicht
denselben Werth. Fiihren wir namlich diesen Werth % in den Aus-
druck fir /' ein, so erhalten wir fiir die Griosse der Verschiebung
nach der Poisson’schen Theorie:

3p K-—1

© S =4 Ky2

welche von der durch die Formel (4) gegebenen Verschiebung nach
der Maxwell’schen Theorie wesentlich abweicht. Das Verhéltniss
dieser Grossen wird:

Dies ist auch das Verhéltniss der Intensitéiten der Verschiebungs-
strome in den beiden Theorien. In der Luft ist ‘die Intensitiit des
Verschiebungsstromes = Null, wenn man die Annahmen von Poisson
zu Grunde legt, da die Formel (6) fir K=1:/=0 giht, und da
das specifische Induktionsvermogen der Luft gleich 1 ist. In der
Maxwell’'schen Theorie hat die Verschiebung in der Luft nach der

Formel (4) den Werth f= ?}q) , und in Folge dessen ist, entgegen

T
dem Ergebnisse der Poisson’schen Theorie, die Intensitit des Ver-
schiebungsstromes in diesem Medium nicht gleich Null. Hierin be-
steht der wichtigste Unterschied zwischen den heiden Theorien, deren
Konsequenzen wir soeben verglichen haben.
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61. Modification der Theorie von Poisson. Zellen. Es ist
jedoch moglich, wie wir schon im Anfange dieses Kapitels be-
merkten, durch Einfiihrung einiger sekundirer Abidnderungen die
Resultate der Poisson’schen Theorie mit denjenigen der Maxwell’-
schen in Uebereinstimmung zu bringen. Dies wollen wir nun nach-
weisen.

Zundchst ist zu bemerken, dass die Formeln (5) und (7),
welche 2 und das Verhiltniss der Verschiebungen geben, nicht
homogen sind, was daher kommt, dass wir das specifische Induk-
tionsvermogen der Substanz, welche nach der Poisson’schen Theorie
die leitenden Kugeln trennt, gleich 1 gesetzt haben.

Es ist leicht nachzuweisen, dass, wenn wir mit K, das In-
duktionsvermogen dieser Substanz bezeichnen, die Formeln (5) und (7)
tibergehen in:

K — K, S _K—K,

h=m——a=

K+ 2K’ 7 K

Diese letzte Formel zeigt, dass fiir ein sehr kleines K, das
Verhiltniss der Verschiebungen nahezu = 1 ist. Die Intensitiiten
der Verschiebungsstrome wiirden also in beiden Theorien nahezu
denselben Werth crhalten, wenn K, unendlich klein wire, was er-
fordert, dass k sich sehr wenig von der Einheit unterscheidet, d. h.,
dass der nicht leitende Raum, welcher die leitenden Kugeln trennt,
unendlich klein ist. Wir haben nun die Hypothese von der Kugel-
gestalt der Leiter, welche im Dielektrikum eingebettet liegen, nur
eingefiihrt, um die Rechnungen zu vereinfachen; da aber die daraus
gezogenen Schliisse fiir eine ganz beliebige Gestalt der Leiter wahr
bleiben, so kénnen wir uns das Dielektrikum aus leitenden Zellen
bestehend denken, die durch nicht leitende Zwischenwiinde ge-
schieden sind. Um die Theorie von Poisson mit der von Maxwell
zur Uebereinstimmung zu bringen, geniigt es, anzunehmen, dass die
Zwischenwinde eine unendlich geringe Dicke besitzen, da sich dann
h nur unendlich wenig von der Einheit unterscheidet, und dass die-
selben aus einer isolirenden Substanz bestehen, deren specifisches
Induktionsvermoégen K; unendlich klein ist. Wir wollen nun nach-
weisen, dass sich diese Uebereinstimmung in allen aus der Maxwell’-
schen Theorie hergeleiteten Schliissen wiederfindet, und dass die
letztere, vom mathematischen Gesichtspunkte aus betrachtet, mit der
so modificirten Poisson’schen Theorie identisch ist.

62. Ausbreitung der Wirme in einem homogenen Medium.
Die Durchfiihrung der nothwendigen Rechnungen wird uns Glei-
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chungen liefern, welche den von Fourier bei der Untersuchung der
Wirmeleitung aufgestellten vollkommen entsprechen. Um nun die
mathematische Analogie zwischen den Erscheinungen der Elektri-
citit und der Wirme besser hervorheben zu konnen, wollen wir
kurz die Fourier’sche Theorie auseinandersetzen.

Dieselbe beruht auf folgenden Annahmen: Wenn sich zwei
Molekiile eines Korpers auf verschiedener Temperatur befinden, so
findet eine Wirmeabgabe vom wirmeren an das kiiltere Molekiil
statt. Die Wirmemenge, welche wiihrend einer bestimmten Zeit
iibergeht, ist eine Funktion der Entfernung; sie nimmt bei wach-
sender Entfernung sehr rasch gegen Null ab und hiingt nicht von
der Temperatur ab; endlich ist diese Wirmemenge proportional der
Temperatur-Differenz (V, — V,) der beiden Molekiile. Aus dieser
Hypothese geht hervor, dass die Wéirmemenge, welche wihrend
einer Zeit dt von einem Molekiil zu einem anderen iibergeht, gegeben
wird durch

) dg=—CdtaV,

wobei 4V die Aenderung der Temperatur bezeichnet, wenn man
in der Richtung des Wirmestromes weitergeht, und C eine von der
Temperatur unabhingige Grosse.

63. Wir fassen ein unendlich kleines, rechtwinkeliges Parallele-

8 5 %
f L
af L& .a/ |
e _8a ¢
¥ 0

Fig. 6.

pipedon ABCD A'B'C'D' (Fig. 6) in’s Auge, das innerhalb des Korpers
liegt, und withlen die Koordinatenaxen parallel zu den drei Axcn
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des Parallelepipedon. Bezeichnen wir mit dr das Volumen des-
selben, mit dw die Oberfliche eines zur X-Axe senkrechten Schnittes,
mit @« und b die Koordinaten der Endpunkte A und A’ einer zur
Axe parallelen Kante, dann gilt die Beziehung:

dr=dw (b—a) .

Wir suchen die Wirmemenge Qdw dt, welche den Schnitt dw
wihrend des Zeitintervalls dt durchstromt. Zu diesem Zwecke be-
stimmen wir auf zwei verschiedene Weisen das Integral

b
2) 57((.2 dw dt) dzx ,

das die Summe der Wirmemengen gibt, welche alle senkrecht zu
OX geflihrten Schnitte des Parallelepipedon wihrend der Zeit d¢
durchfliessen.

Sieht man die Wiarmemenge, weleche durch jeden Schnitt dw
des unendlich kleinen Parallelepipedon fliesst, als konstant an, so
gibt die Integration unmittelbar:

Qdwdt(b—a)=Q drdt.

64. Um cinen anderen Ausdruck fiir diese Grosse zu gewinnen,
legen wir durch das Parallelepipedon senkrecht zu OX irgend einen
Schnitt EFGH (Fig. 6) und nehmen rechts und links davon die
Molekiile M und M’ an. Nach den Fourier’'schen Annahmen ist die
Wirmemenge, welche wihrend der Zeit dt vom einen zum anderen
iibergeht:

@) gdt=—CdtdV,

und die Summe der Wirmemengen, welche durch alle Schnitte des
Parallelepipeds fliessen, ist:
b
5‘(9 dt) dw .
a

Aber fiir die Schnitte, welche nicht zwischen den Molekiilen
liegen, gibt es keine Wirmebewegung, und die Elemente des In-
tegrals, welche diesen Schnitten entsprechen, sind Null. Es gentigt
also, als Integralgrenzen die Koordinaten « und z -+ 4z der Punkte
M und M’ zu wihlen; man erhilt dann:
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o+dx

(gdt)de = g Az dt.

x

Die anderen Molekiilpaare des Parallelepidedon geben analoge
Werthe; ihre Summe ist genau der Werth des Integrals (2) und wir
erhalten demnach:

) Qdrdt = Zq dw dt.

Nun liefert aber die Gleichung (3) fiir ¢ den Ausdruck:

q=—0(gdx + -gyXAy + gaz),

wobei in der Entwickelung die zweiten und hoheren Potenzen von
dx, dy, 4z vernachlissigt worden sind, was erlaubt ist, da wir voraus-
gesetzt haben, dass der Wirmeaustausch nur unter sehr nahen Mole-
kiillen vor sich gehen soll, und die vernachlissigten Termen dann
im Verh#ltniss zu den ersten Termen der Entwicklung sehr kleine
Grossen sind. Fiihren wir diesen Werth von ¢ in die Gleichung (4)
ein, so folgt:

(A

®) Qdr=— o

3Cde? — %—VZCA.vAy——aXZCAxAz.
y 0z

Da C nach Voraussetzung unabhingig von der Temperatur
sein sollte, héngen auch die partiellen Differentialquotienten von V
nicht mehr davon abj; Q ist also eine lineare und homogene Funktion
dieser Differentialquotienten.

65. Ist der betrachtete Korper isotrop, so reducirt sich diese
Funktion auf ein einziges Glied. In der That darf sich in diesem
Falle der Ausdruck fiir Q nicht verdndern, wenn man « durch — x
ersetzt, und zu diesem Zwecke miissen die partiellen Differential-
quotienten von V mach y und z auf der rechten Seite der Gleichung
verschwinden. Wir erhalten also einfach:

Qdr= — —a\—IE'Cd.ﬁ
a.v

und, wenn wir
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2 C dx?
A= dr
setzen, so folgt:
LoV
U=—Aa7

Die Konstante A ist der Koefficient des Wirmeleitungs-
vermogens.

Ist das Medium isotrop, so bleibt der Werth des Koefficienten
fiur alle Richtungen derselbe; wir finden also fiir die Warmemenge,
welche durch die Einheit der zu den anderen Koordinatenaxen senk-
rechten Oberflichen in der Zeiteinheit hindurchgeht

ov
Q———Aw,

ov
Q=—A%

Im Allgemeinen werden wir also fiir ein irgendwie gerichtetes
Element erhalten:
ov

wobei drn eine unendlich kleine, auf der Normalen des Elementes
abgetragene Grosse bedeutet.

66. Analogieen mit der Verschiebung der Elektricitit in den
Zellen. Im Innern einer jeden dieser leitenden Zellen ist das Poten-
tial ¥ konstant, dasselbe #ndert sich jedoch plotzlich, wenn man die
die Zellen begrenzenden isolirenden Winde durchsetzt; ¢ ist also
eine unstetige Funktion der Koordinaten. Wir wiirden diese Funktion
in unsere Rechnungen nicht einfiihren kénnen, ohne Annahmen iiber
ihre Form zu machen, und es ist einfacher, statt dessen eine stetige
Funktion zu betrachten, deren Werth sich in jedem Punkte nur
wenig von demjenigen von vy unterscheidet. Wir setzen voraus, dass
beide Funktionen in den Schwerpunkten G, G, G;.... der ver-
schiedenen Zellen einander gleich sind, dann wird der Fehler, den
man begeht, wenn man fiir ¢ eine stetige Funktion setzt, von der-
selben Grgssenordnung sein, wie die Dimensionen der Zellen, und
letztere konnen wir immer als sehr klein voraussetzen.
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Wir wollen nun eine dieser Zellen (Fig. 7) n#her in’s Auge
fassen. Wenn das Dielektrikum nicht der Wirkung eines Feldes
unterworfen ist, so bleibt die Zelle im neutralen Zustande; im ent-

gegengesetzten Falle wiirden auf ihren Ober-

a__s, flichen S,, S,, S;, S, gewisse Mengen ¢y, 9, 93, ¢4

von Elektricitiit auftreten; da jedoch die leitende
S, s,  Zelle stets isolirt bleibt, so ist die Summe dieser
Elektricititsmengen = O,

s G+gta+ea=0.
3

Fig. 7. Verdndert sich die Stirke des Feldes, dann

#ndern sich auch die Ladungen der Oberflichen

der Zelle, da aber ihre Summe Null bleibt, so hat man stets
dgy + dgs + dgs + dgy = 0,

wenn man unter dg,, dg,.... die Aenderung versteht, welche die ¢
wiahrend des Zeittheilchens dt erfahren haben.

Die Ladung einer dieser Flichen kann also nur unter der Be-
dingung wachsen, dass diejenige einer anderen Fliche abnimmt.
Setzen wir beispielsweise voraus, dass die Ladung von S; zunehme,
diejenige von S; aber abnehme, dann wird eine gewisse Menge
Elektricitdt von S, nach S; wandern, und zwar auf einem Wege,
den wir uns durch APB dargestellt denken koénnen. Augenschein-
lich aber kommt es auf dasselbe hinaus, wenn man annimmt, dass
die Elektricitit den Weg APGPB benutzt, da das Stiick PG,
welches einen beliebigen Punkt P des wirklichen Weges mit dem
Schwerpunkte der Zelle verbindet, nach einander in zwei entgegen-
gesetzten Richtungen durchlaufen wird. Man kann also den Ueber-
gang einer gewissen Menge von Elektricitit von S; nach S; auf-
fassen als entstanden aus dem Uebergange eben dieser Quantitit
von G nach S; und aus dem Uebergange einer absolut gleichen,
aber dem Vorzeichen nach entgegengesetzten
Quantitit von G nach S,. Alles geht demnach
so vor sich, als ob in Folge der Verdnderung
des Feldes die Quantititen dg,, dg,, dgs, dg, vom
Schwerpunkte G nach den verschiedenen Ober-
fliichen der Zelle wanderten.

67. Wir betrachten nun zwei benachbarte
Zellen mit den Schwerpunkten G, und G, (}ig. 8),
deren angrenzende Flichen S, und S, sein mogen.
Diese beiden Flichen konnen als die Belegungen eines Kondensators
betrachtet werden, welche einander parallel und unendlich nahe

Fig. 8.
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sind, und wenn wir annehmen, dass sich die Ladung von S, um dg
vermehrt, so folgt nothwendiger Weise daraus auch eine Vermeh-
rung der auf der gegeniiberliegenden Fliche S, befindlichen.Ladung
um —dg. Nach dem oben Auseinandergesetzten kann man annehmen,
dass die Zunahme dq der Ladung der Fliche S, durch den Uebergang
von dg aus dem Schwerpunkte G; nach S; und ebenso die Vermehrung
der Ladung von S, durch einen Uebergang der Quantitit —dg von G,
nach S, bewirkt wird oder, was auf dasselbe hinausliuft, durch den
Uebergang der Menge dq von S, nach G, Dies ist aber nichts an-
deres, als wenn die Menge dg von G, nach G, gewandert wire. Man
kann also sagen, es finde ein Austausch der Elektricitit zwischen
den Molekiilen G, und G, statt, und die Analogie mit den Er-
scheinungen der Wiirme tritt bereits deutlich hervor.

68. Nennen wir C die Kapacitit des durch die Oberflichen
S, und 8, gebildeten Kondensators, ¥, und y, die Werthe des Poten-
tials in jeder der Zellen, dann haben wir als absoluten Werth der
auf 8, und S; befindlichen Elektricititsmenge:

g=C (py — ) .

Da die Fliche derjenigen Zelle, deren Potential am hochsten
ist, sich mit positiver Elektricitit ladet, so wandert die positive
Elektricitiit bei der Verschiebung, dic nach unserer Vorstellung
zwischen den Schwerpunkten vor sich gehen sollte, von einem
Schwerpunkte mit hoherem zu einem anderen mit niedrigerem
Potential. Nennen wir also 4y die Aenderung des Potentials im
Sinne der Verschiebung, so erhalten wir fiir die Elektricititsmenge,
welche von einem Schwerpunkte zum andern iibergeht:

g=—Cdy.

Wihrend eines Zeittheilchens dt wird die Aenderung des Poten-

. . . 0
tialunterschiedes 4y zwischen den betrachteten Punkten: d¢ o dw

a2
oder dtd o

welche wihrend derselben Zeit von einem dieser Punkte zum andern
iibergeht:

sein; in TFolge dessen ist die Elektricititsmenge,

. 64/;
dq-——CthABT'

Diese Formel ist identisch mit der Formel (1) des § 62, welche
die von einem Molekiill zum anderen iibergehende Wéirmemenge
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angibt; hierbei ist C in beiden Formeln unabhingig von der Menge,
deren Verdnderung durch 4 angegeben wird.

69. Da das Gesetz von dem Ausgleiche der Elektricitit das-
selbe ist, wie dasjenige von dem Ausgleiche der Wirme in der
Fourier’schen Theorie, so werden wir die auf die Oberflicheneinheit
bezogene Elektricititsmenge, welche durch ein Element hindurch-
geht, erhalten, wenn wir in der Formel (6) § 65 die Temperatur V

. , 0 . . .
durch die Grosse ?;_p ersetzen. Nennen wir, wie Maxwell dies

thut :
udodt; vdodt; wdedt

die Elektricititsmengen, welche wihrend der Zeit d¢ die auf den
Koordinatenaxen senkrechten Elemente dw durchfliessen, so erhalten
wir (ef. § 65):

_ *y
u=—4A otdr’

0y

(0 U=—Am:

0%y
— A G

w=

Nun sind %, v, w in der Maxwell’schen Theorie die Geschwin-
digkeitskomponenten der elektrischen Verschiebung, und in Folge
dessen, da f, g, & die Komponenten dieser Verschiebung darstellen,

Setzt man fiir », v, w die eben gefundenen Werthe, so erhilt
man fur f:

® j=—adr.

Da in der Maxwell’schen Theorie

K oy
=%
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ist, so erkennt man, dass die Zellentheorie mit der Maxwell’schen
iibereinstimmen wird, wenn wir setzen:

K
A=

70. Wir wollen nun die Gleichung wieder zu erhalten suchen,
welche nach der Maxwell’'schen Theorie die Inkompressibilitit des
Induktionsfluidum ausdriickt.

Da die gesammte Elektricitiitsmenge, welche in jeder Zelle ent-
halten ist, immer gleich Null sein muss, so wird auch die Elek-
tricititsmenge, welche wihrend eines beliebigen Zeitintervalls durch
die ein Volumen begrenzende Oberfliche geht, gleich Null sein.
Wenn nun u, v, w die Komponenten der Geschwindigkeit sind, mit
welcher die Bewegung der Elektricitiit vor sich geht, so ist die
Komponente dieser Geschwindigkeit lings der Normale eines Ele-
mentes dw der Oberfliche:

cu~+ gr+yuw,

wobei «, B, y die Richtungskosinus der Normalen bezeichnen. In
Folge dessen ist die in der Zeiteinheit durch dw hindurchgehende
Elektricitiitsmenge

(eu+ pov 4+ yw) do

und die Menge, welche wihrend derselben Zeit durch die ge-
schlossene Oberfliche hindurchgeht, gleich dem Integral

S(uu—i—ﬁv—i—yw)dw

ausgedehnt tiiber alle Elemente dieser Oberfliche. Fir ein Zeit-
intervall d¢ ist die durch die geschlossene Oberfliche fliessende Elek-
tricititsmenge gleich dem Produkte aus dem vorhergehenden Inte-
grale in dt. Durch Integration nach der Zeit erhdlt man die
Elektricititsmenge, welche die Oberfliche wihrend einer gewissen
Zeit durchsetzt, und da diese Menge gleich Null ist, so muss auch
das so erhaltene Integral Null sein. Nun sind aber =, v, w die
nach der Zeit genommenen Differentialquotienten der Komponenten
der Verschiebung f, ¢, », wir erhalten also fiir unser Integral:

) § (& + g+ y) do =0
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Ferner ist bekanntlich

- \¥
LYafdw = SW dr,

wobei sich das erste Integral auf eine geschlossene Oberfliche, das
andere auf das durch diese Oberfliche begrenzte Volumen bezieht.
Durch Umformung auch der beiden anderen Terme des Integrals (9)
auf dieselbe Weise erhalten wir:

of 8y |, on\
5/(674—'5!/—‘*--87)(11—0.

Da dies Integral Giiltigkeit haben muss, welches auch das be-
trachtete Volumen sein moge, so ziehen wir daraus den Schluss, dass

of | 8y oh\_
(*a;+*ay—+5:)—0~

Dies ist aber genau die Gleichung, durch welche in der Max-
well’schen Theorie die Differentialquotienten der Komponenten der
Verschiebung des in einem Dielektrikum vorhandenen Induktions-
fluidum unter einander verbunden sind.

71. Uebereinstimmung der Awusdriicke fiir die potentielle
Energie. Wir wollen endlich zeigen, dass die Zellentheorie zu dem-
selben Ausdruck fiir die potentielle Energie fiihrt, wie die Max-
well’sche Theorie.

Bekanntlich ist die potentielle Energie eines Systems von
elektrisirten Leitern gleich der halben Summe der Produkte aus der
Ladung eines jeden Leiters in dessen Potential. Die Ladungen der
einander gegeniiberliegenden Flichen der beiden benachbarten
Zellen sind gleich, haben aber entgegengesetztes Vorzeichen; be-
deuten also ¢, und v, die Potentiale dieser Zellen, so ist die durch
diese Ladungen erzeugte potentielle Energie gleich

1 1
5 (g — qy) = — 5 qdyp .

Ausserdem aber hat man, wenn C die Kapacitit des durch
dic betreffenden Oberflichen gebildeten Kondensators bedeutet,

y:—CJl[/,
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und der vorhergehende Ausdruck wird also
1
R 2
5 Cdyy.

Entwickelt man 4y nach wachsenden Potenzen von 4z, dy, 4z,
indem man die héheren Glieder vernachlissigt, so erhélt man:

At//=%j—/_lx+ %Ay—i—%t—;lz

Wir betrachten nun ein Volumenelement dr, das zwar klein
genug ist, um annehmen zu diirfen, dass die partiellen Differential-
quotienten von ¥ in jedem Punkte dieses Elements denselben Werth
besitzen, aber gleichwohl gross genug, um eine sehr grosse Anzahl
von Zellen und damit auch von kleinen Kondensatoren zu ent-
halten.

Die potentielle Energie dW dieses Elements wird die Summe
der potentiellen Energien der verschiedenen kleinen Kondensatoren
sein, welche darin enthalten sind, und wir crhalten demnach:

(10) ({W_—EC(A.p 1 ( ‘”) 3 Cde + 7(—) 3 cay

1 (0w)\? &p 6:/;
+T(7ﬁ;) ECA22 e 204@‘4@‘*‘

Nun fanden wir bereits bei Gelegenheit der Besprechung der
Wirmeleitung, dass die Summen:

Y Cdzdy, Neayds, W Cdsaw

gleich Null sind. Wir setzten damals

2C4s? _ 3Cdy _ 3CA*

A= dr dr dr

Demnach erhalten wir fiir die potentielle Energie des Ele-

ments dr:
_ Adr[{ow\? ow\? oy ]
=S| (&) () + (2)
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Ersetzen wir in diesem Ausdrucke die pai‘tiellen Differential-
quotienten durch ihre aus Gleichung (8) § 69 entnommenen Werthe
14

f=—a

-— 6—1' ete.

und geben wir der Grosse A den Werth %, auf den wir gefiihrt

wurden, als es sich darum handelte, die Zellentheorie mit der
Maxwell’schen zur Uebereinstimmung zu bringen, dann erhalten wir:

dW=%(f2+g”+/ﬂ) dr.

Die potentielle Energie des begrenzten Volumens wird also
durch das Integral:

W=52%(f'3+gg+/za) dr

gegeben sein.

Dieser Ausdruck ist identisch mit demjenigen, welchen wir
(§ 82) aus der Maxwell’'schen Theorie abgeleitet haben, und, wie bei
dieser letzteren Theorie, befindet sich der Sitz fiir die potentielle
Energie eines elektrisirten Leiters in dem dielektrischen Medium,
welches die Leiter trennt.

72. Anmerkung., Bei den vorhergegangenen Entwickelungen
haben wir angenommen, dass in jedem Punkte des Dielektrikum die
elektrische Kraft nur von dem elektrostatischen Zustande des elektri-
sirten Systems abhéngt. Wire dies nicht der Fall, wiirde also bei-
spielsweise ausser der auf die elektrostatischen Wirkungen zuriick-
zufiihrenden elektromotorischen Kraft auch noch eine elektromoto-
rische Induktionskraft wirksam sein, so miissten die Formeln, zu
denen wir gelangt sind, modificirt werden.

Im Speciellen wiirde die Komponente f der Verschiebung nicht
mehr durch die Formel:

K 81/;
I= "4 e

gegeben sein, sondern durch die Formel:
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wo X die nach der X-Axe gerichtete Komponente der elektromo-
torischen Induktionskraft bedeutet.

Zum Beweise hierfiir bestimmen wir die Verdnderung 4dy des
Potentials, wenn man vom Schwerpunkte G, einer Zelle zum Schwer-
punkte G, einer benachbarten Zelle iibergeht. Sie ist gleich der
plotzlichen Verdnderung H, welche vor sich geht, wenn man die
isolirende Wand durchsetzt, vermehrt um die Arbeit, welche zur
Ueberwindung der Induktionskriifte aufgewendet werden muss, wenn
die Einheit positiver Elektricitit von G; nach G, tibergefiihrt werden
soll. Sind also — X, —Y, —Z die Komponenten der elektromo-
torischen Induktionskraft, wenn man von Gy nach G, iibergeht, so
erhilt man fir dy

Ady=H+Xde+Ydy+7Z 4.

Die elektrische Ladung eines unserer kleinen Kondensatoren
wird also gleich sein: dem Produkte aus der Kapacitiit des Kon-
densators in die Potentialdifferenz H seiner beiden Belegungen; es
kommt also:

g=—CH=—Cdy+CXdr+ Y dy+ 7 42),

und, statt dass wir wie vorher einfach:

— _ op . Oy Oy
g=—Cdyp= C(‘&*A»v%—ﬁdy—i-—a;—z]z)
erhalten, finden wir nun:

o oy oy Oy
s=—0 | e (g7 =X )+ do (G - )+ 2 (G = 2]

In allen unsern Formeln miissen wir also:

Oy Oy Oy
oz’ Oy’ Oz
durch
W, (o w_,
O " \oy " \e: T
ersetzen.

ot

Poincaré, Elektricitit und Optik 1.
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Die Formel:

wird demnach

47 \ox
oder
op 4n
Ik <4

73. Anisotrope Korper. Um die elektromagnetische Theorie
der Doppelbrechung aufstellen zu konnen, ist es wichtig, zu
sehen, was aus diesen Formeln wird, wenn die Korper nicht mehr
isotrop sind.

Fassen wir die Formel (10) von § 71 in’s Auge: Wiirde man

6 4 3 ’ a 4 . . . .
in derselben 6;{’ 6'1; , ﬁ;/- als die Koordinaten eines Punktes im

Raume betrachten und dW als konstant, so erhielte man die
Gleichung eines Ellipsoids.

Bei einer Transformation der Koordinaten wird dies fingirte
Ellipsoid die gleiche Gestalt behalten, aber seine Lage in Bezug auf
die Axen wird sich &ndern.

Wiéhlen wir nun zu Koordinatenaxen die Axen des Ellipsoids
selbst, so wird dessen Gleichung:

AW =

oy

2 ¥ 2 2 d:

Adr [ op\? Aldr [op\?  A'dr [oy\?
or

und man hat:

o Caz

2Cda* | ,_ 2Cdy
IA_ dr P A= dr ’ dr

(11)
l Z.CAxAy = ECAxAz = 2041/.42:0.

Die Formel (5) in der Fourier’schen Theorie (§ 64) wird ver-
moge der Gleichungen (11)

Q=—A"
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Nun haben wir aber im § 69 gesehen, dass es geniigt, um von
der Fourier’schen Theorie auf diejenige von der Wanderung der
Elektricitit zwischen zwei Zellen iiberzugehen, wenn man V mit
%} vertauscht. Wir finden somit:

0? W .
ot 02

oty . . 0y
dtox v=—A gy

w=— A"

u=—A

Die einzige Abweichung von den Gleichungen (7) besteht darin,
. . Py 2y 3y .
dass die Koefficienten von oios ? otdy * oioe unter einander

nicht mehr gleich sind.
Man erhilt hieraus:

. oy K oy
i T Al P
- Oy K oy
A T A
" a'r/’ . K" a‘/’
e TR P

indem man

K=4nA; KK=4nA'; K"=47A"
setzt.

Sind auch noch elektromotorische Induktionskrifte wirksam,
deren Komponenten resp. X, Y, Z sein moégen, so werden diese
Formeln:

(12) f= =5 -,
()

Ferner findet man
LT,

b
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und

- — A A
W—SdW_XQHdr(_K+KT+K"

74. Diskussion. Die Zellentheorie kann ebensowenig definitiv
angenommen werden, wie diejenige von dem Induktionsfluidum.
Diese heterogene Zusammensetzung ldsst sich nur schwer fir die
fliissigen oder gasférmigen Dielektrika annehmen, ganz besonders
aber fiir den leeren Weltraum. Nichtsdestoweniger hielt ich
eine Erdrterung dieser beiden Theorien fiir sehr wichtig. Sie wiirden
unvereinbar mit einander sein, wollte man annehmen, dass sie die
objektive Wirklichkeit wiedergeben, dagegen sind sie beide zu ge-
brauchen, wenn man sie nur als provisorisch betrachtet. Hitte ich
mich darauf beschrinkt, nur eine derselben zu entwickeln, so hitte
ich die Ansicht erwecken konnen (die allerdings Viele theilen, die
mir jedoch unrichtig erscheint), als wenn Maxwell die elektrische
Verschiebung als wirkliche Verschiebung einer wirklichen Materie
betrachtete.

Im letzten Grunde ist seine Ansicht jedoch eine ganz andere,
wie wir spéter erkennen werden.



Kapitel IV.

Bewegung von Leitern
unter der Einwirkung elektrischer Kriifte.
Besondere Theorie von Maxwell.

5. Krifte, welche zwischen elektrisirten Leitern auftreten.
Bisher haben wir bei unseren Betrachtungen angenommen, dass die
elektrisirten Leiter in Ruhe bleiben. Nun wissen wir aber, dass
z. B. zwei elektrisirte Leiter sich anziehen oder abstossen, je nach-
dem sie mit ungleichnamiger oder gleichnamiger Elektricitit ge-
laden sind. Die Elektricitit wirkt also auf die Materie. Welches
ist nun die Natur dieser Wirkung? Wir koénnen das nicht genau
angeben, da wir die Natur der Ursache dieser Wirkung, die Natur
der Elektricitit, nicht kennen. Allerdings haben wir die Kenntniss
derselben nicht néthig, um die Grosse der Kraft anzugeben, welche
zwischen zwei Leitern wirkt; es genitigt, das Prinzip von der Erhal-
tung der Energie anzuwenden.

Betrachten wir beispielsweise zwei Leiter C und C' mit den
elektrischen Ladungen M und M’ und setzen voraus, dass der Leiter
C sich bewegen kann, aber ohne sich um seinen Schwerpunkt zu
drehen; die Kenntniss der Koordinaten &, 7, { dieses Punkts wird
dann zur Definition der Lage von C im Raume gentigen. Die poten-
tielle Energie des Systems der beiden Leiter hingt augenscheinlich
ab von der Lage des Leiters C in Beziechung zum Leiter C' und
ausserdem von den Ladungen der beiden Leiter. Da die Lage von
C nach unserer Annahme durch die Koordinaten seines Schwerpunkts
gegeben ist, so stellt demnach die potentielle Energie W des Systems
eine Funktion seiner Koordinaten und der Ladungen M und M’ dar;
wir kénnen setzen

W=F (§9MM).
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Damit das System im Gleichgewicht ist, muss man auf den
beweglichen Leiter C eine Kraft wirken lassen, gleich und entgegen-
gesetzt der, welche der Leiter C' auf ihn ausiibt; wir bezeichnen mit
— X, —Y, —Z die Komponenten dieser an C angreifenden Kraft.
Dann soll die Summe der virtuellen Arbeit aller auf das System
wirkenden Kriifte, innerer sowohl wie #usserer, gleich Null sein.
Fiir eine Verriickung 0¢ des Schwerpunkts von C ist die Arbeit der

W
#usseren Kraft —X 6§, die der inneren Krifte 8—85— 0&; wir haben also

oW
—X,d‘§+—5§~ J§=0.

Wir leiten aus dieser Gleichung fiir den Werth der Kom-
ponente X der von C' auf C ausgeiibten Kraft ab

oW

76. Die einfachste und natiirlichste Hypothese, die man fiir die
Erkliarung der Anziehung und Abstossung zwischen -elektrisirten
Leitern machen kann, ist die, jene Wirkungen der Elasticitit des
zwischen den Leitern ausgebreiteten Fluidum zuzuschreiben, und die
gewohnlichen Prinzipien der Elasticitédtstheorie auf dieses Fluidum
anzuwenden. Ungliicklicherweise zeigen die Folgerungen aus dieser
Hypothese keine Uebereinstimmung mit den Versuchsergebnissen.
In der That sind in einem elastischen Fluidum die Krifte, welche
von sehr kleinen Verriickungen herriihren, lineare Funktionen dieser
Verrtickungen. Die angefiihrte Hypothese wiirde also zu der Folge-
rung fithren, dass die zwischen zwei elektrisirten Leitern auftretende
Kraft eine lineare Funktion der elektrischen Ladung derselben ist.
Bei Verdoppelung der Ladung jedes Leiters miisste man daher die
doppelte Kraft erhalten; man weiss aber, dass bei Verdoppelung der
Ladungen zweier Leiter die unter ihnen wirkende Kraft vervier-
facht wird.

Viele andere Hypothesen wurden noch zur Erklirung dieser
Wirkung elektrisirter Leiter aufgestellt. TEinige derselben fiihren
zwar zu Folgerungen, welche mit der Erfahrung im Einklang stehen,
sind aber zu komplicirt, und es lisst sich kein Grund finden, aus
dem man einer dieser Theorien vor den anderen den Vorzug geben
sollte. Wir wollen uns daher auch nicht weiter mit dieser Frage
befassen, sondern uns nur darauf beschriinken, die von Maxwell
aufgestellte Theorie auseinanderzusetzen.
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77. Theorie von Maxwell. Fassen wir ein Volumelement dr
eines Leiters in’s Auge und bezeichnen mit ¢ die Dichte der freien
Elektricitit im Schwerpunkt dieses Elements. Unter freier Elektri-
citit verstehen wir in der Theorie zweier Fluida den Ueberschuss
der positiven Elektricitit iber die negative; und in der Theorie von
einem einzigen Fluidum den Ueberschuss der in dem Element ent-
haltenen Elektricitéit iiber die Menge, welche das Element im neu-
tralen Zustand enthalten wiirde. Die beiden Theorien sind ibrigens
vollstindig gleichwerthig.

Die elektrische Masse des Elements ist also ¢dr, und wenn ¥
den Werth des Potentials im Schwerpunkt bezeichnet, so sind die
Komponenten der auf diese elektrische Masse ausgeiibten Kraft:

——gdr—%l%, ——-Qa’rg—l;, -—gdr%%-

Der Versuch lehrt, dass die auf ein materielles Theilchen selbst
wirkende Kraft gleich derjenigen ist, welche auf die darin ent-
haltene Elektricitéit wirkt, und folglich, dass dieses Element sich nur
im Gleichgewicht befinden kann, wenn man auf dasselbe eine Kraft
wirken lasst, welche der elektrostatischen Anziehung das Gleichge-
wicht zu halten vermag.

Nennt man die Komponenten dieser Kraft X dr, Y dr, Z dr, so
erhilt man

o
(1) X=QE/;~, Y=g- Z:ga_w.

Nach der Vorstellung -von Maxwell, der in allen seinen
Theorien die Hypothese der elektrischen Fernwirkung zu vermeiden
sucht, hat man die Anziehung und Abstossung der Leiter den durch
die dielektrische Materie sich fortpflanzenden Drucken auf die
ponderablen Massen zuzuschreiben. Wir wollen die Resultante dieser
Drucke bestimmen.

8. Der auf ein Oberflichenelement ausgetibte Druck steht
nicht nothwendig senkrecht auf demselben. Bezeichnen wir mit

P do, ny dw, P, do

die Komponenten nach z, v, z des Drucks, der auf ein zur X-Axe
senkrechtes Element ausgeiibt wird; durch

Pyxdw, Pyydw, Pyz dw
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die Druckkomponenten auf ein Element senkrecht zu OY; end-
lich mit
P, do, sz do, P, dw
die Komponenten fiir ein zu OZ senkrechtes Element. Diese neun
Grossen gentigen zur Bestimmung des Druckes auf ein beliebiges
Oberflichenelement. Uebrigens reduciren sich die Grossen auf sechs,
denn die Elasticitdtstheorie lehrt uns, dass
(2) ny = Pya:’ Pg/z = sz’ sz = Pzz'

79. Betrachten wir jetzt ein rechtwinkliges Parallelepiped (F'ig. 9),

dessen zu den Koordinatenaxen parallele Kanten die Lingen dz, dy, dz

Fig. 9.

besitzen und stellen die Bedingung dafiir auf, dass dies Parallele-
piped unter dem Einfluss der auf seine Flichen wirkenden Drucke
und der #usseren Kraftkomponenten Xdr, Ydz, Zdr sich im Gleich-
gewicht befindet.

Die Gleichungen, welche ausdriicken, dass die Summe der Kraft-
momente in Bezug auf jede der drei Koordinatenaxen Null ist, fiihren
genau auf die Beziehungen (2). Es ist daher nur noch der Ausdruck
dafiir aufzustellen, dass die Summe der in Richtung der Axen auf
das Parallelepiped wirkenden Kraftkomponenten gleich Null ist.

Der auf der Fliche ABCD lastende Druck hat zur Kom-
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ponente parallel OX: P_ dy dz; der auf die entgegengesetzte Fliche
EFGH in derselben Richtung wirkende Druck

(P +8P” 'dx) dy dz.
zz oz -

Wir wollen die Schreibweise von Maxwell annehmen, welcher
den Zug als positiv und den Druck als negativ betrachtet; die Re-
sultante dieser beiden Krifte wird dann ihre algebraische Summe

e dxdydz:—a—x— dr.

Auf dieselbe Weise finden wir fiir die algebraische Summe der
zu OX parallelen Druckkomponenten, die von den anderen Flichen
des Parallelepipeds stammen

oP opP

yz 2
oy dr, 5 dr .

Die Summe dieser Gréssen muss gleich — X dr sein; wir er-
halten somit

oP,, 4 6Pym 4 oP,, - o
r T + o T -+ az—dr=— (11=——-g(1187-

Setzen wir ferner die Summen der Druckkomponenten nach
den Axen der y und der z gleich den Komponenten der #usseren
Kraft nach denselben Axen, so entstehen zwei analoge Gleichungen.
Dividiren wir die beiden Glieder jeder dieser Gleichungen durch dr,
s0 haben wir unter Beriicksichtigung der Beziehungen (2):

op,, op, 0P, o
ar TTey TTa T T Ca

oP P P Y

3) oy vy o it
o Ty T e ® By

5sz 6Pzz/ aPzz 6://
= L = — 0 5

Oz Oy 02 0z

80. Dieses System von drei Gleichungen enthilt sechs Unbe-
kannte; es lidsst also unendlich viele Losungen zu. Maxwell wihlt
die folgende:
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#)

__K oy 61/;

Py =Py =1 3y 8
_ __K oy Oy
P =P =1 % 5

Wir wollen zeigen, dass dieses System von Ldsungen den
Gleichungen (3) vollstindig geniigt. Man hat

Pow _K (89 & _p &v v &
or  4n \0r 0u* 0y 0Ox0y 0Oz O0x0z|’
®, K (aw K azw)

oy i \ex O Ty outy)

o 02° -+ 0z  0v0z

"0z 4 \or 8P

P, K (aw Py Bu az,,,)

und die linke Seite der ersten Gleichung (3) wird nach der Reduktion

K 0oy (821/; ?21/; 6211;) K dy

el T T w

T in i
Wir haben nun gesehen (§ 16), dass in einem homogenen dielek-
trischen Medium zu setzen ist
Kdy=—4mnop.

Folglich kann man die linke Seite der betrachteten Gleichung
schreiben
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o
an,

wodurch bewiesen ist, dass diese Gleichung erfillt wird. Auf die-
selbe Weise kann man sich iliberzeugen, dass die beiden anderen
Gleichungen (3) durch die von Maxwell angenommene L&sung be-
friedigt werden.

81. Wir wihlen als X-Axe die Richtung der elektrischen Kraft
in einem Punkte und als Axen der Y und Z zwei zu dieser Richtung
senkrechte Geraden. Wenn wir mit F den absoluten Werth der
elektrischen Kraft bezeichnen, so erhalten wir fiir dieses neue Axen-
system:

oy dy o
[ I
Durch Einsetzen dieser Werthe in die Gleichungen (4), findet man:

_KF

xx 8n ’

P

K F?
Py=P,=— J

87
=P, =P, =0.

Tz

P ———'Px=Pyz:P

xy ¥ 2y

Es geht aus diesen Beziehungen hervor, dass der Druck auf
ein Oberflichenelement, das senkrecht zu der Richtung der elektri-
schen Kraft oder parallel zu derselben steht, senkrecht zu diesem
Element wirkt; auf ein zu dieser Richtung schriges Element wird
der Druck schrig ausgeiibt. Da die Komponente in Richtung der
elektrischen Kraft positiv ist, so besteht eine Spannung in derselben;
fir eine hierzu senkrechte Richtung ist der Druck negativ, so dass
nach der von Maxwell angenommenen Schreibweise in dieser Rich-
tung ein Druck im eigentlichen Sinn des Wortes besteht. Ausser-
dem besitzt der Zug, welcher auf ein zur elektrischen Kraft senk-
rechtes Element wirkt, und der Druck auf ein zu dieser Richtung
paralleles Element denselben absoluten Werth.

82. Diskussion. Fiir sich allein betrachtet, trigt die voran-
gehende Theorie den bekannten Gesetzen der elektrostatischen An-
ziehungen hinreichend Rechnung. Man hat dabei die Annahme zu
machen, dass diese Anziehungen den Drucken und Spannungen zu-
zuschreiben sind, welche in einem besonderen elastischen, die Dielek-
trika erfiillenden Medium auftreten.
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Aber man muss gleichzeitig annehmen, dass die Elasticitiits-
gesetze dieses Fluidum sich vollstindig von denjenigen der uns be-
kannten materiellen Korper unterscheiden, sowie von den fiir den
Lichtéther angenommenen Gesetzen, und endlich von denjenigen, zu
deren Annahme wir bei der Betrachtung des Induktionsfluidum ge-
fiihrt worden sind.

Fiir diese beiden hypothetischen Fluida, wie fiir die ponderablen
Fliissigkeiten selbst, sind die elastischen Kréfte in der That pro-
portional den Verriickungen, durch welche sie hervorgebracht wer-
den, und dasselbe wiirde auch bei den Druckverinderungen der
FFall sein, welche der Einwirkung dieser Krifte zuzuschreiben sind.
Welche erginzenden Hypothesen man im Uebrigen auch macht, so
miisste sich der Druck durch das Potential und seine Differential-
quotienten linear ausdriicken lassen. Dagegen haben wir gefunden,
dass die Drucke in Bezug auf die Derivirten des Potentials vom
zweiten Grad sind.

Wenn wir einmal mit den eingewurzelten Gewohnheiten brechen
und diese paradoxen Eigenschaften dem hypothetischen, die Dielek-
trika erfiillenden Medium zuertheilen wollen, so konnen wir auch
gegen die vorhergehende Theorie, fiir sich betrachtet, keinen Ein-
wand mehr erheben. Indessen darf man sich, aueh wenn kein
innerer Widerspruch besteht, wohl fragen, ob dieselbe mit den an-
deren Theorien von Maxwell, z. B. mit der Theorie der elektrischen
Verschiebung, die wir friiher unter dem Namen der Theorie des In-
duktionsfluidum auseinandersetzten, im Einklang steht.

Augenscheinlich ist eine Vereinigung dieser beiden Theorien
unméglich. Denn wir wurden darauf gefiihrt, fiir das Induktions-
fluidum einen Druek gleich 3 anzunehmen; bei der neuen Theorie
dagegen erhalten wir fiir den Druck des die Dielcktrika erfiillenden
Fluidum einen ganz anderen Werth.

Man darf aber auf diesen Widerspruch kein zu grosses Gewicht
legen. Ich habe in der That frither auseinandergesetzt, aus welchem
Grunde ich glaube, dass Maxwell die Theorie der elektrischen Be-
wegung und des Induktionsfluidum nur als vorldufige betrachtete,
und dass dies Induktionsfluidum, fiir welches er den Namen der
Tlektricitit beibehielt, in seinen Augen nicht mebr thatsédchliche
Realitit besass, als die beiden Fluida von Coulomb.

88. Ungliicklicherweise besteht eine noch grossere Schwierig-
keit. Ein Punkt, auf den Maxwell offenbar viel Gewicht legt, ist
der, dass die potentielle Energie
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W= (%z(f?—l—g?—}-/ﬂ) dr

¢/

in den verschiedenen Volumelementen des Dielektrikum lokalisirt
ist, derart dass die in dem Element dz enthaltene Energie den Werth

—QKH (fP+ g2+ 1) dr

besitzt oder, bei der vereinfachenden Annahme K =1 und bei Be-
zeichnung der elektrischen Kraft mit F (cf. § 38)

‘F” dr .
8x

Wenn also F einen sehr kleinen Zuwachs dF erfihrt, so muss
diese Energie zunehmen um:

2F dF

P dr .

dW =

Wir wollen nun als Volumelement dz ein unendlich kleines
rechtwinkliges Parallelepiped annchmen, dessen eine Kante parallel
der elektrischen Kraft F' sein soll und dessen drei Kanten die
Lingen a, B, y besitzen mogen, so dass:

efy =dr
ist.

Suchen wir nun einen anderen Ausdruck fiir diese Energie.

Es ist natiirlich anzunehmen, dass der in diesem Element dr
lokalisirte Energiezuwachs dW der Arbeit zugeschrieben werden
muss, welche die auf die Flichen des Parallelepipeds wirkenden
Drucke leisten. Die Kanten des Parallelepipeds, die bei dem Druck
Null die Lingen a, £, y haben, erhalten unter dem Einfluss der
Drucke die Léngen:

«(L44), B(l+e), y(1+&).

Nehmen wir an, dass diese Grossen ¢, &, & den Zuwachs
de, dey, de; erfahren, so werden die Arbeiten der auf die verschie-
denen Flidchen des Parallelepipeds wirkenden Drucke P, Pyy, P,
dargestellt durch (cf. § 81)
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P
2

F F3
+ oy Byads = +8—dtd£1,

T

F? F?

—8_71 j/(lﬂdfg = —Edfdfz,
2 2
— & aBydes = ——g—ndrds3

Die Summe dieser Arbeiten ist:

)
8 dr (de; — dey — deg) .

Wenn wir die potentielle Energie der Druckarbeit zuschreiben,
so muss zwischen dieser Arbeit und der Variation dW der Energie
Gleichheit bestehen, d. h. es muss sein

F2 2FdF
gdr (dey — dey — dey) = oy dr,
oder
dfl—dfg—dé:;:% .

Durch Integration erhalten wir
& — & — & = 2 log F 4 Const.

Dies Resultat ist aber unzulissig, denn im Gleichgewichtszu-
stand haben wir F =0 zu setzen, und die vorhergehende Gleichung
kénnte nur bestehen, wenn & oder & unendlich wiirde, eine voll-
stindig widersinnige Folgerung.

84. Die Theorie des § 77 ist also unvereinbar mit der Grund-
hypothese, dass die Energie in dem Dielektrikum ihren Sitz hat,
wenn man dieselbe als potentiell betrachtet. Sie wiirde es hingegen
nicht mehr sein, wenn man diese Energie als kinetische betrachten
wiirde, d. h. wenn man annihme, dass das Dielektrikum der Sitz
von Wirbelbewegungen ist und dass W die lebendige Kraft dieser
Bewegungen darstellt. Aber man kann diese Auslegung des Max-
well’schen Gedankens auch nicht annehmen, ohne auf grosse
Schwierigkeiten zu stossen.

Wenn der englische Gelehrte die Lagrange’schen Gleichungen
auf die Theorie der elektrodynamischen Erscheinungen anwendet,
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so nimmt er, wie wir spiter sehen werden, ausdriicklich an, dass die
elektrostatische Energie

W=5?Kl(ﬂ+ga+h7) dr

eine potentielle Energie darstellt, dagegen die elektrodynamische
Energie eine Kkinetische. ‘

Auch spart er sich die Erklirung durch Wirbelbewegungen
fir die magnetischen und elektrodynamischen Anziehungen auf
und sucht sie nicht auf die elektrostatischen Erscheinungen an-
zuwenden.

Hiermit beendige ich diese lange Auseinandersetzung, durch
die mir der Beweis erbracht zu sein scheint, dass die vorhergehende
Theorie, obgleich fiir sich vollkommen annehmbar, nicht in den all-
gemeinen Rahmen der Maxwell’schen Ideen passt.



Kapitel V.
Elektrokinematik.

85, Lineare Leiter. Die Fortpflanzung der Elektricitit in
Leitern wird im stationdiren Zustand durch zwei Gesetze beherrscht,
das Gesetz von Ohm und das von Kirchhoff.

Nach dem ersten Gesetz ist die zwischen den Enden -eines
Leiters auftretende elektromotorische Kraft proportional der Menge
Elektricitit, welche in der Zeiteinheit die Querschnittseinheit des
Leiters durchfliesst. In dem Fall, dass der Querschnitt des Leiters
iiberall der gleiche ist, wie bei einem cylindrischen Draht, ist die
elektromotorische Kraft der Elektricititsmenge proportional, welche
wihrend der Zeiteinheit durch diesen Querschnitt fliesst. Diese
Menge heisst die Intensitdt des den Leiter durchfliessenden
Stroms; wir wollen sie mit ¢ bezeichnen. Wenn der Leiter homogen
ist und an keinem seiner Punkte eine elektromotorische Kraft be-
steht, so ist die elektromotorische Kraft zwischen seinen XEnden
gleich dem Unterschied vy, — vy, der Werthe des Potentials in diesen
Punkten und das Ohm’sche Gesetz fiihrt zu der Relation:

Ri= 1y, —y,.

In dem allgemeinsten Fall dagegen treten an verschiedenen
Punkten des Leiters elektromotorische Krifte auf, die entweder von
mangelhafter Homogenitéit herrithren, oder von thermischen oder
chemischen Erscheinungen, oder endlich von Induktionsvorgingen.
Bezeichnen wir mit 2E die Summe der elektromotorischen Krifte
dieser Art, welche an verschicdenen Punkten des linearen Leiters
wirken, so erhalten wir

) Ri =y — py + B

In diesen beiden Formeln stellt R dasjenige dar, was man den
Widerstand des Leiters nennt. Dieser Widerstand ist mit der
Linge ! und dem Quersehnitt dw des Leiters dureh die Beziehung:
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l
@ R= Cdw

verbunden, wo C einen nur von der Natur des Leiters abhingigen
Faktor darstellt, den man mit dem Namen ,Koeffizient des spezi-
fischen Leitungsvermdgens“ belegt.

Das Kirchhoff’sche Gesetz ist nichts anderes, als die An-
wendung des Prinzips der Kontinuitit. Wenn mehrere lineare Leiter
in demselben Punkt zusammenstossen, so ist nach diesem Gesetz die
Summe der Intensitéiten aller sie durchfliessenden Strome gleich Null.

86. Neuer analytischer Ausdruck fiir das Ohm’sche Gesetz.
Wenn wir in die Formel (1) den durch die Relation (2) gegebenen
‘Werth des Widerstands einsetzen, so erhalten wir

Cili;;::t//l———o//?—!—ZE.

Betrachten wir nun ein unendlich kleines Element des Leiters
von der Linge dz und bezeichnen wir mit —dy die Potentialdifferenz
zwischen den beiden Enden desselben, wenn man sich im Sinn des
elektrischen Stroms bewegt, und mit Xdr die Verénderung der
elektromotorischen Kriifte jeder anderen Art, dann wird die vorher-
gehende Gleichung

édiz——— —dy 4+ Xdx
oder
1 . al//
Cdo 0Oz X

Da aber ¢ die Elektricitdtsmenge darstellt, welche in der Zeit-
einheit durch den Querschnitt des Leiters fliesst, so bedeutet der

Quotient Flw— die Geschwindigkeit der Elektricititsbewegung; nennen

wir dieselbe u, so erhalten wir
U
®) K P

eine Gleichung, die das Ohm’sche Gesetz fiir den Fall eines linearen
Leiters darstellt.
87. Leiter von beliebiger Gestalt. Die Analogie zwischen der

elektrischen und der thermischen Leitungsfihigkeit fiihrt dazu, das
Poincaré, Elektricitit und Optik I. 6
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Ohm’sche Gesetz auch auf Leiter mit drei Dimensionen auszudehnen.
Uebrigens wird dies Verfahren auch durch die Uebereinstimmung
der theoretisch gefundenen Resultate mit den beobachteten experi-
mentellen Thatsachen in einigen besonderen Féllen gerechtfertigt.

Fihren wir also diese Verallgemeinerung des Ohm’schen Ge-
setzes durch. Wenn wir mit ¢ das Potential in irgend einem Punkt
eines Elements dr des Leiters bezeichnen, mit X, Y, Z die Kom-
ponenten der elektromotorischen Kraft irgend welchen Ursprungs,
die in diesem Punkte herrscht, und endlich mit », v, w die Kom-
ponenten der Geschwindigkeit in diesem Punkte, so erhalten wir
fir jede der zn den Koordinatenaxen parallelen Richtungen eine
Gleichung analog (3). Diese drei Gleichungen sind

© oy
T =" & +t5
v a«/;

#) _‘C——_—W—*—Y’
w ?«//
T~ % T

u, v, w bezeichnen hier dieselben Groéssen, wie bei der stati-
schen Elektricitit: die Geschwindigkeitskomponenten der elektrischen
Verschiebung. Es sind dies also die nach der Zeit genommenen
Derivirten der Verschiebungskomponenten f, g, 2 in der Maxwell’-
schen Theorie.

Was das Kirchhoff’sche Gesetz anbelangt, so ist es klar, dass
dasselbe auch auf Leiter mit drei Dimensionen ausgedehnt werden
kann, denn es stellt nur eine Folgerung aus dem Prinzip der Kon-
tinuitidt dar. Da die Intensititen proportional w, v, w sind, so fihrt
dies Gesetz zu der Beziehung

Ou ov ow

wrty te 0

In der Theorie von Maxwell, bei der die Elektricitit als in-
kompressibel angenommen wird, ist diese Gleichung, welche die
Bedingung der Inkompressibilitit der Flissigkeit ausdrickt, immer
erfiillt, ob ein stationéirer Zustand erreicht ist oder nicht.

88.  Unterschied zwischen Leiterstréomen und Verschiebungs-
stromen. Nach Maxwell sucht sich das Induktionsfluidum, welches
cin dielektrisches Medium erfiillt, unter dem Einfluss der elektrischen
Kriifte zu bewegen, chenso wic die ein leitendes Medium erfiillende
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Elektricitit. Nur hort im ersteren Fall die Bewegung in Folge der
elastischen Gegenkraft des Induktionsfluidum bald auf, nicht aber
im zweiten Fall, da das im Innern des leitenden Medium ausge-
breitete Fluidum keine elastischen Krifte besitzt. KEs folgt daraus,
dass die Verschiebungsstréme nur wihrend der sehr kurzen Zeit
andauern konnen, die zur Herstellung des Gleichgewichts nothig ist.
Dagegen konnen die Leiterstréme so lange unterhalten werden, als
durch eine #dussere Einwirkung zwischen beiden Enden eines Leiters
eine elektromotorische Kraft hervorgebracht wird. Dies ist ein erster
Unterschied zwischen den Leiterstromen und Verschiebungsstréomen.

Ein zweiter ergibt sich aus den Gleichungen fiir die Gesetze,
welche diese Strome befolgen. Die fiir Leiterstrome aufgestellten
Gleichungen (4) kann man schreiben

oy w
o =X T
- oy v
©) =T
oy w
& 4t T

Andererseits haben wir (72.) gezeigt, dass im Innern eines
Dielektrikuimn elektromotorische Kriiftc auftreten, von denen wir an-
nahmen, dass sie durch Induktion entstehen, die man aber auch even-
tuell einer anderen Ursache zuschreiben koénnte. Die Gleichungen
der Verschiebungsstrome lauten:

oy 4n
e A
8./, . 4n
(6) 5;-Y~—fg,
oy, __4n
= i=x "

Eine Vergleichung der Beziehungen (5) und (6) zeigt unittelbar,
dass die Leiterstrome von der Geschwindigkeit der Verschiebung ab-
héngen, die anderen dagegen von der Grosse dieser Verschiebung.

89. Um wuns den Unterschied, der fiir beide Arten von
Stromen hieraus entsteht, klar zu machen, wollen wir folgende
Beispiele zum Vergleich heranziehen. Einerseits nehmen wir an,

man hebe einen schweren Korper lings einer schiefen Ebene, bei
6*F
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der die Reibung Null ist; man verrichtet dann eine Arbeit, welche
sich unter der Form potentieller Energie widerfindet. Andrerseits
moge eine Bewegung auf einer horizontalen Ebene vor sich gehen,
auf der die Reibung betridchtlich ist. Wenn die treibende Kraft
aufhort, wird auch der Korper in Ruhe bleiben; die angewandte
Arbeit findet sich nicht in der Form potentieller Energie wieder,
sondern in der Form von Wirme. Im ersteren Fall hingt die Ar-
beit von der Verschiebung des Korpers ab, im zweiten von ihrer
Geschwindigkeit. Wir finden einc gewissc Analogie in den beiden
Arten von Stromen: die Erzeugung der Verschiebungsstréome ruft
eine Verdnderung der potentiellen Energie des Systems hervor, die
von dem Quadrat der Verschiebung abhiingt; die Leiterstrome aber
bedingen eine Wirmeentwicklung.

Ein anderes, der Hydrodynamik entnommenes Bild gestattet
ebenfalls, sich von der Verschiedenheit zwischen beiden Arten
von Stromen Rechenschaft zu geben. Wir denken uns eine Pumpe
P (Fig. 10) mit zwei seitlichen Rohren A B und E F G, welche unter

8 F a H

Fig. 10.

sich dureh zwei senkrechte Rohren B C und D E, sowic durch eine
horizontale Réhre CD in Verbindung stehen. Diese Pwumnpe sei,
ebenso wie ein Theil der Roéhren, mit Quecksilber gefiillt; M und N
mogen das Niveau des Quecksilbers bezeichnen, das anfangs in den
vertikalen Rohren in derselben horizontalen Ebene stehen soll. Ferner
mogen dic Rohre CD und die nicht durch das Quecksilber einge-
nommenen Theile der vertikalen Rohren mit Wasser gefiillt scin.
Driicken wir den Stempel herunter, so cntsteht ein Flissigkeitsstrom
in dem Apparat und zwar in einem bestimmten Sinne, z. B. in der
Richtung ABCDEF G; in Folge dessen hebt sich das Quecksilber-
niveau in M und fillt in N, bis der Hoéhenunterschied einen ge-
niigenden Druck hervorruft, um der Wirkung des Stempels das
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Gleichgewicht zu halten. Die aufgewandte Arbeit wurde also be-
nutzt, um einen Niveauunterschied zu erzeugen; sie findet sich als
eine Vermehrung der potentiellen Emnergie des Systems jwieder und
diese Energie hingt von der Stellung der Quecksilberkuppen ab.
Wir haben so ein treues Bild eines Verschiebungsstroms. Aendern
wir jetzt den obigen Apparat etwas ab. Wir geben den Rohren
einen sehr engen Querschnitt und nehmen an, dass sie und die
Pumpe [vollstindig mit Quecksilber gefiillt seien. Setzt man nun
die Pumpe in Bewegung, so verschiebt sich das Quecksilber und
setzt in Folge seiner Koh#sion der Bewegung des Stempels einen ge-
wissen Widerstand entgegen. Wenn der letztere gleich der Kraft ist,
welche auf den Stempel wirkt, so bewegt sich das Quecksilber mit
konstanter Geschwindigkeit, und die Bewegung geht vor sich, so
lange der Druck auf den Stempel wirkt. Die Arbeit findet sich in
der Form von Wérme wieder, die durch die Reibung der fliissigen
Molekiile entwickelt wird, und die Menge der entwickelten Wirme
hiéngt von der Geschwindigkeit ab. Wir finden in diesem Beispiel
das vollkommene Bild eines Leiterstroms: ein verinderlicher Zustand
in der Anfangsperiode, hierauf ein stationirer Zustand und eine Um-
wandlung der Arbeit in Wérme.

90. Gesetz von Joule. Die Menge der Wirme, welche in dem
von einem Strom durchflossenen Leiter entwickelt wird, ist nach
dem Joule’schen Gesetz proportional dem Quadrat der Strominten-
sitit. In der Maxwell’schen Theorie wird die Arbeit, welche zur
Ueberwindung des Widerstands im Volumelement dr néthig ist, ge-
geben durch den Ausdruck

u v w
wo df, dg, dh die Komponenten der Verriickung darstellen, welche
wihrend des Zeitintervalls dt stattfindet. Diesen Ausdruck kann
man schreiben:

o Oy oh\ dr
(“W"H’W_'—w 8?)Tdt
oder

u? 4 v? 4wt

) dr dt.
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Fiir den gesammten Leiter ist diese Arbeit
1
—C*“ dtj(u” ~+ 02 -+ w’) dl'.

Sie ist proportional dem Quadrate der Intensitit; ebenso ist es
also auch die aus ihrer Umwandlung entstehende Wirmemenge,
wie es das Joule’sche Gesetz verlangt.

Maxwell widmet in seinem Werke dem Studium der Leitung
mehrere interessante Kapitel. Wir wollen ihm nicht in allen Ent-
wicklungen, die er iiber diesen Gegenstand liefert, folgen, sondern
uns auf das beschrinken, was wir hier tiber die Elektrokinematik
auseinandergesetzt haben.



Kapitel VI

Magnetismus.

91. Magnetische Fluida. Gesetze der magnetischen Wirkungen.
Wir wollen die Hauptpunkte der Lehre vom Magnetismus hier re-
kapituliren.

Es ist uns bekannt, dass bei den magnetischen Erscheinungen
Alles so vor sich geht, als wenn zwei magnetische Fluida bestinden,
die, wie die elektrischen Fluida, in ihren wechselseitigen Wirkungen
entgegengesetzte Iigenschaften besitzen: die Fluida derselben Art
stossen sich ab, die entgegengesetzten ziehen sich an.

Die Gesetze dieser Anziehung wund Abstossung sind analog
denen der Wirkung der elektrischen Fluida; die zwischen zwei
magnetischen Massen ausgeiibte Kraft &ndert sich umgekehrt mit
dem Quadrat des Abstandes und proportional mit den wirksamen
Massen. Wéihlt man als Einheit der magnetischen Masse diejenige,
welche in der Einheit der Entfernung auf eine gleich grosse Masse
die Einheit der Kraft austibt, und setzt fest, dass magnetische Massen
verschiedener Art mit dem entgegengesetzten Zeichen versehen
werden, so erhilt man fiir den Werth der zwischen zwei Massen m
und m' in der Entfernung » ausgetibten Kraft

mm'
s

F=-

b

wenn eine abstossende Kraft negativ, eine anziehende positiv be-
zeichnet wird. Die vorstehende Beziehung wurde von Coulomb
experimentell festgestellt und ihre Genauigkeit ist durch die Ueber-
einstimmung der daraus abgeleiteten Folgerungen mit den Versuchs-
ergebnissen bewiesen.

92. Summe der magnetischen Masse eines Magneten. Das
zweite Grundgesetz des Magnetismus sagt aus, dass bei einem be-
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liebigen Magneten die algebraische Summe der soeben definirten
magnetischen Massen gleich Null ist. Dies Gesetz folgt aus der
Thatsache, dass ein Magnet, der sich in einem gleichméissigen mag-
netischen Feld, wie das von der Erde erzeugte, befindet, keine
Verschiebung erfihrt. Wenn n#mlich die gesammte magnetische
Masse des Magnets nicht Null wire, so wiirde auf ihn eine Kraft
wirken und nicht ein Kr#ftepaar und der betreffende Magnet wiirde
sich unter der Einwirkung des Felds fortbewegen.

93. Zusammensetzung der Magnete. Wird ein Magnet in eine
grosse Anzahl kleiner Stiicke zerbrochen, so entstehen ebensoviele
kleine Magnete und jeder derselben weist zwei Pole von gleicher
Intensitit und entgegengesetztem Zeichen auf. Durch Wiederver-
einigung dieser kleinen Magnete kann man den urspriinglichen
Magnet mit allen seinen Eigenschaften wieder herstellen. Man darf
demnach annehmen, dass ein Magnet aus lauter kleinen Theilchen
besteht, von denen jedes zwei gleiche magnetische Massen von ent-
gegengesetztem Zeichen enthilt. Die algebraische Summe der
Massen jedes Theilchens ist Null und folglich die Gesammtmasse
des Magnets ebenfalls, wie es das vorhergehende Gesetz verlangt.
Diese Hypothese iiber den Bau der Magnete steht also mit der Er-
fahrung nicht im Widerspruch.

94. Potential eines magnetischen Elements. Komponenten der
Magnetisirung. Wir nehmen eines der elementaren Theilchen vom
Volumen dr, aus denen ein Magnet be-
steht, und suchen den Werth des Poten-
tials in einem Punkt P (Fig. 11). m und
— m seien die in unendlich nahen Punk-
ten A und B dieses Elements befind-
lichen magnetischen Massen; r, und 7,
die Abstinde derselben vom Punkt P.

Fig. 11. .y .
Das Potential in P ist
m m 1 1 7o — 7
dQ=— — —— =m|———) =m 2 L.
7y 73 7y 7y Ty Ty

Féllen wir von A das Perpendikel A C auf die Gerade BP,
dann ist 7y —7; bis auf unendlich kleine Grossen zweiter Ordnung
gleich B C. Mit derselben Anniherung haben wir, wenn mit de der
Abstand A B und mit ¢ der Winkel von OP mit der Richtung von
B A bezeichnet wird,

7 —ry =da cos ¢,



Magnetismus. 89

und ebenso

2
Ty =12,

wo r den Abstand des Punktes P von O bedeutet.
Folglich ist der Werth des Potentials in P

mda coS &
@ d‘Q=—7.2—_'
Wir formen diesen Ausdruck um, indem wir die Komponenten
A, B, C der Magnetisirung I in denselben einftihren.
Diese Komponenten sind durch folgende Beziebungen definirt:

mde=Adr, mdy=Bdr, mdz=Cdr,

in denen dz, dy, dz die Projektionen der Geraden B A nach den

drei Koordinatenachsen darstellen.
Wenn &, 5, { die Koordinaten des Punktes P und «, y, 2 die

von O bedeuten, so haben wir

E—=x dy n—y dze {— =z
r +Ta' r da 1

dx
COS ¢ == ——
da

und folglich fiir den Werth von d &

da cos ¢ E—=zx
T =M\ s

d.v—*-ﬂ;ydy—}-(_zdz).

73

d=m

Das Quadrat des Abstands zwischen O und P ist aber
== 2+ O—yP+ C—2);

woraus folgt

or
§—’b=°‘7"’a—r,
und
§—x 1 or 67
B Px T 0z

Auf dieselbe Weise erhalten wir
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n—y o % {—= r
s T —73/—’ und r3 0z
Wir koénnen also schreiben:
o RS al

dQ:mdx % + mdy—— e + mdz 8z

oder unter Beriicksichtigung der Beziehungen, durch welche die
Komponenten der Magnetisirung definirt werden

al al al

d§) = Aa +B8 +C dr.

95. Potential eines Magneten. Das Potential eines Magneten
erhélt man durch Summirung der Potentiale aller seiner Elemente;
sein Werth ist daher

P R
- o T oy T T

Ist ein Magnet durch eine gesehlossene Fliche begrenzt, so
konnen wir diesen Ausdruck umformen. Bezeichnen wir némlich
mit 7, m, n die Richtungskosinus der Normale zu einem Element
dw der Magnetoberfliche, so erhalten wir

L
7

0
jllA—dw-—-j7 dr_g‘A—a—dt—i—y 8A 1 dt,

oder

o0 —
XA?%(ZT= ZA——dw—j‘%-—l—(h

Wenn wir auf dieselbe Weise die beiden anderen Glieder des
Integrals £ transformiren, so finden wir fiir diese Grosse
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0A 0B oC
9=S lA+mTB+nde_57 ox Oy 0z dr.

r

Man kann also das Potential in einem Punkt als die Resul-
tante betrachten aus einer auf der Fliche des Magneten ausge-
breiteten magnetischen Belegung von der Dichte

c=IlA+mB+nC,

und aus einer, das ganze Volum des Magneten einnehmenden, magne-
tischen Masse von der Dichte

_ (oA @E_*_ oc
= o T oy ez’
96. Wir bemerken, dass das Gesetz von Poisson fiir einen
ausserhalb des Magneten gelegenen Punkt ergibt

402=0,

und fir einen inneren Punkt

or Toy e

A.Q:=—47IQ———4:71(aA o8 89)

97. Potential eines magnetischen Blattes. Wir denken uns
einen durch zwei unendlich nahe Flichen begrenzten Magneten, der
auf beiden Seiten gleiche magnetische Belegungen von entgegenge-
setzten Zeichen besitzt. Wenn in jedem Punkt der Fliche die
Magnetisirung senkrecht zu derselben steht und das Produkt Ie
der Intensitit der Magneti-
sirung I in die Dicke e des
Magneten konstant ist, so er-
hilt der Magnet den Namen
Magnetisches Blatt. Das
konstante Produkt Ie heisst
die Stirke @ des Blattes.

Betrachten wir ein Fli-
chenelement dw im Punkt A,
so ist die Ladung desselben
odw, wenn o die Dichte der
magnetischen Belegung S im Punkt A bedeutet. Der Theil AB
des Blattes, der diesem Oberfliichenelement entspricht, kann als ein

Fig. 12,
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unendlich kleiner Magnet mit den Ladungen 6dw und — odw in den
um e von einander entfernten Punkten A und B angesehen werden.
Die Formel (1) des § 94 gibt fiir das Potential P dieses Elements

€ COoS &
2

dQ =ocdo

Dieser Ausdruck lisst sich noch umformen. Da nimlich die
magnetische Axe in der Richtung B A verlduft, welche man zu
einer der Koordinatenaxen wihlt, so hat man

cdwe=ldr=1dwe=1d dw,

und folglich

10 = &b dw ::os €
r
. dw €os & . .
Nun ist —5— der Gesichtswinkel dg, unter welchem das

Element des Blattes vom Punkt P aus erscheint; man kann also
schreiben

dQ = dp.
Fiir ein Blatt von endlichen Dimensionen wird man erhalten
Q=oq,

das heisst:

Das Potential eines magnetisches Blattes in einem &dusseren
Punkt ist gleich dem Produkt aus seiner Stirke in den Winkel,
unter dem das Blatt von dem betrachteten Punkt aus erscheint;
dies Produkt ist positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem die
betrachtete Fliche positiv oder negativ ist.

98. Magnetische Kraft in einem dusseren Punkt. Die Kom-
ponenten der Kraft, welche auf die Einheit der in einem &Husseren
Punkt befindlichen, positiven magnetischen Masse ausgetibt wird,
sind die partiellen Derivirten des Potentials an diesem Punkt, mit
dem negativen Zeichen genommen. Nennen wir dieselben «, 8, 7,
so erhalten wir

20 _ e e
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99. Magnetische Kraft im Innern eines Magnets. Wir konnen
die Kraft, welche auf die Einheit der im Innern des Magneten be-
findlichen magnetischen Masse ausgeiibt wird, nicht kennen lernen,
ohne eine kleine Hohlung zu bohren, so dass man einen Kleinen
Probemagneten hineinstecken kann; aber das Vorhandensein dieser
Hohlung veréndert die Wirkung des Magneten, und diese Aenderung
hiingt von der Form ab, welche man der Hohlung gegeben hat.
Um die Kraft in einem Punkte der Hohlung zu berechnen, muss
man also die Gestalt der letzteren kennen.

Maxwell betrachtet nur zwei besondere Fille, bei denen die
Hohlung aus einem sehr kleinen Cylinder besteht, dessen Erzeugende
der Magnetisirungsrichtung parallel laufen. Im ersten Fall ist die
Lénge des Cylinders unendlich gross im Verhéltniss zum Quersehnitt;
im zweiten ist sie unendlich klein.

Nennen wir £ das Potential des vollstindigen Magneten an
einem inneren Punkt und £, das Potential der cylindrischen Masse,
die zur Bildung der Hohlung an demselben Punkt fortgenommen
ist, dann ergibt die Differenz £ — £, den Werth des Potentials des
Magneten in P, wenn die H6hlung gebohrt ist. Die Kraft auf die
Einheit der magnetischen Masse hat dann die Komponenten

oR | 0, o | 08, 02 08,
Twta T te e te

100. Suchen wir nun den Werth von £,, wenn die Liinge des
Cylinders gross ist im Verhiltniss zum Querschnitt. £, ist die
Summe zweier Integrale, von denen das eine sich iiber die Ober-
fliche, das andere tiber das Volumen erstreckt. Dies letztere ist
unendlich klein von der dritten Ordnung und kann gegen das erste
vernachlissigt werden. Aber auch bei diesemm kénnen die den
Grundflichen des Cylinders entsprechenden Elemente unberiicksich-
tigt bleiben, da diese Grundfiichen im Verhiltniss zu der Hohe
unendlich klein sind; man braucht also nur die Seitenfliche zu be-
riicksichtigen. Nun steht in jedem Punkt dieser Fliche die Normale
senkrecht zur Kraft der Magnetisirung, daher ist die Projektion
{A+mB+nC der Magnetisirung auf diese Normale gleich Null
und die Elemente des der Seitenfliche entsprechenden Integrals sind
ebenfalls Null. Es folgt also daraus, dass man die Grosse £, ver-
nachlissigen kann. Die Komponenten der magnetischen Xraft
sind also

_ e —_ o
T PETy 7T T

o=
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dies sind aber dieselben Grossen, welche die Komponenten in einem
susseren Punkt darstellen.

101. Magnetische Induktion. Gehen wir jetzt zu dem Fall
tiber, dass die Linge der cylindrischen Hohlung sehr klein ist im
Verhiltniss zur Grundfliche. Wie im vorhergehenden Fall, kénnen
wir bei dem Werth von £, das iliber das Volumen ausgedehnte In-
tegral vernachlissigen. In dem Flichenintegral sind die von der
Seitenfliche herrtihrenden Elemente Null, da die Normale jedes
Oberflichenelements senkrecht zur Magnetisirungsrichtung steht; es
geniigt also, das zweifache Integral iiber die Grundflichen des Cy-
linders auszudehnen.

Um den Werth dieses Integrals zu finden, wéihlen wir als
X-Axe eine Parallele zur Magnetisirungsrichtung; dieselbe steht
demnach senkrecht auf beiden Cylindergrundfliichen. Fiir jedes
Element einer derselben erhalten wir /=1, m=0, n=0; und fir
jedes Element der anderen {=—1, m=0, n=0. In diesem spe-
ciellen Axensystem haben wir also fiir den Werth von £,

Q1=S%~ dw ——jv»é dw,

wobei sich jedes Integral iiber eine der Grundflichen erstreckt. Dieser
Werth ist derselbe, als wenn man angenommen hétte, dass jede
Cylinderfliche mit einer magnetischen Belegung versehen ist, welche
bezw. dic Dichte + A und — A besitzen. Da die Ausdehnung dieser
Lagen sehr gross ist im Verh#ltniss zu ihrem Abstand (der Hohe
des Cylinders), so ist die Wirkung, welche sie auf die Einheit einer
zwischen ihnen befindlichen magnetischen Masse ausliben, gleich
4 7A. Diese Kraft ist nach der Seite der negativen Belegung ge-
richtet, das heisst entgegengesetzt der Magnetisirungsrichtung.

Die Hohlung, welche eine entgegengesetzte Wirkung besitzt,
als ein magnetisirter Cylinder von demselben Volumen, bringt also
eine Vermehrung der Kraft in der Richtung der Magnetisirung her-
vor, und diese Vermehrung betrigt 4 #A. Folglich ist die nach X
genommene Komponente der Kraft, welche vom Magneten auf die
Einheit der im Innern der Hohlung befindlichen Masse ausgeiibt wird

g{i+4nA=a+4ﬂA.

@ =— -

Es ist klar, dass, wenn an Stelle des von uns benutzten be-
sonderen Axensystems, beliehige Axen gewihlt werden, wir analoge
Ausdriicke fiir die anderen Komponenten der Kraft erhalten.



Magnetismus. 95

Diese Komponenten sind also

a=a-+4nA,
b==8+4nB,
c=y+4aC.

Maxwell nennt sie die Komponenten der Magnetischen In-
duktion im Innern des Magneten.
102. Wir bemerken, dass die Grosse

cdx 4+ gdy+ydz

ein vollstindiges Differential darstellt, da sie gleich —d& ist, wihrend
dies bei der Grosse

adr+bdy+cdz

nicht der Fall ist.

Ein anderer Unterschied zwischen der magnetischen Kraft und
der magnetischen Induktion besteht in dem Werth der Summe aus
den partiellen Derivirten ihrer Komponenten; dieselbe ist Null fiir
die magnetische Induktion, dagegen fir die magnetische Kraft von
Null verschieden.

Wir wollen nachweisen, dass in der That dic Beziehung gilt:

Oa 0b Jc
oty e
Man hat
Oa | 0b O0c _ Oa 7] Oy oA 0B E)
W+W+67”FE+W+E+4”(‘SZ+ o T o)
oder
Ca ob Oc¢ 0A 0B 0C
*5;+'éy—+“a?—“’9+4"(‘a7+53+67)'
Nun ist (cf. § 95)
0A 0B aC
Ty T T e

und die Poisson’sche Gleichung gibt andererseits fiir einen inneren
Punkt
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4Q=—4ny,

daher ist die betrachtete Summe Null.

103. Inducirter Magnetismus. Gewisse Korper magnetisiren
sich durch Influenz, wenn sie in ein magnetisches Feld gebracht
werden. Poisson nimmt an, dass die Komponenten des induecirten
Magnetismus an einem Punkt eines derartigen Korpers proportional
den Komponenten der magnetischen Kraft in diesem Punkt sind.
Setzen wir also

A=z0¢, B=z8, C=uay,

so werden nach den vorhergehenden Formeln die Komponenten der
Induktion an demselben Punkt
a=c+4nA=Q1+4n2«,
b=p+4nB=>_1A+4ax8p,
c=y+4aC=_14+4nx)y.
Durch Einfiihrung von
u=0-+4nx

gehen diese Formeln iiber in:

a=ucw,
b=u#,
c=uvy.

Maxwell nennt g das Magnetische Induktionsvermdgen.
Diese Grosse ist analog dem specifischen Induktionsvermogen K in
der Elcktrostatik; sie ist grosser als Eins flir magnetische Koérper,
gleich Eins fiir das Vakuum, und kleiner als Eins fiir diamagne-
tische Korper.

104. Die Einfachheit der vorangchenden Formeln koénnte uns
tduschen tiiber die Schwierigkeit, welche die Bestimmung der In-
duktion an einem Punkt eines Korpers besitzt. Worauf wir ndmlieh
keine Riicksicht genommen haben, ist der Umstand, dass x und ¢
keine Konstanten sind; zweitens setzten wir voraus, dass wir es nur
mit permanenten Magneten zu thun haben, bei denen die Koerzitiv-
kraft unendlich ist, und mit inducirten Magneten, hei denen die
Koerzitivkraft Null ist.
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Die natiirlichen Korper geniligen diesen Bedingungen nicht,
denn die Koerzitivkraft kann niemals streng Null sein, ebenso-
wenig unendlich werden; ferner ist der Koeffizient x keine Kon-
stante, sondern eine Funktion der Intensitit des Magnetismus

Jaw o,

der man den Namen ,Magnetisirungsfunktion“ gegeben hat. Man
kann nur dann x und g mit Recht als Konstanten betrachten, wenn
die Magnetisirung sehr schwach ist.

Dies wollen wir im Folgenden immer voraussetzen, wozu wir
um so mehr berechtigt sind, als fiir die Mehrzahl der Korper p
sehr wenig von 1 verschieden ist.

Poincaré, Elektricitit und Optik L 7



Kapitel VII.

Elektromagnetismus.

105. Grundgesetze. Man kann mehrere Wege einschlagen,
um die von einem geschlossenen Strom auf einen magnetischen
Pol ausgeiibte Wirkung zu finden, und um nachzuweisen, dass
diese Wirkung derjenigen eines magnetischen Blattes gleich ist,
welches den Stromkreis zur Begrenzung hat. Wir wollen nieht der
Erklarungsweise von Maxwell folgen, der von der Gleichwerthigkeit
eines unendlich Kkleinen Stromes und eines Magneten ausgeht, son-
dern wollen uns, um zu den Maxwell’'schen Formeln zu gelangen,
auf drei durch die Erfahrung bewiesene Gesetze und auf eine Hypo-
these stiitzen.

Diese drei experimentellen Gesetze sind die folgenden:

1. Zwei parallele Strome gleicher Intensitit und entgegen-
gesetzter Richtung tiben auf einen Magnetpol gleich grosse, aber
dem Zeichen nach entgegengesetzte Wirkungen aus.

2. Ein gekrimmter Strom hat die gleiche Wirkung, wie ein
geradliniger mit denselben Endpunkten.

3. Die von einem Strom auf einen Magnetpol ausgeiibte Kraft
ist proportional der Stromintensitit, d. h. der Quantitit Elektri-
citit, welche in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Leiters
stromt.

Die beiden ersten Gesetze wurden von Ampere bewiesen; das
dritte ist durch zahlreiche Experimente gepriift worden. Theilweise
wurden die letzteren, wie diejenigen von Colladon und Faraday,
mittels Intladung von Batterien ausgefiihrt, die eine hekannte
Elektricititsmenge enthielten; die anderen, genaueren, mit dem
Voltameter.

106. Hypothese. Die Hypothese, welche wir den vorhergehen-
den Gesetzen hinzuftigen, besteht darin, dass die Komponenten der
auf einen Magnetpol wirkenden Kraft die partiellen Derivirten ein
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und derselben Funktion sind, welche nur von der Lage des Pols in
Bezug auf den Stromkreis abhingt.

Diese Hypothese erscheint als sehr natiirlich, wenn man be-
denkt, dass in dem System das Gesetz von der Erhaltung der
Energie gewahrt bleiben muss. Aber man hat zu beachten, dass
dies nicht die einzige Hypothese ist, welche mit dem Prinzip von
der Erhaltung der Energie vereinbar erscheint; die angenommene
Hypothese konnte sich also als falsch herausstellen, ohne dass das
Prinzip von der Erhaltung der Energie aufhorte, seine Richtigkeit
zu behalten.

Nach dieser Annahme diirfen wir fir die Werthe a, 8, y der
Komponenten der auf die Einheit des Pols wirkenden Kraft setzen

o 0L o

=T PT TRy YT T

Die Funktion &£ heisst das Potential des von dem Strom
durchflossenen Leiters; zur Bestimmung ihres Werthes miissen wir
einige Theoreme benutzen, welche wir zunichst aufstellen wollen.
Hierbei vernachléssigen wir tibrigens zur grésseren Bequemlichkeit
die Integrationskonstante der Funktion £.

107. Theorvem I. Das einem Stromkreise zukommende Potential ist
gleich der Summe der Potentiale fiir die verschiedenen Stromkreise, in welche
man den ersteren zerlegen kann.

Diese Eigenschaft folgt unmittelbar aus dem Grundgesetz fiir
die Wirkungen, welche von zwei parallelen, aber entgegengesetzt
gerichteten Stromen ausgeiibt werden.

Es sei beispielsweise AB CD (Fig. 13) ein geschlossener Strom-
kreis; wir konnen denselben in zwei Strome ABCA und ACDA
zerlegen, die in der Richtung der Pfeile
verlaufen. Das Leiterstiick AC wird dann a
von zwei Stromen gleicher Intensitét, aber
entgegengesetzter Richtung durchflossen,
und iibt deshalb keine Wirkung auf einen
Magnetpol aus; folglich muss das Potential
des gesammten Stroms gleich der Summe
der Potentiale beider Partialstréme ABCA e
und ACD A sein. Fig. 13.

Die Verallgemeinerung dieses Theo- -
rems auf eine beliebige Zahl partieller Strome liegt auf der Hand.

108. Theorem II. Das Potential eines geschlossenen ebenen Strom-

kreises an einem dusseren, in seiner Ebene gelegenen Punkt ist Null.
7*
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a. Wir nehmen zundchst an, dass der Strom eine Symmetrie-
axe OA (Fig. 14) besitzt, und verlegen den Magnetpol in einen be-
liebigen Punkt O dieser Axe. Wenn wir
a a den Stromkreis um seine Symmetrieaxe
drehen, so behilt der Magnetpol immer
dieselbe Lage zu dem Strom bei, weshalb
1 ] I l das Potential in O sich nicht verindert.
Ist aber der Stromkreis um einen Winkel
von 180° gedreht worden, so kommt er
in seine urspriingliche Ebene zurtick und
die Richtung des in der Anfangsstellung
durch die Pfeile in Fig. 14 dargestellten
Stroms wird nach dieser Drehung durch
die Pfeile in Fig. 15 bezeichnet. Der Strom
o . 0 hat also in Bezug auf den Punkt O sein
Fig. 14. Fig. 15. Zeichen gewechselt und nach dem Gesetz
iiber Stréme entgegengesetzter Richtung
besitzt auch die auf den Pol ausgeiibte Kraft das entgegengesetzte
Zeichen. Aus diesem Zeichenwechsel -der Kraft folgt ein Zeichen-
wechsel des Potentials £; da andererseits dies Potential denselben
Werth behalten soll, so muss es Null sein.

b. Wenn der Stromkreis die Form eines krummlinigen Recht-
ecks BCED (Fig. 16) hat, das durch Kreisbogen BC und DE
und durch Strecken BD und
CE der Radien BO und CO
gebildet wird, so besitzt das
Potential in O den Werth Null,
da dieser Punkt auf der Sym-
metrieaxe O A der Figur liegt.

c. Wenn der geschlossene
Stromkreis aus einer Reihe kon-
zentrischer Kreisbogen A B,
CD, ... (Fig.17) zusammen-
gesetzt ist, die durch gerade,
m gemeinsamen Mittelpunkt
sich schneidende Strecken ver-
bunden sind, so ist das Potential
in diecsem Punkt offenbar nach
dem Vorangehenden und nach Theorem I gleichfalls Null.

d. Gehen wir endlich zu dem allgemeinen Fall eines ebenen
Stromkreises von beliebiger Form (Fig. 18) itber. Wir nehmen auf
dem Stromkreis sehr nahegelegene Punkte A, B, C,... an und

b
0
Fig. 16.
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legen Kreisbogen durch dieselben, die einen beliebigen Punkt O
der Stromebene zum Mittelpunkt haben. Indem wir durch O eine
gleiche Zahl passend gewihlter Radien zie-
hen, konnen wir einen geschlossenen Strom-
kreis Aabb’ec'... herstellen, dessen verschie-
dene Elemente sehr nahe gleich denen des
gegebenen Stromkreises sind. Nach dem
Prinzip von den gekriimmten Strémen ist die
Wirkung dieser beiden Stromkreise auf einen
Magnetpol die gleiche. Wir haben nun eben
nachgewiesen, dass das Potential eines ge-
krimmten Stromes, der aus konecentrischen
Kreishogen und geraden, durch den Mittel-
punkt gehenden Stiicken besteht, Null ist.
Folglich verhélt es sich ebenso bei einem
Stromkreis von beliebiger Form.

109. Theorem II. Wenn ein geschlossener
Stromkreis auf einem Kegelmantel liegt und zwar
so, dass jede Erzeugende des Kegels den Stromkreis eine gerade Zahl wvon
Malen trift (wobei auch Null eine dieser Zahlen sein kann), so ist das
Potential in der Kegelspitze gleich Null, vorausgesetzt, dass die letztere nicht
von dem Stromkreis eingeschlossen wird.

Ziehen wir zum Beweise auf dem Kegelmantel (Fig. 19) unend-
lich nahe erzeugende Gerade, so konnen wir den Stromkreis in

ebene Elemente, wie z. B. ACD B A zerlegen. Da der Punkt O in
der Ebene jedes der partiellen Stromkreise gelegen ist, so muss das
Potential eines jeden derselben an diesem Punkte Null sein; die
Summe dieser Potentiale, d. h. das zu dem Gesammtstrom gehorige
Potential ist demnach ebenfalls Null.

110. Theorem IV. Wenn zwei geschlossene Stromkreise, die auf
einem Kegelmantel liegen und alle FErzeugenden wenigstens ein Mal schneiden,
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von Strémen gleicher Intensitat und gleicher Richtung fir einen an der Kegel-
spitze befindlichen Beobachter durchlaufen werden, so besitzt das Potential in
diesem Punkt denselben Werth fir jeden der beiden Stromkreise.

ACE und BDF (Fig. 20) mégen die beiden Leiter sein, welche
von Stromen durchflossen werden, deren Richtung durch die ausser-
halb angebrachten Pfeile angedeutet ist. Nehmen wir an, dass diese
Leiter gleichzeitig von Stromen gleicher Intensitéit durchlaufen wer-
den, deren (durch die inneren Pfeile angedeutete) Richtung aber der-
jenigen des wirklich stattfindenden Stromes entgegengesetzt ist, so

Fig. 20.

wird das den vier Stromen zukommende Potential in O Null sein.
Es muss auch dann noch Null bleiben, wenn wir zu diesen Stromen
solehe gleicher Intensitit, aber entgegengesetzter Richtung hinzu-
fiigen, welche zwei beliebige Erzeugende des Kegels AB und CD
durchfliessen. Da nun die Intensitit fiir alle Strome dieselbe ist, so
kénnen wir das System als zusammengesetzt betrachten:

1. aus dem geschlossenen Leiter ACD B, der in der Richtung
der angegebenen Buchstaben durchflossen wird; 2. dem geschlossenen
Stromkreis ABFDCEA; 3. dem Stromkreis BD F; 4, dem Strom-
kreis AEC. Das Potential jeder der beiden ersten Stromkreise
in O ist Null, da jeder derselben den Bedingungen des vorigen
Theorems gentigt. Das Potential des dritten und vierten Strom-
kreises zusammengenommen ist also ebenfalls Null, und folglich
ist das Potential des von dem wirklichen Strom durchlaufenen
Stromkreises BDF gleich und entgegengesetzt dem Potential des
Leiters A E C, der von einem, dem wirklichen Strom entgegengesetzt
gerichteten, fingirten Strom durchflossen wird. Das Potential des
wirklichen, den Leiter A CE durchfliessenden Stromes ist gleich und
entgegengesetzt dem Potential des fingirten Stromes, der diesen
selben Leiter im entgegengesetzten Sinne durchflicsst; es ist also
gleich dem Potential des wirklichen durch B D F fliessenden Stromes.
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Uebrigens ist noch zu bemerken, dass die beiden betrachteten
Leiter, anstatt nach unsrer Annahme auf derselben Kegelfliche zu
liegen, auch zwei verschieden gelegenen, aber kongruenten Kegel-
flichen angehdren kdnnten.

111. Potential eines geschlossenen Stromes. Wir nehmen nun
einen beliebigen geschlossenen, von einem Strom durchlaufenen
Leiter an, und suchen das Potential fiir einen ausserhalb desselben
gelegenen Punkt O.

Wenn wir durch den Punkt O als Spitze eine Kegelfliche
legen, welche den Leiter dem ganzen Umfang nach beriihrt, so wird
aus einer um O beschriebenen Einheitskugel (Kugel mit dem Radius
= 1) eine Fliche ausgeschnitten, deren Grosse ¢ ein Maass abgibt
fir den Winkel, unter dem der Leiter von dem Punkt O aus er-
scheint, Wir konnen diesen Kegel in eine unendliche Anzahl
kleiner Kegel von gleichem Oeffnungswinkel theilen und annehmen,
dass der gegebene Leiter auf diese Weise in eine unendliche
Zahl kleiner geschlossener Leiter zerlegt wird, die auf den Kegel-
fliichen liegen. Da diese Kegel denselben Winkel besitzen und
ausserdem unendlich klein sind, so darf man annehmen, dass sie
kongruent sind und demnach das Potential in O fiir jeden auf
einer solchen Kegelfliche befindlichen Stromkreis das gleiche ist.
Nun aber setzt sich das Potential des gesammten Leiters aus der
Summe dieser Potentiale zusammen, es ist also proportional der
Zahl der Elementarkegel und folglich auch proportional dem Ge-
sichtswinkel .

Ausserdem ist nach dem dritten von uns aufgestellten Grund-
gesetze die von einem geschlossenen Strom auf einen Magnetpol aus-
geiibte Wirkung proportional der Stromintensitit; folglich muss, unter
Vernachlissigung der Integrationskonstante, die Potentialfunktion
ebenfalls proportional der Stromintensitit sein. Wir koénnen also
schreiben

=9,

wobei die Intensitiit in einer solchen Einheit gemessen wird, dass
der Proportionalititsfaktor gleich 1 wird; diese Einheit nennt man
die Elektro-magnetische Einheit der Intensitét.

Da die Wirkung eines Stromkreises auf einen Magnetpol mit
der Richtung des Stromes das Zeichen wechselt, so muss das Zeichen
von ¢i von der Stromrichtung abhiingen. Nennen wir positive
Seite des Stromkreises diejenige, welche sich zur Linken eines in
dem Stromkreis mit dem Strom schwimmenden und nach dem
Innern desselben blickenden Beobachters befindet, so wollen wir
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dem Winkel das Zeichen -+ oder — geben, je nachdem die positive
oder negative Seite von dem betreffenden Punkt aus gesehen wird.
Nehmen wir ferner noch an, dass eine Anziehungskraft als positiv,
eine Abstossungskraft als negativ zu betrachten sei, so sind die
Komponenten der von einem geschlossenen Stromkreis auf die Pol-
einheit ausgeiibten Kraft durch die bereits angefiihrten Beziehungen
gegeben:

o e __oe
T =78 YT T

112. Unendlich kleiner Stromkreis. Es sei A A’ (Fig. 21) die
Projektion eines unendlich Kkleinen Stromkreises, und A O A’ der

Fig. 21.

Elementarkegel mit dem Winkel dg, welcher durch den Stromkreis
gelegt ist. Das Potential im Punkt O besitzt den Werth

dQ == idy .

Da nun d¢ der Inhalt des von dem Kegel auf der Einheits-
kugel ausgeschnittenen Sektors ist, so betrigt der Inhalt des von
demselben Kegel auf der Kugel von dem Radius O A=r ausge-
schnittenen Sektors, 7?dp. Ausserdem kann man unter Vernach-
ldssigung unendlich kleiner Glieder hoherer Ordnung diese Fliche
A A" als Projektion der Flidche dw des Stromkreises A A' auf eine
zu O A senkrechte Ebene betrachten. Wir haben also

2 dp = dw cos ¢
und folglich

idw €OS &
7»2

) 19 =

Dieser Ausdruck ist analog der IFormel

& dw cos ¢
]

2 d =

’



Elektromagnetismus. 105

welche wir fiir das Potential eines magnetischen Blattelements von
der Stirke @ erhielten (97).

Folglich besitzt ein Element eines geschlossenen Stromes das-
selbe Potential wie ein Blattelement von derselben Fliche und von
einer Stirke, die der Stromintensitit gleich ist.

113. Gleichwerthigkeit eines geschlossenen Stroms und eines
magnetischen Blattes. Von den iiber eine gleiche Oberfliche er-
streckten Integralen der Formeln (1) und (2) gibt das erste das
Potential eines geschlossenen Stroms beliebiger Form, das zweite
das Potential eines Blattes mit derselben Begrenzung. Nimmt man
@ =1 an, so haben diese Integrale bis auf eine Konstante denselben
Werth. Folglich sind die Komponenten «, 2, y der von einem ge-
schlossenen Strom auf die Einheit der magnetischen Masse ausge-
iibten Kraft gleich denjenigen einer Kraft, welche ein magnetisches
Blatt von derselben Begrenzung hervorbringen wiirde, dessen Stirke
@ gleich der elektromagnetischen Stromintensitét ¢ ist.

Man muss jedoch beachten, dass die Potentialfunktionen nicht
in beiden Fillen identische Eigenschaften besitzen. Wir wollen in
der That nachweisen, dass das Potential eines Magneten eine gleich-
missige Funktion darstellt, wéhrend dasjenige eines geschlossenen
Stromes an jedem Punkte des Raumes unendlich viele Werthe an-
nehmen kann.

Die Verianderung des DPotentials eines Stromes oder eines
Blattes beim Uebergang von einem Punkt zum anderen auf einem
beliebigen Weg ist von gleicher Grosse, aber entgegengesetztem
Zeichen, als das Integral

Sad.t—{—ﬂdy—!—ydz,

welches sich iiber den ganzen durchlaufenen Weg erstreckt, da
a, f3, y die partiellen Derivirten des Potentials, aber mit negativem
Zeichen darstellen.

Wenn die Bedingungen der Integrirbarkeit

O« __ 0B Oc Oy o3 oy

Oy Ox’ 0z  or’ 0z 0y

erfiillt sind, so wird das {iiber eine beliebige geschlossene Kurve
erstreckte Integral Null. Hierbei muss allerdings eine Bedingung
erfiillt sein. Legen wir nidmlich durch diese Kurve C eine beliebige
Fliche und bedeutet A den durch die geschlossene Kurve C be-
grenzten Theil dieser Fliche, so miissen, damit das Integral Null
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ist, die Krifte «, 8, y und ihre ersten Derivirten in allen Punkten
der Fliche A endlich sein.

Wenn aber die geschlossene (Integrations-)Kurve mit dem
Strom verschlungen ist, so wird der letztere die Fliche A wenigstens
in einem Punkt schneiden und in diesem Schnittpunkt werden die
magnetischen Krifte «, 3, y unendlich. Das Integral iiber eine
geschlossene, den Stromkreis umschlingende Kurve ist also nicht
Null, und die Funktion £ kann in ein und demselben Punkt zwei
verschiedene Werthe annehmen.

114. Arbeit der elektromagnetischen Kriifte fiir eine ge-
schlossene, den Stromkreis umschlingende Kurve. Die Differenz
zwischen diesen beiden Werthen, welche gleich dem lings der
Kurve C erstreckten Integral

Sadx—i—ﬂdy—l—ydz

ist, stellt die Arbeit der elektromagnetischen Kraft fiir diesen Inte-
grationsweg dar. Um diese Arbeit zu erhalten, betrachten wir das
dem Strom gleichwerthige Blatt F (Fig. 22). Da das Potential
dieses Blattes eine gleichméssige Funk-
tion ist, so wird es denselben Werth
7 erhalten, wenn man nach dem Durch-
3 7 laufen der geschlossenen Kurve C zu
dem Punkt P’ zuriickkommt. Nun ist
die Verdnderung, welche das Potential
erleidet, gleich dem lings der Kurve

Fig. 22. C erstreckten Integral

frulx—l—ﬂdy—}—ydz,

vermehrt um den plotzlichen Zuwachs H des Potentials, welcher
eintritt, wenn man von dem Punkt P’ zu dem unendlich nahen
Punkt P itibergehend, das Blatt passirt. Wir erhalten also:

H+5(nd¢v+;3dy+ydz)=0.
C

Es ertibrigt noch, diesen plotzlichen Zuwachs II zu berechnen.

Wir erhalten denselben leicht fiir den besonderen Fall, wo das
Blatt eine geschlossene Fliche bildet. In einem :iusseren Punkt ist
das Potential Null, da der Winkel, unter dem das Blatt von diesem
Punkt erscheint, Null ist. In einem inneren Punkt hat es die Grosse
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47, je nachdem die positive oder negative Seite des Blattes
nach dem Inneren der geschlossenen Fliche gerichtet ist. Die
Potentialdnderung betrigt also, wenn man von der negativen Seite
nach einem Punkt der positiven Seite iibergeht, 4 = @.

Auch in dem Fall, wo das Blatt keine geschlossene Fliche
bildet, besitzt die Potentialiinderung dieselbe Grosse. Es sel bei-
spielsweise ABC (Fig. 23) ein Blatt, von dem wir annehmen, dass
seine positive Seite auf der convexen Fliche
liegt. DMittels eines zweiten Blattes AD C
von derselben Begrenzung und derselben
Stirke wie das erste, dessen positive Seite
ebenfalls auf der konvexen Fliche gelegen
ist, konnen wir ein geschlossenes Blatt
ABCD bilden. Wenn man nun von einem
Punkt P zu einem unendlich nahen und
auf der anderen Seite des Blattes gelegenen
Punkt P’ tibergeht, so vergrossert sich der
Winkel, unter dem das geschlossene Blatt
erscheint, um 4 =. Da der Winkel, unter welchem das Blatt ADC
erscheint, derselbe bleibt, so muss sich die dem Blatt AB C ent-
sprechende Kegeloffnung um 4 = vermehren. Folglich betragt die
Potentialinderung immer noch 4 = @.

Setzen wir in der Fig. 22 voraus, dass die negative Fliche des
dem Strom gleichwerthigen Blattes auf der Seite des Punktes P
liegt, so wird das Potential um 4 n¢{ wachsen, wenn man von P
nach P’ iibergeht und nach dem, was wir angefiihrt haben, wird die
elektromagnetische Arbeit — 4 7¢ betragen, wenn ein Einheitspol
die geschlossene Kurve PCP'P in der durch die Buchstabenfolge
angegebenen Richtung beschreibt, d. h. von der positiven Seite in
das Blatt eintritt.

Wir kénnen also, wenn das Integral lings einer geschlossenen
Kurve genommen ist, schreiben

Fig. 23.

jad.r—l—ﬂdy—l—ydz:i“ini,

wobei das -+ Zeichen gilt, wenn der Integrationsweg den Stromkreis
umschlingt und man von der negativen Seite in die Fliche eintritt,
das — Zeichen im entgegengesetzten Fall.

Wir wollen noch bemerken, dass der Integrationsweg den
Stromkreis auch mehrere Male umschlingen kann; dann ist die
elektromagnetische Arbeit ebenso viel Mal gleich =4 =i, als Um-
schlingungen stattfinden.
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115. Mehrere Stréome. Wenn mehrere Stréome vorhanden sind,
so ist die Kraft, weleche auf die in einem Punkt des Raumes befind-
liche Poleinheit ausgeiibt wird, gleich der Resultante der von einem
jeden der Stréme ausgetibten Kraft, und die elektromagnetische
Arbeit fiir den Fall, dass der Pol eine geschlossene Kurve beschreibt,
gleich der Summe aus den Arbeiten der Komponenten, d. h. gleich

Eizlm‘, wo die Summation liber alle von der Kurve umschlun-

genen Strome zu erstrecken ist. Man erhilt also

V) (wdotpdy+yde = 4n X Ei.

Diese Gleichung kann iibrigens noch anders interpretirt werden.
Fassen wir nidmlich eine die Kurve C durchschneidende Fliche S
in’s Auge (Fig. 22), so gehen alle Strome, fiir welche die Intensitit in
Formel (1) mit demselben Zeichen, z.B. - genommen ist, in der-
selben Richtung durch diese Fliche; die Strome, fiir welche die
Intensitit das entgegengesetzte Zeichen — besitzt, dlirchsetzen die
Fliche dagegen im umgekehrten Sinn. Da die Stromintensitit die
Elektricitiitsmenge darstellt, welche durch einen Querschnitt des
Leiters in der Zeiteinheit fliesst, so kénnen wir 2 * 4 als gleich-
werthig mit der Elektricititsmenge betrachten, welche withrend der
Zeiteinheit in bestimmter Richtung durch die Fliche geht. Folglich
ist die elektromagnetische Arbeit bei dem Durchlaufen einer ge-
schlossenen Kurve C, welche mehrere Strome umschlingt, gleich
dem Produkt von 4 7 in die Elektricititsmenge, welche withrend der
Zeiteinheit durch eine von der Kurve C begrenzte Fliche S hin-
durchgeht.

116. Anderer Ausdruck fiir die elektromagnetische Arbeit
einer geschlossenen Kurve. Bezeichnen wir mit », v, w die Ge-
schwindigkeitskomponenten der Elektricitit in einem der Strom-
kreise, mit de den Querschnitt des Leiters in der Fliche S und end-
lich mit /, m, n die Richtungskosinus der in passender Richtung
gezogenen Normalen zu diesem Element, so haben wir fiir die
Elektricititsmenge, welche durch die Fliche S geht, den Ausdruck

Z‘ i = 2 (lu + me + ne) dw .

Wir kénnen aber das E-Zeichen des zweiten Gliedes durch

das Zecichen 5 ersetzen und die Integration iiber die ganze Fliche S
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erstrecken, da die Elemente dieser Fliache, welche nicht von einem
Strom durchsetzt werden, in dem Integral Null geben. Folglich
kann man die Formel (1) auch schreiben

@) Sadx+ﬂd_r/+7(lz=4nS(Iu—|—mv+nw)dw,

wo sich das erste Integral tiber die Kurve C, das zweite iiber die
Fliche S erstreckt.

117. Umformung des Kurvenintegrals. Das Kurvenintegral auf
der linken Seite der Gleichung lisst sich umformen, und zwar kann
diese Umformung sehr leicht bewerkstelligt werden, wenn die Kurve C
eben ist. Wihlen wir nédmlich die Ebene derselben zur X Y-Ebene,
so reduecirt sich das betrachtete Integral auf

5(4(17.1:—}—,3(@,

wo « und 2 kontinuirliche und eindeutige Funktionen der Koordi-
naten « und y sind. Bekanntlich ist nun der Werth des vorangehen-
den Integrals, wenn der Integrationsweg so gewihlt wird, dass der
unbegrenzte Raum sich zur Linken befindet, gleich dem des Integrals

) 08 Cu
5 (@r‘ay‘) @y,

welches liber die von der Kurve C
begrenzte ebene Fliche ausge-
dehnt werden muss.

Fihren wir nun dieselbe
Umformung fir den Fall aus,
dass das Kurvenintegral iiber
eine Dreiecksbegrenzung A B C
erstreckt wird, deren Ecken auf
den Koordinatenaxen (Fig. 24)
gelegen sind. Wir konnen den
Werth des Integrals erhalten,
indem wir nacheinander als In-
tegrationsweg OAB, OBC, Fig. 24.

O C A wihlen und die drei er-

haltenen Resultate addiren. Denn auf diese Weise wird jede der
drei Geraden OA, OB, OC zwei Mal im gentgegengesetzten Sinn
durchlaufen, die Seiten des Dreiecks aber in der Richtung A B C.
‘Wir haben also

(chl

@
&
H



110 Elektromagnetismus.

S(ad.z—l—ﬂdy—kydz)——S(ﬁdy+ydz)—i—S(ydz—i—adx)+§(adx+ﬂdy),
ABC OCA OUAD

oder durch Transformation der Kurvenintegrale der rechten Seite,
fiir welche der Integrationsweg in einer der Koordinatenebenen liegt,

5(udx+ﬂdy+ydz)=8‘(%—7 dydz + 5 ﬁ__ dz dr

ABC
Oc
+ ———~dd
S J v

Nehmen wir das Tetraéder O A B C unendlich Kklein an und
bezeichnen mit dw die Dreiecksfliche ABC, mit /, m, n die Rich-
tungskosinus der Normalen auf dieser Dreiecksebene, dann sind die
Projektionen des Dreiecks auf die Koordinatenebenen resp.

OBC=!ldw, OCA=mdo, OAB=ndw.

Die Integrale der rechten Seite in der vorhergehenden Glei-
chung miissen nun iiber eine dieser unendlich kleinen Flichen aus-
gedebnt werden, so dass die unter dem Integrationszeichen stehen-
den Grossen sehr nahe konstant bleiben und vor das Integral ge-
setzt werden konnen; wir erhalten somit fiir den Werth des lings
einer unendlich kleinen Dreiecksbegrenzung genommenen Kurven-
integrals

.

(edx 4+ B dy+y de)=1 (}% — gi—) dw + m (’g:é — %) dw
ABC
08 Oct
-+ n (&5 — Ty) dw

Soll das Kurvenintegral lings einer beliebigen Kurve C er-
streckt werden, welche eine endliche Fliche begrenzt, so konnen
wir immer diese Fliche in unendlich kleine Dreiecke zerlegen. Wir
erhalten dann das Kurvenintegral, indem wir die Summe aus den
iiber die Dreieckshegrenzungen dieser Elemente erstreckten Inte-
gralen bilden. Da aber jedes Dreiecksintegral durch die vorher-
gehende Gleichung gegeben ist, so finden wir fiir das tiber die Be-
grenzung C erstreckte Integral den Ausdruck
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0 0 0 0

C
op O
+n (a—x—w)] dw ,

in welchem das Integral auf der rechten Seite iiber die von der
Kurve C begrenzte Fliche ausgedehnt ist.

118. Gleichungen von Maxwell. Ersetzen wir in den Glei-
chungen (2) das Kurvenintegral durch seinen eben abgeleiteten
Werth, so erhalten wir

Oy 08 Oce ay 08 O«
” =)+ (o)~ () |«

=4n5(/u -+ mv + nw) do .

Da diese Gleichung fiir jede beliebige Integrationsfliche und
folglich auch fiir jeden Werth von /, m, n gelten muss, so folgt
hieraus

A (o o
“=aa\ey T 0:)’
1 {0« Oy
=z (5~ o)
= L (0B O
R P I P Oy

Diese von Maxwell aufgestellten Formeln geben eine Beziehung
zwischen den Komponenten u, v, w der Stromintensitit und den
Komponenten «, B, y der elektromagnetischen Kraft. Wir machen
tibrigens noch darauf aufmerksam, dass sie sowohl fiir die Ver-
schiebungsstrome, als auch fiir die Leiterstrome Anwendung finden,
da wir von den Verschiebungsstromen voraussetzen, dass sie dem
Ampere’schen Gesetz folgen.

119. Wirkung eines Pols auf ein Stromelement. Da in der
Maxwell'schen Theorie jeder Strom geschlossen ist und in seiner
Wirkung durch ein fingirtes magnetisches Blatt ersetzt werden kann,
s0o lassen sich die von einem beliebigen System von Stromen auf
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cin System von Magneten ausgeilibten Kriifte stets bestimmen. Durch
Anwendung des Prinzips von der Gleichheit der Wirkung und
Gegenwirkung (actio et reactio) leitet man hieraus auch umgekehrt
leicht die Wirkung ab, welche ein System von Magneten auf ein
System von Strémen ausiibt. Unsere Aufgabe, die gegenseitige Ein-
wirkung zwischen Stromen und Magneten zu bestimmen, ist dann voll-
stindig gelost. Aber wir kénnen auch die von einem Magnetpol auf
einen geschlossenen Strom ausgeiibte Kraft als die Resultante der
Krifte betrachten, mit welchen der Pol auf die verschiedenen Elemente
des von dem Strom durchlaufenen Leiters wirkt. Wir werden also
dahin gefiihrt, zunichst den Ausdruck fiir diese elementaren Wir-
kungen zu suchen. .

120. Betrachten wir ein System, welches aus einem Magnetpol
von der Einheit des Magnetismus und einem Leiter mit der Strom-
intensitit =1 gebildet wird. Wenn der Stromkreis von dem Punkt P
aus, in dem sich der Pol befindet, dem Beobachter unter dem
Winkel ¢ erscheint, so sind die Komponenten der von dem Strom
auf den Pol ausgetibten Kraft

o oy o

a0 TE Ta

(cf. 11; Q= gi; i=1).

Die Komponenten der von dem Pol aut den Strom ausgeiibten
Kraft haben dieselbe Grosse, aber entgegengesetztes Zeichen, und
die Arbeit dieser Kraft fiir eine unendlich kleine Verschiebung des
Stromkreises ist daher = dg, d. h. gleich der Variation des Winkels,
unter dem der Stromkreis von P aus erscheint.

Dies vorausgesetzt, wollen wir einen Stromkreis AMB in’s

Auge fassen, von dem sich ein Element AB (Fig. 25)

a % in seiner eigenen Richtung verschieben Kkann.

Wenn wir nun A B eine Verschiebung in dieser
Richtung ertheilen, so wird der Winkel, unter
dem der Stromkreis vom Punkt P aus erscheint,
nicht getindert. Die Arbeit der elektromagneti-
schen Kraft ist also bei dieser Verschiebung Null,
folglich besitzt diese Kraft keine Komponente in

Fig. 25. der Richtung von A B d. h.: die Elementarwirkung

steht senkrecht auf dem KElement.

121. Um den Ausdruck fiir diese Kraft zu erhalten und seine
Richtung vollstindig zu bestimmen, wollen wir auf zwei verschie-
dene Arten dic Arbeit berechnen, welche beim TUebergang des
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zum Stromkreis AMB gehorigen Elements AB (Fig. 26) in die Stel-
lung A B’ geleistet wird. Man muss hierbei annehmen, dass ein in
die Richtung von BB’ und deren Verlingerung
fallender Metalldraht vorhanden ist, auf wel-
chem der bewegliche Theil AB des Strom-
kreises gleitet und den er bestindig beriihrt.
Diese Arbeit ist gleich dem Winkel dg,
unter dem das Dreieck A B B’ von dem Pol P
aus erscheint. Da die Dimensionen dieses
Dreiecks unendlich klein sind gegeniiber der
Linge der Geraden PA, PB, PB’, so kénnen
wir die letzteren als einander gleich betrach-
ten; mit anderen Worten, wir diirfen die
Dreiecksfliche mit der Fliche vertauschen,
welche durch den dreikantigen Winkel P auf
der Kugel vom Radius P A =r ausgeschnitten wird. Die Fliche des
Dreiecks ist also dp»? und das Volumen des Tetraéders P AB B

de r?
3

Aber man kann dieses Volumen auch auf eine andere Weise er-
mitteln, indem man das Dreieck P A B als Basis nimmt. Wenn wir
mit P den Winkel BP A bezeichnen, unter dem das Stromelement
vom Punkt P aus erscheint, und mit % die Projektion von B B' auf
eine Normale zur Ebene P AB, so erhalten wir fiir das Volumen
des Tetraéders

r

h
Pr?'?’

und durch Vergleichung der beiden fiir dies Volumen gefundenen
Ausdriicke

P i

) d,p=7.§’.

Dies ist die Arbeit der auf ein Element A B wirkenden Kraft.

‘Wir erhalten dafiir noch einen anderen Ausdruck, indem wir

bedenken, dass die Arbeit gleich ist dem Produkt aus der Kraft in

die Projektion des von ihrem Angriffspunkt durchlaufenen Weges

auf die Richtung derselben. Wenn wir annehmen, dass die Kraft

in der Mitte C des Elements angreift, so betriigt der von diesem

Punkt beschriebene Weg C C' die Hilfte von BB. Nennen wir &'
Poincaré, Elektricitit und Optik T. 8
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die Projektion von B B’ auf die Richtung der Kraft f, so erhalten
wir fiir die Arbeit dieser Kraft

3
Iy

und da sie auch durch die Gleichung (1) bereits gegeben ist, folgt
S = % k.

Dieser Gleichung wird gentigt, wenn A==7% und f=; ist;
h="F bedeutet aber, dass die Kraft senkrecht zur Ebene P A B ge-
richtet ist. Folglich steht die won einem Magnetpol auf ein Stromelement
ausgeiibte Kraft senkrecht auf der durch den Pol und das Element ge-
legten Ebene. Thr Werth fiir einen Magnetpol von der Masse m und
fiir eine Stromintensitit ¢ des Elements betrigt
miP

r

f=

Da der Winkel P sich umgekehrt proportional zu = #ndert, so
steht die Elementarwirkung f im umgekehrten Verhéltniss zu dem
Quadrate des Abstandes von Pol und Element.



Kapitel VIIL
Elektrodynamik.

122, Elektrodynamische Arbeit. Gegeben seien zwei Strom-
kreise, welche von Stromen mit der Intensitit ¢ und ¢’ durchflossen
werden. Dann wird die Arbeit der zwischen beiden wirksamen
Krifte fiir den Fall, dass sich der eine Stromkreis gegen den an-
deren verschiebt, durch ein gewisses Potential T dargestellt, welches
den Intensititen ¢ und ¢’ proportional ist und, bei konstantem ¢ und
¢/, nur von der Form und gegenseitigen Lage der beiden Strom-
kreise abhingt. Diese Hypothese lisst sich an der Hand der daraus
abgeleiteten Folgerungen experimentell beweisen.

123. Solenoid. Wir theilen eine Kurve AB (Fig. 27) in un-
endlich viele gleich grosse Bogen von unendlich klei-
ner Lénge J, und legen durch die Mitten derselben
die zu der Kurve senkrechten Ebenen C. In jeder dieser
Ebenen ziehen wir gleich grosse geschlossene Kurven
vom Inhalt dw, welche den Schnittpunkt ihrer Ebene %
mit der Kurve A B einschliessen. Wenn wir annehmen,
dass alle diese Kurven in derselben Richtung von Strémen
gleicher Intensitit ¢ durchlaufen werden, so triagt dies
System den Namen Solenoid.

Jeder dieser Strome, welche das Solenoid bilden,
ist hinsichtlich der Wirkung auf einen Magnetpol gleich-
werthig mit einem magnetischen Blatt von derselben Begrenzung
und der Stirke i. Wenn wir als Dicke dieser Blitter die Lénge ¢
der Elementarbogen annehmen, so sind die Mengen von Magne-
;\ dw; die
sich beriihrenden Flichen zweier auf einander folgenden Blitter
enthalten also gleiche magnetische Massen von entgegengesetztem
Zeichen, und beide zusammen {iben somit keine Wirkung auf einen

8*

a

B
Fig. 21.

¢
tismus, welche jede ihrer Flichen enthilt, +7 dw und —
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tusseren Punkt aus. Folglich beschrinkt sich die Wirkung des

i
Solenoids auf diejenige zweier magnetischer Massen -+ —rdw und

—% do, die an den Enden von AB liegen. Dies sind die Pole

des Solenoids.

Wenn die Kurve A B begrenzt ist, so besitzt das Solenoid
zwei gleiche Pole von entgegengesetzten Zeichen; liegt das eine
Ende derselben dagegen in der Unendlichkeit, so beschrinkt sich
die Wirkung des Solenoids auf die des anderen Pols; wenn endlich
die Kurve A B geschlossen ist, so hat das Solenoid keine Pole.

124. Solenoide wund Strome. Der Versuch lehrt, dass die
Wirkung eines geschlossenen Solenoids auf einen Strom gleich Null
ist. Aus dieser experimentellen Thatsache ist leicht zu folgern,
dass die Wirkung eines offenen Solenoids nur von der Lage seiner
Pole abhiingt.

Es sei z. B. T das Potential der von einem Solenoid A CB
(Fig. 28) auf einen Stromkreis ausgeiibten Wirkung, wenn derselbe

in seiner Nihe verschoben wird, und T' das
e Potential der Wirkung eines zweiten Solenoids
BDA, das so gewiihlt ist, dass es mit dem
ersten einen geschlossenen Strom bildet.
% Wir erhalten also fiir das gesammte Potential
beider Solenoide

) T+ T =0.
Fig. 28.

Diese Gleichung bleibt bhestehen, so
lange das Solenoid A CBD A geschlossen ist, welcher Art auch
sonst die Verdnderungen sind, die wir mit seinen Bestandtheilen
vornehmen. Wenn wir speciell nur das Solenoid A CB veridndern,
so besitzt das Potential von B D A noch denselben Werth T’, und in
Folge der vorhergehenden Gleichung veriindert sich auch T nicht.
Das Potential eines Solenoids A CB Dbehilt also denselben Werth,
wenn seine Pole A und B in derselben Lage bleiben; mit anderen
Worten, das Potential hiingt nur von der Lage der Solenoidpole ab.

125. Die vorhergehende TUeberlegung bleibt noch bestehen,
wenn einer der Pole des Solenoids A CB z. B. B in die Unendlich-
keit riickt, denn es geniigt zur Erhaltung eines geschlossenen Sole-
noids, cin zweites mit demselben zu verbinden, dessen entgegen-
gesetzter Pol B ebenfalls im Unendlichen liegt. Aber unter diesen
Bedingungen beschrinkt sich die Wirkung des Solenoids A CB auf
diejenige des Pols A; das Potential eines Solenoidpols hingt also
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nur ab von seiner relativen Lage zu den auf ihn wirkenden Strom-
kreisen.

126, Wir wollen ferner daran erinnern, dass wir im Anfang des
Abschnitts vom Elektromagnetismus annahmen, das Potential eines der
Einwirkung geschlossener Stréme unterworfenen Magnetpols sei nur
durch die relative Lage des Pols zu den Stréomen bedingt, und allein
auf diese Hypothese griindeten sich alle unsere Ueberlegungen. Da
es sich mit dem Potential eines Solenoidpols, welcher der Einwirkung
geschlossener Strome ausgesetzt ist, ebenso verhélt, so wollen wir
auf dieselbe Weise darthun, dass in unserem neuen Falle das Poten-
tial die némliche Form besitzt. Das elektrodynamische Potential eines
Solenoidpols wird also dem Winkel proportional sein, unter dem von
diesem Pol aus die positiven Flidchen der auf ihn wirkenden Strome
erscheinen, und ferner proportional der magnetischen Masse = 3%@7
welche dem Solenoidpol in den elektromagnetischen Wirkungen
gleichwerthig ist. Da wir andererseits (121) angenommen haben, dass
das Potential eines Stromes, der sich in Gegenwart eines anderen
Stromes von der Intensitéit ¢’ verschiebt, proportional mit ¢’ ist, so
erhalten wir fiir das Potential des der Wirkung eines einzigen
Stromes unterworfenen Solenoidpols

i dw

Te==+
a J

Genaue Versuche haben gezeigt, dass der Koeffizient ¢ gleich
der Einheit ist, wenn die Intensitiiten in elektromagnetischen Ein-
heiten ausgedriickt werden; wir erhalten also

idw .
T== 5 i,

d. h. die elektrodynamische Wirkung, welche zwischen einem Sole-
noidpol und einem Strom auftritt, ist gleich der elektromagnetischen
Wirkung zwischen diesem Strom und einer magnetischen Masse
bestimmt ist.

127, Wenn das Solenoid zwei Pole A und B besitzt (Fig. 29),
so kann man ohne Aenderung der Wirkung ein Solenoid B C an-
fiigen, welches sich nach der Richtung C in’s Unendliche erstreckt
und von zwei gleich starken Strémen in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen wird. Haben diese die gleiche Intensitéit, wie der in AB
verlaufende Strom, so kann das ganze System so aufgefasst werden,

i

deren Zeichen durch die Stromrichtung in dem Solenoidpol
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als bestinde es aus zwei unendlich grossen Solenoiden, von denen
das eine seinen Pol in A, das andere in B hat und in denen Stréme
gleicher Intensitéit und entgegengesetzter Richtung cirkuliren. Diese
beiden Pole sind gleichwerthig mit zwei gleichen magnetischen
Massen von entgegengesetztem Zeichen, so dass das endliche Sole-
noid A B sich verhilt wie ein idealer Magnet von derselben Linge.

a

e
Fig. 29. Fig. 30.

128. Elektrodynamisches Potential eines wunendlich kleinen
Stromes. Ein unendlich kleiner Stromkreis kann als ein Solenoid-
Element von der Linge 6 betrachtet werden. Wenn nédmlich die
Fliche desselben dw ist und seine Intensitdt ¢4, so kann er durch

. . ido 1 dw .
zwei magnetische Massen + — = und —-—— ersetzt werden, die

sich in A und B in einem Abstand ¢ von einander befinden.
Nennen wir £ das Potential der Wirkung, welche das System
der festen Strome auf die Einheit des in A befindlichen (Fig. 30)
positiven Magnetismus austibt, so wird im unendlich nahen Punkt B
das Potential die Grosse £ + d& haben. Folglich erhilt man fiir
das Potential der beiden, den unendlich kleinen Strom ersetzenden
magnetischen Massen den Ausdruck
1dw tdw idw )

J — Q2+ dQ) =—dR

@ ) Jd

Bezeichnen wir mit z, y, z die Koordinaten des Punktes A,
80 ist

%(TZ dx 4+ %g dy + o2 dz

dQ = ER

oder auch

dQ = — (¢ dx + 3 dy +y dz),
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wo a, B, y die Komponenten der Kraft bedeuten, welche das System
der festen Strome auf die in A befindliche Einheit des Magnetpols

austibt.
Wenn wir !, m, n die Richtungskosinus der Normalen A B auf

der unendlich kleinen Stromebene nennen, so haben -die Grdssen
dz, dy, dz die Werthe

dr=1d, dy=md, dz =nd,
und der Ausdruck von df kann in die Form gebracht werden
dQ=— (¢l +pm+yn)d.
Man erhélt dann fiir das Potential des unendlich kleinen Stroms

idw
J

—dQ =i (¢l 4+ pm+ yn)dw,
d. h. das Potential eines Elementarstromes ist gleich dem Produkt aus seiner
Intensitdt in den Krdftestrom, der durch seine positive Seite eintritt.

129. Elektrodynamisches Potential eines geschlossenen Stromes.
Hat man ein System fester Strome, die auf einen endlichen beweg-
lichen Stromkreis einwirken, so kann man den letzteren in eine
unendliche Zahl von Elementarstromen gleicher Intensitéit und
gleicher Richtung zerlegen. Das Potential des so zerlegten Stromes
ist gleich der Summe aus den Potentialen der Elementarstrome; es
ist also

o)) T=i5’(al+pm+yn) do,

worin man das Integral iiber den ganzen Inhalt einer beliebigen
gekriimmten oder ebenen, durch den beweglichen Strom begrenzten
Fliache zu erstrecken hat.

130. Anderer Ausdruck fiir das Potential eines Stromes. Das
vorhergehende, iiber eine Fliache ausgedehnte Potential kann ersetzt
werden durch ein Kurvenintegral, welches iiber den Stromkreis
erstreckt wird. Es ist dies die entgegengesetzte Umformung, wie
die in § 117 angewandte. Nach dem, was wir an dieser Stelle an-
filhrten, ist leicht einzusehen, dass das itiber den beweglichen Strom-
kreis erstreckte Integral

@ T=iS(Fda:+Grdy+Hdz)
C

gleich ist dem Ausdruck
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. oH oG
/‘“l(ﬁ—?z)“”

welchen man iiber die von demselben Stromkreis begrenzte Fliche
auszudehnen hat. Wenn also das Integral (2) das in (1) gegebene
Integral eines geschlossenen Stromes darstellen soll, so muss gelten

oF oH oG oF
(37——@;) +"(a7‘af)]"“”

_a_ a6
“= Oy T8

_OF _oH
@) ﬂ_ﬁz 0z’
G @F
Y= —

ox Oy

Die so definirten Gréssen nennt Maxwell die Komponenten
des elektromagnetischen Moments.

181. Verschiebung eines Stroms in einem magnetischen
Medium. Bis jetzt haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass
beim Vorhandensein von Magneten in Gegenwart eines beweglichen
Stromes dieser die Magnete nicht durchdringt. Untersuchen wir
jetzt den Fall, wo der bewegliche Strom in einem magnetischen
Medium verschoben wird.

Man kann unschliissig sein, welche Grossen man fir die Kom-
ponenten a, B, y der auf die Poleinheit ausgeiibten Kraft zu wihlen
hat. Wir haben im Kapitel iiber den Magnetismus den Fall be-
trachtet, wo sich ein Magnetpol im Innern einer in eine magnetische
Masse gebohrten Hohlung befindet, und gesehen, dass die Kraft,
welche auf denselben wirkt, von der Gestalt dieser Hohlung abhingt.
Unter den Werthen, welche diese Kraft annehmen kann, haben wir
zwei niher betrachtet: die eine (die magnetische Kraft) hat zu
Komponenten
c cf2 o9

or = 8]/ ’ Y= &
die andere (die magnetische Induktion):
a=c¢+4ndA; b=p-+42B; c=y+4aC,

worin & das Potential des Magneten und A, B, C die Komponenten
der Magnetisirung an dem betrachteten Punkt bedeuten.
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Aber die Form der Gleichungen (3) gestattet leicht, die Unbe-
stimmtheit zu heben, und zeigt, dass man die Komponenten der
magnetischen Induktion hier einfilhren muss. Bildet man nimlich
die Derivirten derselben resp. nach z, ¥ und z, so erhilt man

e O 0

Nun haben wir aber gesehen, dass diese Bedingung nicht fiir
die Komponenten der magnetischen Kraft erfiillt ist, wenn es sich
um einen inneren Punkt handelt, wohl aber fiir die Komponenten
der Induktion. Man muss also diese letzteren in die Formeln ein-
setzen. Diese werden dann

a2 G
Ty T 0z

oF 0H
) b= — e
e 06 EF

T s 0y

132. Eine Unbestimmtheit derselben Art greift fiir die Formeln
des § 118 Platz, welche die Komponenten «, v, w der Stromgeschwin-
digkeit als Funktionen von a, £, y angeben, aber man kann dieselbe
leicht durch den Nachweis heben, dass man in diesem Fall nicht
die Komponenten der Induktion wihlen darf.

Nehmen wir z. B. den besonderen Fall an, wo der bewegliche
Leiter von keinem Strom durchflossen ist; wir haben dann
u=0v=w=0. Wenn man die Komponenten der magnetischen In-
duktion wihlen wiirde, so folgte

O 0 _ Oa 8 . b 8a__0
9 0z ' 0z ¢z ' odx oy

Diese Bedingungen sind aber nicht allgemein gtiltig. Wir
diirfen also hier nicht die Komponenten der magnetischen Induktion
nehmen, sondern die Komponenten «, 3, y der magnetischen Kraft

. . . 1 0y 0 o2 . .
(bei diesen ist ndmlich [T;J/_Ti:()’ da r=—r5 ist ete.). Wir be-

gniigen uns mit diesen beiden Betrachtungen in Ermangelung einer
befriedigenderen Theorie.
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133. Bestimmung der Komponenten des elektromagnetischen
Moments. Verlassen wir nun den Fall, wo sich ein beweglicher
Strom in einem magnetischen Medium verschiebt, und ermitteln die
Komponenten F, G, H des magnetischen Moments.

Die drei Differentialgleichungen (3) geniigen nicht zur Be-
stimmung dieser Grossen, denn es ist leicht einzusehen, dass, wenn
F, G, H eine Losung dieser Gleichungen ist, die Gruppe der
Werthe

wo y eine beliebige Funktion der Koordinaten darstellt, ebenfalls
diese Gleichungen befriedigen. In der That wird die rechte Seite
der ersten Gleichung durch Einsetzung der vorhergehenden Werthe
an Stelle von F, G, H

0 Oy 0 oy\ _oH 0% oG %
(H+EJ“EWG+Eﬂ—®g+@$*@? By
_GH_ 9G
Oy 0z

Das letzte Glied dieser Folge von Gleichungen ist gleich «, da
nach der Voraussetzung F, G, H eine Losung des Systems bilden.
Durch eine dhnliche Ueberlegung findet man, dass die beiden anderen
Gleichungen ebenfalls befriedigt werden.

134. Damit die Komponenten F, G, H vollstindig bestimmt
werden koénnen, miissen sie noch einer Bedingungsgleichung ge-
niigen. Maxwell wihlt als solche

_9F oG @H

) T=orta T =0

Tragen wir dieser Beziehung Rechnung, so ist es moglieh,
zwischen den Komponenten u, ¢, w der Stromgeschwindigkeit und
den Komponenten F, G, H des magnetischen Moments drei Glei-
chungen zu finden, welche gestatten, die Werthe diescr letzteren
Grossen abzuleiten. Wir haben nach den Formeln des § 118 und
den Formeln (3) des § 130
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&y o _#G _F @F  PH

dnu= 5 Tosoy 0F 0 T 0wds’

. O°F . . .
oder, indem wir 55 auf der rechten Seite positiv und negativ zu-

fiigen und die Glieder passend gruppiren

OF G  oH _#F OF oF

b=V imoy Tonts 0@ O 0
oder endlich

oJ
Wenn man annimmt, dass die Gleichung (5) immer erfiillt ist,
d. h. dass es eine identische Gleichung ist, so sind die partiellen
Derivirten von J Null und die Gleichung (6) reduzirt sich auf

AF +4nu=0.

Da diese Gleichung der Poisson’schen analog ist, so kann F
als das Potential einer anzichenden Masse von der Dichte w be-
trachtct werden. Naclh unserer Kenntniss fiiber die Form des
Potentials, welches einer derartigen Gleichung gentigt, diirfen wir
unmittelbar schreiben

F=5 . dr,
r

wobei das Integral auf alle Elemente dr des ganzen Raums auszu-
dehnen ist; u stellt die Geschwindigkeitskomponente des Stroms nach
der X-Axe im Schwerpunkt des Elements dr dar und r den Ab-
stand dieses Elements vom Punkt z, ¥, 2.

Durch analoge Rechnung erhilt man

G=5  dr, H-_—Sidz.
7 r

Diese Werthe von I', G, H gentigen nothwendiger Weise den
Differentialgleichungen (3); wir wollen nachweisen, dass die Be-
dingungsgleichung (5) ebenso erfiillt ist und bilden hierzu die par-
tiellen Derivirten von ¥, G, H.
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135. Geben wir einem Punkte mit den Koordinaten z, y, z eine
Verschiebung von der Grosse dr parallel zur z-Axe, so wichst der
Abstand dieses Punktes von den verschiedenen Elementen der fin-
girten anziehenden Materie von der Dichte w um dr, und das

. OF
Potential F' im betrachteten Punkt wird um oy Q@ vergrossert. Neh-

men wir aber an, dass wir, anstatt den angezogenen Punkt =, v, 2,
wie es eben geschah, zu verschieben und die anziehende Materie fest
zu lassen, nun den verschiedenen Punkten der anziehenden Materie
eine Verschiebung gleich — dr ertheilen und den Punkt z, y, ¢ in
Ruhe lassen, denn wird genau dasselbe stattfinden. Dies kommt auf
die Annahme hinaus, dass die Dichte v im Schwerpunkt des Elements

nach der Verschiebung den Werth u - % dr annimmt. Wir haben

u—{———— dx
*d =\ - dr — (Zt,

wobel das erste Integral iiber das ganze von der anziehenden Materie
nach der Verschiebung eingenommene Volumen, das zweite auf das-
jenige vor der Verschiebung auszudehnen ist. Diese hbeiden Inte-
grationsgebiete sind nun dieselben, da beide den ganzen Raum um-
fassen; wir erhalten demnach einfach

also

woraus folgt

oF _ 1 o,
ar - ) o @

Analoge Ausdriicke finden wir fiir die partiellen Differential-
quotienten von G nach y und von H nach z; ihre Sumine gibt

T=a Tyt e ﬁ+f+ a

JoF oG cH ( (8(1 51/.)
7

o

Das letzte Integral ist Null, da nach Maxwell’s Annahme die
Elektricitit inkompressibel ist und der Ausdruck hierfiir durch
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Ou Ov ow
oy Tas =0

gegeben wird.

Die Bedingungsgleichungen (5) sind demnach befriedigt.

136. Kehren wir zu dem Fall eines magnetischen Medium
zuriick, so sind die Komponenten F, G, H des elektromagnetischen
Moments mit denen der Induktion durch die Gleichungen (4) ver-
kniipft. Man kann sich leicht tiberzeugen, dass diese Gleichungen
und die Bedingungsgleichungen (5) befriedigt werden, wenn man fir
¥, G, H das Produkt der gefundenen Werthe in den Koeffizient pu
des magnetischen Induktionsvermoégens des Medium wihlt; wir er-
halten also

F=u g‘%dr; G:tuS%dr; H:luj‘%‘dr.

137. Werthe von F, G, H fiir einen linearen Strom. Wir be-
trachten nun den speciellen Fall, dass ausser dem beweglichen Leiter
nur ein Stromkreis vorhanden ist, der aus einem Draht von geringem
Querschnitt do besteht. Nennt man die Intensitit dieses letzteren

Stromes ¢, so ist die Geschwindigkeit der Elektricitiit 7;;, und die

Richtung derselben fillt mit der an den Stromkreis gelegten Tan-
gente zusammen. Die Richtungskosinus dieser Tangente sind
ox O 0z . .
B Bf C B (wenn man mit ds das Bogenelement des Stromkreises
bezeichnet), so dass man fiir die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w
der Elektricitit die Werthe erhilt

y b 0x . L 0y i 0

de 05’ Y= ds e ! R

oder da dods= dr ist

. Oz .0y .02
U] u==ipg-, v=ias w==i

Demnach kann man fir die Komponente F des magnetischen
Moments in einem Punkt des Raumes schreiben

Id

F=5£—dr= (ld‘L :tj-t-li
r o/ r r
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und wir erbalten fiir die drei Komponenten

" ) 1.
®) Fei| & G:ijfil, H=i5iz—

r 7

138. Formel von Neumann. Es sei C (Fig. 31) ein fester Strom-
kreis, der von einem Strom mit der Intensitit ¢ durchlaufen wird
und C’ ein beweglicher Stromkreis mit der

Intensitit ¢'. Das elektrodynamische Potential

T des Stromes C' in Bezug auf den Strom C

hat zum Werth
T=z"S(Fda:’+Gdy' +Hdr).
s’ ¢’

In diesem Ausdruck beziehen sich F, G, H
auf den Stromkreis C, da ausser diesem nur
noch der bewegliche Stromkreis vorhanden
ist. Wenn wir also voraussetzen, dass dieser Stromkreis aus einem
Draht von sehr kleinem Querschnitt gebildet wird, so sind F, G, H
durch die eben gefundenen Ausdriicke (8) gegeben, worin r den
Abstand der Mitte des Elements ds von der Mitte des Elements ds’
bedeutet. Setzen wir diese Werthe in den Ausdruck von T ein, so
erhalten wir

Fig. 31.

T=ii'5§ de do' 4+ dydy + dz dz

o 7

und wenn wir mit ¢ den Winkel zwischen den beiden Elementen
ds und ds' bezeichnen

. dsdy cos &

Dies ist die von Neumann angegebene Formel fiir das elektro-
dynamische Potential eines Stromes auf einen anderen.

Die Symmetrie dieser Formel fir ¢ und ¢, wie fiir ds und ds’
zeigt, dass das elektrodynamische Potential von C' auf C gleich ist
demjenigen von C auf C'.

139. Anderer Ausdruck des elektrodynamischen Potentials
eines Stromes. Die Formel

T=i§(F(1x+Gdy+Hdz)
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kann leicht in eine andere Form gebracht werden, die uns im Fol-

genden niitzlich sein wird.
Aus den im § 137 aufgestellten Werthen (7) folgt unmittelbar

ide=udr, <{dy=vdr, idz=uwdr,

und durch Einsetzen dieser Ausdriicke in T erhilt man
(10) T =§ (Fu + Go + Hu) dr;

dies Integral ist iiber den Raum auszudehnen, welcher von der den
beweglichen Stromkreis bildenden Materie erfiillt wird.

140. Elektrodynamisches Potential eines Stromes auf sich
selbst (Selbstpotential). Man kann sich einen Stromkreis in unend-
lich viele Stromkreise von unendlich kleinen Querschnitten zerlegt
denken. Jeder der so erhaltenen Strome besitzt ein elektrodyna-
misches Potential auf den anderen; die Summe dieser Potentiale ist
das, was man Selbstpotential eines Stromes nennt; wir wollen den
Ausdruck hierfiir suchen.

Es seien u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten der Elektri-
citéit in einem Punkt des Stromkreises, F', G, H die Komponenten des
elektromagnetischen Moments in demselben Punkt und T das Selbst-
potential des Stromes. Geben wir «, v, w die Zuwachse du, dv, dw,
so werden die Grossen F, G, H und T resp. die Zuwachse
dF, dG, dH und dT erfahren. Der in dem Leiter fliessende Strom
kann dann angesehen werden als Ergebniss des gleichzeitigen Vor-
handenseins des urspriinglichen Stromes und desjenigen, welcher
von dem der Elekgricitiit ertheilten Gesehwindigkeitszuwachse her-
riihrt; wir wollen diesem letzteren den Namen Extrastrom geben.
Der Zuwachs dT des Potentials kann also betrachtet werden als die
Summe des Potentials des anfianglichen Stromes auf den Extrastrom
und des Potentials des letzteren auf sich selbst. Das Potential des
urspriinglichen Stromes auf den Extrastrom ist nach (10)

5(udF+vdG+wdH)dr.
Was das Potential des Extrastroms auf sich selbst betrifft, so
wird dies eine unendlich kleine Grosse zweiter Ordnung sein und

darf vernachliissigt werden; man erhélt also

dT=5(u dF + v dG + w dH) dr .
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Aber man kann auch dT gleich setzen dem Potential des
Extrastromes auf den urspriinglichen Strom, vermehrt um das
Potential des Extrastromes auf sich selbst. Unter Vernachldssigung
dieses letzteren folgt

dT=5(qu+de+Hdw)dr,

Addirt man diese beiden Ausdriicke fiir dT und dividirt dann
durch 2, so erhilt man

1

dT=Tg.(qu,+udF+de+vdG+Hdw+wdH) dr,

oder

dT=—;— dj (Fu + Gv+ Huw) dr.

Die Integration licfert fiir den Werth des Selbstpotentials eines
Stromes

1) T=—;— ((Fu 4 Gv + Huw) dr.
B

141. Wir bemerken noch, dass die Ueberlegung, welche uns auf
diesen Ausdruck gefithrt hat, ebenso gut auf den Fall eines
Systems von mehreren Stromen ihre Anwendung findet, wie auf
den eines einzigen Stromes. Dieser Ausdruck stellt also allgemein
das elektrodynamische Potential eines Systems von Stromen auf
sich selbst dar. Man muss dann die Integration auf den ganzen
von den materiellen Leitern des Systems eingenommenen Raum
ausdehnen, oder besser noch auf den gesammten Raum, was auf
dasselbe herauskommt, da neben diesem System unsrer Annahme
nach mnicht gleichzeitig mnoch irgend ein anderes System von
Stromen besteht.

142. Verschiedene Formen des Selbstpotentials eines Systems
von Stromen. Wir haben im § 134 gefunden, dass die Komponente
I des elektromagnetischen Moments an einem Punkt des Raumes

durch die Formel
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F=5' o dr
r

dargestellt wird, in welcher r den Abstand des betrachteten Punkts
von dem Volumelement d<, und «' die Geschwindigkeitskomponente
des letzteren bedeutet. In einem Punkt des Raumes also, der von
einem Volumelement dr eines Stromsystems eingenommen wird, sind
die Komponenten des elektromagnetischen Moments in Bezug auf
das System selbst

u' dr v dr w'dr’
F= T 0 G_j r sz‘ r

Setzt man diese Werthe in den Ausdruck (10) des elektrody-
namischen Potentials des Systems auf sich selbst ein, so folgt

1} 1 ’]l 3’7 '
T=~})~((ujudt +Uj‘v dr +wju dr)(h.
2 7 r r

Jedes Doppelintegral der rechten Seite dieser Gleichung muss
iiber alle moglichen Kombinationen der beiden Elemente dr und dr’
erstreckt werden. Da diese aber demselben System von Stromen
angehoren, so spielt ein und dasselbe Element die Rolle von dr und
von d7 und jedes Integral enthélt zweimal dasselbe Glied. Beriick-
sichtigt man jedes Element nur einmal, so muss man in der vor-
hergehenden Gleichung das Doppelte des durch eine solche Integration
erhaltenen Resultats nehmen. Der Faktor % verschwindet dann
und man erhilt die Formel

(12) T— 55 MELTIE grar.

143. In dem Ausdruck (11) der elektrodynamischen Arbeit
konnen wir w, v, w durch ithre Werthe:

w1 (Or _ OB
T 4x \oy 0z )’
S R
= n \e: T e )
_ 1 (e
Y=, \er oy

Poincaré, Elektricitit und Optik I. 9
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(8§ 118) ersetzen; wir erhalten dann

_ 1 oy 08 50:_?1)
T—@THF(@‘ 8z)+G(8z ;) TH

Aus dem Integral

08 Oe
(s; - a)] @

Oy
{gF W dT

folgt durch partielle Integration

0 oF
SF%(ZI:jﬂFymdw — 5 ya—y—dr,

wobei m den Cosinus des Winkels zwischen der Y-Axe und der Nor-
malen zu dem Element dw der Fliche bedeutet, welche das In-
tegrationsgebiet begrenzt. Dehmnen wir, was erlaubt ist, die drei-
fachen Integrale tiber den ganzen unendlichen Raum aus, so sind die
Komponenten «, 8, y der Kraft, welche auf einen Punkt der das
Volumelement begrenzenden Fliche ausgeiibt wird, gleich Null, da
dieser Punkt in die Unendlichkeit riickt. Die Elemente des zwei-
fachen Integrals werden also Null, und damit auch das ganze Integral
selbst. Wir haben demnach einfach

ay (aF
j\Fa—ydz =) yfaTJ-(/r.

Durch Ausfihrung einer analogen Umformung fiir alle anderen
Integrale des vorhergehenden Ausdrucks von T und durch Einsetzen
der erhaltenen Werthe in denselben findet man

: 1 g H oG 6F  0H oG OF
(13) T ——-—8‘77&/ [(4 ( —78;) —‘r‘ /3 (7827 - Aalﬁ) + 7/ (78.57 -78&7)} (/T.

Gy
144. Diesc ncue Form des Potentials kann durch Beriicksich-
tigung der Gleichungen (3) und (4) (§§ 130 und 131) vereinfacht
werden. Dieselben geben die Werthe der Differenzen der partiellen
Derivirten von ¥, G, H fiir den Fall, dass sich das System von
Stromen in cinem nicht magnetischen Medium resp. in cinem mag-
netischen Medium befindet. Wir haben in dem ersten Falle
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1 2 2 2
T Snf(a + g2+ ) dr
und in dem zweiten
.__.__1_ b ) d
l—8n (ea+Bb+yc)ds.

145. System von linearen Leitern. Wenn die das System bil-
denden Strome linear sind, so kann das elektrodynamische Selbst-
potential des Systems in die Form gebracht werden, welche Neu-
mann dem Potential von zwei Systemen linearer Strome auf ein-
ander gegeben hat. Nach den in § 137 aufgestellten Formeln (7)
und (8) sind niimlich die Geschwindigkeitskomponenten der Elek-
tricitiit in einem Punkt

{0 o idy _ioz
or 7 T w=

or '’ or ’

U=

und die Komponenten des elektromagnetischen Moments in dem-
selben Punkt

fa dy’ O
=i\ 2 =y (L’L H=i |2

r o r o r

Durch Einsetzen dieser verschiedenen Werthe in den Aus-
druck (11) folgt

T — % it de dx' + dyrdy +dzd’ 7

oder, wenn wir mit ¢ den von zwei beliebigen Elementen des
Stromsystems gebildeten Winkel bezeichnen,

T=Lii'§§ ds ds' cos &

146. System von zwei linearen Stromkreisen. Wir nennen
diese beiden Stréme C, und €, und bezeichnen die in unsere
Formeln eintretenden Groéssen mit den Indices 1 und 2, je nachdem
sie sich auf C; oder C, beziehen. Die Komponenten des elektro-
magnetischen Moments in einem Punkte sind dann

9%
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N dm | da
F=i )" +6 )7
G=115ﬂ1+125dy2’
r
dz dz
H=y : 2 735

sie sind also lineare, homogene Funktionen der Intensititen ¢ und 4,
der beiden Stréme.

Das elektrodynamische Selbstpotential dieses Systems von Stro-
men ist durch die Formel (11) gegeben

T:%—X(Fu -+ Gv + Hw) dr .

Nun ist in einem Punkt des ersten Stroms
wdr=1d,dz,, vde==idy,, wdr==1idz,
und in einem Punkt des zweiten
wdr=1idre,, vdr=1i,dy,, wdi==1,dz,.

Das Integral (11) wird demnach

. ? . <]

3 1y
T ———le (F de, + G dy, + Hdz,) + 5 (F dey + G dy, + H dz,) .

= Y.

(¢ Cy

T ist also eine lineare, homogenc Funktion von 7, und 4, sowie
von F, G, H. Aber wir haben soeben gesehen, dass diese Grossen
homogen und vom ersten Grad sind in Bezug auf ¢ und 4,; folglich
ist T eine homogene Funktion zweiten Grades von 7, und 7, und
wir kénnen schreiben

1
T= 5 (L4270 i+ N G2
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Die Grossen L, M, N hingen offenbar nur von der Form und
der gegenseitigen Lage der beiden Strome C; und C, ab. Man kann
tibrigens leicht jhre Bedeutung einsehen; der Koeffizient M von
i,% in dem Werth von T ist ndmlich gleich dem Integral

5' dz, dxy + dy, dyy + dz, dz,
r ?

das man lings des ganzen Leiters zu erstrecken hat; demnach ist
dies das elektrodynamische Potential eines Stroms auf den anderen.
Man kann ebenso einfach einsehen, dass L. das Selbstpotential des
Stromes C, ist, wenn er als allein vorhanden angenommen wird, und
analog N dasjenige von C,.



Kapitel IX.
Induktion.

147. Elektromotorische Induktionskrifte. Bei der Betrachtung
der elektromagnetischen und elektrodynamischen Xrscheinungen
haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass die Stromintensitit
konstant bleibt. Es ist aber bekannt, dass bei einer relativen Be-
wegung von Stromkreisen oder von Stromkreisen und Magneten
besondere Phiinomene auftreten, die man mit dem Namen Induk-
tionsstrome bezeichnet und deren Entdeckung man Faraday ver-
dankt. Dieselben bestehen aus temporiren Stromen in den Leitern,
deren Intensititen zu den urspriinglichen Stromen sich addiren
und die man elektromotorischen Induktionskréaften zu-
schreiben kann.

Aus den Beobachtungen iiber Induktion ergibt sich, dass bei
einem Anwachsen der Intensititen 7, und ¢, zweier unbewegter
Stromkreise C, und C, um die Grossen di; und di, in dem Zeitinter-
vall dt die in O, erzeugte elektromotorische Induktionskraft den

Werth
\ Al n diy
dt dt

besitzt, und die in C, hervorgebrachte Kraft die Grosse

di,
BW +C

i,
dt

1)‘

148. Wir wollen ferner den Ausdruck fiir die elektromotorische
Kraft bei einer Bewegung von Leitern suchen, welche von Stromen
mit konstanter Intensitit durchflossen werden.

Betrachten wir zuerst den Fall, dass nur ciner der Stromkreise

1 Die Bestimmung der Konstanten A, B, C crfolgt in § 149.
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sich bewegt, etwa von C nach C, dann lehrt der Versuch, dass
alles so vor sich geht, als wenn in C kein Strom vorhanden wire, in
C' dagegen ein neuer Strom von derselben Intensitiit entstiinde. Nach
den Auseinandersetzungen des vorhergehenden Paragraphen ent-
spricht aber einer Verdnderung di der Intensitit ¢ des Stromes C

. (I . .
eine elektromotorische Induktionskraft A% in diesem StromkKkreise.

Folglich bringt das Aufhoren des Stromes C, das einer Verminde-
rung ¢ der Intensitit desselben entspricht, eine elektromotorische

A
Kraft _Tl% hervor; und das Entstehen des Stromes C' eine elek-

tromotorische Kraft (A -+ dA)

v
W;
Koeffizienten A beim Uebergang von C nach C' bedeutet. Wir er-
halten also fiir die aus der Bewegung herrithrende Kraft

wobei dA die Verinderung des

i ; . dA
A g =2a ="
Es ist leicht einzusehen, dass beim Vorhandensein zweier
Strome C, und C, die durch ihre relative Bewegung erzeugte elek-
tromotorische Kraft fiir den Stromkreis C, den Werth hat:

dA . dB

717"{"’2"%:

ebenso fiir C,

dB . dC
FAREET

Wenn sich die Intensitit beider Stréme indert, und gleichzeitig
auch eine Bewegung derselben stattfindet, so sind die elektromoto-
rischen Induktionskrifte fiir jeden der beiden Stromkreise gleich
der Summe der elektromotorischen Kriifte, welche aus beiden Arten
von Verdnderungen, jede fiir sich allein genommen, entstehen; man
erhilt dann fiir den Stromkreis C,

di, di, . dA . dB d . .
A7t+B it + e -+ B —"d—t(All—*—Bl?)
und fir C,
di, iy . dB . dC d . .
BE—FC o —I—tl(Tt + 12%_~»(E(BL,+CLQ).
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149. Bestimmung der Koeffizienten A, B, C. Die in den
Ausdruck fiir die elektromotorischen Induktionskriifte eingehenden
Koeffizienten kénnen mit Hiilfe des Prinzips von der Erhaltung der
Energie bestimmt werden.

Wir betrachten zwei Stromkreise, deren Intensititen 7, und 7,
von galvanischen Elementen mit den elektromotorischen Kréften E,
und E, hervorgebracht werden. Die Menge der in dem Element
verbrauchten chemischen Energie setzt sich theilweise in diesem
selbst in Wirme um, wihrend sich ein anderer Theil in der Form
von Stromenergie wiederfindet. Durch den Versuch ergibt sich,
dass die in der Zeit dt erzeugte Stromenergie den Werth besitzt

E, 4, dt + Fy iy dt .

Dieselbe tritt in den Leitern zum Theil in der Form von
Wirme auf, deren Menge durch das Joule’sche Gesetz bestimmt wird,
zum Theil als mechanische Arbeit, die durch die Bewegungen der
Leiter geleistet wird. Bezeichnet man mit R, und R, die Widerstinde
der beiden Stromkreise, so sind die Mengen der frei werdenden
Wirme R, ¢?dt und Ry%*dt. Die von dem System geleistete me-
chanische Arbeit ist gleich der Verdinderung dT des elektrodyna-
mischen Potentials des Systems auf sich selbst, oder genauer gleich
dem Theil diescr Veridnderung, der von der Verschiebung der Leitcr
herriihrt, wobei man von dem Theil absieht, der durch eine Ver-
grosserung der Intensititen hervorgerufen wird. Dies Potential hat,
wenn zwei Strome in Betracht kommen, den Werth (§ 146)

T= —;_ (L) - 2 My 45 + N7

Hieraus folgt
4T = % i dL 24, 4, dM + iy? dN].

Der Ueberschuss von Stromenergie wiithrend der Zeit dt iiber
o

die in der Form von Wirme und mechanischer Arbeit in derselben

Zeit angesammelte Energie des Systems ist also

1) E i dt+Eyi,dt — R {2dt — Ryiy?dt — dT.

Nach dem Prinzip von der Erhaltung der Energie muss dieser
Ausdruck fiir einen vollkommenen Kreisprocess Null sein; andern-
falls muss er ein vollstiindiges Differential darstellen. Iierdurch
konnen die Werthe A, B, C bestimmt werden.
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180. Zur Umformung des Ausdruckes (1) benutzen wir das
Ohm’sche Gesetz fiir jeden der Strome, unter Berlicksichtigung des
Umstandes, dass durch die Verschiebung der Strome Induktionskrifte
auftreten; wir haben dann

d . .
E +——(A¢4 +Bi)=R,7,
dt
und
d . , .
E, + i B +Ci)=R,7,.

Multipliciren wir die beiden Seiten dieser Gleichungen resp.
mit ¢, dt und 4, dt, so erhalten wir:

E i dt—Ri2?dt= —1i, d(Ai, + Bi)
und

Eydydt —Ryi2dt = —i, d (Bi; + Ciyp).

Wenn wir die vier ersten Glieder der Gleichung (1) durch die
Summe der rechten Seiten der vorhergehenden Gleichungen aus-
driicken, so finden wir

2) —4dAL+Bi)—i,d®Bi+ Ci,) — %— (6% dL + 24, 4y dM + 4,2 dN].

Fir den Fall, dass weder eine Verschiebung noch eine Form-
verinderung der Stromkreise stattfindet, vereinfacht sich dieser Aus-
druck zu

— Al diy — Bi, diy, — Biy diy — Ciy di,

oder

— % d (A2 + 2B i, + CLY);
er wiirde also das’ vollstiindige Differential der Grosse
1., . -
3) — 5 (Ai? +2Bi i, + Cii?)

darstellen.
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Findet auch eine Verschiebung der Stromkreise statt, so wird
das Differential dieser Grosse

— Ady diy — Bi, diy — Bi, diy — Ciy diy — % HW3dA — 4,3, dB — % i,2dC;
damit nun der Ausdruck (2) das Differential derselben Grosse (3)

bleibt, muss dieses Differential gleich sein dem entwickelten Aus-
druck (2):

— Ady di, — Bi, diy — Biy diy — Ci, diy — 1,2 dA

— 24,7, dB — 4,2 dC — %i{"dL—z‘lz'ZdM—%igsz.

Durch Vergleichung beider Formeln erhiilt man die Beziehungen

1 1

dB = 2dB + dM,
1 1

die sich reduciren auf

dA = —dL, dB= —dM, dC=—dN.

Dureh Integration folgt hieraus, wenn man die Integrationskonstante
Null setzt:

A=—1, B=—M, C=-N.

Hiernach sind die Kocfficienten, die in dem Ausdruck fiir die
elektromotorische Induktionskraft auftreten, bis auf das Vorzeichen
identisch mit den Koefficienten des elektrodynamischen Potentials
des Stromsystems. Man nennt diese letzteren auch oft die Induktions-
koefficienten, L. und N die Koefficienten der Selbstinduktion und M den
Koefficient der wechselseitigen Induktion beider Strome.

151. Theorie von Maxwell. Die Thcorie der Induktion wurde
in der Form, die wir eben mitgetheilt haben, zuerst von Helmholtz
in seiner Schrift iiber die Erhaltung der Kraft entwickelt, und
kurze Zeit darauf von Sir W. Thomson; die Maxwell’'sche Theorie
ist anders und in vieler Beziehung vollstiindiger. Wendet man nim-
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lich die Lagrange’schen Gleichungen auf die Bewegung der Mole-
kiile des von Maxwell fiir die elektrischen FErscheinungen ange-
nomgpenen imponderablen Fluidum an, so lassen sich sowohl die
Gesetze der Induktion als auch die der Elektrodynamik ableiten.

152, In den vorhergehenden Kapiteln wurden wir zu dem
Schluss gefiihrt, dass die von dem englischen Gelehrten ange-
nommenen Hypothesen nur vorldufige waren, und dass sie selbst in
den Augen ihres Urhebers nicht mehr objektive Wirklichkeit be-
sassen, als die Hypothese von den zwei Fluida, wenn sie uns auch
besser befriedigte. Hier jedoch begegnen wir, wie ich glaube, der wirk-
lichen Vorstellung von Mazwell.

Im Anfang seiner Theorie stellt Maxwell folgende beiden Hypo-
thesen auf:

1. Die Koordinaten der Molekiile des imponderablen Fluidum
héingen von den Koordinaten der materiellen, an den elektrischen
Erscheinungen betheiligten Korpermolekiile ab, ebenso von den
Koordinaten der Molekiile der hypothetischen Fluida (positive und
negative Elektricitit) nach der gewohnlichen Elektricititstheorie;
aber das Gesetz dieser Abhingigkeit ist uns vollstindig unbe-
kannt.

2. Das elektrodynamische Potential eines Stromsystems ist
nichts anderes, als die halbe lebendige Kraft des Maxwell’schen
Fluidum; es ist also eine kinetische Energie.

153. Um in die Lagrange’schen Gleichungen die Parameter
einzufiihren, durch welche die Lage eines Molekiils des Max-
well’schen Fluidum definirt ist, muss man nach der ersten Hypo-
these die Parameter kennen, welche die Lage eines Molekiils unsrer
hypothetischen Fluida bestimmen. Nun ist die Lage eines elek-
trischen Molekiils A, das einen linearen Stromkreis C durchfliesst,
vollstandig bestimmt, wenn man einerseits die Lage des Stromkreises
im Raume kennt, andrerseits die Lange s des Leiters OA, die von
einem bestimmten Ausgangspunkt O aus- gerechnet ist. Bedeuten
also x;, z,, 23 .... die Parameter, welche die Lage der materiellen,
den Stromkreis bildenden Molekiile bezeichnen, so héngt die Lage
eines Molekiils des Maxwell’schen imponderablen Fluidum von den
Parametern s, z,, z,, 2; ab.

An Stelle von s kann man aber auch eine Funktion dieses
Bogens setzen, denn die Kenntniss dieser Funktion wiirde gestatten,
s zu bestimmen, und damit auch die Lage eines elektrischen Molekiils
auf dem Stromkreis C; Maxwell wihlt die Grosse
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¢
y=5idt,
o

welche, wie wir jetzt zeigen wollen, in der That eine Funktion von
s darstellt. Der Querschnitt des Leiters nimlich, der von einem
zum anderen Punkt verinderlich sein kann, ist eine Funktion ¢ (s)
des Bogens s; die Geschwindigkeit der Elektricitit kann aber einer-
seits dargestellt werden als Quotient der Intensitéit durch den Quer-

. . v . . d:
schnitt des Leiters 70’ andererseits durch die Grisse ?j—;demnacll
muss gelten

s _ ¢
dt g (s)

Hieraus folgt

Sidt=5¢(s)<zs=¢(s)

und

t

57' dt =1 (s) — v (5),

0

wo s, die Lage des clektrischen Molekiils am Anfang der Zeit be-
deutet. Somit ist ¥ eine Funktion von s allein, und wir kénnen in der
Chat als Parameter, von denen die Lage cines Molekiils des Maxwell’-
schen imponderablen Fluidum abhiingt, die Grossen y, «;, @y, ....a
wihlen.

154. Anwendung auf zwei Stromkreise. Wenn wir mit ¢, und 4,
die Intensitiiten der Stromkreise bezeichnen und setzen

n

' ¢
Yy = 5 2 dt und Ya == 5 iy dt,

0 0

so wird die Lage eines Molekiils des Maxwell’schen imponderablen
Fluidum abhiingen von den Parametern y, und y,, sowie von den
nParametern x, x,, ....x, , welche die Lage der materiellen Mole-
kiille der Leiter bestimmen. Folglich wird die Bewegung des von
den zwei Stromen gebildeten Systems gegeben durch cin System
von n 4+ 2 Lagrange’schen Gleichungen (ef. Einleitung 8. 5)
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40T 9T g
dt o, @g,

wo g, einen der Parameter bedeutet und Q, den Koefficient von dg;
in dem Ausdruck

Qdy +Qdgp+....Q, 0y, +...Q, dy,

fiir diejenige Arbeit, welche einer virtuellen Verrtickung des Systems
entspricht.

155. Die kinetische Energie T, welche in diesen Gleichungen
auftritt, ist die Summe der halben lebendigen Kraft T, der mate-
riellen Molekiile des Systems und der kinetischen Energie der Mole-
kiile des Maxwell’schen imponderablen Fluidum. Diese letztere stellt
aber, nach der zweiten Hypothese, das elektrodynamische Selbst-
potential des Systems dar, so dass wir in dem betrachteten Fall,
wo nur zwei Strome vorhanden sind, erhalten:

T=T, + % (L2 + 2 My, 7, -+~ Nip?) .

Hierbei hiingt das erste Glied T, dicser Summe nur von den
Differentialquotienten x,', zy’, ....x der Parameter z,, 2,, ...
der materiellen Molekiile ab.

Da die Lage der Molekiile des imponderablen Fluidum eine
Funktion der Parameter y,, 72, ;, %, ...., ist, so konnten die
drei letzten Glieder der vorhergehenden Summe von diesen n + 2
Parametern und ihren Differentialquotienten abh#ingen. Nun aber
sind L, M, N nur durch die Form und die gegenseitige Lage
der Stromkreise bestimmt und sind daher nur Funktionen von
x, &, ....x,; ebenso stellen ¢ und 4, nach den Definitions-
gleichungen fiir y, und y,, die Differentialquotienten y,' und y,'
dieser Grossen nach der Zeit dar. Folglich héingt die kinetische
Energie der Molekiile des imponderablen Fluidum nur von #;, 7y, ...,
und von y," und y,' ab.

156. PFassen wir jetzt die rechte Seite der Gleichungen niher
in’s Auge. Wenn wir annehmen, dass der den Stromkreis C; durch-
fliessende Strom durch eine Saule von der elektromotorischen Kraft
E, unterhalten wird, so ist die wihrend der Zeit dt in demselben
entwickelte Energie E, {; dt oder E, dy,. Da nun nach der Max-
well’schen Vorstellung die elektromotorische Kraft auf die Molekiile

n
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des imponderablen Fluidum wirkt, so ist E, dy, eine von der Ver-
schiebung der Molekiile dieses Fluiduin herriihrende Arbeit.

Aber die elektromotorische Kraft ist nicht die einzige, welche
auf die Molekiile des imponderablen Fluidum einwirkt; man muss
auch noch den Widerstand in Betracht ziehen, den das Medium der
Bewegung dieser Molekiile entgegensetzt; die hierbei geleistete Ar-
beit findet sich unter der Form von Wirme in dem Leiter wieder.
Die so hervorgebrachte Wirmemenge wird nach dem Joule’schen
Gesetze durch R, ¢,? dt gegeben, so dass diese von dem imponderablen
Fluidum stammende Arbeit — R, ¢2dt oder — R, 7, dy, ist.

Wir erhalten also fiir die gesammte Arbeit des imponderablen
Fluidum in dem Stromkreis C,

(Ey — Ry 4) dyy
und fiir die gesammte Arbeit beider Stromkreise
(E, — R, 4) dy, + (E; — R, 4y) dys -

Die Arbeit der materiellen Molekiile hingt nur von den Para-
metern x,, Oy, ... .4 r, ab; wir wollen sie darstellen durch

Xpdo, +Xduy 4. ...+ X, dr,,

so dass wir fiir die Arbeit, welche durch eine virtuelle Verriickung
sowohl des imponderablen Fluidum, wie der materiellen Molekiile
hervorgebracht wird, erhalten

(E, — R, ) dy, + (o — Ro by) Oy + X, ey + Xy drg + ... + X, dr,, .

Dann miissen wir in jeder der Lagrange’schen Gleichungen fiir
die rechte Seite denjenigen Koefficienten des vorhergehenden Aus-
drucks wihlen, der sich auf den hetreffenden Parameter bezieht.

157. Ausdruck fiir die elektromotorischen Induktionskriifte.
Die Lagrange’sche Gleichung fiir den Paramecter y, lautet

d (oT, 1 5[L;‘2+<_3AMZ'1V7'2+_§§5]7) oT

LT Pl N : — Y K, —R.
dt (5.1/{ T2 i oy, — R

’

T héingt aber nicht von 7, ab, da dies bei keinem seiner Glieder
! . ..., 0T .. 0T

der Fall ist; folglich ist _87/“: 0. Ebenso gilt ?ﬁ:
J1 ‘J1

0, denn T,

reprisentirt die kinetische Energic der materiellen Molekiile und ist
t]
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deshalb unabhingig von y,'. Dic vorhergehende Gleichung reducirt
sich also auf

at (Liy +Mip) =E, — R, ¢ ")
oder

E, — % (Li, + M) =R, 4, .

Die clektromotorische Induktionskraft ist also der Differential-
quotient von Li; -+ Mé, nach der Zeit, aber mit dem negativen Zeichen;
wir erhalten somit denselben Ausdruck, auf den wir durch die
Helmholtz'sche Methode gekommen waren (cf. § 150).

Wenn wir die Lagrange’sche Gleichung fiir den zweiten Para-
meter y, aufstellen, so finden wir fir die in dem zweiten Stromkreis
entwickelte elektromotorische Kraft

d ... .
— = OLi, +Niy) .

158. Arbeit der elektrodynamischen Kriifte. Nehmen wir cine
der zu den Paramectern =z, ¥, ....z, gechorigen Lagrange’schen
Gleichungen, so erhalten wir die Arbeit der elektrodynamischen
Krifte fiir eine Verriickung, die dem Anwachsen des betrachteten Para-
meters um ox, entspricht. Bedenken wir niamlich, dass Li?~+ 2 Mijd,
+ Ni? nicht von dem Differentialquotient x; abhiingt, ebenso T,
nicht von z,, und ¢ wie ¢ weder von «;, noch von «, so finden wir

d (oT,\ 1 (., 0L oM | 0N
W(m;)‘@(‘l T, T by, TR

oz, Ox; ) =X

13

Setzen wir ausserdem voraus, das System sei in dem betrach-
teten Augenblick in Ruhe, so wird T; Null und wir erhalten fiir
die von einer virtuellen Verriickung herriihrende Arbeit

1.
X, dp, = — 5 (6,2 0L+ 24,4, M 42,2 UN) .

¢
1 Da y1=§51 dt und daher y,' =71, ist.
o
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Dies ist aber die Arbeit der dusseren, auf die materiellen Mole-
kiile des Systems wirkenden Krifte, die Arbeit der elektrodynami-
schen Krifte hat also das entgegengesetzte Vorzeichen. Sie ist
demnach gleich der Variation der Funktion

1
o (Liy? + 2 M, 7, + Ni?%),

und stellt, wie es auch sein muss, das elektrodynamische Selbst-
potential des Systems dar.

159. Wir wollen jetzt die Arbeit der elektrodynamischen Kriifte
bestimmen, welche von dem als fest vorausgesetzten Strom C, auf
C, ausgeiibt werden.

Da der Stromkreis C, sich nicht deformirt, ist 6N Null und die
Arbeit der elektrodynamischen Krifte reducirt sich auf /

% (62 0L + 21, 4, OM) .

Das erste Glied dieser Summe bezieht sich aber auf die Wir-
kung, welche der Strom C,; auf sich selbst austibt. Demnach hat
diejenige Arbeit der elektrodynamischen Kriifte, welche der Wirkung
des Stromes C, auf C, zuzuschreiben ist, die Grosse ¢, 7, 6M. Nun
besitzt Mi74,, das elektrodynamische Potential von C, auf C,, den
Werth (§ 129)

Mi i, =1, X (lee 4+~ mp + ny) do ,

wenn C, sich in einem nicht magnetischen Medium verriickt, oder
allgemeiner

Miyl, =1, 5 (la 4+ mb 4 nc) dow ,

wenn C; sich in cinem magnetischen Medium verschiebt, und zwar
an einem Punkte, fiir welchen die Komponenten der magnetischen
Induktion @, b, ¢ sind; wir erhalten also fiir die Arbeit der elektro-
dynamischen Kriifte, welche zwischen C; und C, auftreten,

" JS (la + mb + nc) do .
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160. Ausdruck fiir die elektrodynamischen Kréfte. Wenn wir
mit Xdr, Ydr, Zdz die Komponenten der elektrodynamischen Kraft
bezeichnen, die von der Wirkung des Stromes C, auf ein Element
z, y, z des Stromes C, herrithrt, so wird die Arbeit dieser Krifte
bei einer Verrtickung des Elements um oz, dy, 0z

(Xdz + Ydy + Zdz) dz,

und folglich die Arbeit der elektrodynamischen auf C, wirkenden
Krifte, wenn der ganze Stromkreis verschoben wird oder seine Form

dndert,

5’ dr (Xdw + Ydy + Zd2),

wobei die Integration iiber den Stromkreis C; auszudehnen ist.
Durch Vergleichung dieses Ausdrucks fiir die Arbeit mit dem vorhin
gefundenen erhalten wir die Beziehung

) { ar (Xow + Yoy + 292) =i, 0 { (a+mb +n0) do,

deren rechte Seite wir jetzt berechnen wollen.

Sei C, (Fig. 32) die Anfangslage des Stromkreises C,, und C/
seine Endlage, so kotnnen wir durch C,
und C, eine Fliche A legen und als Inte-
grationsgebiet von

S (la + mb + nc) dw

das von der Kurve C, auf dieser Fliche
begrenzte Stiick nehmen.

Die Verinderung dieses Integrals bei
der Verschicbung des Stromkreises von C,
nach C, ist dann gegeben durch den
Werth desselben Integrals, welches sich iiber das von beiden Kurven
begrenzte Flichenstiick erstreckt. Um diesen Werth zu finden, be-
trachten wir ein Element mn des Stromes C,, dessen Lage nach der
Verschiebung m'n' ist. Die Fliache mnn'm’ kann als ein Parallelo-
gramm betrachtet werden, dessen Seite mn die Projektionen dx, dy, dz
besitzt, wihrend die Projektionen des Stiicks mm', welches die
Grosse der Verschiebung darstellt, or, oy, 6z sein mogen. Wir er-

halten somit als Projektionsflichen dieses Parallelogramms auf die
Poincaré, Elektricitiit und Optik I, 10

Fig. 82.
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Koordinatenebenen
ldo =1Jdy dz — dz dy,
mdw=dz dv — Jr dz,

ndw = dr dy — dy dx,

und folglich

()‘S(la+mb+nc) dw:Sa(Jydz—d‘zdy)
+ b (dz de — dx dz) + ¢ (dx dy — dy dx) .

Durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichung (1) findet
man:

S dr (Xdz + Ydy + Zdz) =1, S (cdy — bdz) Jw
+ (adz — cdx) Jy + (bdx — ady) dz ;
woraus dann folgt
Xdr =1, (cdy — bdz),

Ydr =1, (adz — cdx),

Zdr =i, (bdx — ady) .

Da aber bekanntlich die Geschwindigkeiten u, v, w der Elek-
tricitdt ausgedriickt werden durch (ef. § 137):

udr=1,dv, vdr=1idy, wdr=1i dz,

so lassen sich die drei vorhergehenden Gleichungen schreiben:

‘ X=cv — buw,
3 Y =aw— cu,
' Z=bu —av.

161. Strome in beliebiger Anzahl. — Elektrodynamische

Krifte. Die vorhergehenden Formeln lassen sich auch auf den Fall
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anwenden, wo eine beliebige Anzahl von Strémen C,, C;, ... C, auf
ein bestimmtes Element des Stromkreises C; einwirkt. Nennen wir
niémlich ag, by, ¢, a3, by, ¢3, ... ¢, die Komponenten der von den
verschiedenen Stromen herrtihrenden magnetischen Induktion an
dem Punkte, in dem sich das Element von C, befindet, so ist die
von der Gesammtheit der Stréme hervorgebrachte elektrodynamische
Kraft die Resultante aus den von jedem einzelnen derselben er-

zeugten Kriften. Ihre Komponente nach der X-Axse ist demnach

X=qgv—-bwtgov—bywt...4c,v—>0, w
oder

X=(g+c+...c)o—(hy+bs+...0 ) w,

oder endlich, wenn man mit ¢, &, ¢ die Komponenten der Resul-
tante aus den durch die Stréme C,, C,, ... C, hervorgebrachten magne-
tischen Induktionen bezeichnet

X=cv—bw.

In gleicher Weise kann man der elektrodynamischen Kraft
Rechnung tragen, die von dem Stromkreis C, selbst herriihrt. Hierzu
zerlegen wir den Strom in zwel Theile, von denen der cine nur
das betrachtete Element enthilt, der andere den iibrigen Theil des
Stromkreises. Da die Wirkung des ersteren Theils auf sich selbst
vernachlissigt werden darf, so hat man insgesammt die elektrody-
namische Kraft zu bestimmen, welche dem System der n Strome
¢, ¢y, ...c, entspricht. Nennt man also @, b, ¢ die Komponenten
der magnetischen Induktion aller dieser Strome, so erhdlt man als
Komponente nach der X-Axe

X=cv—bw.
Die Formeln (2) gelten somit allgemein.
162. Elektromotorische Induktionskrifte. Wenn ausser C,
nur noch ein einziger Stromkreis C, vorhanden ist, so wird, wie wir

fanden, die gesammte, in C, entwickelte, elektromotorische Induk-
tionskraft dargestellt durch

d . .
E=— i (L + M) .

10%
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d . .
Das Glied n (i) hiingt allein von der Wirkung-des Stromes

C, auf sich selbst ab, so dass die elektromotorische Induktionskraft,
welche nur von dem Strom C, herriihrt, gleich {]1:;[/;2 ist. Diesen Dif-
ferentialquotienten wollen wir etwas umformen.

Die Variation éMi, der Grosse Mi,, welche einer Verschiebung
des Stromkreises C, und einer gleichzeitigen Verinderung der Strom-
intensitidten entspricht, kann betrachtet werden als die Summe der
von der Verschiebung herriihrenden Verinderung bei Kkonstant
bleibenden Intensitiiten und der durch die Intensititsschwankungen
bewirkten Verdinderung in den als fest vorausgesetzten Leitern. Wir
haben nun gezeigt (§ 159 ete.), dass die Variation von Mii,, welche
von einer relativen Verschiebung der beiden Stromkreise herrtihrt,
in denen die Intensititen dieselben Werthe hehalten, gleich ist

I Miyiy =1, 5a (dy dz — dz dy) + b (> de — dr dz) + ¢ (dov dy — dy di) .

Wir erhalten demnach fiir die Variation von M/, das auf der
rechten Seite stehende Integral.

Um ferner diejenige Variation von Mi, zu erhalten, welche von
einer Schwankung der Intensitiiten herriihrt, wihlen wir fiir M,
die Form (cf. § 139)

Miydy = 1, 5Fdx; + Gdy + Hd= .
¢

Da die Stromkreise weder ihre Form verindern, noch sich ver-
schieben, so bleibt der Integrationsweg derselbe und dic Variation
von Mi, beschrinkt sich auf

{9Fdr + 0 Gdy + o 1.
o

Wir finden somit als vollstiindige Variation von M/,
5'(1 (dy d= — dz dy) + b (dz de — da d3) + ¢ (dw dy — Jy da)
-+ 5 ¢ Fdo 4 J Gdy + dHdz

und folglich fiir die elektromotorische Induktionskratt
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— dlgtl? = —-5(1 (y' de— 2" dy) + b (2 de — &' de) + ¢ (&' dy — y dix)
dF dG dH
oder auch

deg_( D (IF) , . dG
- = (cy — bz ~ ) (lx-i—(az — ¢t ——) dy

, . dH
—{—(b;v — ay ﬂjt“) dz -

163. Wenn wir mit P, Q, R die drei Komponenten der elek-
tromotorischen Induktionskraft fiir die Einheit der Linge bezeichnen,
so wird die elektromotorische Kraft in dem Stromkreis C, durch das
Integral

X Pdx 4+ Qdy + Rdz
C

gegeben.
Durch Vergleichung mit dem vorhergehenden Ausdruck fiir
die elektromotorische Kraft erhalten wir drei Gleichungen, deren

erste lautet:
dF
- g — b — | dx.
(de ((cy / (lt) dx

Wir leiten daraus durch Differentiation ab:

, , dF
1) P:(-y—bz——dt—;

aber es ist klar, dass wir der rechten Seite dieser letzten Gleichung
. . . . 0 .
den partiellen Differentialquotienten — ('T';l einer homogenen Funk-

tion — ¢ hinzufiigen konnen, denn bei der Integration iiber eine
geschlossene Kurve (C,) wird das Integral dieses Gliedes Null. Wir
finden somit als Komponenten der elektromotorischen Induktions-
kraft fiir die Lingeneinheit:
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o B dF 84//
P=a =0 =g~ g

o . dG oy
® Q—az—cw—Tt—-—gy—,
, f dH 81//

R=la'—ay —— — 5,

164. Wir wollen nun zeigen, dass diese Gleichungen auch
gelten, wenn ausser C; noch eine beliebige Zahl von Stromen
C;, C;, ...C, vorhanden ist.

Die in C; durch die Gesammtheit der » — 1 anderen Stréme
erzeugte elektromotorische Induktionskraft ist gleich der Summe
der von jedem derselben herriihrenden elektromotorischen Kriifte;
man hat also fiir die Komponente P,

, . dFe 8«[:2
P=oay—bte— dt o
' ({F:«} 81/’3

ey = =g =

E S
, , dF Oy

MR

oder
, , AT o3y
P=y EC—Z Eb“'T*W“

Nun sind Ec und Eb zwei der Komponenten der magne-

tischen Induktion in einem bestimmten Punkt von C,; EF ist die
Komponente des elektromagnetischen Moments in demselben Punkt,
Ew eine homogene Funktion der Koordinaten. Demnach kann die

erste der Gleichungen (2) auf eine beliebige Zahl von Stromen an-
gewandt werden, wenn man nur fir b, ¢ und F diejenigen Werthe
wihlt, die der Gesammtheit der in Betracht kommenden Strome
entsprechen. In derselben Weise findet man, dass auch die beiden
anderen Gleichungen ihre Giiltigkeit behalten.
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165. Auch die Einwirkung des Stromes C; auf sich selbst ldsst
sich berechnen: Der Stromkreis C; kann nidmlich als aus zwei Theilen
zusammengesetzt betrachtet werden, deren einer nur aus dem Strom-
element besteht, fiir das man die Komponenten der elektromotorischen
Kraft sucht, wihrend der andere den ganzen Rest des Stromkreises
umfasst. Fiir diesen letzteren Theil darf man den Stromkreis C,; selbst
einfilhren, so dass, bei Vernachlissigung der Selbstinduktion des
kleinen Elements, die Induktion von den = Stromkreisen C,, C,,

.C, herriihrt. Die Komponenten der elektromotorischen Kraft
werden also wieder durch die Formeln (2) gegeben und a, b, ¢,
F, G, H sind dann die Werthe fiir alle Stréme zusammengenommen.

166. Bedeutung von . Die Funktion vy stellt eine beliebige
Funktion der Koordinaten dar, welche nur der Bedingung zu ge-
niigen hat, dass sie homogen ist. Maxwell nimmt an, dass sie das
elektrostatische Potential reprisentirt, welches von den in dem Feld
etwa vorhandenen elektrischen Massen herriihrt.

Diese Hypothese miisste experimentell gepriift werden durch
die Uebereinstimmung der gemessenen Werthe der elektromotorischen
Induktionskrifte mit den aus den Gleichungen (2) abgeleiteten, wobei
dann ¢ durch den Versuch zu bestimmen wére, wihrend die Grossen
a,b,c, F, G, H gegeben sind durch die Formeln (§ 131)

a=c+4n A,
b=p+428B,
c=y+4nC,

und (§ 134)

F—— udr G_der He u‘dr_
- r - r — 7

Immerhin ist es stets gestattet, ¥ als elektrostatisches Potential
aufzufassen. Die Grossen ¥, G, H lassen sich nidmlich nur unter
der Bedingung bestimmen, dass man voraussetzt, sie seien durch die

Differentialgleichung

oF 06 0oH
7Tyt

=0

verbunden (cf. § 134).
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Nun haben wir fiir F, G, H Ausdriicke von der allgemeinen
Form

) (U 2
g 7 or

gefunden (cf. § 133), wo y eine beliebige Funktion der Koordinaten
bedeutet, so dass wir als Werthe der Komponenten P, Q, R der
élektromotorischen Kraft fir die L#ngeneinheit erhalten:

Es lasst sich also stets durch passende Wahl der willkiirlichen
Funktion y erreichen, dass die in diese Gleichungen und die Glei-
chungen (2) eingehende Funktion v das elektrostatische Potential
darstellt.



Kapitel X.

Allgemeine Gleichungen des
magnetischen Feldes.

167. Gleichungen des magnetischen Feldes. Wir wollen uns
die Gleichungen wieder vergegenwiirtigen, die bestehen zwischen
den Komponenten der magnetischen Induktion an einem Punkt, der
clektromagnetischen Kraft und ihres Moments, der elektromotorischen
Induktionskraft und der Geschwindigkeit der Elektricitiit.

Im § 103 fanden wir: Wenn «, 3, y die Komponenten der
magnetischen Kraft an einem Punkt eines magnetischen Medium be-
deuten, dessen magnetisches Induktionsvermégen (Permeabilitéts-
koefficient) p ist, dann werden die Komponenten der magnetischen
Induktion an demsclben Punkt gegeben durch die Gleichungen

a=uc,
D b==pu$,
c=uy.

Die Geschwindigkeitskomponenten «, v, w der Elektricitit an
einem Punkte sind mit den Komponenten der magnetischen Kraft
@, 8, y durch die im § 118 aufgestellten Gleichungen verbunden:

_ 0y 08

A= T %

L Oy

() dmv= — g
_ c3 Oce

A= Ty
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Die Komponenten F, G, H des elektromagnetischen Momentes
ferner sind mit denen der magnetischen Induktion durch die folgen-
den Differentialgleichungen verkniipft (§ 131):

0H 0G
a= - ———,
Oy 02
OF 0H
(111 b= — s
=06 _OF
T T oy

Da aber a, b, ¢ die Produkte von @, 2, y in einen konstanten
Faktor u sind, und da ausserdem a, f#, y von u, v, w abhingen, so
sind die Komponenten F, G, H des elektromagnetischen Moments
selbst Funktionen von %, v, w. Nach dem in den §§ 137 und 166
Gesagten werden diese Funktionen dargestellt durch:

.\ k78
F—‘uj1 " dr + o
v —u\ gy U
v G yj - dr + By’
H:uSY—Udt-f—faL

! r 0z

Die von der elektromagnetischen Induktion und den elektri-
schen Massen im statischen Zustand herriihrende elektromotorische
Kraft hat, wie wir im § 163 gezeigt haben, zu Komponenten:

., dF oy
D=/ =0 =g~
- R Y
(V) Q——az—cx—ﬁ_.aj,
. , JH Cils
R=br'"—ay — YTy

168. Gleichungen der Leiterstrome. In den Formeln (II) be-
zeichnen u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten der Elektricitiit
ohne Unterschied der Bewegungsart: Leitung oder Verschiebung.
Handelt es sich um einen Leiterstrom, dann miissen diese Kompo-
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nenten ausserdem dem Ohm’schen Gesetze geniigen. Wenn wir mit C
die elektrische Leitungsfihigkeit des Mittels bezeichnen und mit X
die Komponenten aller elektromotorischen Krifte pro Lingeneinheit,
soweit sie nicht von einer statischen Potentialdifferenz herriihren, so
erhalten wir nach § 87 Gleichungen von der Form:

u oy .
e .

Wenn man annimmt, dass diese elektromotorischen Krifte nur
Induktionskrifte sind, die durch Verinderung oder Verschiebung
von Stromen oder magnetischen und elektrischen Massen hervorge-
bracht werden, so ist die rechte Seite dieser letzten Gleichung gleich
P. TFolglich finden wir dann fiir die drei Geschwindigkeitskompo-
nenten der Elektricitit bei einem Leiterstrom:

u=CP,
(VD) v=CQ,
w=CR.

169. Gleichungen der Verschiebungsstrome. Die vorhergelien-
den Gleichungen kénnen auf die Verschiebungsstrome nicht ange-
wendet werden, da diese nach unserer Annahme dem Ohm’schen
Gesetz nicht folgen. Die Gleichungen (III) dagegen miissen be-
friedigt werden, da Maxwell, wie wir schon oben (§ 118) erwihnt
haben, annimmt, dass die Verschiebungsstréme den elektromagne-
tischen und elektrodynamischen Gesetzen von Ampeére unterworfen
sind. Aber ausser diesen letzteren Gleichungen giebt es noch drei
andere, welche eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeitskom-
ponenten der Elektricitit in einem Strome dieser Art und den Kom-
ponenten der elektromotorischen Kraft aufstellen.

Wir fanden nimlich (§ 72), dass die Komponenten der elek-
trischen Verschiebung durch drei Gleichungen gegeben werden,
deren erste lautet:

wobei X dieselbe Bedeutung besitzt, wie in dem vorigen Para-
graphen. Wenn wir also annehmen, dass die elektromotorischen
Krifte nur durch eine Differenz des statischen Potentials sowie
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durch die Induktion von Magneten und von den in dem Feld befind-
lichen Stromen hervorgebracht werden, so ist der Klammerfaktor in
dem Ausdruck fiir f gleich — P ; folglich erhalten wir dafiir

K

f=EP’
K

(VII) I=71, %
K

]L=Z—nR.

Durch Differentiation dieser Gleichungen nach der Zeit folgt
fiir die Geschwindigkeitskomponenten u», v, w der elektrischen Ver-
schiebung:

_ X aP

U= 47 dt’

K dQ

(VIIT) v= et
K dar

Y=L A

170. Gleichungen fiir die Strome in einem unvollkommen
isolirenden Medinm. Die Gruppe der Gleichungen (VI) gilt fiir
leitende Medien, z. B. fiir Metalle; die Gleichungen (VIII) dagegen
fir vollkommene Isolatoren. Wenn der Korper unvollkommen
isolirt, so nimmt Maxwell an, dass die Komponenten des wirk-
lichen elektrischen Stromes, durch den die elektromagnetischen
Erscheinungen bedingt sind, aus der Summe der Komponenten des
Leitungs- und des Verschiebungsstroms bestehen; wir erhalten also in
diesem Fall

K dP
— (P R
w=CP + 47 dt’
. K dQ
%) L~CQ+47’-—(E,
w — CTL 1 K R

Iaa



Allgemeine Gleichungen des magnetischen Feldes. 157

Wir miissen hierbei darauf hinweisen, dass die Maxwell’'sche
Hypothese eine Schwierigkeit mit sich bringt. Da nimlich das
Medium Eigenschaften besitzt, die zwischen denen der Leiter und
der Isolatoren liegen, so muss die den Strom erzeugende elektro-
mmotorische Kraft zwei Arten von Widerstinden iiberwinden, einen

1
analog dem Widerstand der Metalle ~¢» den anderen von der Art,

wie ihn die Isolatoren aufweisen. Hieraus wiirde also folgen, dass
entgegen den obigen Gleichungen von Maxwell die Stromintensitit
und folglich auch die Grossen %, v, w dann kleiner sein miissten,
als in einem Leiter oder in einem vollstindigen Isolator.

171. Potier stellte statt der Maxwell’schen Hypothese eine
rationellere auf. Er nimmt an, dass die elektromotorische Kraft an
einem Punkt gleich ist der Summe aus derjenigen Kraft, die den
Leiterstrom erzeugt, und derjenigen, welche die Verschiebung hervor-
bringt. Wir erhalten also durch Addition der aus den Gleichungen
(VI) und (VII) abgeleiteten Werthe der Komponenten der elektro-
motorischen Kraft:

' 4
L
2 4n
(X) Q—T‘*‘*Kﬂ(/:
w 47
R=5+x/

172. Die Formeln (IX) und (X) reduciren sich auf die der
Leiterstrome, wenn man K =0, resp. K=oo setzt. Ein Leiter
muss also nach Maxwell betrachtet werden als ‘ein Dielektrikum
von dem Induktionsvermdgen Null, und nach Potier als ein sol-
ches von unbegrenztem Induktionsvermoégen. Die Folgerung aus
der Potier’schen Hypothese lisst sich bei der Zellentheorie leicht
einsehen. .

In dieser Theorie nidmlich stellt man sich vor, dass ein voll-
kommenes Dielektrikum von vollkommen leitenden Zellen gebildet
wird, welche von einander durch vollkommen isolirende Zwischen-
winde getrennt sind.

Wie gestaltet sich nun die Sache fiir einen Korper, der die
Mitte zwischen einem Dielektrikum und einem Leiter hilt, d. h. fiir
ein unvollstindiges Dielektrikum? Die Formeln von Maxwell und
die von Potier geben verschiedene Loésungen dieser Frage.
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Wenn wir die Formeln von Maxwell annehmen, so setzen wir
damit voraus, dass die die Zellen trennenden Zwischenwinde nicht
vollkommen isoliren, dass also ihr specifisches Leitungsvermogen C
nicht ganz Null ist. ‘

173. Mit Potier dagegen wiirden wir annehmen, dass die leiten-
den Zellen nicht vollkommene Leiter sind, d. h. dass ihre Leitungs-
fihigkeit C nicht mehr unbegrenzt ist. :

Allerdings diirften die Verhiltnisse in Wirklichkeit schwerlich so
einfach liegen, wie es Maxwell und Potier voraussetzen. Vielleicht
miisste man beide Hypothesen verbinden: unvollkommen Ileitende
Zellen, die durch unvollkommen isolirende Zwischenrdume ge-
trennt sind.

Alles dies besitzt iibrigens geringe Wichtigkeit, denn diese simmt-
lichen Hypothesen konnen nur als erste Anndherung betrachtet wer-
den, die dem gegenwirtigen Stande der Wissenschaft entspricht;
hiernach haben wir nur ein Interesse daran, einerseits gewdéhnliche
Leiter zu betrachten, andererseits vollkommene Dielektrika.



Kapitel XI.

Elektromagnetische Theorie des Lichtes.

174. Folgerungen aus den Maxwell’schen Theorien. Aus den
verschiedenen, in den vorhergehenden Kapiteln auseinandergesetzten
Theorien ergiebt sich unzweifelhaft, dass Maxwell fortwihrend be-
strebt ist, eine Erklirung der elektrischen und elektromagnetischen
Erscheinungen, welche gewo6hnlich auf Fernwirkung zurtickgefiihrt
werden, durch die Bewegung eines hypothetischen, den Raum er-
fiilllenden Fluidum zu finden. Wir konnten feststellen, dass Maxwell
seinen Zweck nur unvollkommen erreicht hat, besonders sahen wir
in Kapitel IV, dass, wenn es moglich ist, den elektrostatischen An-
ziehungen und Abstossungen durch die Drucke und Spannungen
eines die Dielektrika erfiillenden Fluidum Rechnung zu tragen,
dic Eigenschaften, welchc man dann diesem Fluidum zuertheilen
muss, unvereinbar sind mit denjenigen, welche ihm Maxwell in an-
deren Theilen seines Werkes zuschreibt. Trotz der Bemiihungen
Maxwell’s haben wir also noch keine vollstindige mechanische Er-
klirung dieser Erscheinungen; nichtsdestoweniger besitzen die Ar-
beiten dieses Physikers eine grundlegende Bedeutung: sie zeigen
nidmlich, dass eine solche Erkliarung tiberhaupt moglich ist.

175. Wir wollen aber jetzt von den wenigen Widersprichen
absehen, die wir in dem Werke von Maxwell fanden, und uns ein-
gehender mit der Theorie beschiftigen, welche er zur Erkldrung
des Elektromagnetismus und der Induktion aufgestellt hat und die
wir in Kapitel IX auseinandersetzten. KEine der wichtigsten Ergeb-
nisse aus dieser Theorie, welche an sich schon unsere ganze Bewun-
derung verdient, ist die Uebereinstimmung der wesentlichen Eigen-
schaften des Aethers, der nach Fresnel die Lichtschwingungen iiber-
mittelt, mit denjenigen des Fluidum, welches nach der Voraussetzung
von Maxwell den elektromagnetischen Wirkungen zu Grunde liegt.
Diese Uebereinstimmung der Eigenschaften ist in der That eine Be-
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stitigung der Ansicht von dem Vorhandensein eines Fluidum, das
als Triager der Energie dient.

»,BEs wire philosophisch nicht zu rechtfertigen, wollte man, so
oft es eine neue Erscheinung zu erkliren giebt, den ganzen Raum
auch mit einem neuen Medium fiillen; hat aber das Studium zweier
verschiedener Wissenszweige unabhéingig zu der Conception eines
Mediums gefiihrt, und ist man zudem gezwungen, dem Medium,

wenn es zur Erklirung der einen Erscheinungsklasse — der des
Elektromagnetismus — dienen soll, dieselben Eigenschaften, wie
wenn es zum Verstéindniss der anderen Erscheinungsklasse — der

des Lichtes — benutzt wird, zuzusprechen, dann diirfte die Wahrschein-
lichkeit fiir die physikalische Existenz eines solchen Mediums erheb-
lich verstirkt werden.* (Maxwell, Lehrbuch der Elektricitit und
des Magnetismus. Deutsche Uebersetzung von Weinstein. II, § 781.)

176. Da der Aether und das Maxwell’sche Fluidum dieselben
Eigenschaften besitzen, so lisst sich das Licht als ein elektromagne-
tischer Vorgang betrachten, und die Schwingungsbewegung, welche
auf* unserer Netzhaut den Eindruck einer Lichterscheinung hervor-
ruft, muss von periodischen Storungen des magnetischen Feldes her-
rilhren. Wenn dem so ist, so wird man aus den allgemeinen Glei-
chungen dieses Feldes die Erklirung der Lichterscheinungen ableiten
konnen. Dieser Erklirungsweise hat man den Namen der ,Elek-
tromagnetischen Theorie des Lichtes® gegeben.

Diese Theorie fithrt nothwendiger Weise 2zu Beziehungen
zwischen den Werthen der optischen und eclektrischen Konstanten
eines Korpers. Wenn dieselben numerisch durch die Versuchs-
ergebnisse bestitigt werden, so liefert dieser Umstand ebenso viele
zwar indirekte, aber nichts desto weniger sehr triftige Beweise fir
die Richtigkeit der Theorie. Eine der besten Bestitigungen ist
die befriedigende Uebereinstimmung zwischen den von Foucault,
Fizeau und Cornu ete. gefundenen Werthen fiir die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes und denjenigen, welche aus der elek-
tromagnetischen Theorie abgeleitet werden konnen. Wir wollen
jetzt die Formel aufstellen, vermoge deren diese Geschwindigkeit
als Funktion der messharen elektrischen Konstanten des Medium,
in welchem die Fortpflanzung vor sich geht, ausgedriickt werden
kann.

177. Gleichungen fiir die Fortpflanzung einer magnetischen
Storung in einem Dielektrikum. Da alle durchsichtigen Korper
mehr oder weniger vollkommene Isolatoren sind, wobei man aller-
dings von eclektrolytischen Losungen absehen muss, so beschriinken
wir unsere Untersuchung zuniichst auf die Betrachtung der Dielektrika.
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Wir nehmen ferner an, dass die materiellen Molekiile des Medium, wel-
ches die magnetischen Stérungen fortpflanzt, zunéchst in Ruhe bleiben.

Nach dieser letzten Annahme sind die Komponenten o, y', 2
der Geschwindigkeit eines materiellen Punktes Null, und die Glei-
chungen (V) des § 167 reduciren sich auf die folgenden:

_ oF 61/)

P=—% "
G Oy

=" Ty
¢cH 8'//

R & 0

Da das elektrostatische Potential @ von elektrischen Massen
herriihrt, die weder ihren Werth, noch ihre Lage lindern, so ist diese
Grosse, ebenso wie ihre partiellen Differentialquotienten nach «, y, z,
unabhéingig von der Zeit; durch Differentiation der vorhergehenden
Gleichungen nach t erhalten wir demnach

o _ ¥
o~ ee
QG
1 o e
ﬁE___ o0*H
o oe

In Folge der Annahme, dass die magnetische Stérung in einem
dielektrischen Medium vor sich geht, sind die Geschwindigkeits-
komponenteﬁ u, v, w der Elektricitit mit den Komponenten der
elektromotorischen Kraft durch die Gleichungen (VIII) verkniipft,
aus denen wir die Differentialquotienten von P, Q, R nach ¢ finden
konnen. Setzen wir die Werthe dieser Differentialquotienten in die
vorhergehenden Gleichungen ein, so ergibt sich:

o*F

4nu:—K~8ﬁ ,

) 4nv=—-ng;?,
. 0°H

daw=—K o

Poincaré, Elektricitit und Optik I. 11
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Um die Differentialgleichungen zu erhalten, welche F, G, H
als Funktion der Zeit liefern, miissen wir «», v, w als Funktionen
von F, G, H und deren Differentialquotienten ausdriicken. Hierzu
bentitzen wir die Gleichungen (I), (II) und (III).

Die Gleichungen (I) und (III) geben uns:

_H _ G
HE="0y — 0z’
oF  0H

‘uﬁ:@z —or

_ 96 _0F
Y= "0x oy

Hieraus berechnen wir die Differentialquotienten von a, 8, ¥
nach z, y, z und setzen die so gefundenen Werthe in die Glei-
chungen (II) ein; wir erhalten dann:

0J

l_’:n‘uu———~a—v—v——_ﬂF7

47t‘u7;==f8i—_1(},
%y

4ﬂ‘uw=%:l—.JH,

worin J die Summe der partiellen Differentialquotienten

J_@F  8G  eH

o Tay e
bezeichnet.

Eliminiren wir aus diesen Gleichungen », ¢, w mit Hiilfe der
Gleichungen (2), so finden wir die gesuchten Differentialgleichungen :

kT = e

<o ox

0*G oJ

A (ST
(A) Ku oF AG by
Ko CH g 9.

oo 0z
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In dieser Form sind die Gleichungen den Bewegungsgleichun-
gen eines Molekiils in einem elastischen Medium ') dhnlich, und
folglich auch denjenigen der Bewegung eines Aethermolekiils; hierin
liegt eine erste Bestitigung der Annahme von der elektromagne-
tischen Natur der Lichtschwingungen.

178. Da diese linearen Gleichungen konstante Koefficienten be-
sitzen, so stellen auch die nach einer beliebigen Variablen genommenen
Differentialquotienten der Funktionen ¥, G, H, welche denselben
Gleichungen geniigen, eine Losung der letzteren dar; ausserdem ist
auch noch eine lineare Verbindung dieser Differentialquotienten an-
wendbar. Folglich geniigen die Komponenten a, b, ¢ der magne-
tischen Induktion, welche mit denen des elektromagnetischen Mo-
ments durch die Beziehungen (III) verkntipft sind, den Gleichungen
(A). Uebrigens vereinfachen sich in diesem Fall die letzteren, denn
die Grosse J wird dann

s 0b dc
J=787Lﬁ+ﬁ+g—,

und wir wissen, dass die Summe dieser partiellen Differential-
quotienten Null ist (§ 102). Wir haben also:

. O /
I\[ufa?—ﬁa,
o
K‘u’atT:j_/][),
0%c
K‘uﬁ,———d( .

Die Komponenten «, #, y der magnetischen Kraft miissen
ebenfalls den Gleichungen (A) geniigen, da sie sich von @, b, ¢ nur
durch einen konstanten Faktor unterscheiden; die Summe J der
partiellen Differentialquotienten bleibt aber dann in den Gleichungen
stehen.

Endlich sind die Komponenten «, v, w der Verschiebungsge-
schwindigkeit, welche lineare und homogene Funktionen der Diffe-
rentialquotienten von «, B, y darstellen, ebenfalls Losungen der
Gleichungen (A). Da nun die Inkompressibilitit der Elektricitéit

) Siehe Théorie mathématique de la lumiere § 33.
11*
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durch die Bedingungsgleichung

Ou ow

H+ay+ R

dargestellt wird, so verschwindet auch hierbei J aus den Glei-
chungen.

179. Wenn iibrigens, wie Maxwell annimmt (§ 134), die Kom-
ponenten F, G, H des elektromagnetischen Moments der Bedingung

oG  oH
I= +**+37—°

unterworfen sind, so enthalten die Gleichungen (A) und diejenigen,
welche die Komponenten der magnetischen Kraft geben, nicht mehr
die Grosse J. Aber der Verzicht auf diese Hypothese &dndert in
keiner Weise die Resultate, zu denen die elektromagnetische Licht-
theorie fiihrt, denn J verschwindet trotzdem, wenn man annimmt,
dass die Stérungen des magnetischen Felds periodisch verlaufen.

Differentiiren wir niimlich die Gleichungen (A) nach z, y, 2
und addiren dieselben, so erhalten wir

Ku aai 0.

J muss also eine linecare Funktion der Zeit sein, oder eine
Konstante, oder Null; dasselbe gilt gleichzeitig fiir die Differential-
quotienten von J mnach @, y, . Wenn nun F, G, H periodische
Funktionen der Zeit darstellen, so sind J und seine Differential-
quotienten ebenfalls periodische Funktionen; folglich konnen diese
Grossen weder Funktionen ersten Grades von ¢ sein, noch Kon-
stanten; sie miissen also Null sein.

180. Ebene Wellen. Wir wollen annehmen, dass die elektro-
magnectischen Erscheinungen, die im Dielektrikum auftreten, nur von
der Zeit und von der Z-Koordinate des betrachteten Punktes ab-
héingen. In diesem Falle sind die Vorginge im selben Augen-
blick die gleichen fiir alle Punkte ciner zur XY-Ebene parallelen
Ebene, das heisst, die magnetischen Stérungen bilden ebene
Wellen.

Die Komponcnten ¥, G, H des elektromagnetischen Moments
hiingen dann nicht von « und y ab, so dass die Differentialquotienten
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dieser Gréssen nach « und y Null sind, und die Gleichungen (A) sich

oF oG oH .
(mit Hilfe der Gleichung J=-5- + By + 5 = 0) reduciren auf:

X
®) K,ugZ—ZG=—g;G—,
Ku 2o,

Diese letzte Gleichung zeigt, dass in dem Falle, wo die
Storungen periodisch verlaufen, die Komponente H Null ist. Folglich
liegt das elektromagnetische Moment in der Wellenebene. Dasselbe
gilt von den anderen Grossen: der Geschwindigkeit der Elektricitiit,
der elektromagnetischen Kraft etc., deren Komponenten analogen
Gleichungen geniigen. Man kann also, wie bei den Aetherschwin-
gungen in der gewdshnlichen Lichttheorie, sagen, dass die periodi-
schen elektromagnetischen Storungen transversaler Natur sind.

181. Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer ebenen periodischen
Welle. Wenn wir setzen

80 werden die beiden ersten Gleichungen (B)

T — V2 °F
ot? 022’
oG, 0°G
=Y o

In dieser Form sind die Gleichungen identisch mit denen,
welche die Verschiebungskomponenten eines Molekiils in einem
elastischen Medium fiir den Fall angeben, dass die Bewegung in
transversalen ebenen Wellen vor sich geht. Wir koénnen also an-
nehmen, dass die elektromagnetischen Storungen sich mit einer Ge-

schwindigkeit von fortpflanzen.

1
VKu
182. Grosse dieser Geschwindigkeit im luftleeren Raum. Da
der Permeabilitits-Koefficient p fiir den luftleeren Raum im elektro-
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magnetischen Maasssystem gleich 1 ist, so hat die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der ebenen Wellen in diesem Medium den Werth

1
JE wobei K in demselben System ausgedriickt sein muss. Diese
Grosse wollen wir nun bestimmen.

Die X-Komponente der elektrischen Verschiebung ist gegeben
durch die Formel:

_ K 81/;
I=~In o

Das specifische Induktionsvermégen hat in dem elektrostatischen
System keine Dimensionen, deshalb sind die Dimensionen der Ver-
schiebung in diesem System diejenigen des Quotienten eines Potentials
durch eine Léinge und folglich einer Elektricitdtsmenge durch das
Quadrat einer Linge. Es folgt daraus, dass beim Uebergang aus
einem Maasssystem zu einem anderen, wenn hierbei dic Lingenein-
heit dieselbe bleibt, die Zahlen, welche die Verschiebung in beiden
Systemen messen, in demselben Verhiltnisse stehen, wie die, welche
dieselbe Elektricititsmenge ausdriicken. Wenn wir also mit ¢ das
Verhiltniss der elektrostatischen Einheit einer Elektricititsmenge
zur elektromagnetischen Einheit bezeichnen, so ist die Zahl, welche
eine Elektricititsmenge oder ecine Verschiebung im letzteren System

. 1 . .
angibt, gleich dem Produkt von -- in die Zahl, welche dieselbe

Grosse im elektrostatischen Maasssystem ausdriickt. Andererseits
verhalten sich bekanntlich die Einheiten der elektromotorischen
Kraft in beiden elektrischen Maasssystemen umgekehrt wie die
Dimensionen der Elektricititsmenge; folglich ist die Zahl, welche

81/} . . .
Gy Im elektromagnetischen System ausdriickt, das Produkt von »
in das Maass dieser Grosse nach der elektrostatischen Einheit. Hieraus

. . cw
folgt, dass der Werth des Quotienten von f: rr und demnach

., 1 e .
auch der Werth von K mit — zu multipliciren ist, wenn man vom
/Uu 7

clektrostatischen zum elektromagnetischen System iibergeht. Da das
specifische Induktionsvermégen des leeren Raumes im elektrostati-
schen System 1 ist, so betriigt sein Werth im elektromagnetischen

1 . . o as .
g und wir crhalten demnach fir dic Gesehwindigkeit

System
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1 1

Ve=e=——=——— =1}

VK 1/ i,

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer elektromagnetischen Stérung
ist also gleich dem Verhiltniss » der Einheiten der Elektrieitéits-
menge in den beiden elektrischen Maasssystemen.

183. Diese Grosse ist von zahlreichen Beobachtern nach ver-
schiedenen Methoden bestimmt worden, die man in drei Klassen
theilen kann, je nachdem v durch das Verhéltniss der Einheiten der
Elektricititsmenge gegeben ist, oder durch das der elektromotori-
schen Kriifte, oder endlich durch Vergleichung der Kapacitéiten. Die
Resultate von einigen dieser Bestimmungen des Werthes von o im
C.G .S, multiplicirt mit 107, mogen hier folgen:

v-107%0

1. Gruppe. Weber und Kohlrauseh . 3,1074
Maxwell . . . . . . . 28800

Thomson . . . . . . . 28250

2. Gruppe. | Kichan und King. . . . 2,8920
Shida . . . . . . . . 29580

Exper . . . . . . . . 29200

Ayrton und Perry . . . 2,9410

J.J. Thomson . . . . . 29630

. {3,0180

- Klemencic . . . . . . \ 3,0140
3. Gruppe. ' {3,0074
Himstedt . .o '13,0081

. f2,9993

E. B. Rosa .13’0004

Fir die Lichtgeschwindigkeit im luftleeren Raum fand Cornu
3,004 >< 10" cm mit einem wahrscheinlichen Fehler von unter !/;oq.
Man sieht, dass diese Zahl bis auf eine sehr kleine Grésse, von der
Ordnung der Beobachtungsfehler, mit den von Klemencie, Himstedt und
Rosa angegebenen Werthen tibereinstimmt, deren Methoden die grosste
Genauigkeit zu besitzen scheinen. Die Maxwell’sche Theorie erfihrt
also eine so ausreichende Bestdtigung, als man nur winschen kann.

‘Wir wollen hinzufiigen, dass es in neuerer Zeit Hertz gelang,
elektromagnetische Wellen in der Luft hervorzubringen und ihre
Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu messen; er fand hierbei eine Zahl
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von derselben Grossenordnung, wie die Lichtgeschwindigkeit. Es
ist dies noch eine weitere, sehr befriedigende Bestiitigung der elek-
tromagnetischen Lichttheorie, zumal wenn man die Schwierigkeiten
beriicksichtigt, welche sich der Messung der in die Hertz'sche Be-
rechnung eingehenden Grossen entgegenstellen. Wir werden spéter
auf diese Versuche zuriickkommen. '

184. Beziehung zwischen dem Brechungsquotient und dem In-
duktionsvermigen einer isolirenden Substanz. Da die magnetische
Permeabilitit der durchsichtigen Medien sehr nahe gleich der des
luftleeren Raumes ist, so ergibt sich fiir das Verhiltniss der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit V, der elektromagnetischen Wellen im
Vakuum zur Geschwindigkeit V dieser Wellen in cinem durchsich-
tigen Medium

¥ =VE

hierbei bedeutet K das specifische Induktionsvermdgen dieses Ilectz-
teren Medium, ausgedriickt im elektrostatischen System.

Nach der gewdohnlichen Lichttheorie ist dies Verhiltniss gleich
dem absoluten Brechungsquotient n; es folgt deshalb

K=n%.

Da aber n» mit der Wellenldinge veréinderlich ist, so kann diese
Gleichung offenbar nur dann erfiillt werden, wenn die Grossen K
und » sich auf Erscheinungen derselben Periode beziehen. Wir
miissen also einen Brechungsquotienten wihlen, der Wellen von sehr
langer Periode entspricht, da diese allein vergleichbar sind mit den
verhiltnissméissig langsamen Vorgingen, mit deren Hiilfe das speci-
fische Induktionsvermogen bestimmt wird. Der Werth dicses
Quotienten kann annihernd erhalten werden, indem man in der
Cauchy’schen Formel

B C
n=A+ 50 -+ N
A=-co setzt; man crhilt dann n=A.

Aus Versuchen iiber das Wirmespektrum folgt indessen, dass
die Formel von Cauchy mnicht zur Darstellung der Brechungs-
quotienten fiir lange Wellen geniigt; am besten cignet sich hierzu
die Formel
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n—:A}?—I—B—I—%-

Man wiirde also fiir A=oc die unzulissige Folgerung n= oo
erhalten; jedenfalls sieht man hieraus deutlich, dass eine Extrapola-
tion dieser Art wenig Vertrauen verdient. Zweifellos ist dies auch
die Hauptursache fiir die Abweichungen, auf die wir spiter zuriick-
kommen werden.

183. Zu der Zeit, als Maxwell seine Abhandlungen schrieb,
war Paraffin das einzige Dielektrikum, fiir dessen Induktionsver-
mogen eine hinreichende genaue Bestimmung vorlag. An dieser
Substanz allein liess sich also die Richtigkeit der Beziehung
K = 2% prifen, doch fiel diese Priifung noch wenig zufrieden-
stellend aus. Gibson und Barclay hatten fiir das Induktionsver-
mogen des festen Paraffins 1,975 gefunden. Die Quadratwurzel da-
von: 1,405 unterscheidet sich bedeutend von dem Werth 1,422 des
Brechungsquotienten fiir eine unendlich grosse Wellenlinge, der
sich aus den Versuchen von Gladstone mit geschmolzenem Paraffin
crgibt. Allerdings beziehen sich die verglichenen Zahlen auf zwei
verschiedene Aggregatzustiinde des Paraffins, so dass dies Resultat
die Theorie nicht beeintrichtigen kann. So schliesst denn auch
Maxwell nur daraus, dass die Quadratwurzel von K, wenn sie auch
nicht vollstindig den Brechungsquotienten darstelit, doch jedenfalls
das wesentlichste Glied desselben bildet.

186. Seitdem sind zahlreiche Bestimmungen des specifischen
Induktionsvermogens durchsichtiger Korper vorgenommen worden,
deren Resultate wir hier von dem uns interessirenden Gesichtspunkt

. aus mittheilen.

Fiir die festen Korper unterscheidet sich die Quadratwurzel
von K mitunter betrdchtlich von dem Brechungsquotient. Nach
Hopkinson sind die Brechungsquotienten der verschiedenen Glas-
sorten immer Kkleiner als die Quadratwurzeln aus ihrem Induktions-
vermogen; fir gewisse Gliser betragen sie nur die Halfte.

Etwas besser wird die Relation K =n? bei den Fliissigkeiten
erfilllt; fiir gewisse fliissige Kohlenwasserstoffe ergeben die Ver-
suche von Hopkinson, Negreano und Palaz eine hinreichende Ueber-
einstimmung. Von den beiden folgenden Tabellen enthiilt die erste
die Resultate von Negreano, die zweite die von Palaz; der Brechungs-
quotient bezieht sich auf die Natriumlinie D.
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1.
K VK n

Reines Benzin . . . . . . . 22921 155139 15062
Toluol. . . . . . . . . . 22420 1,4949 1,4912
Xylol (Gemisch mehrerer Isomere) . . 2,2679 1,5059 1,4897
Metaxylol . . . . . . . . 23781 15421 1,4977
Pseudocumol . . . . . . . 24310 15591 14837
Camol . . . . . . . . . . 24706 15716 14837
Terpentinol . . . . . . . . 22618 15039 1,4726

I1.
Benzin. . . . . . . . . . 23377 1,517 1,4997
Toluol No.1 . . . . . . . 23646 1,537 1,4949

s, No.2 . . . . . . . 23649 1537 1,4848
Gewohnliches Petroleum No. 1 . 2,1234 1,457  1,4487
» ” No. 2 . 2,0897 1,445 14477
Rektificirtes Petroleum. . . . 2,1950 1,481 1,4766.

Die Uebereinstimmung ist viel weniger gut bei Pflanzen- oder
Thiersien. Fiir diejenigen, welche Hopkinson untersuchte, fand er
durchweg n>VK. Palaz kommt fiir Riib6l und Ricinusél zom uwm-
gekehrten Resultat:

Ribsl . . . . VK=1,73 n, = 1,4706
Ricinusol , = 2,147 y = 1,4772.

Kiirzlich hat Gouy!) das specifische Induktionsvermoégen des
Wassers durch Anziehung zweier elektrisirter Platten gemessen,
zwischen denen sich einc Schicht dieser Fliissigkeit befand; er er--
hielt K=80. Es wiirde hieraus nach der Maxwell’schen Gleichung
ungefihr » =29 folgen, eine Zahl, die fast sieben Mal griosser ist, als
der wirkliche Brechungsquotient. Unsere Gleichung lisst uns also
in diesem Fall vollstindig im Stich. Allerdings wurde diesclbe nur
fiir isolirende Kérper aufgestellt, eine Bedingung, die fir das Wasser
bei Weitem nicht crfiillt ist, da es immer wegen der darin ent-
haltenen Salze mechr oder weniger leitet. Aber man sollte wenigstens
fir K Werthe finden, dic immer kleiner werden, je reincres Wasser
angewandt wird; in Wirklichkeit scheint aber gerade das Um-
gekehrte der Fall zu sein.

Bei den Gasen endlich finden wir eine sehr gute Ueberein-

1 C. R. CVI. S. 540, 1888.
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stimmung zwischen den Grossen YK und n». Die folgende Tabelle
enthilt einige dieser Werthe, und zwar riihren die Zahlen fiir das
specifische Induktionsvermoégen aus Versuchen von Boltzmann her.

K VK n
Luft . . . . . 1000590 1,000295 1,000294
Kohlensiure . . 1,000946 1,000473 1,000449
Wasserstoff . . 1,000264 1,000132 1,000138
Kohlenoxyd . . 1,000690 1,000345 1,000340
Stickoxydul . . 1,000984 1,000492 1,000503
Oelbildendes Gas 1,001312 1,000656 1,000678
Sumpfgas . . . 1,000944 1,000472 1,000443.

187. Fassen wir das Vorhergehende zusammen, so kénnen wir
sagen, dass die Gleichung K =n? fiir alle Gase und einige Fliissig-
keiten erfiillt wird; sie gilt dagegen nicht fiir die meisten Fliissig-
keiten und festen Korper, besonders schlecht aber fiir Wasser. Trotz
der grossen Zahl von Untersuchungen sind wir also nicht besser als
Maxwell iiber den Genauigkeitsgrad dieser Gleichung unterrichtet.

Sieht man aber vom Wasser ab, das vermdoge seiner elektroly-
tischen Natur bei dem geringsten Salzgehalt vollstindig aus der
Zahl der Dielektrika auszuscheiden ist, so sind die zwischen n und
der Quadratwurzel von K festgestellten Unterschiede nicht derart,
dass man diese Beziehung aufgeben iniisste, zumal wenn man die
mangelhaften Bedingungen in Frwigung zieht, unter denen man
ihre Giltigkeit priifte. Zun#chst sind die zum Zweck der Bestiti-
gung des Gesetzes untersuchten Substanzen oft durchaus nicht voll-
kommene Isolatoren, wie man es verlangen miisste. Die meisten
festen Korper isoliren weit weniger gut als die Gase und einige
Fliissigkeiten, wie z. B. Petroleum und gut gereinigtes Benzin; und
gerade die letzteren Substanzen bestitigen das Maxwell’sche Gesetz
am besten. In zweiter Linie sind sowohl das Induktionsvermoigen
wie auch der Brechungsquotient mit der Temperatur veréinderlich,
und im Allgemeinen wurden die Messungen der beiden zu ver-
gleichenden Grossen bei verschiedenen Temperaturen angestellt.
Endlich hiingen die Resultate bekanntlich bei allen zur Bestimmung
von K angewandten Methoden von der Geschwindigkeit der Aende-
rung des Feldes ab, in dem sich die betreffende Substanz befindet;
vielleicht wiirden also die beiden Seiten der Gleichung besser er-
fillt sein, wenn die Aenderungen des Feldes ebenso schnell er-
folgten, als die Lichtschwingungen. Aus all diesen Griinden darf
man sich nicht wundern, wenn die Uebereinstimmung nicht so be-
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friedigend ausfillt, als die Vergleichung der Grisse » mit der Licht-
geschwindigkeit im luftleeren Raum.

188. Richtung der elektrischen Verschiebung. Wir betrachten
eine ebene elektromagnetische Welle, die parallel zu der XY-Ebene
liegen soll, und wéihlen zur X-Axe eine Parallele zum elektromag-
netischen Moment; dann ist G=H=0. Der Ausdruck fir F
hingt von der Natur der Stérung ab; wir wollen annehmen, es sei

F:Acos%"—(z—Vt).

Nach den Gleichungen (III) des vorhergehenden Kapitels er-
halten wir dann fiir die Komponenten der magnetischen Induktion:

= _ G _,
Ty e

oF oH 2 , 2= .
b= T e AT S eV
c=0G _OF _
T ox o9

Die magnetische Induktion fillt also in dic Richtung der
Y-Axe, d. h. sie steht senkrecht zur Richtung des elektromagneti-
schen Moments. Dasselbe gilt fiir die magnetische Kraft, welche
dieselbe Richtung wie die Induktion besitzt, da dic Komponenten
dieser beiden Grossen sich nur durch einen konstanten Faktor p
unterscheiden.

Wenn die Komponenten der Induktion bekannt sind, gestatten
die Gleichungen (II) diejenigen der Versehiebungsgeschwindigkeit
zu berechnen; wir finden hierfiir

oy op A (2a\* 27
dnou= By 05 #7(7}?) cos T(‘ Vo,
0 Oy
R
4w = R 7 —o.
o Oy

Diese Gleichungen zeigen, dass dic Verschichungsgeschwindig-
keit, ebenso wie das elektromagnetische Moment, parallel zur X-Axe
gerichtet ist. Offenbar gilt dies dann auch fiir die Richtung der
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Verschiebung selbst, und nach den Gleichungen (VII) auch fir die
Richtung der sie erzeugenden elektromotorischen Kraft.

Somit haben an einem Punkt einer ebenen Welle die elektrische
Verschiebung, die elektromotorische Kraft und das elektromagne-
tische Moment dieselbe Richtung; die elektromagnetische Kraft und
die Induktion stehen senkrecht dazu; alle diese Richtungen liegen
iibrigens in der Wellenebene.

189. Es fragt sich nun, wie die elektrische Verschiebung zu
der Polarisationsebene des Lichtes gerichtet ist, wenn die elektro-
magnetischen Stérungen rasch genug .verlaufen, um zu Licht-
erscheinungen Veranlassung zu geben. Die Hypothese von Maxwell
fiir den Ausdruck der kinetischen Energie des Medium, in dem die
Wellen erzeugt werden, und das Studium der verschiedenen Theorien,
die zur Erklirung der Reflexion an durchsichtigen Medien aufgestellt
wurden, gestatten eine leichte Losung dieser Frage.

Bekanntlich lassen sich in der gewohnlichen Lichttheorie die
bei isotropen Medien beobachteten Erscheinungen ebensogut durch
die Fresnel’sche Annahme erklidren, nach der die Aethersehwingungen
rechtwinkelig zur Polarisationsebene vor sich gehen, wie nach der
Neumann’schen, bei der sie in der Polarisationsebene liegen. Wir
haben ausserdem bei der Glasreflexion gezeigt!), dass diese beiden
Hypothesen fiir die Dichte des Aethers zu entgegengesetzten Re-
sultaten ftihren; wenn man die Hypothese von Fresnel annimmt, so
muss die Dichte als variabel betrachtet werden; entscheidet man sich
dagegen fiir die Neumann’sche Theorie, so ist die Dichte konstant
zZu setzen.

In der einen aber wie in der anderen Theorie besitzt die
kinetische Energie den Werth

1
T§9(§'2 +7'P 40 dr,

wo p die Dichte bezeichnet, und §', 3, £’ die Geschwindigkeitskom-
ponenten des Aethermolekiils. Nach Maxwell ist die kinetische
Energie dasselbe, wie das elektrodynamische Potential des in dem
Medium befindlichen Stromsystems; der Ausdruck fiir diese Energie
lautet also, wenn das Medium als magnetisch angenommen wird
(§8 143 und 144)

%j(mz ~+ g6+ yc) dr,

1) Théorie mathématique de la Lumiére, §§ 199 p. p.
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oder wenn man die Komponenten der Induktion durch die Kompo-
nenten der elektromagnetischen Kraft ausdriickt,

1
S—NyS(a2+ﬂ2+y2)dr.

Um eine Uebereinstimmung der Maxwell’schen Theorie mit
der gewohnlichen Lichttheorie zu ermoglichen, die doech bis jetzt
den Thatsachen Rechnung triigt, miissen wir annehmen, dass in
diesen beiden Theorien die Ausdriicke fiir die kinetische Energie
dieselben sind. Wir miissen also setzen

=
=
5,:“y 77,=ﬁy C’=7-

Da nun p fiir ein isotropes Medium konstant ist, so zeigt uns
die erste dieser Gleichungen, dass die Dichte p des Aethers eben-
falls Kkonstant sein muss; hierdurch werden wir also auf die Neu-
mann’sche Hypothese gefiihrt. Dann liegt aber die Richtung der
elektromagnetischen Kraft, welche nach den drei letzten Gleichungen
mit derjenigen der Schwingungen des Aethermolekiils zusammen-
fallt, in der Polarisationsebene. Wir kommen also nach dem im
vorhergehenden Paragraphen Gesagten zu dem Sechluss, dass die
elektrische Verschiebung senkrecht zur Polarisationsebene steht,
wenigstens wenn man die Hypothese von Maxwell annimmt.

190. Fortpflanzung in einem anisotropen Medium. — Doppel-
brechung. Bis jetzt haben wir immer stillschweigend vorausgesetzt,
dass das isolirende Medium, welches die elektromagnetischen St6-
rungen. fortpflanzt, isotrop sei; wir wollen jetzt zusehen, welche Ge-
stalt die Gleichungen fiir ein anisotropes Medium annehmen.

In § 73 fanden wir, dass die Analogie der Elektricitiitshewe-
gung innerhalb der Zellen eines Dielektrikum mit dem Gesetz von
der Wirmebewegung nach der Fourier’schen Theorie, bei passender
Wahl der Koordinaten, zu folgenden Werthen fiir die Komponenten
der Verschiebung in einem anisotropen Medium fiihrt:

_ K [0y .
1= e =)

K' [0y .
1=~ (g —Y)

e K (2,
o< :
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hierin bezeichnet ¢ das elektrostatische Potential, X, Y, Z die Kom-
ponenten der elektromotorischen Kraft, die von einer beliebigen
anderen Ursache herriihren. Nimmt man an, dass diese elektro-
motorische Kraft nur der Induktion durch Strome und Magnete des
Feldes zuzusehreiben ist, so werden unsere Gleichungen:

K

[F1=4 7
KY

M Jg=-47Q,
K”

I lz:HR.

191. Es ist indessen zur Aufstellung dieser Formeln nicht néthig,
auf die Hypothese von der Zellenanordnung des Dielektrikum zuriick-
zugreifen.

Nach den Formeln (VII) des vorhergehenden Kapitels sind die
Komponenten der elektrischen Verschiehung in einem isotropen
Medium denjenigen der elektromotorischen Kraft proportional; die
einfachste Hypothese ist also die, anzunehmen, dass f, g, & fiir ein
anisotropes Medium lincare, homogene Funktionen von P, Q, R
darstellen:

f=A P+B Q+C R,
g=A'P+B Q+C R,
h=A"P+B"Q-+C'R.

Die neun Koefficienten A, B, C,.... sind iibrigens nicht voll-
kommen willkiirlich; wir konnen vielmehr nachweisen, dass sie eine
symmetrische Determinante bilden.

Wenn wir den Verschiebungskomponenten die Zuwachse
df , dg, dh ertheilen, so wird der Ausdruck fiir die Arbeit der elektro-
motorischen Kraft

Pdf+Qdy + Radh,
oder, nach den vorhergehenden Gleichungen:
P (A dP + BdQ -+ CdR) + Q(A’ dP + B' dQ + C' dR)
+ R (A" dP +B" dQ 4 C" dR),
oder endlich

(AP4+A'Q+A"R)dP +(BP +B Q+B'R)dQ+ (CP+C Q-+ C'R)dR.
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Damit der Satz von der Erhaltung der Energie gilt, muss diese
letztere Grosse ein vollstindiges Differential sein. Diese Bedingung
wird durch drei Gleichungen ausgedriickt, deren erste lautet:

Q(AP+A'Q+A"R)  3(CP+CQ+C'R)
R = op

Es folgt hieraus
A'=C.
Die beiden anderen Gleichungen liefern
B=A, ¢ =B"

Hieraus geht hervor, dass die Determinante der Koefficienten
symmetrisch ist; damit vermindert sich die Zahl derselben auf 6.

Durch die Wahl der Koordinatenaxen verfiigen wir iiber die
Werthe von drei derselben, wir konnen also die Richtung der Axen
so wahlen, dass die nicht auf der Diagonale der Determinante stehen-
den Grossen Null werden. Die Werthe von f, g, & reduciren sich
dann auf die Ausdriicke (1).

192. Fiir die Gleichungen, welche die Komponenten «, &, ¢
der magnetischen Induktion als Funktion der Komponenten a, 2, 7
der elektromagnetischen Kraft angeben, miissten wir, um sie als
Funktionen von P, Q, R darzustellen, dieselbe Annahme machen,
wie fiir die Grossen f, ¢, h. Wir hitten dann die Gleichungen (I)
des vorhergehenden XKapitels durch drei Gleichungen derselben
Form zu ersetzen, die sich nur dadurch unterscheiden, dass der
Koefficient p bei jeder von ihnen einen verschiedenen Werth
s, ¢, p” besiisse. Da indessen die magnetische Permeabilitit der
durchsichtigen Korper immer schr nahe gleich 1 ist, so besitzt dieser
Koefficient keinen Einfluss auf das Resultat der Rechnungen. Um
die Darstcllung nicht unnéthig zun komplieiren, nehmen wir u als
konstant und =1 an.

193, Differentiiren wir die Gleichungen (1) nach ¢, so erhalten
wir nach Einsetzen der § 177 gefundenen Werthe von

e e en
KR TE

in die rechte Seitc folgende Relationen:
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C) g;—? =— ‘é dno,
Py

Andrerseits besteht die Beziehung (§ 167)
T
(D) [EETES A
tnw=00 37

Die Gleichungen (IIT) des § 167 endlich werden, da wir p=1
angenommen haben:

_H_ G
“= Oy 0z’

JF ¢H
(E) P=% "o
_ oG _oF

7= o Oy

Dies sind die drei Gruppen von Gleichungen, welche es ermog-
lichen, fir jeden beliebigen Augenblick den Verlauf einer magneti-
schen Stérung an sdmmtlichen Punkten eines anisotropen Medium
zu bestimmen, vorausgesetzt, dass man ihre Anfangswerthe kennt.

194. Wenn das Licht wirklich einer Storung dieser Art zuzu-
schreiben ist, so miissen uns diese Gleichungen zur Erklirung der
Doppelbrechung fiihren, die das Licht beim Durchgang durch ein
anisotropes Medium aufweist. Das Studium, welches wir bereits
diesem Gegenstande gewidmet haben!), gestattet uns, ohne lange
Entwicklungen nachzuweisen, dass dies in der That der Fall ist.

) Théorie mathématique de la Lumiére § 144—198.
Poincaré, Elektricitit und Optik I. 12
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Bezeichnet man die Komponenten der Verriickung des Aether-
molekiils in der Theorie von Sarrau mit £, 7, £, in derjenigen von
Neumann mit X, Y, Z und in der von Fresnel mit », v, w, so be-
stehen bekanntlich die neun Beziehungen?)

0%
e T T4
2
o
E = ews
_o oy
T oy 0:
_0X_ 01
T ov’
}__,8Y_,8§
O oy’
(0t o
Ty E
e
T 02 ox’
. 0y 0%
=% "oy

Diese Gleichungen werden identisch mit den Gruppen (C), (D)
und (E) des vorhergehenden Paragraphen, wenn wir setzen

1 b—fl 1
a’_—il{i, - ]{F: c= I{u:
u=dmu, ..., Xe=e, ..., E=F, ...

Die drei optischen Theorien von Fresnel, Neumann und Sarrau
erklidren nun alle Beobachtungen gleich gut, da hbis jetzt kein Ver-
such die eine oder andere Theorie als richtiger crwiesen hat; wir
diirfen also sicher scin, dass auch die Gruppen der aus der Maxwell-

1 Loc. eit. § 178.
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schen Theorie abgeleiteten Gleichungen (C), (D), (E) allen bekannten
Erscheinungen geniigen und mit keiner derselben im Widerspruch
stehen.

195. Im Besonderen muss die Gleichung fiir die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit zweier ebenen Wellen, die von derselben ein-
fallenden Welle ausgehen, in der elektromagnetischen Theorie und
den optischen Theorien tibereinstimmen. In diesen letzteren hat sie
den Ausdruck

Vi—a

wenn [, m, n die Richtungskosinus der Normale zur Wellenebene
bedeuten; mit den Bezeichnungen der elektromagnetischen Theorie
erhalten wir demnach

2 + m? + n? -0
Vi— L vz — —1;7 Vi— L,
K K K

Es folgt hieraus, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in
Richtung der Koordinatenaxen sich umgekehrt verhalten, wie die
Quadratwurzeln aus den Induktionsvermdgen in Richtung der nim-
lichen Axen oder, was dasselbe ist, dass diese Quadratwurzeln pro-
portional sind den Brechungsindices nach den Elasticititsaxen des
Mecdium.

196. Diese Beziehung findet sich bei krystallisirtem Schwefel
recht gut bestitigt. Die Induktionsvermdgen nach den drei Elastiei-
tiitsaxen eines Krystalls aus dieser Substanz haben nach Boltzmann
die Werthel): 4,773, — 3,970, — 3,811. Die Quadratwurzeln dieser
Zahlen: 2,184, — 1,99, — 1,95 sind wenig verschieden von den
Brechungsquotienten fiir dieselben Richtungen: 2,143, — 1,96, — 1,89.

Die anderen untersuchten anisotropen Substanzen geben yiel
weniger zufriedenstellende Resultate.

Nach den Beobachtungen von J. Curie?) iiber den Quarz, den
Kalkspath, den Turmalin, den Beryll ete. ist die Quadratwurzel
von K immer viel grésser als der Brechungsquotient; allerdings be-
sitzen die positiven Krystalle, wie der Quarz, in Uebereinstimmung
mit der Theorie ein grosseres Induktionsvermégen in Richtung der

") Wiener Sitzungsberichte LXX, (IT) p. 342, 1874.
?) Lumiére électrique XXIX, p. 127, 1888,
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optischen Axe, als senkrecht zu derselben, wihrend bei den negativen
Krystallen, wie beim islindischen Kalkspath, das Umgekehrte statt-
findet.

Die Gleichung K =n? findet also nur eine sehr ungeniigende
Bestitigung. Wir miissen indessen, wie bei den isotropen Medien,
bedenken, dass die Bedingungen, unter welchen die Gleichung auf-
gestellt wurde, bei den untersuchten Substanzen nicht erfiillt sind.
Mehrere derselben sind hygroskopisch und werden durch die sie be-
deckende Wasserschicht leitend, wodureh sich bis zu einem gewissen
Grade wenigstens die beobachteten Abweichungen erkliren lassen.
Diese Ansicht wird {ibrigens auch durch die guten Resultate fiir den
Schwefel bestiitigt, eine Substanz, welche sich sowohl durch ihre
vorziigliche Isolationsfihigkeit auszeichnet, wie auch durch die
Schwierigkeit, mit der sich Wasserddmpfe auf ihrer Oberfliche
niederschlagen.

197. Die Vergleichung der Formeln in den §§ 193 und 194 er-
moglicht es uns, die relativen Richtungen der verschiedenen Grossen
zu bestimmen, durch welche der Verschiebungsstrom an einem Punkt
definirt wird, sowie auch ihre Richtungen in Bezug auf den Licht-
strahl und die Polarisationsebene.

Die Schwingungsrichtungen ON und OF (Fig. 33) nach der
Theorie von Neumann und von Fresnel stehen bekanntlich recht-
winkelig zu einander und liegen in der
Wellenebene; die Schwingungsrichtungen
OS und ON nach Sarrau und nach Neu-
mann sind ebenfalls senkrecht zu ein-
ander und liegen in der Normalebene
zum Lichtstrahl OR.

Aus der Identitéit der eben erwihn-
ten Formeln folgt nun, dass die Ge-
schwindigkeit der elektrischen Verschie-

Fig. 35. bung parallel zur Fresnel'schen Schwin-

gung verliuft, die magnetische Kraft

parallel zu der von Neumann angenomnienen, das elektro-magne-
tische Moment endlich und demnach auch die -elektromotorische
Kraft parallel zu den Sarrau’schen Schwingungen. Wir schliessen
daraus, dass die elektrische Verschiebung in der Wellenebene senk-
recht zur elektromagnetischen Kraft stattfindet, und dass dicse letz-
tere, in der Wellenebene gelegene Grosse senkrecht zur Richtung
des Lichtstrahls und der elektromotorischen Kraft steht, welche
ihrerseits normal zum Strahle gerichtet ist. Bei einem isotropen
Korper fillt die Richtung dieses Strahls zusammen mit der Nor-
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male On zur Wellenebene, und die elektromotorische Kraft hat dann
dieselbe Richtung, wie die Verschiebung, was uns ja schon be-
kannt war.

Fiir die Richtungen dieser Grossen zu der Polarisationsebene
folgt aus dem, was wir von der Lage dieser Ebene zu den Aether-
schwingungen wissen, dass die elektromotorische Kraft und die Ver-
schiebung fast senkrecht zur Polarisationsebene stehen, wihrend die
elektromagnetische Kraft ihr nahezu parallel ist. Bei einem isotropen
Medium werden diese Grossen genau rechtwinkelig resp. parallel zur
Polarisationsebene.

198. Fortpflanzung in einem unvollkommen isolirenden Mediumn.
Absorption des Lichts. Wir haben hier die Wahl zwischen den
Formeln (IX) von Maxwell und (X) von Potier (§§ 170 und 171). Da
diese beiden zu denselben Resultaten fiihren, so wihlen wir die
Maxwell’'schen und untersuchen die Art der Fortpflanzung einer
ebenen elektromagnetischen Welle.

Wenn wir die X Y-Ebene parallel zur Wellenebene annehmen
und die X-Axe parallel zur Richtung des elektromagnetischen
Moments, so ist G=H=0 und die Gleichungen (1) des § 177 be-
schrinken sich auf die erste

o OF
ot~ o¢

Hieraus folgt bei Vernachlissigung der Integrationskonstante,
welche fiir periodische Stérungen Null sein muss,

¢F

P=—

Durch Einsetzen dieser Werthe in die erste der Gleichungen (IX)
von Maxwell

K &P
u=CP+y 7
erhalten wir:
oF K OF
@ v=—C G ~ iy

Die Gruppen der Gleichungen (I), (1), (IIT) des § 167 ergeben aber

PO 1( OF 8?F)’

=y e = \ T e
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oder, da F in Folge der Wahl der Koordinatenaxen nicht wvon y°
abhingt

O°F
4nu—-——‘u—~ PR

Wir erhalten also durch Elimination von = aus Gleichung (1)
und dieser letzteren

o'F o'F oF
@) T el e T AmuCgy

Dieser Gleichung genitigt eine nach der Zeit periodische Funktion
von der Form

F—__—-ei('nt—'mz)7

wobei die Koefficienten n und m verbunden sind durch die Glei-
chung:

m=uKn—4ruCni.

2 . .
Da aber n den Werth Tn hat, wo T die Periode der Funktion

bedeutet, so ist diese Grosse reell; folglich ist m? eine komplexe
Grosse, ebenso auch m, und wir kénnen setzen

m=q—pi.

Fiithren wir diesen Werth von m in die vorhergehende Glei-
chung ein, so erhalten wir durch Vergleichung der reellen und
imaginéiren Theile

F—pP=uKn?
(3)

2pq :471‘1407&.

Die der Gleichung (2) geniigende periodische Funktion ldsst
sich dann schreiben

F:g—pzei(nt—qz);

der reelle Theil derselben, welcher uns hinsichtlich der experimen-
tellen Folgerungen allein interessirt, lautet

F=c¢—»2 cos (nt—q¢2).
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199. Sieht man von den Verdnderungen von F ab, soweit sie
von dem Faktor cos (nt — ¢z) herriihren, so zeigt dieser Ausdruck,
dass der Werth des elektromagnetischen Momentes sich verdndert,
wie “die Exponentialgrosse e—»:. Nach der zweiten Bedingungs-
gleichung (3) haben nun p und ¢ dasselbe Zeichen; wenn demnach
die Fortpflanzung der betrachteten ebenen Welle in Richtung der
positiven z vor sich geht, so sind p und ¢ positiv und e-»* nimmt
mit wachsendem z ab. Der Werth des elektromagnetischen Moments
wird also in demselben Maasse kleiner, als die Welle tiefer in das
betreffende Medium eindringt.

Ebenso verhilt es sich mit der elektrischen Verschiebung und
der elektromagnetischen Kraft; da mnémlich die Werthe dieser
Grossen mit denen des elektromagnetischen Moments durch eine
Reihe linearer Differentialgleichungen der ersten Ordnung zusam-
menhéngen, so enthalten sie simmtlich in ihren Ausdriicken den
Faktor e—»z .

Auch fiir die Verschiebungsgeschwindigkeit eines leuchten-
den Aethermolekiils gilt dasselbe, da wir (§ 189) gesehen haben,
dass diese Geschwindigkeit der elektromagnetischen Kraft propor-
tional ist.

Wenn demnach die magnetischen Stérungen schnell genug vor
sich gehen, um Lichterscheinungen hervorzurufen, so wird die In-
tensitdt des Lichtes, die proportional dem Quadrat der mittleren Ge-
schwindigkeit eines Aethermolekiils ist, wie ¢ —?7% abnehmen.

200. In dem FKall, wo die betrachtete Substanz ein sehr ge-
ringes specifisches Induktionsvermogen besitzt und eine magnetische
Permeabilitit nahe gleich 1, gehen die Gleichungen (3) iiber in

¢ —p*=0 oder ¢=p
und 2p?=4nCn;

p ist also nahezu proportional der Quadratwurzel von C. Es folgt
hieraus, dass die Intensitiit des durch einen solchen Korper hin-
durchgehenden Lichtes um so schwicher wird, je grosser C ist; mit
anderen Worten: je besser der Kdirper die Elektricitit leitet, desto un-
durchsichtiger ist derselbe.

Allerdings giebt es eine grosse Anzahl Ausnahmen von dieser
Regel. Im Allgemeinen erweisen sich jedoch die durchsichtigen
festen Korper als gute Isolatoren, wihrend die Leiter sehr undurch-
sichtig sind. Ausserdem folgt aus den Untersuchungen von J. Curie!)

') Lumiére ¢lectrique XXIX, p. 322, 1888.
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iiber die Dielektrika, dass die nach wachsender Leitungsfihigkeit
geordnete Tabelle dieser Korper fast identisch ist mit einer nach
abnehmender Diathermanitit geordneten. KEs mogen hier diese
beiden Tabellen folgen; diejenige der Diathermanitit ist den Ar-
beiten von Melloni entnommen.

Elektrische Leitungsfihigkeit, Diathermanitit,
nach dem Ende zu wachsend. nach dem Ende abnehmend.
Schwefel. Steinsalz.
Steinsalz. Schwefel.
Flussspath. Flussspath.
Isléindischer Spath. Isldndischer Spath.
Quarz. Quarz.
Baryt. Glas.
Alaun. Baryt.
Glas. Turmalin.
Turmalin. Alaun.

Man konnte noch Ebonit anfiithren, das fiir dunkle Strahlen
durchléssig ist. '

201. Im Widerspruch zu dem vorhergehenden Gesetze sind die
Elektrolyte gute Leiter fiir die Elektricitit und trotzdem im Allge-
meinen durchsichtig. Maxwell erklirt diese Thatsache durch den
Hinweis darauf, dass die Leitungsfihigkeit der Elektrolyte nicht von
derselben Art ist, wie bei den Metallen. Bei diesen sind die mate-
riellen Molekiile in Ruhe und die Elektricitiit allein bewegt sich;
bei den Elektrolyten dagegen bewegen sich die Ionen von einer
Elektrode zur anderen, und der Uebergang der Elektricitit wird
durch die Ionen vermittelt, welche die Elektricitiit mit sich fithren
(Convectionsstréme).

Man kann auch eine andere Erklirung hierfir finden, die
ebenfalls von Maxwell gegeben wurde. Die beim Durchgang der
Welle durch die Substanz absorbirte Energie muss sich nothwendiger
Weise unter irgend einer Form wiederfinden. Bei den Metallen
verwandelt sie sich in Wirme, bei den Elektrolyten dient sie zur
Trennung der Ionen. Aber der Sinn der Bewegung der Ionen
hingt von dem der elektrischen Bewegung ab; demnach wird der
Effekt, welcher durch den Uebergang einer gewissen Elektricitits-
menge im einen Sinn hervorgebracht wiirde, durch den Uebergang
einer gleichen Menge im entgegengesctzten Sinn aufgehoben, und
eine Aufeinanderfolge von Wechselstromen, wie sie aus den das
Licht erzeugenden Stérungen herriihren, kann keine Zersetzung her-
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vorrufen. Es wird also gar keine Energie absorbirt und die Licht-
intensitdt muss beim Austritt aus dem Elektrolyt nahe die gleiche
sein, wie die Intensitit des einfallenden Lichtes.

202. Maxwell hat einige Versuche angestellt, um quantitativ
zu priifen, ob die Lichtintensitit in der That wie die Exponential-
grosse e— 272 abnimmt, und zwar untersuchte er Platin, Gold und
Silber, welche in sehr diinnen Schichten das Licht hindurchlassen.
Es scheint danach, dass die Durchsichtigkeit der Korper viel grosser
ist, als es die Theorie fordert. Aber dies Resultat lisst sich leicht
erklaren; die Dicke der Lamellen ist nédmlich nicht gleichméissig, und
ein grosser Theil des Lichtes geht durch eine viel geringere Dicke
hindurch, als dem in der Berechnung der Exponentialgrosse ange-
nommenen Werthe von 2z entspricht.

203. Reflexion der Wellen. Die Gesetze der Lichtreflexion
konnen aus den Gleichungen des magnetischen Feldes abgeleitet
werden. In einer Anmerkung der franzosischen Uebersetzung des
Maxwell’'schen Werkes (II. S. 507) hat Potier gezeigt, dass man auf
diese Weise die Formeln wiederfindet, die Fresnel fiir die Reflexion
an durchsichtigen Medien aufgestellt hat, sowie diejenigen von Cauchy
und Lamé fiir die Reflexion an Metall. Da diese Formeln mit den
Versuchsergebnissen tibereinstimmen, so ist ihre Ableitung aus der
Theorie von Maxwell eine neue Bestitigung fiir die letztere. Indessen
weichen die numerischen Werthe der durch die optischen und elek-
trischen Methoden ermittelten Konstanten von einander ab; die fur
durchsichtige Dielektrika schon merkliche Verschiedenheit ist bei
den Metallen noch ausgesprochener. Speciell miisste sich die Re-
flexion des Lichts beim Eisen nach der Theorie von Maxwell von
derjenigen der anderen Metalle wesentlich unterscheiden, da der
Koefficient der magnetischen Permeabilitit des KEisens ungefihr
30 Mal so gross ist, als bei den anderen Metallen. Nach den Ver-
suchen hat sich aber bis jetzt fiir das Eisen keine Ausnahme in den
Gesetzen der Lichtreflexion herausgestellt.

Dieser Umstand kann durch die Annahme erklirt werden, dass
die magnetische Induktion keine Erscheinung ist, die augenblicklich
eintritt; bei den ungeheuer raschen Schwingungen wiirde dann die
Zeit zum Zustandekommen des Phiinomens zu kurz sein.

Man konnte zur Unterstiitzung dieser Ansicht noch als Argu-
ment die Versuche von Fizeau iiber die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Elektricitét in einem Draht anfiihren, welche gezeigt haben,
dass diese Geschwindigkeit im Eisen geringer ist, als im Kupfer.
Ein Grund hierfiir ist leicht zu finden: In Folge der transversalen
Magnetisirung, die in dem von einem Strom durchflossenen Eisen-
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drahte zu Stande kommt, ist ndmlich die Selbstinduktion des Eisens
grosser, als die des Kupfers.

Die Versuche von Hertz dagegen ergeben fiir die Geschwindig-
keit im Eisen denselben Werth, wie fiir das Kupfer, da bei diesen
ungeheuer raschen Schwingungen, wie sie der beriihmte Karlsruher
Physiker hervorgebracht hat, das Eisen keine Zeit hatte, sich durch
Induktion zu magnetisiren. ,Auch Eisendrihte machen keine Aus-
nahme von der allgemeinen Regel; die Magnetisirbarkeit des Eisens
kommt also bei so schnellen Bewegungen nicht in Betracht.“ (Hertz,
Wiedemann’s Annalen XXXIV, S. 558.)

204. Energie der Strahlung. Bei den gewoshnlichen Theorien
des Lichts enthélt das durchstrahlte Medium Energie in potentieller
und kinetischer Form; die erstere riihrt von der Deformation des
als elastisch vorausgesetzten Medium her, die kinetische von der
Schwingungsbewegung. Die Gesammtenergie eines Volumenelements
bleibt konstant und folglich #ndert sich die kinetische Energie um
denselben Betrag wie die potentielle, aber im entgegengesetzten
Sinne.

In der elektromagnetischen Theorie setzt man gleichfalls vor-
aus, dass die Energie des Medium theilweise potentieller, theilweise
kinetischer Natur ist. Die den eclektrostatischen Vorgingen zuzu-
schreibende potentielle Energie hat den Ausdruck (32)

2m .
W :57 < (f* 4+ g%+ ) dr;

die kinetische Energie ist das eclektrodynamische Potential des in
dem Medium befindlichen Stromsystems, d. h. (§ 144),

T= g’;—n(«a +Bb+yeydr. .

e/

Wir wollen den Werth dieser heiden Grossen fir eine ebene,
zur XY-Ebenc parallele Welle bestimmen, deren elektromagnetisches
Moment parallel zur X-Axe gerichtet ist. Nach § 188 erhalten wir
dann:

G=H=0, Q=R=0, g=1h=0,

«=y=0, a=c¢=0,

und die Ausdriicke der beiden Energicformen lauten
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w =S%fﬂ,

T:( L 2.
J 8nu

Aus den Gleichungen (VII) und (III) des elektromagnetischen
Feldes folgt aber

K K oF
=4 =17
oF
b= 0z !

so dass wir fiir die auf die Volumeneinheit bezogenen Werthe der
potentiellen und kinetischen Inergie erhalten

. K [oFj?
1 oF |2
) TzSny[@z].

Die Funktion F' muss aber der Differentialgleichung geniigen

(§ 180)

<, BF _oF

Hor T 02

und ist deshalb von der Form

F=7(z— Vi),
worin
A% 1
= VK; ;
wir haben also
oF — ' T
W—-—‘ f(Z—‘t),
oF

0z =f’(5_ Vt‘):
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und folglich

oF]2 1 [o0F]2
clal=ula]”

Die Werthe (1) und (2) der beiden Energieformen sind demnach
untereinander gleich; wenn einer derselben sich verdndert, so ge-
schieht dies auch beim anderen im selben Sinn und um denselben
Betrag. Da jedoch das Prineip von der Erhaltung der Energie in
dem ganzen System gewahrt bleiben soll, so muss sich die in
einem Volumenelement verlorene Energie nothwendiger Weise in
einem anderen wieder finden. Diese Folgerungen stimmen mnicht
mit denen der gewohnlichen Lichttheorien, die wir anfinglich er-
wahnten, iiberein.

205. Druck und Zug in einem vom Licht durchstrahlten Me-
dium. Wir sahen (§ 81), dass bei einem im Spannungsgleichgewicht
befindlichen, dielektrischen Medium das zu den Kraftlinien senk-
rechte Oberflichenelement einen Zug erleidet, dessen Werth pro

-

R c K .
Flacheneinheit gleich ist dem Produkt von 8":7 in das Quadrat der

elektromotorischen Kraft, wihrend auf die Elemente parallel zu den
Kraftlinien Drucke ausgeiibt werden, die pro Flicheneinheit den-
selben Werth wie diese Spannung besitzen. Wenn wir also die
X-Axe parallel zu den Kraftlinien annehmen und mit Maxwell die
Drucke durch negative Grossen darstellen, so erhalten wir fiir den
Zug und Druck, welcher auf die Flidcheneinheit der rechtwinklig
zu den Koordinatenaxen stehenden Elemente ausgeiibt wird, die
Werthe

P, = P? po—— X ps P o= Kops,

@™ Ry vy 7 22 87

Bei dem gewiihlten Axensystem aber besitzt die auf die Vo-
lumeneinheit bezogene elektrostatische Energie den Werth
K

2.7
J—— 0 fr T P,
W= /=g P%

demnach st der Zug und Druck auf die Flicheneinheit der be-
trachteten Elemente gleich der elektrostatischen Energie pro Volumen-
cinheit.

206. Da dic Gesetze der Anziehung und Abstossung fiir die
clektrischen und dic magnetischen Massen die gleichen sind, so
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diirfen wir erwarten, fiir das magnetische Feld analoge Werthe fir
den Zug und den Druck zu finden. Maxwell behandelt den all-
gemeinen Fall, dass in dem Feld gleichzeitig Magnete und Strome
vorhanden sind. Die von ihm benutzte Methode ist allerdings nicht
einwurfsfrei; aber es ist auch unnéthig, den allgemeinen Fall zu
betrachten, da sich nach der Ampere’schen Hypothese der perma-
nente Magnetismus durch Elementarstrome erkliaren lisst. Man kann
also annehmen, dass in dem Medium von der magnetischen Per-
meabilitit = 1 nur Strome vorhanden sind; die Folgerungen ge-
winnen dadurch wesentlich an Pricision.

‘Wir betrachten ein Volumenelement dz, und nennen die Geschwin-
digkeitskomponenten der Elektricitit an dem betreffenden Punkt
u, v, w; dann ist nach unserer Hypothese (x=1) die magnetische
Induktion an diesem Punkt gleich der elektromagnetischen Kraft,
und die Formeln (2) des § 160, welche die Komponenten der auf
die Volumeneinheit bezogenen elektrodynamischen Kraft angeben,
lauten ’

Xe=yv — g,
Y = «w— yu,
Z=pu—av.

Die Geschwindigkeitskomponenten «, », w der Elektricitit sind
mit denen der elektromagnetischen Kraft durch die Gleichungen (IT)
(§ 167) verbunden, so dass man die erste der vorhergehenden Glei-
chungen schreiben kann

- Ou 8;/ 8(3 Owe
x5

auf der rechten Seite,

L Ou Ce Ce 08 Oy
P R gy T e T TR T

Da aber die elektromagnetische Kraft denselben Werth, wie
die magnetische Induktion besitzt, so wird die Beziehung (§ 102)
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Ja ob e
R PR P

welche die Komponenten dieser letzteren Grosse verbindet, zu

Wir diirfen also das Produkt « (g“—l— gi + - az) auf der rechten
Seite der Gleichung fiir 4 # X hinzuftigen, ohne damit an der Rich-

tigkeit derselben etwas zu dndern, und erhalten dann

arc a(c Oc (t 3(3 Oy

4nX =a— + 8= 8J A ﬂ Y Bp
Oc By
te e ?a"”” 7

Dies lisst sich aber auch schreiben:

0 2 — B2 — 42 0 0
47!X=‘m (%—Y—) —I—a—y (e p) + E(u;/),

und analog

8 o (B—p—a?| , 0
Y=g + 4 (FEEE) LGy,

2 ATy
tnt= L n+ 4 00+ 4 (5E).

u =

207. Wir wollen jetzt annehmen, dass die elektrodynamischen
Krifte mit dem Zug und Druck zusammenhingen, der von der
Elasticitiit des Medium herriihrt, und bezeichnen die Komponenten
des Zugs durch

P, do, Pm,/ do, P, dw, tiir cin Element senkrecht zur X-Axe,
Pyr dw , Pyz/ dw , Pyz dw, flir ein Element senkrecht zur Y-Axe,

. ., dw, fir ein Element senkrecht zur Z-Axe.

P dow, Pz;/d"’r P

Ein clementares Parallelepiped vom Volumen dr, dessen Flichen
parallel zu den Koordinatencbencen stchen, muss unter der Wirkung
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dieser neun Krifte und der drei Komponenten Xdzr, Ydr, Zdr der
elektrodynamischen Kraft im Gleichgewicht sein. Da das Parallele-
piped keine Drehung um eine der Koordinatenaxen ausfiihren soll,
so gelten die Beziehungen

P,=P,, P,=P P, =P

yz zy? zx 3z

und da auch ferner keine Verschiebung lings der Axen stattfinden
darf:

> ax yx zT
X g Oy M7
v Py O, P,
T 0z oy 0z
6P»¢r 8P7/z 6P""
2= T T

Die Vergleichung dieser Werthe von X, Y, Z mit den aus den
Gleichungen des vorhergehenden Paragraphen abgeleiteten, ergibt

1 e .
sz— 87(“- — 8t =7,

1, 0
Pyy— s (8 — 9! — ),

1 2 2
Pzz=g(72—r"_tg')7

las]

Il
o
I
ISR
23

Wenn man die Koordinatenaxen so wiihlt, dass die X-Axe
parallel zur magnetischen Kraft verliuft, so wird 8= y=0, folglich
sind die sechs letzten Komponenten des Zugs Null. Die drei ersten
lauten dann

o
« o« «

P _ 5 P —_— P=_'

xz 8
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Ein zu den magnetischen Kraftlinien senkrechtes Element er-
leidet also einen normal gerichteten Zug, und die zu den Kraftlinien
parallelen Elemente einen normalen Druck. Die Werthe dieses Zuges
und Druckes, auf die Flicheneinheit bezogen, sind unter einander
gleich; sie sind auch gleich der elektrodynamischen Energie pro
Volumeneinheit, da diese Energie in Folge der Wahl der Koordinaten-
axen den Werth besitzt

208. Wir wollen diese Resultate auf den Fall anwenden, dass
sich ebene Wellen durch ein Medium fortpflanzen, und wollen die
X Y-Ebene parallel zur Welle annehmen, ferner die X-Axe parallel
zum elektromagnetischen Moment.

Da die elektromotorische Kraft dieselbe Richtung, wie das
elektromagnetische Moment besitzt, so verlaufen die elektrischen
Kraftlinien parallel zur X-Axe; ein senkrecht zu der letzteren stehen-
des Element erleidet demnach einen normalen Zug, dessen Werth
pro Flidcheneinheit gleich ist der auf die Volumeneinheit bezogenen
elektrostatischen Energie W. Die magnetischen Kraftlinien ferner
stehen senkrecht zu den elektrischen Kraftlinien, da die magne-
tische und die elektromotorische Kraft normal zu einander ge-
richtet sind; folglich liegt das betrachtetc Element parallel zu den
magnetischen Kraftlinien und erleidet deshalb einen normalen Druck,
dessen Werth pro Flicheneinheit gleich ist der auf die Volumeinheit
bezogenen elektrodynamischen Energie T. Da diese beiden Grossen
W und T immer den niimlichen Werth haben (204), so heben sich
Zug und Druck fir das betretfende Element auf.

Ebenso verhdlt es sich fiir ein zur Y-Axe senkrechtes Element.

Fir ein zur Z-Axe senkrechtes Element dagegen, das also
parallel zur Wellenebene liegt, kommt der elektrostatische Druck zu
dem elektromagnetischen hinzu, so dass der auf die Fléchenein-
heit wirkende Gesammtdruck gleich ist der Gesammtenergie pro
Fliicheneinheit.

209. Maxwell berechnete den Druck, der auf eine von der
Sonne bestrahlten Iliche ausgeiibt wird. Nimmt man an, dass die
Lichtenergie, die von einem starken Sonnenstrahl auf einen Quadrat-
meter ausgestrahlt wird, 124,1 kgm in der Sekunde betrigt, so ist die
in einem Kubikmeter des durchstrahlten Raumes enthaltene Energie
ungefihr 41,36 > 10 —8 kgm; also der mittlere Druck auf den Qua-
dratmeter 41,36 >< 10— 8 kg oder 0,0004136 g.
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Da die Hilfte dieses Drucks gleich der elektrostatischen und
elektrodynamischen Energie ist, so kann man leicht die Werthe der
auf die Léngeneinheit bezogenen elektromotorischen Kraft und der
elektromagnetischen Kraft erhalten. Maxwell fand, dass die elek-
tromotorische Kraft ungefihr 600 Volt fir den Meter und die elek-
tromagnetische Kraft 0,193 in elektromagnetischem Maass betrigt,
also etwas mehr als den zehnten Theil der Horizontalkomponente
der erdmagnetischen Kraft in England.

210. Bedeutung des elektrodynamischen Drucks. Wir wiesen
darauf hin (§ 84), dass das Vorhandensein elektrostatischer Drucke
schlecht mit der Grundhypothese stimmt, dass die Energie in dem
dielektrischen Medium lokalisirt ist. Der elektrodynamische Druck
lisst sich leichter verstehen, und Maxwell gab in einer im Philoso-
phical Magazine!) veroffentlichten Abhandlung eine Erklirung fiir
denselben, die ein gewisses Interesse darbietet. Da die elektrody-
L +Sﬁ:z+ 7 0
konnen wir annehmen, dass das Medium, in welchem die elektro-
dynamischen Erscheinungen zu Stande kommen, aus Molekiilen zu-
sammengesetzt ist, die Rotationsbewegungen ausfithren. Wenn
a', 3", y' die Komponenten der Rotation cines als frei angenomme-
nen Molekiils darstellen, so ist die von dieser Bewegung herriihrende
(5’2+/9’2+'y’2 )

2

namische Energie j als kinetiseh betrachtet wird, so

kinetische Energie proportional Man kann also

den Ausdruck fir die elektfodynamische Energie mit demjenigen
der Energie des wirbelnden Medium in Uebereinstimmung bringen,
wenn man die Rotationskomponenten proportional denen der elek-
tromagnetischen Kraft annimmt. Die Richtung dieser Kraft wird
dann dieselbe, wie diejenige der Rotationsaxe des Molekiils.
Vorausgesetzt, dass dieses Molekiil die Gestalt einer Kugel
besitzt, so sucht es sich an den Polen abzuplatten und am Aequator
auszudehnen. Auf jedes zur Drehungsaxe senkrecht stehende
Element wirkt eine nach dem Mittelpunkt des Molekiils gerichtete
Kraft; auf ein am Aequator parallel zur Axe gelegenes Element
dagegen eine nach Aussen ziehende Kraft. Da die Drehungsaxe
dieselbe Richtung wie die magnetische Kraft besitzt, so wird auaf
ein zu dieser Kraft senkrechtes Element ein Zug ausgeiibt, auf ein
dazu paralleles Element dagegen ein Druck. Der algebraische
Unterschied zwischen den Werthen dieses Zugs und Drucks riihrt

1) Phil. Mag. 1861 und 1862.

Poincaré, Elektricitit und Optik I. 13
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von der Centrifugalkraft her; diese Grosse ist gleich a'?2 + 52+ y'2,
d. h. dem Doppelten der kinetischen Energie. Wir erhalten also
vollkommen die Resultate des § 207.

“Maxwell nimmt in seiner Abhandlung an, dass sich die Drehung
der magnetischen Molekiile von einem zum anderen durch gewisse
Zwischenglieder iibertrigt; diese bestehen aus kleinen Kugelmole-
kiilen, welche nach der Art von Zahnridern wirken. Die mag-
netische Induktion muss dann der Trigheit der drehenden Molekiile
zugeschrieben werden, die elektromotorische Kraft ist die auf den
Verbindungsmechanismus ausgeiibte Wirkung, die Verschiebung der
Elektricitit endlich die von den Formverinderungen dieses Mecha-
nismus herriihrende Verriickung.



Kapitel XII.

Magnetische
Drehung der Polarisationsebene.

211. Gesetz der Erscheinung. Die Drehung der Polarisations-
ebene des Lichtes unter der Wirkung eines magnetischen Feldes,
das durch Magnete oder Stréme hervorgebracht wird, ist die be-
merkenswertheste aller Erscheinungen, welche die Wechselwirkung
von Licht und Elektricitit veranschaulichen. ,

Das von Faraday im Jahre 1845 entdeckte Phiénomen wurde
spiter von Verdet genau studirt, welcher folgende Gesetze fand:

1. Die Drehung der Polarisationsebene eines monochromatischen
Lichtes ist proportional der Dicke des von dem Strahle durchsetzten
Medium, und nahezu umgekehrt proportional dem Quadrate der
Wellenliinge des betreffenden Lichtes.

2. Sie ist proportional der in die Richtung des Lichtstrahles
fallenden Komponente der Intensitiit des magnetischen Feldes; die
Drehung ist also am grossten, wenn die Richtung des Strahles mit
derjenigen des Feldes iibereinstimmt, und sie verdndert sich mit dem
cos. des Winkels zwischen den beiden Richtungen, wenn letztere
nicht zusammenfallen.

3. Ihre Grosse und Richtung hiingen von der Natur des Me-
dium ab. Die diamagnetischen Korper zeigen eine Drehung der
Polarisationsebene in dem Sinne des Stromes, welcher bei seinem
Umlaufe um den Lichtstrahl dem Felde seine thatsdchlich vor-
handene Richtung geben wiirde; die magnetischen Korper, wie die
Losungen von Eisenchlorid in Alkohol oder Aether, weisen die ent-
gegengesetzte Drehung auf. Allerdings erleidet dies letztere Gesetz
einige Ausnahmen; so zeigt das neutrale chromsaure Kali, obwohl
es diamagnetisch ist, ebenso wie das Eisenchlorid eine der Richtung
des Stromes entgegengesetzte Drehung.

212. Zwischen der magnetischen Drehung der Polarisations-
ebene und derjenigen, welche gewisse Krystalle, wie der Quarz, und

13#
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mehrere Fliissigkeiten, wie das Terpentinsl ete., von Natur zeigen,
existirt ein wesentlicher Unterschied.

Bei dieser letzteren Erscheinung ist die Drehung der Polarisa-
tionsebene ebenfalls proportional der Dicke der durchsetzten Sub-
stanz, aber der Sinn der Drehung wechselt gleichzeitig mit der
Fortpflanzungsrichtung des Strahles; mit anderen Worten: der Sinn
der Drehung bleibt stets derselbe fiir einen Beobachter, der so
steht, dass der Lichtstrahl zu ihm hingelangt. In Folge dessen
werden die Polarisationsebenen zweier Strahlen, welche in entgegen-
gesetzter Richtung eine gleich dicke Schicht aktiver Substanz durch-
setzen, gleiche Drehungen, aber im entgegengesetzten Sinne, er-
leiden. - Wenn demnach ein geradlinig polarisirter Strahl, nachdem
er solch eine Substanz durchsetzt hat, in seiner Einfallsrichtung
reflektirt wird, so dass er dieselbe zum zweiten Male im entgegen-
gesetzten Sinne durcheilt, dann fillt die Polarisationsebene des aus-
tretenden Lichtes mit derjenigen des eintretenden wieder zusammen.

Bei der magnetischen Drehung der Polarisationsebene ist der
Sinn der Drehung unabhiéngig von der Richtung des Strahles; er
hingt fiir eine bestimmte Substanz nur von der Riehtung des mag-
netischen Feldes ab. Ein Lichtstrahl, den man durch Reflexion
zweimal in der entgegengesetzten Richtung durch dieselbe Substanz
sendet, erleidet also eine doppelt so grosse Drehung, als wenn er
nur ein einziges Mal hindurchgegangen wiire.

Diese Eigenschaft beniitzte man, wum die beobachtete Drehung
betrichtlich zu vergrossern, indem man denselben Strahl 8 mehrmals

Fig. 34.

die Substanz passiren liess, und zwar mit Ililfe zweier ebener
Spiegel M und M’, welche fast senkrecht zur FFortpflanzungsrichtung
des Strahles aufgestellt waren. Dieser Kunstgriff, sowie die Anwen-
dung eines sehr starken magnetischen Ieldes ermoglichten es
Becquerel und Bichat, fast gleichzeitig das Drehungsvermogen der
Gase zu entdecken, das den Beobachtungen von Faraday und von
Verdet entgangen war.
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213. Erklidrungsversuche der magnetischen Drehung der Po-
larisationsebene. Schon vor Maxwell waren mehrfache Versuche
gemacht worden, die Drebung der Polarisationsebene unter dem
Einflusse eines magnetischen Feldes zu erkldren.

In dem der Entdeckung von Faraday folgenden Jahre gab
Airy') mehrere Formeln an, welche diese Drehung als Funktion der
Wellenlidinge des zur Anwendung gelangten Lichtes im leeren Raume
und des Brechungsquotienten der Substanz fiir diese Lichtart aus-
driickte, und zwar wurde Airy durch die friiheren Arbeiten von Mac-
Cullagh iiber die Drehung des Quarzes auf diese Formeln gefiihrt. Wie
wir in einem anderen Werke?) gesehen haben, ldsst sich die Drehung
der Polarisationsebene eincs Lichtstrahles, der sich lings der Axe
des Krystalls fortpflanzt, dadurch erkliren, dass man auf der rechten
Seite der Bewegungsgleichungen fiir ein Aethermolekiil noch gewisse
Differentialquotienten dritter Ordnung den Verschiebungskomponenten
des Aethermolekiils hinzufiigt.

Diese Gleichungen werden dann, wenn man als Z-Axe die
Richtung des Lichtstrahles wihlt:

e o o
e o T B2 “ o
O 0% 03¢

o = 52 @

=

058

Ersetzt man die Differentialquotienten dritter Ordnung nach z
durch die Differentialquotienten derselben Ordnung nach z und ¢,
niamlich

0y 0%
tTora ™ T e
so erhédlt man nach Airy:
2, 0i
(I) 0=7ﬂl—2(b—l—a?)>

worin der Koefficient m von der Intensitit des magnetischen Feldes
abhingt, 4 die Wellenliinge im luftleeren Raume und ¢ den Brechungs-
quotient bedeutet.

1) Phil. Mag. Juni 1846.
%) Théorie mathématique de la lumieére § 125.
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Die Einfiihrung der Differentialquotienten dritter Ordnung nach
der Zeit allein,

Py 03
B T
fihrte Airy auf eine andere Formel
1. oi
(In) a_mﬁ(t_lw).

Indem er endlich nur die ersten Differentialquotienten nach
der Zeit

_ o
ot

On
o

und
einsetzte, gelangte er zu einer dritten Formel:
(I11) f=m (i_x‘l‘)-

214. Obgleich unter einander sehr verschieden, konnten doch
diese Formeln simmtlich den von Faraday beobachteten Erschei-
nungen Rechnung tragen, da derselbe keine einzige quantitative
Bestimmung vorgenommen hatte. Er hatte nur gezeigt, dass die
Drehung von der Beschaffenheit der Strahlen abhingt, da das durch
den Analysator hervorgebrachte Bild bei Anwendung von weissem
Lichte mit der Stellung des Hauptschnittes des Analysators ungemein
rasch die Farbe wechselt; demnach musste jede Formel, welche iiber-
haupt die Wellenliinge enthielt, gentigen. Im Jahre 1847 verglich
Ed. Becquerel!) die von Faraday beobachtete Erscheinung mit der
Drehung der Polarisationsebene von Zuckerlésung und fand beide
Phénomene durchaus analog. Demnach schien das Biot’sche Gesetz
auch auf die magnetische Drehung anwendbar zu sein, d. h. die
Drehung musste umgekehrt proportional dem Quadrate der Wellen-
linge sein. Die Formel (III), welche diese Bedingung nicht erfiillt,
war also zu verwerfen.

Im Jahre 1863 stellte Verdet mit der grossten Sorgfalt Beob-
achtungen an, um bei einfarbigen Strahlen mit bekannten Wellen-
lingen die Drehung der Polarisationsebene unter dem Einfluss eines
magnetischen Feldes zu messen. Die gefundenen Resultate wurden

1) Comptes rendues de UAcadémie des sciences. Bd. XXI S. 952.
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mit den Werthen verglichen, welche jede der oben angefiihrten
Formeln lieferte, nachdem der Koefficient m mit Hiilfe einer be-
sonderen experimentellen Untersuchung bestimmt worden war. Wie
sich nach den Resultaten von Becquerel bereits erwarten liess,
ergab die Formel' (III) Werthe, welche weit von den durch das
Experiment gefundenen abwichen; die Gleichung (II) stimmte schon
besser iiberein, aber der Formel (I) gebiihrte der Vorzug. Speciell
beim Schwefelkohlenstoff unterscheiden sich die durch diese letztere
Formel gelieferten Werthe von den Resultaten der Beobachtung nur
um Grossen von der Ordnung der Beobachtungsfehler. Von den
drei durch Airy vorgeschlagenen Gleichungen ist also nur die erste
beizubehalten.

215. Aber wenn auch die Uebereinstimmung der Formel (I)
mit der Beobachtung die Einfiihrung der Differentialquotienten

3. 3 &
__8_;7_ und ig_

0=%0t 0z°0¢

auf den rechten Seiten der Bewegungsgleichungen eines Aether-
molekiils rechtfertigte, so forderte doch keine theoretische Ueberlegung
die Wahl gerade dieser Derivirten mit Ausschluss der anderen;
man besass deshalb also doch noch nicht eine Theorie der magne-
tischen Drehung. In der That hatte auch Airy seine Formeln nicht
vorgeschlagen, um damit eine mechanische Erklirung der Drehung
der Polarisationsebene zu liefern, sondern nur, wie er sagte, ,,um zu
zeigen, dass sich diese Drehung durch Gleichungen erklidren lésst,
welche offenbar aus irgend einer wahrscheinlichen mechanischen
Hypothese abgeleitet werden kénnen, wenn man auch diese Hypo-
these noch nicht formulirt hat.*

Einige Jahre, bevor Verdet seine Untersuchungen anstellte,
hatte C. Neumann') versucht, diese Liicke auszufiillen. Er setzt
voraus, dass die Molekiile des elektrischen Fluidum der Elementar-
strome, welche nach Ampeére im Innern eines magnetischen Korpers
entstehen, auf die Aethermolekiile einwirken; ausserdem nimmt er
an, dass diese gegenseitigen Einwirkungen, ebenso wie diejenigen
der elektrischen Molekiile in der Weber’schen Theorie, von der rela-
tiven Geschwindigkeit dieser Molekiile abhingen. Aus diesen An-
nahmen ergibt sich, dass ein Aethermolekiil nicht nur den Kréften

') Die magnetische Drehung der Polarisationsebene des Lichtes.
Halle 1863.
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unterworfen ist, welche aus der Elasticitit des Aethers entspringen,
sondern auch noch Kriften, welche von der Zeit abhingen und auf
die Wirkung der benachbarten elektrischen Molekiile zuriickzufiihren
sind. Neumann weist nach, dass die Resultante dieser letzteren
Krifte in jedem Augenblicke der Geschwindigkeit der Aether-
molekiile und der magnetischen Kraft proportional ist, und dass
dieselbe zur Ebene dieser beiden Richtungen senkrecht steht. Be-
trachten wir also eine ebene Welle, die sich in der Richtung des
magnetischen Feldes fortpflanzt und wéhlen wir die X Y-Ebene
parallel zu der Ebene der Welle, dann werden die nach X und Y
genommenen Komponenten dieser Resultante die Werthe

On o0&

erhalten, wobei der Koefficient a der Intensitiit des Feldes propor-
tional ist.

Wir finden demnach als Bewegungsgleichungen fiir ein Aether-
molekiil:

o5 _ o oy
R E R

0y O 0§

®or T e T Y

Die Gleichungen unterscheiden sich von denjenigen von Airy
(§ 213) nur dadurch, dass an Stelle der Differentialquotienten dritter
Ordnung von 7z und & nach z die Derivirten eben dieser Grossen
nach ¢ treten; sie werden also fiir die Grosse der Drehung der
Polarisationsebene eine Formel liefern, welche mit der Formel (III)
von Airy tibereinstimmt, mit dem Experimente jedoch im vollsten
Widerspruch steht. Die Neumann’sche Theorie, die sich durch die
Einfachheit der Hypothesen auszeichnet, muss demnach ebenfalls
aufgegeben werden.

216. Theorie von Maxwell. Dieser Umstand war damals, als
Maxwell seine Abhandlung schrieb, bereits anerkannt, und ebenso die
Thatsache, dass von den durch Airy vorgesehlagenen Formeln die erste
am besten mit den Resultaten des Experiments im Einklange stand. Es
gentiigte also, zur Aufstellung einer annchmbaren Theoric der magne-
tischen Drehung eine befriedigende Hypothese fiir die Kinflihrung
der Differentialquotienten
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3 3%
+ 5% und — %;7
in die Bewegungsgleichungen fiir das Aethermolekiil zu finden.

Dies kann, unabhingig von jeder theoretischen Ueberlegung,
auf zwei verschiedene Arten geschehen.

Hierzu rufen wir uns mit einigen Worten in’s Gedédchtniss
zurlick, wie man zu den Bewegungsgleichungen eines Aether-
molekiils in einem isotropen Medium gelangt!). Nennen wir U
die Funktion der Krifte, welche aus der Elasticitit des Aethers
entspringen, wenn sich eine Erschiitterung in diesem Medium fort-
pflanzt, dann wird die Bewegung eines Molekiils von der Masse m,
das eine Verschiebung ¢ in Richtung der X-Axe erleidet, gegeben
durch die Gleichung:

(1) Mz, == -

Wenn wir mit » und { die beiden anderen Verschiebungskom-
ponenten bezeichnen, so erhalten wir ausserdem noch zwei analoge
Gleichungen. Nimmt man an, dass die Kriifte, welche zwischen den
Molekiilen auftreten, nur auf sehr kleine Entfernungen hin wirken,
so lisst sich die Funktion U schreiben

U=jwm,

wobei W den auf die Volumeneinheit bezogenen Werth der Kriifte-
funktion in dem Punkte bedeutet, wo sich das Element dr befindet,
und das Integral sich iiber den ganzen vom Aether eingenommenen
Raum erstreckt. Kine genauere Untersuchung von W ergibt, dass
dies eine Funktion der partiellen Differentialquotienten verschiedener
Ordnung von &, %, £ nach den Koordinaten z, y, z ist, und die
Bewegungsgleichungen (1) nehmen nach mehreren Umformungen
folgende Gestalt an:

& o oW o oW
Cor =T Nar T dasdy

"

hierbei ist &' eine der Derivirten von & nach x, y, z, &" eine der
zweiten Derivirten von & nach denselben Variabeln. Diese Glei-

1) Théorie mathématique de la lumiére §§ 1—39 und §§ 121—124,
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chungen zeigen, dass die Glieder von W, welche diese Derivirten
nur in der ersten Potenz enthalten, verschwinden miissen, wenn man
voraussetzt, dass die Verschiebungen periodisch vor sich gehen. Ver-
nachlissigen wir nun die Glieder dritter Ordnung in Bezug auf diese
Derivirten und bezeichnen mit W, die Gesammtheit der Glieder
zweiten Grades, dann ldsst sich die vorhergehende Gleichung
schreiben :

PE g 0 OW, 8 OW,
@) o T T AGm o b oE

Im Allgemeinen enth#lt die rechte Seite dieser Gleichung
Differentialquotienten von &, 7, { nach z, y, z jeder Ordnung von
der zweiten an gerechnet, aber fiir die isotropen Medien ver-
schwinden die Derivirten ungerader Ordnung. Die Gleichung ver-
einfacht sich noch fiir den Fall, dass man eine ebene Welle be-
trachtet, die auf der Z-Axe senkrecht steht; dann bleiben némlich
nur noch die Differentialquotienten gerader Ordnung von ¢ nach z
bestehen, und die obige Gleichung erhilt die Form:

o &% 0%
® Bl

Tt

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen findet man, wenn
man in der letzten & resp. durch s und £ ersetzt.

Nun lassen sich die allgemeinen Gleichungen von der Art der
Gleichung (2) in der von Lagrange angegebenen Form schreiben

, & oT @T _ 8u
® EOR I

in der U dieselbe Bedeutung hat, wie bisher, und T die kinetische
Energie

T=%§§@W+¢2+¢%w

&/

bezeichnet; &', 7', ' sind aber hier die Derivirten in Bezug auf die
Zeit. Da diese letzte Gleichung nur eine Umformung der Glei-
chung (2) bedeutet, so ist es klar, dass auch sie nur Differential-
quotienten gerader Ordnung enthalten kann, wenn es sich um ein
isotropes Medium handelt. Damit also die Bewegungsgleichungen
auch Derivirte ungerader Ordnung aufweisen, muss man Zusatz-
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glieder einfiihren, und zwar entweder in den Ausdruck der Funk-
tion U, der sich auf isotrope Korper bezieht, oder in den Ausdruck
fir die kinetische Energie T. Man hat somit zwei verschiedene
Wege, um zu den Formeln von Airy zu gelangen.

217. In den gewtshnlichen Theorien des Lichtes #ndert man
immer, wenn es sich darum handelt, die bei den anisotropen Medien
auftretenden Erscheinungen zu erkliren, die Funktion U, welche,
mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, die potentielle Energie
des Medium darstellt. Bei Maxwell’s Theorie der magnetischen
Drehung der Polarisationsebene wird umgekehrt gerade die kine-
tische Energie T geindert, wihrend U dieselbe Form behiilt, wie
bei einem isotropen Medium. Die Griinde, welche Maxwell anfiihrt,
um diese Aenderung zu rechtfertigen und namentlich, um die Zu-
satzglieder zu erhalten, durch deren Einfiihrung in T er zur Formel (I)
gelangt, lassen an Précision und Klarheit viel zu wiinschen iibrig.
Wir werden spiiter darauf zuriickkommen; fiir den Augenblick wollen
wir ohne Erklirung das Ergebniss der Spekulationen von Maxwell
annehmen und nachweisen, wie die Gleichung (4) und die beiden
anderen, welche sich durch die Substitution von » und { fiir eine
ebene Welle aus dieser ergeben, zu der Formel (I) fiihren.

Setzen wir

Og

dop Op
o= 7 o

Oo , 50
dv . “ o 8 Oy +
wobei ¢ irgend welche Funktion bedeutet, und «, 3, y die Kompo-
nenten der magnetischen Kraft, so ist das Zusatzglied, welches Max-
well in den Ausdruck fiir die kinetische Energie einfiibrt, ge-
geben durch:

= ' . d [3dt On , d (0§ oc
®) CH§W(‘@;—F)+”W(E*E:)
, d [On  OF

In dem Falle, wo wir es mit einer ebenen, zur XY-Ebene
parallelen Welle zu thun haben, hingen die Komponenten &, 7, {
weder von z, noch von y ab; in Folge dessen erhalten wir:

dp _  Op
O Ve
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und das Zusatzglied reducirt sich auf:

82?: az
Cj.},(,]'_a é azz)dt.

Die kinetische Energie ist also dann gleich

! ' 1] a 8
T=%€S‘(§2+,}z+;2)dr+05 ( 8—%—- a;)dr.

218. Wir wollen nun zusehen, was aus der Gleichung (4) wird,
wenn wir diesen Werth von T einfiihren.
Setzen wir A als konstant voraus, so haben wir

8 T _ 625_ & )d
o oF ¢or — O g ¥

Das Hauptglied liefert fiir S'CI‘ keinen Beitrag; das Zusatzglied
s

haben wir umzuformen, um dessen Differentialquotient nach & zu
berechnen. Nun kann man schreiben:

o (e oy o
jrl 02 —yl'] 0z dw—j d: 0s d,

wobei das erste Integral rechter Hand iiber die Oberfliche des be-
trachteten Volumens auszudehnen ist und 4 den cos. des Winkels
zwischen der Normale des Oberflichenelements dew und der X-Axe
bedeutet. Setzen wir voraus, dass die Volumenintegrale sich {iber
den ganzen, unendlichen Raum erstrecken, so beziehen sich die
Elemente des Fliichenintegrals auf Punkte, die im Unendlichen liegen.
Da man aber annehmen darf, dass &, %,  im Unendlichen Null sind,
so sind auch die Elemente dieses Integrals Null und wir kénnen

setzen:
0% oy 0%
5';7 et dr = — 5773757 e dr .

Fiihren wir fiir das Integral auf der rechten Seite dieser
Gleichung eine analoge Umformung durch, so erhalten wir

ot o'
——5 <(lr=5§6;'_7_7dr.
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Der nach § genommene Differentialquotient dieses letzten In-
tegrals ist
2.
j‘gz—z dr.

Das Zusatzglied von T liefert also fiir Gleichung (4)

63
— Cngﬁf% dr

und man kann die letztere schreiben:

o gy oW
A | [ S
0o — 20 g =

a

W

Nach Cauchy gilt fiir B in einem isotropen Medium der
Ausdruck:
02 o
SRR

Dies ist genau derselbe Ausdruck, der auf der rechten Seite
der Gleichung (3) stand. Unsere Gleichung (4) und diejenige,
welche daraus hervorgeht, wenn man § durch 7 ersetzt, werden also

&% N BN
o T 207 gag = Aegm t g
®)
0%y 0% 0% 0'n
Cop 207 Gag T hogm T higm t o

219. Wir wollen diesen Gleichungen zu geniigen suchen, indem
wir einfiihren:

[ E=rcos (nt — ¢2)

)

1 p=rsin (nt — ¢2);

dies bedeutet, dass das betrachtete Molekiil einen Kreis vom Radius
7 beschreibt. Setzen wir diese Werthe von & und # ein, so finden
wir nach Streichung der gemeinschaftlichen Faktoren die Bedin-
gungsgleichung:

®) en—2Cyn=Ay A+



206 Magnetische Drehung der Polarisationsebene.

Dividirt man beide Seiten durch ¢?, dann erhilt man eine
Gleichung zweiten Grades fiir (%) Dieser Brueh bedeutet aber

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Bewegung, wir finden dem-
nach fiir die letztere zwei Werthe. Da nun der Koefficient A, positiv
ist und die Koefficienten A, .. .. sehr klein sind, so wird die eine
Wurzel negativ und man braucht sie nicht zu beriicksichtigen,
wenn man sich nur mit den Erscheinungen befasst, welche sich
oberhalb der XY-Ebene abspielen.

Geben wir dem n zwei Werthe, welche sich nur durch das
Vorzeichen unterscheiden, was darauf hinauslduft, dass zwei Mole-
kiile den Kreis mit dem Radius r in entgegengesetzter Richtung

. . oL n .
durchlaufen, so sind die positiven Werthe von " verschieden, vor-

ausgesetzt, dass y nicht gleich Null ist. Ein rechts rotirender Strahl
pflanzt sich also nicht mit derselben Geschwindigkeit fort, wie ein
links rotirender, in Folge dessen erhiilt der eine vor dem anderen
einen Vorsprung, und wenn diese beiden Strahlen von einem und
demselben geradlinig polarisirten Strahle herriihren, so setzen sie
sich beim Austritte aus dem Medium zusammen, um wiederum
einen geradlinig polarisirten Strahl zu geben, dessen Polarisations-
ebene jedoch nicht dasselbe Azimuth besitzt, wie das einfallende
Lieht; es hat also eine Drehung der Polarisationsebene statt-
gefunden.

220. Wir wollen diese Drehung bestimmen. Wie wir wissen,
ist sie gleich der Hilfte der Phasendifferenz, welche die rechts- und
linksrotirenden Strahlen beim Durchgange durch das Mediumm gegen
einander gewinnen, und zwar ist der Sinn der Drehung gegeben
durch die Bewegungsrichtung der Molekiile des Strahles, der die
grossere Fortpflanzungsgesehwindigkeit besitzt. Bezeichnen wir also
mit ¢’ und ¢" die Werthe von ¢ fiir einen rechtsrotirenden und
einen linksrotirenden Strahl, und mit ¢ die Dicke des durech-
laufenen Medium, so wird sich die Polarisationsebene im Sinne der
Uhrzeiger um einen Winkel drehen, der gegeben ist durch

¢ " '
0=5(7"—1)-

Nun hingt nach Gleichung (8) ¢ von y ab. Da ausserdem die
auf die magnetische Wirkung zurtickzufiihrende Aenderung von q
stets nur einen ganz geringen Bruchtheil seines Werthes ausmacht,
so konnen wir setzen:
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dq
9_90—*—,5;7!

wobei ¢, den Werth von q bezeichnet, welcher der magnetischen
Kraft Null entspricht. Diese Grosse g, muss dann der Gleichung (8)
gentigen, wenn man darin y =0 setzt; man erhilt also:

ot =Ayq+A gt 4. ...

Auch die Grossen ¢ und ¢" miissen dieser Gleichung (8) Ge-
niige leisten, wenn man dem n Werthe beilegt, die sich nur durch
das Vorzeichen unterscheiden. Hierbei wird dem positiven Werthe
von n der Werth ¢” entsprechen, da man nach Gleichung (7) einen
linksrotirenden Strahl erhilt, welcher sich in der Richtung der posi-
tiven Z-Axe fortpflanzt, wenn » positiv ist; dem negativen Werthe
von n wird dagegen die Grosse ¢ entsprechen. Demnach finden wir:

0m +2Cyq n=LAgq + A .. ..
on? —2Cy¢"n =Ay g + A "+ . ...

Eine Vergleichung der drei letzten Beziehungen ergibt un-
mittelbar, dass ¢' > ¢, und ¢" <<g,; wir miissen also setzen:

. o7 . " 09"
9—90"*“8—}/77 q —Qo—a_y‘}"

Fithren wir diese Werthe von ¢’ und ¢” in den Ausdruck fiir
die Drehung ein, dann erhalten wir

PR VA
- 2 \oy oy |’

oder, wenn man die Werthe der Differentialquotienten von ¢ und ¢”
nach y einander gleich setzt,

i
® 6=M078—;{.

221. Durch Differentiation der Gleichung (8) nach y erhalten
wir, wenn wir n als konstant betrachten:

—209%1——40;/(]7@-3—;{:(2Aog+4A1y3—|—....)—%:g%-g%-
by
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Nun bedeutet die von uns gemachte Annahme, dass die Grosse
g unter der Wirkung eines magnetischen Feldes sich nur sehr wenig
sindert, nichts anderes, als dass der Koefficient C sehr klein ist.

Wir diirfen also das Glied 4C yg'n—g% gegeniiber den Gliedern auf

der rechten Seite vernachlissigen, und erhalten damit

oy . 1
g

Betrachten wir weiter in der Gleichung (8) y als konstant und
differentiiren nach n, so ergibt sich:

20n-——QCy(f——4Cy(1n»g%=(2Ao([—l—4Alq3+----)

by _ 0Q 0y
on 0 on

Aus demselben Grunde, wie oben, kann das Glied 2 Cyg? gegen-
iiber dem Glied 2 ¢n vernachlissigt werden, und ebenso der Aus-

druck 4 Cygn % gegeniiber den Gliedern auf der rechten Seite der

Gleichung; wir erhalten also:

_anrag._a,i.

0 On
) . . . v, 0Q
Setzen wir den aus dieser Gleichung fiir 2 sich ergebenden
Werth in die Gleichung (10) ein, dann finden wir:

ar/ C(/? 8(/
(an Oy T T e od
Um diesen Differentialquotient als Funktion der Wellenlinge A
der betrachteten Lichtart im leeren Raume und des Brechungs-
quotienten ¢ des Medium auszudriicken, bedenken wir, dass

grh=2ni und nh=2xaV,

wobhei V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im leeren Raume be-
deutet. Aus diesen beiden Gleichungen finden wir:

n

I/: \f
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und demnach
o 1 (.. di
§;=v@+”ﬁﬂ‘

Durch Differentiation der zweiten der obigen Gleichungen er-
hilt man ausserdem:

Adn + ndi =0

oder
n i di di

PR wd ==L

Obige Gleichung lidsst sich demnach schreiben:

op 1 . o1
?ﬁ~vb“ﬁﬂ‘

Fiihren wir diesen Werth in die Gleichung (11) ein und ersetzen

. 2ni .
darin noch ¢ durch o dann erhalten wir:

O AnC 2 L-_lif)
oy oV 2 o
Demnach wird, wenn wir endlich setzen:

42°C
ov. "

der Werth fiir die durch Gleichung (9) gegebene Drehung der Polari-
sationsebene

L
O =mey-, [i—29).

Damit haben wir also die Formel (I) von Airy gewonnen.

222, Erklirung des Zusatzgliedes zum Ausdrucke fiir die
kinetische Energie. Es handelt sich jetzt darum, die Einfiihrung
des Zusatzgliedes (5) in den Ausdruck fiir die kinetische Energie
des Medium zu erkldren. Wie wir schon erwihnt haben, besitzen
die Ausfiihrungen von Maxwell nicht ganz die Strenge, welche man
hierbei wohl wiinschen mochte; immerhin wollen wir sie wiederzu-

geben versuchen,
Poincaré, Elektricitit und Optik I. 14
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Maxwell stellt folgende Ueberlegung an: Die Erfahrung lehrt,
dass ein isotropes Medium unter der Wirkung eines magnetischen
Feldes die Polarisationsebene des Lichtes dreht; in Folge dessen
pflanzt sich ein rechts cirkular polarisirter Strahl nicht mit derselben
Geschwindigkeit fort, wie ein links polarisirter. Wenn nun die Ver-
schiebungskomponenten eines Aethermolekiils durch die Gleichungen
{7) dargestellt werden, so erhalten wir einen rechts oder links roti-
renden Strahl, je nachdem = negativ oder positiv ist.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach der Z-Axe ist = %; da
diese nun fiir die beiden Arten von Strahlen einen verschiedenen
Werth hat, so miissen zwei Werthen von n, welche sich nur durch
das Vorzeichen unterscheiden, zwei verschieden grosse und mit ent-
gegengesetzten Vorzeichen behaftete Werthe von ¢ entsprechen, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, zu einem einzigen Werthe von ¢
gehoren zwei Werthe von n, die dem absoluten Betrage und dem
Vorzeichen nach verschieden sind. Nun aber stellt das betreffende
Medium ein dynamisches System dar, dessen jeweiliger Zustand
durch eine gewisse Anzahl von Gleichungen charakterisirt ist. Wir
haben also von der Thatsache Rechenschaft abzulegen, dass es fiir
einen bestimmten Werth von ¢ und r zwei verschiedene Werthe
von n gibt, welche diesen Gleichungen Geniige leisten.

Wir wollen die Gleichung von Lagrange in Bezug auf den
Parameter r aufstellen:

8A oT _»61‘_ 78]
or or or — or

Da dieser Parameter r einen bestimmten Werth besitzt, der
sich mit der Zeit nicht #ndert, so ist »' = Null, und somit ver-
schwindet das erste Glied der obigen Gleichung, welche dadurch
iithergeht in die Form

oT au
o T g =0

Nun ist T, die kinetische Energie des-Systems, eine homogene
Funktion zweiten Grades der Geschwindigkeiten, sie enthiilt also z?
da = die Winkelgeschwindigkeit eines Acthermolekiils bedeutet.
T kann ausserdem noch Glieder enthalten, in welchen dic Produkte
von 7 mit anderen Geschwindigkeiten vorkommen, und endlich auch
noch solche, in denen nur diese anderen Geschwindigkeiten in der
zweiten Potenz auftreten, n aber gar nicht. Was U anbetrifft, so
nimmt Maxwell an, dass es den Werth beibehilt, den es in einem
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der Wirkung des magnetischen Feldes nicht unterworfenen Medium
besitzt; demnach enthdlt U nur Differentialquotienten von € und %
nach z, nicht aber n. Der allgemeinste Ausdruck der Gleichung von
Lagrange, die wir soeben betrachtet haben, wird also

An24+Brn4+C=0.

Da diese Gleichung nach dem Vorangegangenen durch zwei
Werthe von n erfiillt sein muss, die ihrer absoluten Grosse nach
verschieden sein sollen, so darf B nothwendiger Weise nicht Null
sein. Nun stammen die Glieder Bz einzig aus der kinetischen
Energie, diese letztere enthilt also wenigstens zwei Reihen von Aus-
driicken. Die eine, An?, ist homogen und vom zweiten Grade in
Bezug auf n; es ist dies der Ausdruck fiir die kinetische Energie eines
Medium, das der Wirkung des Magnetismus nicht unterworfen ist.
Die andere enthélt die erste Potenz von =; sie rihrt von dem mag-
netischen Felde her und reprisentirt also das Zusatzglied, um dessen
Erklarung es sich handelt, oder wenigstens einen Theil dieses Zu-
satzgliedes. )

223, Maxwell zog aus dem Vorangegangenen folgende Schliisse:

,Alle Glieder von T sind in Bezug auf die Geschwindigkeiten
von der zweiten Dimension; die Glieder, welche » zum Faktor haben,
werden also noch von andercn Geschwindigkeiten abhingen. Da
wir 7 und ¢ in Bezug auf die Zeit als konstant anzusehen haben,
konnen ' und ¢’ nicht zu diesen anderen Geschwindigkeiten gehéren.
Es muss also in dem Medium noch eine Geschwindigkeit vorhanden
sein, die von der als Licht aufgefassten Erscheinung nicht hervor-
gebracht wird.

Weiter ist T eine skalare Grosse, daher muss die noch erforder-
liche Geschwindigkeit so beschaffen sein, dass ihr Produkt mit »
eine skalare Grosse liefert, d. h. diese Geschwindigkeit muss die
direkte oder die entgegengesetzte Richtung der Geschwindigkeit =
haben. Sie ist also eine Winkelgeschwindigkeit einer um die
7Z-Axe vor sich gehenden Rotation.

Dreht man ferner das Medium herum, so #ndert sich, wie die
Erfahrung lehrt, nichts an der Erscheinung der elektromagnetischen
Rotation der Polarisationsebene; die besagte Geschwindigkeit kann
also nicht etwas dem Medium fiir sich Zukommendes bilden, sie
muss direkt von der magnetischen Kraft abhingen.

Aus alle dem ziehen wir den Schluss, dass diese Geschwindig-
keit ein steter Begleiter der magnetischen Kraft ist, wenn sie in
Medien wirkt, in denen sie die Polarisationsebene eines Lichtstrahls

14%
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zu ‘drehen vermag (Maxwell, Lehrbuch der Elektricitit und des
Magnetismus. Deutsch von-B. Weinstein, II, § 820).

Etwas spiter (§ 822) fligt Maxwell hinzu:

»,2Die nihere Untersuchung der Wirkung des Magnetismus auf
polarisirtes Licht fithrt, wie wir gesehen haben, zu dem Schlusse,
dass in einem Medium, welches unter dem Einflusse einer magne-
tischen Kraft steht, nebenbei noch etwas vorgeht, was mathematisch
derselben Klasse wie eine Winkelgeschwindigkeit angehért, deren
Axe in die Richtung der magnetischen Kraft fillt. Diese Winkel-
geschwindigkeit kann nicht einem Theile des Medium als Ganzes
angehéren. Es rotiren also im Medium nicht etwa Theile von end-
lichen Dimensionen, vielmehr muss man annehmen, dass die magne-
tische Rotation von den kleinsten Theilchen des Medium dadurch,
dass diese sich um ihre eigenen Axen drehen, ausgefithrt wird,
Diese Annahme bildet die Hypothese von den molekularen
Wirbeln.“

224. So muss sich, nach Maxwell, die magnetische Drehung
der Polarisationsebene aus dem Vorhandensein von Wirbeln in dem
Medium ergeben, das der Wirkung eines magnetischen Feldes unter-
worfen ist, und schon bei Gelegenheit der Erklirung der elektro-
dynamischen Drucke (§ 210) wurden wir ja auf soleche Wirbel ge-
fuhrt. Welches aber sind die Gesetze, die diese Wirbelbewegungen
befolgen? Maxwell gesteht ein, dass wir hieriiber absolut nichts
wissen, und nimmt deshalb an, dass die WTirbelbe\vegullgell eines
magnetischen Medinm denselben Bedingungen unterworfen sind, wie
diejenigen, welche Helmholtz!) in die Hydrodynamik einfiihrte, und
dass die Komponenten der Wirbelbewegung in einem Punkte den-
jenigen der magnetischen Kraft in demselben Punkte gleich sind.

Eine der Eigenschaften der Helmholtz’schen Wirbel lisst sich
folgendermaassen aussprechen: Wenn vermége der Bewegung des
Medium zwei auf der Axe des Wirbels befindliche benachharte
Molekiile P und Q nach P’ und Q' wandern, so stellt dic Gerade
P’ Q' die Richtung der neuen Wirbelaxe dar, und die Grosse der
Wirbel hat sich gefindert im Verhiltniss von P'Q': PQ.

Wir wollen diese Eigenschaft auf die Wirbel eines Medium an-
wenden, das unter der Einwirkung des Magnetismus steht. Be-
zeichnen wir mit «, 2, y die Komponenten der magnetischen Kraft
in P und mit «', 8, y' die Komponenten dersclben Kraft fiir den

1 v. Helmholtz, Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen,
welche den Wirbelbewegungen entsprechen.  Crelle Bd., 55, p. 25 ff. (1858)
oder gesammelte Abh. 101 ff,



Magnetische Drehung der Polarisationsebene. 2183

Fall, dass der Punkt P nach P’ gekommen ist, endlich mit &, », £
die Verschiebungskomponenten des Punktes P, dann erhalten wir:

, 3 0§ 0¢
« —-—a—l—a-a—;——i—ﬂ?:j“i‘y“&%,
" 8'7 6'7 6'7
(12) F=Btagy ¥y T g

- 8¢ ot ot
V=TT e TPy e

225. Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit eines Punktes
des Medium haben den Werth

1 e je o
D=9 ey e
8 1 e (o0& oc
) =g 5 (o~ x>
_ L o9 (on 0%
Ys= 9 e e Oy

Da nun nach den Ausfiihrungen des § 223 die kinetische Energie
diese Geschwindigkeit enthalten soll, so muss das betreffende Glied
fir den Fall, dass die Koordinatenaxen in Bezug auf die Richtung
der magnetischen Kraft eine beliebige Lage haben, von folgender
Form sein

2C (0 +wy ' +w3y),

und das Zusatzglied zur kinetischen Energie fiir ein bestimmtes
Volumen des Medium wird:

205(w1t4'+w2‘8'+w37')dr.

Ersetzen wir in diesem Ausdrucke o', B, 7' und w,, w,, o,
durch ihre in (12) und (13) gegebenen Werthe, so erhalten wir:
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o § [elf —2) +o (- 5) o (2 - 20)]
o[- S e EE -
wof e (F-8) wo b (-8

[ o¢ (on 0¢ n o 6")7
+C ( Nz (3?_3) Py (&v y) E ( ay )|

L%

14)

dr,

(Hierbei bedeuten &', »', ¢’ die Derivirten nach der Zeit.)

Nun lidsst sich nachweisen, dass bei Ausdehnung der Integration
auf den gesammten Raum das erste Integral fiir den vorliegenden
Fall den Werth Null gibt. Das erste Glied dieses Integrals liefert
namlich bei partieller Integration:

c{ r—jac de dy — (Z' g(

Da das Oberflichenintegral sich auf eine Grenzfliche erstreckt,
welche nach unserer Annahme im Unendlichen liegt, so sind £’ und
a Null, also auch das ganze Integral. In dem dreifachen Integrale

. . . . Oc .
auf der rechten Seite tritt die Derivirte i auf; wenn nun das mag-

netische Feld ein gleichformiges ist, wie das bei den Untersuchungen
liber die magnetische Drehung der Polarisationsebene meistentheils
zu sein pflegt, so wird dieser Differentialquotient Null und damit
auch das dreifache Integral. Dasselbe lisst sich fiir die simmtlichen
Glieder des ersten, zum Zusatzgliede gehorigen Ausdruckes nach-
weisen, — sie sind alle gleich Null. Wir haben also nur noch die
drei tibrigen Integrale dieses Ausdruckes zu discutiren.

Diese lassen sich in eine andere IForm bringen. Durch
theilweise Integration wird beispielsweise das erste Glied des zweiten
Integralausdruckes:



Magnetische Drehung der Polarisationsebene. 215

oder, da das Oberflichenintegral aus den schon oben angefiihrten
Griinden Null wird:

o o , o
5(: —av—'—a-y—dr—-—j‘a( 20y dr.

Das zweite Glied des dritten Integrals in dem Zusatzgliede
liefert uns aber, wenn wir es ebenso behandeln:

og o, , O
—(ag:v—-b;drw—l—j‘alwdr

[

und wir erhalten also fiir die Summe beider

ai'i a—n——avg dr
T O0xr \Ox Oy ’

Fiihren wir bei allen Gliedern eine analoge Umformung durch
und vereinigen sie in passender Weise, so reducirt sich die Glei-
chung (14) auf den Ausdruck (5), den wir als Zusatzglied fiir die
kinetische Energie des unter der Wirkung cines magnetischen Feldes
stehenden Medium eingefiihrt haben.

226. Schwierigkeiten, welche durch die Maxwell’sche Theorie
entstehen. In der Theorie, welche wir soeben auseinandersetzten,
scheint Maxwell die elektromagnetische Lichtheorie vollkommen ver-
lassen zu haben. Wir hatten nidmlich mit Maxwell implicite voraus-
gesetzt, dass bei der Fortpflanzung einer Welle unter der FEin-
wirkung eines magnetischen Feldes die Verschiebungskomponenten
¢, 7, { eines Aethermolekiils nicht direkt von der magnetischen
Kraft abhingen. Nun sahen wir (ef. § 189), dass die Ueberein-
stimmung der elektromagnetischen Lichttheorie mit den fiir die
Erklarung der optischen Erscheinung thatsichlich bereits ange-
nommenen Theorien erforderte, dass die nach der Zeit genommenen
Differentialquotienten von &, n, { gleich sind den Komponenten
a, B, v der magnetischen Kraft. Dies miisste auch der Fall sein,
wenn sich die Maxwell’sche Theorie der magnetischen Drehung mit
der elektromagnetischen Lichttheorie in Finklang bringen lassen
sollte, es scheint aber nicht so zu sein.

Andrerseits diirften sich die Formeln von Helmholtz nur
schwer auf unsern Fall anwenden lassen, denn sie stiitzen sich auf
die Principien der Hydrodynamik, die man schwerlich auf den
Aether ausdehnen kann, da man sonst auch hier einen gleich-
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féormigen Druck nach allen Richtungen annehmen miisste. Sie
setzen ausserdem voraus, dass zwischen den Komponenten der Ver-
schiebung und denjenigen der Wirbel gewisse Beziehungen be-
stehen, die sich folgendermaassen ausdriicken lassen:

Gt O
oyot 0zot’

_ e &
P=00 " bwor’
B Ak 3

Y= gror 8yot

Dies berticksichtigt Maxwell jedoch nicht.

227. Nehmen wir fiir den Augenblick einmal an, dass die
Differentialquotienten &', »', ¢ gleich seien «, 8, y, und sehen zu,
was sich aus dieser Hypothese ergibt.

Das Hauptglied der kinetischen Energie wird:

i 2 2 2
8715(“ + g% 4y dr.
Die Binomialglieder aus der Gleichung (14) fir das Zusatz-
glied, oder die nach der Zeit genommenen Derivirten der Glieder,
welche sich in der Formel (5) fiir denselben Ausdruck finden, er-
halten dann die Werthe
ol o oy 08

by e oy 0
o _ o O« Oy
0z oc 0: 0’

Of _ 05 _ 08 O
ds 0y ov 0y

Nun sind nach den Formeln (II) des § 167 die rechten Seiten
dieser Gleichungen gleich 4 =u, 47v, 4zw. Da aber u, v, w die
nach der Zeit genommenen Differentialquotienten der elektrischen
Verschiebungskomponenten f, ¢, » bedeuten, so erhalten wir durch
Integration:
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ot 57]_
by 6t/
1713 ot

(1) B w9
oy ok
B oy Ak

In Folge dessen ldsst sich der Ausdruck (5) fiir das Zusatz-
glied schreiben:

df dg dh
16 'l 27 Bl
(16) 4n0§(a o —l—ﬂd‘/—l—y dy)dt.
Die durch die Symbole —:Z -+ - dargestellten Grossen enthalten

die Produkte aus den Komponenten der magnetischen Kraft in die
nach x, 7y, z genommenen Differentialquotienten der elektrischen
Verschiebung; in Iolge dessen ist das Zusatzglied in Bezug auf
diese Grossen vom dritten Grade. Im Hauptgliede von T treten
a, B,y in der zweiten Potenz auf, aber die Differentialquotienten
der elektrischen Verschiebung kommen darin tberhaupt nicht
vor. Deshalb werden die Bewegungsgleichungen im Allgemeinen
linear sein, wie dies auch in den gewdhnlichen Theorien des Lichtes
der Fall ist; bei der Drehung der Polarisationsebene héren sie jedoch
in Folge der Einfihrung des Zusatzgliedes auf, linear zu sein. Hier-
aus ergibt sich, dass im letzteren Falle die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit der Stérungen, welche das Licht repriisentiren, von a, £, y
abhéngt und damit auch von der Intensitit des Lichtes, denn diese
ist eine Funktion von a«, 3, y. Diese Folgerung steht aber im
direkten Widerspruche zu den Thatsachen, welche sich bei allen
anderen optischen Erscheinungen auf experimentellem Wege ergeben
haben. Man darf also wohl mit Recht bezweifeln, dass zwischen
der elektromagnetischen Lichttheorie und der Theorie von der
magnetischen Drehung Uebereinstimmung herrscht.

228. Immerhin braucht man wegen dieses Schlusses die letztere
Theorie noch nicht sogleich zu verwerfen. Man befindet sich
nimlich bei den Bedingungen, unter welchen die Experimente an-
gestellt werden, in einem der besonderen Fille, dass die Bewe-
gungsgleichungen linear sind, obgleich das Zusatzglied vom dritten
Grade ist.

Um dies nachzuweisen, fassen wir eine ebene, polarisirte Welle
in’s Auge und wihlen als XY-Ebene eine zur Welle parallele
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Ebene. Da die elektrische Verschiebung in der Wellenebene vor
sich geht (§ 180), so ist die Komponente A gleich Null; ausserdem
hingen f und ¢ weder von x noch von y ab. In Folge dessen
reducirt sich das Zusatzglied (16) auf:

bij 0
4:7:C5y (a é—l—ﬁ?’z)dr.

Die Komponenten a, £, y der magnetischen Kraft kénnen be
trachtet werden als die Summe aus den Komponenten der magne-
tischen Kraft des konstanten Feldes, in welchem sich das vom
Lichtstrahl durchsetzte Medium befindet, und aus den Kompo-
nenten der magnetischen Kraft des Feldes, dessen periodische
Storungen die Lichterscheinungen verursachen. Diese letzteren
Komponenten sind veridnderlich mit der Zeit. Aber wir wissen, dass
die magnetische Kraft des periodischen Feldes parallel der Wellen-
ebene gerichtet ist, die Komponente nach der Z-Axe ist also im
vorliegenden Falle Null. Demnach wird die Grosse y, welche
in dem obigen Ausdrucke fiir das Zusatzglied vorkommt, darge-
stellt durch die Z-Komponente des konstanten Feldes, das durch die
Magnete oder die Stréme hervorgebracht ist. Da diese konstant ist,
so wird das Zusatzglied nur noch vom zweiten Grade in Bezug auf

0
a, B, % und @Z sein, und die Bewegungsgleichungen werden

wieder linear.

Es lisst sich auch noch auf einem anderen Wege nachweisen,
dass y konstant ist. Stellen wir namlich die Lagrange’sche Glei-
chung fiir diese Grosse auf, so erhalten wir

8 8T 8T _oU

ot oy "oy oy

Nun hiingt nach Cauchy U nicht von { ab, es ist also auch
unabhiingig von y und die rechte Seite dieser Gleichung wird Null.
Das erste Glied der linken Seite ist gleichfalls Null, da T, das hier
den Werth

T:g‘—ﬂﬁ(ﬁ—l—ﬂﬂ—l—y?) dr + 4n0jy (rz ng—l—ﬂg(i) dr

’

besitzt, 7' nicht enthilt. Daher reducirt sich die vorhergehende
Gleichung auf
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oT
2

oder, indem man T durch den obigen Werth ersetzt und die Diffe-
rentiation ausfihrt,

“ L of o9\ _
4ﬂ/+4n0(a-a—z—l—ﬁ72)_0

Die Grosse y wird konstant sein, wenn das zweite Glied der Glei-
chung konstant ist. Bei Berticksichtigung der Gleichungen (15) fiir die
Verschiebungskomponenten erhalten wir aber fiir diesen Ausdruck:

0% 0% 0% 0%
C,“ (ayaz“w) +8 <T—a—a”
oder, da die Wellenoberfliche senkrecht zur Z-Axe liegt

0% Vol
C(ﬂﬁ—ua—;),

oder endlich

Nun geniigen & und 7 als Verschiebungskomponenten eines
Aethermolekiils den Gleichungen:

& =rco0s (nt — ¢2)
n=rsin (nt — ¢2).
Berechnen wir hieraus die ersten Differentialquotienten von &
und 7 nach ¢, und die zweiten Differentialquotienten nach z, und

setzen die so gefundenen Werthe in den vorhergehenden Ausdruck
ein, so erhalten wir:

Cr2n ¢*[ — cos (nt — g2) cos (nt — g2) -- sin (nt — ¢z) sin (nt — ¢z)] = — C r?ng?

Dies ist aber eine von ¢ unabhingige Grosse, somit ist y
konstant.

229. Noch eine andere Schwierigkeit erwichst aus der Anwen-
dung der Eigenschaften der Helmholtz'schen Wirbel auf die Mole-
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kularwirbel eines im magnetischen Felde befindlichen Medium.
Nothwendiger Weise muss néimlich die Energie dieses Medium den
Werth besitzen:

il 2 2 2
8715([‘ + g4y dr.

Wenn aber, wie Maxwell annimmt, «, 4, y die Komponenten
eines Helmholtz’schen Wirbels sind, dann erhdlt die Kkinetische
Energie des Systems einen ganz anderen Werth.

Es dirfte nicht leicht sein, diese Schwierigkeit zu beseitigen,
und es wiirde dies tiberhaupt nur gelingen, wenn man die Max-
well’sche Theorie von Grund aus #nderte; eine solche Aenderung aber
wiirde sie der von Potier aufgestellten Theorie ndhern.

230. Theorie von Potier. Diese Theorie beruht auf folgenden
beiden Hypothesen:

1. Die ponderabele Materie nimmt in einem gewissen, von der
‘Wellenléinge abhingigen Maasse an der Aetherbewegung Theil.

2. Die Molekiile eines ponderabelen Koérpers werden unter der
Einwirkung eines magnetischen Ieldes zu wirklichen Magneten.

Die erste, bereits von Fresnel aufgestellte Hypothese scheint
durch die Versuche von Fizeau iiber das Mitwandern des Aethers
bestéitigt worden zu sein; die zweite steht in Uebereinstimmung mit
der gewohnlichen Erklirungsweise fiir die magnetisehen oder diamag-
netischen Eigenschaften der ponderabelen Medien.

Aus diesen beiden Hypothesen folgt, dass jedes magnetisirte
Molekiil des Medium eine periodische Lagenverinderung erleidet,
wenn ein Lichtstrahl das Medium durchsetzt. Im Allgemeinen be-
steht diese Lagenverinderung nicht nur aus einer Fortbewegung, da
die beiden Pole des Magneten sich um ungleich grosse Strecken ver-
schieben; vielmehr &dndert sich die Richtung der magnetischen Axe
eines Molekiils periodisch, ebenso, wie die Komponenten seines
magnetischen Moments, und in Folge dessen entstehen elektromoto-
rische Induktionskriifte in dem Medium. Diese Kriifte kommen noch
zu denjenigen hinzu, welche aus den magnetischen, das Wesen des
Lichtes bildenden Stérungen entspringen; hierdurch wird das Gesectz,
welches diese Storungen mit der Zeit verkniipft, gedndert, und man
begreift, dass die Polarisationscbene eine Drehung erfahren muss.

231. Wir wollen nun nachweisen, dass die Hypothesen von
Potier gestatten, das Maxwell’sche Zusatzglied in den Ausdruck fiir
die kinetische Energic cinzufiihren, und in Folge dessen die Formel (I)
von Airy zu erhalten.
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Es seien ¢, 5, z und «+or, y+dy, z+ 0z die Koordinaten
der Pole eines in der normalen Stellung befindlichen magnetischen
Molekiils und +m, —m resp. die magnetischen Massen dieser
Pole, dann erhalten wir fiir die Komponenten des magnetischen
Moments dieses Molekiils die Werthe

mdux, mdy, mdz.

Um die neuen Werthe fiir diese Komponenten zu finden, wenn
das Molekiil durch die Lichtbewegung aus seiner Gleichgewichtslage
entfernt ist, miissen wir die Richtung kennen, in welcher die pon-
derabele Materie durch diese Storung mitgefiihrt wird. Wir wollen,
was das Natiirlichste ist, annehmen, dass diese Richtung mit der-
Jjenigen der elektrischen Verschiebung zusammenfillt. Da nun
ausserdem in der elektromagnetischen Lichtheorie die elektrische
Verschiebung auf der Polarisationsebene senkrecht steht (ef. § 189),
so kommt diese Hypothese auf die Annahme hinaus, dass die Ver-
schiebung der ponderabelen Materie nach der Richtung der von
Fresnel angenommenen Lichtschwingung vor sich geht. Bezcichnen
nun f, g, » die Komponenten der elektrischen Verschiebung im
Punkte =, v, z, und ¢ einen Proportionalititsfaktor, so crhalten wir
fiir die Koordinaten eines der Pole des verschobenen Molekiils:

4 ¢f; y+eg; z+eh
und fiir die Koordinaten des anderen Pols
r+dr+cef +edfy y+dy+eg+4edg; g4-detch4-edh.

Die Aenderung o¢f der Verschiebungskomponente f bei den
Aenderungen ox, oy, oz der Koordinaten ldsst sich nach wachsenden
Potenzen dieser letzteren Grossen entwickeln; bei Vernachlissigung
der Glieder zweiter und hoherer Ordnung finden wir

. 2 .
Jf=§-; ow+—8§¢ry+8%’o‘z.

Folglich sind die Komponenten flir das magnetische Moment
des Molekiils nach dessen Verschiebung gegeben durch

o of LU
e md‘x—!—sa—ym dy + eatmd@

m(dr 4 & Jf) =m dr 4 ¢

und zwei andere, analoge Ausdriicke.
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232, Wir wollen nun die Komponenten der Magnetisirung ein-
fithren. Es mogen A, B, C diese Komponenten im Punkte z, y, 2
sein, A, B’, C' deren neue Werthe, wenn dieser Punkt sich um
ef, g, eh verschoben hat; dann gilt:

Adi=mdr; Bdi=mdy; Cdr=mdz

A’ de=m (dzx + ¢ If) B dr=m(dy + ¢dy); C'dr=m(dz + ¢ dh),

wobei dr das Volumen des magnetisirten Molekiils bedeutet. Hiernach
lisst sich die letzte Gleichung des vorhergehenden Paragraphen
schreib(en:

A'—:A—!—s(A U g0

i )

By

Nun sind aber die Komponenten der Magnetisirung mit den
Komponenten der magnetischen Kraft durch die Beziehungen (cf.
§ 103)

A =zxc; B=2x«8; C=uy
verkniipft, wobei x die Magnetisirungsfunktion bedeutet; hierdurch

geht die obige Gleichung tiber in:

A':z«—i—-sz o - 6/0_}_‘37__‘_9, 87
O 0=
oder (cf. § 217)

o) A = e+ ex ar.
’ dy

233. Andererscits sind die Komponenten der magnetischen In-
duktion

a=c+4nA; b=p8+4nB; c=y+4aC,
und nach der Verschiebung des Molekiils gehen dieselben iiber in:
0 =d +4n A, V=g +4nB'; d=y +42C".

Wir wollen nun nachweisen, dass die in diesen Gleichungen
auftretenden Komponenten der magnetischen Kraft o, 3', y' gleich
a, 3,y sind.
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Durch Differentiation nach z geht die Gleichung (1) tber in

0A' " Ow d of
o en T b

Differentiiren wir die analogen Ausdriicke fir B’ nach y und
fir C' nach z und addiren die so erhaltenen Werthe, so folgt:

oA OB 0C _ b« | 08 . Oy of ol
be oy T T Ty T Ty ( +8y+")

Nun ist aber wegen der Inkompressibilitit der Elektricitit der

Klammerausdruck (Si + gj + g/ ) gleich Null, demnach reducirt sich

die obige Gleichung auf: .

0A' 0B oC' 0A 0B  oC
B T oy T e Tow Toy Te:

Die linke Seite dieser Gleichung bedeutet bis auf das Vor-
zeichen die im Punkte x+¢f, y+cg, z-+¢eh vorhandene Dichtig-
keit der fingirten magnetischen Vertheilung, welche ihrer Wirkung
nach den unter dem Einflusse des magnetischen Feldes stehenden
Korper ersetzen kann; die rechte Seite représentirt dieselbe Grosse
fir den Punkt z, v, 2

Es ergibt sich also, dass diese fingirte Vertheilung durch die
Verschiebung der magnetisirten Molekiile nicht geéndert wird. Die
magnetische Kraft in einem Punkte muss also denselben Werth be-
halten, ob sich diese Molekiile im Gleichgewichtszustande befinden,
oder nicht.

234. Da wir haben

a'=a+4nA’,

so erhalten wir, wenn wir darin A’ durch seinen Werth (1) er-
setzen:

W=l tdnz) +dnzell.
dv

Nun ist bekanntlich (§ 103)

l4+4dne=u



294 Magnetische Drehung der Polarisationsebene.

setzen wir noch
2¢e=8nC,

(wobei C nicht die Komponente der Magnetisirung nach der Z-Axe
bedeutet), so erhalten wir fiir die Komponenten der Induktion:

a'=‘ua+327f"0ﬁ,
dv
d
b =pp+322CL,
dh
L 20 2.
¢'=uy+32n Cdu
Die kinetische Energie des Medium -

T=5a_«_+%m 7

erhilt also den Werth

= ‘ 282 g Y KA dy. dh
T—Snj(a -+ B —|—y)dr—|—47105(o: dy—l—ﬁdV +;du)dr.

Wir finden also ganz denselben Werth wieder, den wir in der
Maxwell’schen Theorie erhielten, da auch hier das Zusatzglied in
der Gestalt des Ausdrucks (16) auftritt?).

1y Zu spiit erst, niimlich zur Zeit, wo diese Vorlesungen nach miind-
lichen Andeutungen von Potier bereits gehalten waren, hat dicser Ge-
lehrte seine Theorie der magnetischen Drehung der Polarisationsebene in
zwei Aufsitzen auseinandergesetzt, deren einer in der franzosischen Ueber-
setzung des Maxwell'schen Werkes (Bd.II, p. 534), der andere in den
Comptes rendues de I’Académie des Sciences (Bd. CVIII, p. 510) verdffent-
licht ist. In diesen beiden Abhandlungen bestimmt Potier die Kompo-
nenten der elektromotorischen Kraft, welche durch die Verschiebung der
magnetisirten Molekiile inducirt wird, und weist nach, dass diese elektro-
motorische Kraft in jedem Punkte des Medium auf der Richtung des
Stromes, welcher durch das Element fliesst, senkrecht steht, dass sie in der
Richtung der Wellenebene auftritt, und dass sie proportional dem Stromne
selbst und der Komponente der magnetischen Kraft nach der Richtung des
Strahles ist. Indem er sodann die Komponenten dieser elektromotorischen
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235. Theorie von Rowland'). Schon vor Potier hatte Rowland
den Versuch gemacht, die Theorie der magnetischen Drehung mit
der elektromagnetischen Lichttheorie in Uebereinstimmung zu bringen,
und zwar durch Einfihrung einer Hypothese, welche der Erklirung
einer kurz vorher durch Hall?) entdeckten Erscheinung ihr Ent-
stehen verdankt.

Wir wollen zun#chst kurz rekapituliren, worin das Hall’sche
Phinomen besteht.

Es sei ABCD (Fig. 85) ein sehr diinner metallischer Leiter,
der in Form eines Kreuzes geschnitten ist. Der Strom einer galva-
nischen Siule fliesst von A nach B, wahrend die Enden C und D
des Querstiickes it einem Galvanometer in Verbindung stehen.

Kraft in die Gleichungen des magnetischen Feldes einfiihrt, erhilt er die
Differentialgleichungen, welche fiir jeden Augenblick die Komponenten
der Storung liefern. Er gelangt so fiir eine Welle, deren Ebene parallel
der XY-Ebene ist, sowohl zu den Gleichungen

. O°F . 3G c*F
Kgw +2RuCr gt = o -

*G O°F oG

{ Z — 9 ’ e —
Ku 5 2K uC; 520 P

welche die Komponenten der elektromagnetischen Kraft liefern, als auch
zu den Gleichungen:

8% oy, 0%
eor 207 g =R
0% 0% o 0%
or T 20783"’6! =4 0z’

welche die Bewegung eines Aethermolekiils bestimmen. Da diese beiden
Gruppen von Gleichungen Derivirte der dritten Ordnung enthalten, so
filhren sie, wie wir gesehen haben, auf die Drehung der Polarisa-
tionsebene.

Die Darstellungsart von Potier, die iibrigens in beiden Aufsitzen
auch nicht die gleiche ist, weicht stark von der hier gewihlten ab; sie
nihert sich dagegen derjenigen, welche wir in der Auseinandersetzung der
Rowland’schen Theorie befolgen werden.

1) Philosophical Magazine, April 1881; Mascart und Joubert, Lehr-
buch der Elektricitit, Deutsch von Levy, Bd. I

?) American Journal of Mathematics Bd. II, 1879.

Poincaré, Elektricitit und Optik I 15
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Durch Verschiebung der Beriihrungspunkte der (Galvanometerdrihte
lasst es sich leicht erreichen, dass kein Zweigstrom das Galvano-
meter durchfliesst. Bringt man den derartig vorbereiteten Apparat
in ein sehr starkes magnetisches Feld, und zwar so, dass die Ebene
desselben zur Richtung des Feldes senkrecht steht, so sieht man die
Galvanometernadel ausschlagen. Fiir die Mehrzahl der Metalle und
bei einem magnetischen Felde, das die Ebene der Figur von vorn
nach hinten durchsetzt, zeigt der Galvanometerausschlag an, dass
der Strom, welcher hindurchgeht, in dem Querstiicke des Leiters
von C nach D verlduft: der Strom A B scheint also nach der Rich-
tung der elektromagnetischen Kraft, welche auf ‘den Leiter ausgeiibt

1

.\

Sy
1@

Fig. 35.

wird, mitgerissen zu werden. Ist der Leiter von Eisen, so hat die
Abweichung der Galvanometernadel und somit auch die Richtung
des Zweigstromes das entgegengesetzte Vorzeichen; nichts desto-
weniger kann man immer noch sagen, dass der Strom in der Rich-
tung der magnetischen Kraft mitgerissen wird, da in Folge der
Magnetisirung durch ein &dusseres Feld die Richtung der Stromlinien
und damit auch die der magnetischen Kraft im Innern einer Eisen-
platte ihr Vorzeichen &dndern.

Diese Thatsachen lassen sich iibersichtlich erkliren, wenn man
annimmt, dass unter der Einwirkung eines magnetischen Feldes eine
elektromotorische Kraft entsteht, welche dieselbe Richtung hat, wie
die magnetische Kraft, die auf die ponderabele Materie des Leiters
wirkt. Da die entstehende Kraft immer nur sehr gering ist, so darf
man annehmen, dass sie in Bezug auf ihre Grosse der Stirke der
magnetischen Kraft proportional sei. Immerhin ist diese Erklirung
wenig befriedigend, denn sie sollte sich auf alle Leiter anwenden
lassen, ganz abgeschen von deren Dimensionen, das Hall’sche Phii-
nomen jedoch tritt nicht mehr auf, wenn die Dicke der Platte einige
Zchntel Millimeter iibersteigt. Ausserdem wurde sie durch die
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neueren Experimente, besonders von Righi und Ledue, wieder er-
schiittert, da diese Beobachter zeigten, dass eine unter der Wirkung
des Feldes auftretende Inhomogenitéit des Leiters die beste Erklirung
der Thatsachen liefern wiirde.

236. Wie dem auch sei, Rowland schliesst sich der Hypothese
von dem Entstehen einer elektromotorischen Kraft an; er nimmt an,
dass eine ebensolche in einem nichtleitenden Medium auftritt, welches
sich in einem magnetischen Felde befindet, vorausgesetzt, dass dies
Medium von Verschiebungsstromen durchfiossen wird, die bei der
Fortpflanzung des Lichtes entstehen. Es ist also dieselbe elektro-
motorische Kraft, wie sie Potier an der Hand von Hypothesen ein-
fiihrt, die jedenfalls einleuchtender sind, als diejenigen von Rowland.

Da diese elektromotorische Kraft der elektromagnetischen Kraft
gleichgerichtet und ihr proportional ist, so erhalten wir als Kompo-
nenten derselben

P, =c¢(cv—bu),
1) Q= ¢ (aw — cu),
‘ R, = ¢(bu — av).

Die magnetische Induktion setzt sich zusammen aus der In-
duktion des konstanten Feldes, welchem das Medium ausgesetzt ist,
und der Induktion des periodischen Feldes, welche das Licht her-
vorbringt. Die Komponenten der ersteren sind pa,, pf,, py,, da die
Komponenten der Intensitéit des Feldes konstant und = a,, 8B, n;
sind. Die Komponenten der zweiten Art liefert die Gleichung III
des § 167. Wir erhalten also:

oH oG
=Ty e T
OF oH
b= T TP
oG OF
‘= oy T

237, Fasst man eine ebene, zur X Y-Ebene parallele Welle in’s
Auge, so hiingen die Variabeln weder von z noch von y ab, und die
vorhergehenden Gleichungen reduciren sich auf
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oG
a=——~a?+;la1,
oF
©) b=+‘5;+#ﬁu
c=uy .

Die Gleichungen II des § 167, welche die Geschwindigkeits-
komponenten %, ¢, w der elektrischen Verschiebung geben, werden zu

. 08 1 51)7
bmum =
) 0&___ 1 81
47!’0——7—8——- P 82,
dnw=0

Ersetzt man hierin die Differentialquotienten von ¢ und b nach
z durch ihre den Gleichungen (2) entnommenen Werthe, so erhalten
wir, da «,, f#,, y; konstant sind:

47121:——%-»2;?,
3 bgr—_ L OG
w 0F 7

4ruw=0.

Wir kénnen also mit Hiilfe der Beziehungen (2) und (3) die
durch die Gleichungen (1) gegebenen Kompounenten der elektro-
motorischen Kraft als Funktion des clektromagnetischen Moments
ausdriicken; fiir die zur Wellenebene parallelen Komponenten fin-
den wir:

5 sy O°G

py=— .00
in 02
&y O

Ql = 4 4; . 7{17;‘-757 .

Die dritte Komponente braucht nicht heriicksiehtigt zu werden,
denn sic steht senkrecht auf der Wellenebene und kann keinen
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Einfluss auf die das Licht reprisentirende Storung haben. Da die aus
dieser letzteren herriihrenden Komponenten der elektromotorischen
Kraft (cf. § 177) gegeben sind durch

oF oG
P:_Wv Q-—“W:

so finden wir fiir die der Wellenebene parallelen Komponenten der
gesammten elektromotorischen Kraft:

oF sy, O'G
P o iz 0’
oG &y OF
C=—g + 4 o2

und in Folge der Gleichungen VIII des § 169

OF Ky G

or 4n 020

. . 0*G Key, OF
4nz’——_h»8[-‘ + 47 8o

Frsetzt man die linken Seiten dieser Gleichungen durch ihre
Werthe (3), so erhidlt man schliesslich:

oF & PG 1 @F

K + K-

o i 070t T w02
0*G gyi O°F 1 %G
KW—K47I’.5:255 _;527

Nach der Bemerkung im § 178 geniigen «, 3, y ganz analogen
Gleichungen; dasselbe gilt demnach fiir die Verschiebungskompo-
nenten &, 7, { eines Aethermolekiils. Wir finden also wieder die-
selben Bewegungsgleichungen, welche Airy zu einem Ausdrucke fiir
den Drehungswinkel 6 der Polarisationsebene fiihrten, der mit der
Erfahrung im Einklange steht.

238. Kerr’sches Phidnomen. Mit der magnetischen Drehung
der Polarisationsebene beriihrt sich die im Jahre 1876 von Kerr?)
entdeckte Thatsache, dass die Polarisationsebene eines polarisirten

1) Philosophical Magazine, 5.Serie BA.11I S.821 (1877), Bd.V S.161 (1878).
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Strahles, welcher von einem Magnetpole reflektirt wird, eine Drehung
erleidet.

Das durch einen Nikol polarisirte Licht einer Lampe wird von
einer unter 45° geneigten Glasplatte reflektirt und fallt dann senk-
recht auf den Magnetpol; von dort zurtickgeworfen, durchsetzt es
die Glasplatte und einen analysirenden Nikol und gelangt sodann
in das Auge des Beobachters. Eine FEisenmasse, welche konisch
durchbohrt ist, um die Lichtstrahlen durchzulassen, wird sehr nahe
an der reflektirenden Oberfliche angebracht, damit die Magnetisirung
dieser letzteren moglichst stark ausfallt.

Als Kerr den Polarisator so stellte, dass die auf die Pole fallen-
den Schwingungen parallel oder normal zur Einfallsebene gerichtet
waren, und den Analysator drehte, bis die Helligkeit verschwand,
sah er das Licht, wenn auch schwach, wieder aufleuchten, sobald
der reflektirende Pol durch einen Strom magnetisirt wurde. Da nun
Kerr nur iiber eine schwache magnetische Kraft verfiigte, so drehte
er, um die Erscheinung deutlicher zu machen, den Polarisator oder
Analysator vorher so weit, bis die Dunkelheit nicht mehr vollkommen
war. In dem Augenblick, wo er den Strom in einem bestimmten
Sinne schloss, vermehrte sich die in’s Auge gelangende Lichtmenge;
floss der Strom in der entgegengesetzten Richtung, so verminderte
sich dieselbe und es trat oft vollstindige Dunkelheit ein. Dies letz-
tere fand dann statt, wenn er, bevor der Strom geschlossen wurde,
den Analysator in einem dem Magnetisirungsstrome entgegengesetzten
Sinne drehte; hieraus schloss Kerr, dass in Folge der Magnetisirung
eine Drehung der Polarisationsebene stattfand, welche den Ampére’-
schen Stromen entgegengesetzt gerichtet war.

Kerr beobachtete auch noch eine Drehung, wenn der Licht-
strahl sehrig auffiel, doch kompliciren sich in diesem Falle die Er-
scheinungen wegen der elliptischen Polarisation, die in Folge der
Reflexion an der Metalloberfliiche auftritt, wenigstens wenn die
Schwingungen des einfallenden Strahles entweder parallel oder
normal zur Einfallsebene gerichtet sind.

239. Gordon') und Fitzgerald?) wiederholten bald darauf diese
Versuche mit sehr kriftigen magnetischen Feldern und bestitigten
die Resultate von Kerr. Neuerdings ist dic Untersuchung der Er-
scheinung von Righi®) wieder aufgenommen worden, der eine
grossere Wirkung dadurch erzielte, dass er den Lichtstrahl von zwei

1y Philosophical Magazine, b. Serie, Bd. IV, S. 104 (1877).
?) Philosophical Magazine, 5. Serie, Bd. I1I, S. 529 (1877).
%) Abhandlung der Konigl. Akademie dei Lincei vom December 1884.
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passend aufgestellten Magnetpolen mehrfach nach einander reflek-
tiren liess und auf diese Weise die Drehung vergrosserte. Endlich
beschiiftigte sich auch Kundt!) mit dieser Frage und zeigte, dass
auch die Reflexion an Nickel und Cobalt die Kerr'sche Erscheinung
hervorbringt; weiter fand derselbe, dass bei senkrechter Incidenz
die Drehung der Polarisationsebene, welche von der Farbe des
Lichtes abhéngt, grosser fiir die rothen Strahlen ist, als fiir die
violetten; die Dispersion ist also anomal.

Aber trotz dieser zahlreichen Arbeiten und der theoretischen
Untersuchungen von Righi?) fehlt noch immer eine vollstindige Er-
klarung der Kerr’schen Erscheinung. Man kann némlich noch nicht
sagen, ob es sich hier um ein neues Phinomen handelt, oder ob
dasselbe lediglich dem magnetischen Drehungsvermégen der Luft
zuzuschreiben ist, welche die Pole umgibt. So wollen auch wir
nicht linger bei diesem Gegenstande verweilen.

1) Wied. Ann. Oktober 1884.
%) Loco cit. und Annales de chimie et de physique Sept. 1886.



Kapitel XIITY).

Experimentelle Bestitigungen der
Maxwell’schen Hypothesen.

240. Wir haben bis jetzt nur zwei Bestidtigungen der Max-
well’schen Theorien angegeben: die Gleichheit der Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten des Lichts und der elektromagnetischen Stérungen,
und die Giiltigkeit der Bezichung K=n2. Aber abgesehen davon,
dass diese Bestitigungen nur indirekte sind, wissen wir auch, dass
dic zweite derselben sehr viel zu wiinschen tibrig lisst. Es waren
also neue Versuche nothwendig, um sich von der Richtigkeit der
Maxwell’schen Hypothesen zu iiberzeugen.

Diese letzteren reduciren sich, im Grunde genommen, auf die
beiden folgenden:

1. Die Verschicbungsstrome tiben, ebenso wie die Leiterstrome,
elektrodynamische oder elektromagnetische und Induktionswir-
kungen aus.

2. In einem elektrischen und in einem magnetischen Felde
existiren Spannungen in der Richtung der Kraftlinien und Drucke
in den zu diesen Richtungen senkrechten Linien.

Die Bestitigung der crsten Hypothese ist ganz neu, dicjenige
der zweiten um cinige Jahre élter.

241. Elektrische Gestaltiinderung der Dielektrika. Das Vor-
handensein von Spannungen und Drucken in einem im elektrischen
Felde befindlichen Diclektrikum hat nothwendig cine Gestalténderung
dieses Diclektrikum zur Folge.

Die Deformation des Glases ciner Leydener Flasche scheing
schon zur Zcit Volta’s entdeckt worden zu sein. Nach einem DBriefe
dieses Physikers beobachtete der Abbé Fontanet, dass die Fliissig-
keit im Innern ciner Leydener Flasche, welche deren innere Be-

1) Dies ganze Kapitel ist das eigenste Werk von Herrn Blondin.
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legung bildete, wihrend des Ladens eine deutliche Volumenvermin-
derung erfuhr. Volta schrieb diese Erscheinung der Volumenver-
grosserung des Glases unter dem Einflusse des Druckes zu, welchen
die den Belegungen mitgetheilten Ladungen ausiiben.

Dies Phiinomen und seine Erklirung waren vollig in Vergessen-
heit gerathen, bis Govi!) im Jahre 1877 von Neuem darauf hinwies.
Er fand es bei verschiedenen Flissigkeiten bestiitigt, konnte es aber
beim Quecksilber nicht beobachten; seine Entstehung schrieb er einer
Volumenverringerung der Flissigkeit zu.

242. Versuch von Duter. Zwei Jahre spiter zeigte Duter?),
dass die Erscheinung bei jeder Fliissigkeit zu Stande kommt, und
dass dieselbe nicht auf eine Zusammenziehung der Fliissigkeit zu-
riickzufiihren ist.

Der Apparat von Dutér besteht aus zwei Cylindern A B und
CD (Fig. 36), welche mit den Kapillarrshren ¢ ) und c¢d versehen

&
Qo

Fig. 36.

sind; zwei durch die Hahne R und R’ verschliessbare Trichter ge-
statten, beide Cylinder zu fiillen. Man erhidlt auf diese Weise eine
Leydener Flasche, deren durch die Fliissigkeiten gebildeten Bele-
gungen mittels einer Elektrisirmaschine geladen werden konnen,
indem man die Pole dieser Maschine mit den Platindrdhten e und f
in Verbindung setzt. Beim Laden der Flasche senkt sich das
Niveau langsam im Rohre b und steigt in cd, beim Entladen
nehmen die Niveaus sehr nahezu ihre alte Lage wieder an. Die
Hebung des Niveaus im Rohre ¢ d wihrend der Ladung zeigt deut-
lich, dass die Erscheinung auf eine Deformation des Cylinders A B
zurtickzufithren ist, welcher sein inneres Volumen vergrossert, und
nicht auf eine Zusammenziehung der Fliissigkeit. -

1) Nuovo Cimento XXI und XXII; Comptes rendus Bd. LXXVII,
S. 857; 1878.
?) Comptes rendus 1879; Journ. de physique I. Serie, Bd. VIII, S. 82.
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Duter fand, dass die Volumeninderungen proportional sind dem
Quadrate der Potentialdifferenz der Belegungen und umgekehrt
proportional der Dicke des Glascylinders A B.

248. Versuche von Righi. Righi!) wendet eine Glasréhre von
1 Meter Linge an, die auf der Innen- und Aussenseite mit Stanniol
belegt ist. Ladet man diesen Kondensator, so verlingert sich die
Glasrohre, und zwar wird die Verlingerung dadurch noch deut-
licher sichtbar gemacht, dass der kurze Arm eines Hebels gegen
das Ende der Rohre angedriickt ist, wihrend der lingere Arm
einen Spiegel trigt. Die Verschiebung eines von diesem Spiegel
reflektirten Lichtstrahles auf einer Skala gestattet, die Verldngerung
der Rohre zu messen.

Righi fand, dass diese Verlingerung proportional dem Quadrate
der Potentialdifferenz und umgekehrt proportional der Dicke der
Glasrohre ist.

244. Versuche von Quincke. Quincke?) stellte nach beiden
oben angegebenen Richtungen hin zahlreiche Versuche an. Wie
Duter und Righi ermittelte er, dass die Volumen- und Lingen&nde-
rungen proportional dem Quadrate der Potentialdifferenz waren,
aber entgegen den Ergebnissen dieser Physiker glaubt er aus seinen
Versuchen schliessen zu sollen, dass diese Aenderungen umgekehrt
proportional dem Quadrate der Glasdicke seien.

Indem er die bei einem wund demselben Glase auftretende
Volumen- und Lingeninderung verglich, fand er, dass die auf die
Volumeneinheit bezogene Volumenverdnderung das Dreifache der
Aenderung der Lingeneinheit betriigt.

245. Quincke zog auch fliissige Dielektrika in den Bereich
seiner Untersuchungen?); es gelang ihm hierbei, die Grosse des
Druckes zu messen, der normal zu den Kraftlinien ausgetibt wird.

Sein Apparat besteht aus einem ebenen Kondensator, dessen
Belegungen A und B (Fig. 37) in cinem Geflisse mit dielektrischer
Flissigkeit, heispielsweise Terpentingl, aufgestellt sind. Die untere
Platte ist auf einem isolirenden Fuss befestigt; vom Mittelpunkte der
oberen Platte aus crhebt sich eine vertikale Rohre, welche einerseits
mit einem Manometer M kommunicirt, das eine Fliissigkeit von ge-

1y Comptes rendus Bd. LXXXVITI, S. 1262, 1879, Journal de physique
1. Serie, Bd. IX.

%) Sitzungsberichte der Konigl. Preuss. Akad. der Wissenschaften zu
Berlin 1880.

%) Wiedemann, Annalen Bd. XIX 8. 705, 1883; Bd. XXVIIT S. 529,
1886; Bd. XXXIT S. 529, 1887,
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ringem specifischem Gewicht enthiilt, andererseits mit einer Trocken-
rohre, welche mit Chlorcalcium gefiillt und mit einem Hahne R ver-
sehen ist.

Wihrend die beiden Platten mit der Erde in Verbindung stehen,
fiihrt man durch R mittels eines Gummiballes trockene Luft in den
Zwischenraum zwischen beiden Platten ein, so dass dort eine ebene
Blase von 2—5 em Durchmesser entsteht. Der Luftdruek in der
Blase ist hoher, als der Atmosphidrendruck, und zwar hingt er
sowohl von der Hohe des Niveaus F H tiber A, wie von der Kapillar-
konstante der Fliissigkeit ab.

Ladet man hierauf den Kondensator, so iiberwiegt der senk-
recht zu den Kraftlinien gerichtete Druck P der Fliissigkeit iiber
den entsprechenden elektrischen Druck P’ der Luftblase, und die
letztere zieht sich zusammen. Es muss also in dem Rohre eine Ver-
grosserung des Druckes um P”"=P — P’ entstehen, und dies wird
in der That durch das Manometer angezeigt.

246. Naclh Maxwell haben die Drucke P und P' die Werthe
(ef. § 81)

_K'F

P=—= 3 P'= P
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wobei K das Induktionsvermogen der Flissigkeit, K' dasjenige der
Luft und F die Intensitit des Feldes zwischen den Belegungen des
Kondensators bedeutet. Da K' nahezu = Eins ist, diirfen wir
schreiben:

K—1

P'=P—-P =— e

F=.

Bezeichnen wir ferner mit ¢ den Abstand der Belegungen und
mit y, und y, ihre Potentiale, so hat man

F— W — o
| 4

und demnach

pro_ K=1 ()
871 o

Diese Formel gibt an, dass die Aenderung des durch das Mano-
meter angegebenen Druckes dem Quadrate der Potentialdifferenz der
Belegungen direkt und dem Quadrate ihrer Entfernung umgekehrt
proportional sein muss, und dies hat Quincke in der That bestétigt
gefunden.

247. Versuche von Boltzmann. Aus den Untersuchungen von
Boltzmann tiber das specifische Induktionsvermogen der Gase!) ldsst
sich, wie es Lippmann?) gethan hat, ableiten, dass ein Gas unter
der Einwirkung eines clektrischen Feldes Volumenverinderungen
erleidet, auch wenn der Druck konstant bleibt.

Der Apparat von Boltzmann besteht aus zwei Metallplatten A
und B; dicselben befinden sich unter einer Glocke, welche man luft-
leer pumpen kann, und werden durch Metallschirme gegen jeden
Einfluss von aussen her geschiitzt. Die Platte A wird dauernd mit
dem positiven Pole einer aus dreihundert Daniell’schen Elementen
bestehenden Batterie verbunden, deren anderer Pol zur Erde abge-
leitet ist. Die Platte B steht mit dem einen Quadrantenpaare eines
Mascart’schen Elektrometers in Verbindung, dessen Nadel elektrisirt
ist und dessen anderes Quadrantenpaar mit der Erde kommunieirt.

Wenn der Apparat mit Gas getiillt ist, verbindet man die Platte
B fir einen Augenblick mit dem Erdboden; die beiden Quadranten-

1) Wiener Sitzungsberichte Bd. XLIX, S. 795, 1874.
%) Annales de Chimie et de Physique, 5. Serie Bd. XXIV 8. 45.
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paare haben dann das Potential des Erdbodens und die Nadel stellt
sich auf Null ein. Pumpt man sodann den Apparat luftieer, so ist
die Wirkung der Platte A auf B nicht mehr die gleiche und die
Nadel des Elektrometers gibt einen Ausschlag. Aus diesem Aus-
schlage ldsst sich die Beziehung zwischen der Kapacitit C, des
Kondensators im leeren Raume und seine Kapacitit C in einem
Gase vom Drucke p berechnen. Boltzmann fand hierfiir die
Gleichung:

C=Co(L+7p),

wobei y eine Konstante bedeutet, welche von der Natur des Gases
abhéingt.

248. Bezeichnen wir mit m die Ladung einer der Konden-
satorplatten und mit i die Potentialdifferenz dieser Platten, dann
erhalten wir:

@ m=Cuyp=Cy(1+yp)y.

Bei einer Zunahme der Potentialdifferenz und des Druckes um
dy resp. dp wird diese Ladung wachsen um:

om om
dm = _31—// dy + _??F dp
oder
@) dn=cdy+hdp,

wenn man unter ¢ und % die partiellen Derivirten von m nach
resp. p versteht, deren Werthe sich aus (1) ergeben.

Nun muss nach dem Princip von der Erhaltung der Elek-
tricititsmenge der Ausdruck (2) ein vollstindiges Differential vor-
stellen, wir finden also:

Oc oh
@ o =

Ferner wollen wir das Princip von der Erhaltung der Energie
anwenden. Wenn dv die aus der Vermehrung des Druckes um dp sich
ergebende Volumenzunahme bedeutet, dann erhoht sich die potentielle
Energie des Systems in Folge dieser Volumeniinderung um — p de.
Die Aenderung der elektrischen Energie des Kondensators, welche
aus der Zunahme dm der Ladung der Belegungen folgt, ist 1 dm.
In Folge dessen wird die gesammte Aenderung der potentiellen
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Energie des Systems fiir eine gleichzeitige Zunahme von Druck und
Potentialdifferenz:

dU= —pdv+4+ywdn.

Ersetzt man in diesem Ausdrucke dm durch seinen aus (2) ab-
geleiteten Werth und beriicksichtigt sodann, dass dU ein totales
Differential ist, und dass — p dv= 4 v dp ist, so muss zwischen den
Koeffizienten von dp und dy folgende Beziehung gelten:

h+ =y

Ov de oh
dy " ’

oder, unter Beriicksichtigung der Gleichung (3)

ov
~al—p=—/z.

249. Die Volumeninderung, welche bei einer Zunahme der
Potentialdifferenz um dy erfolgt, wihrend der Druck konstant ge-
halten wird, ist also:

dv=—hdy,

oder, wenn man 2 durch seinen aus Gleichung (1) berechneten
Werth ersetzt:

dv=—Cyyypdy.

Wiechst also die Potentialdifferenz plotzlich von Null bis ¥, so
nimmt das Volumen zu um

Bezeichnen wir mit S die Oberfliche der Platten, und mit e
ihre Entfernung, so ist das Volumen des der elektrischen Einwir-
kung unterworfenen Gases gegeben durch

r==Se,

und die Kapacitit C, des Kondensators im luftleeren Raume hat
den Werth
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Wenn wir diesen Ausdruck in die vorhergehende Gleichung
fiir 4v setzen und durch » dividiren, dann erhalten wir fiir die Ver-
inderung der Volumeneinheit

dv y_ ¥

v 8n ¢

Dieselbe ist also direkt proportional dem Quadrate der Poten-
tialdifferenz und umgekehrt proportional dem Quadrate der Dicke
der Gasschicht, welche der Wirkung des Feldes unterworfen ist.

Die von Boltzmann angegebenen Zahlen. fiir den Werth des
Produktes yp gestatten, diese Volumen#nderung zu berechnen. Die-
selbe ist ungemein gering, gleichwohl wurde sie von Quincke direkt
experimentell nachgewiesen.

250. Diskussion der Resultate der oben beschriebenen Ex-
perimente. In allen oben erwihnten Experimenten waren die
Aenderungen des Volumens oder der Linge stets proportional dem
Quadrate der Potentialdifferenz. Bei den Gasen und Flissigkeiten
ergeben sie sich ausserdem als umgekehrt proportional dem Quadrate
der Entfernung zwischen den Belegungen der angewendeten Kon-
densatoren; bei den festen Korpern ist diesc letztere Eigenschaft
noch nicht zweifellos nachgewiesen, scheint sich aber ebenfalls aus
den Versuchen von Quincke zu ergeben. Nehmen wir auch dies als
erwiesen an, dann stimmen die Ergebnisse der verschiedenen Ver-
suche mit der Theorie der Dielektrika von Maxwell iiberein. Da
nédmlich nach dieser Theorie die Spannungen und Drucke dem
Quadrate der Intensitit F des Feldes proportional sind, so miissen
auch die Volumen- und Lingendnderungen eines Korpers, der

diesen Drucken unterworfen ist, proportional ¥? sein, d. h. propor-
2
tional%, da unter den Bedingungen des Experimentes die Inten-

sitdt des Feldes den Werth l—f; besitzt.

Ausserdem zeigen die Versuche, weleche Righi und Quincke
mit Flissigkeiten anstellten, deutlich, dass in den auf den Kraft-
linien des Feldes senkrecht stehenden Richtungen Drucke auf-
treten, welche auf die Dielektrika wirken. Aber welche Schliisse
lassen sich in Betreff der Kriifte ziehen, welche in Richtung der
Kraftlinien selbst wirken?

251. Aus seinen Versuchen iiber das Glas glaubte Quincke
ableiten zu konnen, dass die Dielektrika, wenigstens die festen,
Drucken nach jeder Richtung hin unterworfen seien.

Wie wir wissen, besteht eines seiner Versuchsergebnisse darin,
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dass fiir ein und dasselbe Glas die Aenderung der Volumeneinheit
drei Mal so gross ist, als die Aenderung der Lingeneinheit, d. h.,
wenn wir mit » das Volumen und mit / die Li#nge bezeichnen,
so gilt

dv_ g 40

v l

Die Analogie dieser Beziehung mit derjenigen, welcher die
linearen und kubischen Koefficienten der thermischen Ausdehnung
verkniipft, veranlasste Quincke zu der Annahme, dass sich das Glas
unter der Wirkung eines elektrischen Feldes gleichméissig nach allen
Richtungen ausdehnt, und dass in Folge dessen ebensowohl! in Rich-
tung der Kraftlinien Drucke auftreten, wie senkrecht hierzu.

Aber wie J. Curie bemerkt, lisst sich diese Beziehung a priori
aufstellen, und ihre Bestiitigung durch das Experiment beweist
keineswegs das Vorhandensein von Drucken in Richtung der
Kraftlinien.

Wir nehmen an, ein Glasgefiss habe das Volumen ¢, und auf
einer Seitenwand sei eine Linge ! abgemessen. Nun moge das Ge-
fiss, ohne seine Wanddicke zu dndern, eine gleichférmige Aus-
dehnung erleiden; dann bleibt die Oberfliche sich scibst #hnlich,
und wir erhalten:

v l

v—i—Az,*__(l—}—_/Jl)s

oder, mit Vernachlissigung der kleinen Grossen zweiter Ordnung,

de 341
e 1

Wir hatten vorausgesetzt, die Gefiissdicke e bleibe konstant;
aber auch in dem Falle, wo sich dieselbe unter dem Einflusse von
Spannungen oder Drucken um Je idnderte, wiirde dic vorhergehende
Gleichung doch immer noeh mit den Ergebnissen des Experiments
tibercinstimmen. Die aus diecser Dickeninderung Sijh ergebende

e

Volumeniinderung ist nidmlich gleich dem Produkte in das Glas-

4
volumen des Gefiisses, wihrend die aus der seitlichen Ausdehnung

©
.. . . 340,
herrtihrende Volumeninderung gleich dem Produkte aus —; n das
. . e . . de i
innere Volumen des Gefiisses ist.  Wenn nun -é und 7 von der-
selben Grossenordnung sind, wie dies bei den Werthen, welehe die
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Drucke und Spannungen besitzen, der Fall sein wird, so ist der
durch die Aenderung der Wandstéirke bedingte Betrag der Volumen-
inderung dem anderen Gliede gegeniiber zu vernachlissigen, da
natiirlicher Weise das Volumen der Glaswinde sehr viel Kkleiner ist,
als das innere Volumen.

Kurz zusammengefasst beweist also das Experiment zweifellos
das Vorhandensein von Drucken, welche normal zu den Kraftlinien
gerichtet sind und bis jetzt hat es noch nicht das Vorhandensein
von Zugkriften in der Richtung der Kraftlinien zu widerlegen ver-
mocht; um diesen letzten Punkt vollig klar zu legen, wiirden noch
neue Untersuchungen néthig sein.

252, Elektrische Doppelbrechung. An die Erscheinungen der
elektrischen Deformation reihen sich unmittelbar diejenigen der Doppel-
brechung an, welche die homogenen Dielektrika unter der Einwirkung
eines elektrischen Feldes aufweisen. Wir wissen ja, dass ein homo-
gener, fester Korper, wie das Glas, doppelbrechend wird, wenn
man ihn einem Zug oder Druck mnach einer einzigen Richtung hin
unterwirft.

Die elektrische Doppelbrechung wurde 1875 von Kerr') ent-
deckt. Eine rechtwinkelige Glasplatte ist in Richtung ihrer grosseren
Dicke mit zwei Bohrlochern versehen, derart, dass die Axe des einen
in der Verliingerung des andcren liegt, wihrend ihre Endflichen einige
Millimeter von einander entfernt sind. In diese Bohrungen bringt man
zwei Kupferstibe, welche mit den Polen eines Ruhmkorff’schen In-
duktionsapparates in Verbindung stehen; die Pole sind ausserdem
mit den Armen eines Entladers verbunden, an dem die Funken
iiberspringen.

Die so vorgerichtete Platte wird zwischen einen Polarisator und
Analysator gebracht, so dass der Lichtstrahl dieselbe in der Richtung
der geringeren Dicke durchsetzt. Man regulirt dann die Stellung
des Polarisators so, dass die Polarisationsebene des auf die Platte
fallenden Lichtes die Axe der beiden Bohrungen unter einem Winkel
von 45° sehneidet; hierauf dreht man den Analysator, bis Dunkel-
heit herrscht, wenn der Induktionsapparat nieht funktionirt.

Setzt man denselben dann in Thitigkeit, so erscheint das Licht
langsam im Gesichtsfelde des Analysators wieder und erreicht un-
gefiihr nach Verlauf einer halben Minute sein Maximum; durch
Drehen des Analysators kann ecs nicht zum Verschwinden gehracht

') Philosophical Magazine, 4. Serie, Bd. L, S. 837 und 446, 1875; 5. Serie,
Bd. VIII, S. 85, 1879, Bd. IX, S. 157, 1880.
Poincar ¢, Elektricitit und Optik I 16
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werden, wohl aber dadureh, dass man eine Glasplatte dazwischen setzt,
welche man einem Zuge senkrecht zur Richtung der Konduktoren
unterwirft. Die Glasplatte, welche der Wirkung der elektrischen
Entladungen ausgesetzt ist, verhilt sich also ebenso, als wenn sie
einem Zuge in Richtung der Kraftlinien unterworfen wiire.

Beim Harze tritt eine ganz #dhnliche Erscheinung auf.

253. Ebenso untersuchte Kerr verschiedene Fliissigkeiten. Ein
kleiner, rechtwinkeliger Trog enthielt die Fliissigkeit, wihrend die
Konduktoren durch zwei in den gegeniiberliegenden Winden ange-
brachte Locher eingefithrt waren und sich innerhalb der Flissigkeit
bis auf einige Millimeter Entfernung gegeniiberstanden. Den Ab-
stand der Arme des Ausladers regelt man so, dass die Entladungen
nicht durch die Fliissigkeit vor sich gehen. Die Erscheinungen
unterscheiden sich von denen beim Glase nur dadurch, dass sie
momentan eintreten und in dem Augenblicke verschwinden, wo die
Entladungen zwischen den Armen des Ausladers vor sich gehen.

Durch Messung der Gangdifferenz beider Lichtstrahlen, welche
sich durch Schwefelkohlenstoff fortpflanzen, mit einem Jamin’schen
Kompensator, und durch Messung der entsprechenden Potential-

differenz ¥ mittels eines Thomson’schen Elektrometers mit langer
/2

Skala fand Kerr, dass die Gangdifferenz proportional J’(,T ist, wobei

e die Entfernung der Elektroden bezeichnet.

Die Untersuchungen von Kerr wurden von verschiedenen
Physikern wiederholt, besonders von Quincke und Blondlot!).
Ersterer bemiihte sich, die Proportionalitit zwischen der Gang-
differenz und dem Quadrate der Potentialdifferenz zu bestiitigen,
der zweite suchte nochmals nachzuweisen, dass bei flilssigen Dielek-
trika die Erscheinung der Doppelbrechung in dem gleichen Augen-
blicke mit der elektrischen Wirkung entsteht und vergelit?).

1) Comptes rendus Bd. CVI, S. 319, 1888,

?) Alle diese Bestdtigungen, so interessant sie von gewissen Ge-
sichtspunkten aus sind, scheinen mir doch keineswegs beweisend zu
sein. Die beobachteten Drucke sind wohl, wic es die Theorie fordert,
proportional dem Quadrate der Potentialdifferenz, aber der beobachtete
Proportionalititskoefficient, der mit dem Dielektrikum verdnderlich ist,
stimmt mit dem berechneten keineswegs iiberein. Vaschy (Comptes rendus
Bd. C1V) suchte diese Thatsache auf folgende Weise zu erkliren: Neunen
wir F die elektrostatische Kraft, K das Tnduktionsvermdogen des betreffen-

den Dielektrikmin, K, dasjenige des leeren Rawmes, dann ist der Druek
"2 PW
im Dielektrikum p=K g wihrend er im lecren Raume p, =I 5
T D 7T
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254. Drucke in einem magnetischen Felde. Wir sahen (§ 207),
dass in einem unmagnetischen Medium die Spannungen in Richtung
der Kraftlinien des Feldes und die hierzu senkrechten Drucke die

«

2
Grosse g haben. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass

in einem Medium von dem magnetischen Induktionsvermdgen p diese
2
Drucke und Spannungen durch den Ausdruck %(;— dargestellt werden.

Es gelang Quincke'), die Drucke senkrecht zur Richtung der
Kraftlinien mit Hiilfe einer Anordnung zu messen, welche analog
derjenigen war, die wir friiher bereits beschrieben, als wir die Wirkung
eines elektrischen Feldes aut dielektrische Flissigkeiten besprachen.

Zwei cylindrische Polstiicke sind an den Enden der Drahtspulen
A und B (Fig. 38) eines senkrecht stehenden Ruhmkorff’schen Elektro-
magneten angeschraubt. Auf dem unteren Polstiicke wird eine
Eisenscheibe angebracht, aut welchem man mittels Siegellacks einen
breiten Glasring von mehreren Centimetern Hohe festkittet. In diesen
Glastrog bringt man eine mit Luft gefiillte Blase, welche mittels
eines die obere Spule durchsetzenden Kupferrohres mit einem
Schwefelkohlenstoffmanometer M und ausserdem mit einer bauchi-
gen Chlorkaleiumréhre kommunieirt, die durch einen Hahn R
geschlossen ist. Man fiillt nun den Trog mit einer magnetischen
oder diamagnetischen Fitissigkeit, z. B. mit Manganchloriir, und
nihert die Polsticke bis zu einer passenden Entfernung. Endlich

sein wiirde. Vaschy nimmt an, dass der Aether den Druck p, erleidet,
die ponderabele Materie dagegen den Druck p —p,; dieser letztere wird
beobachtet. So lange direkte Messungen diese Annahme von Vaschy
nicht bestdtigt haben, bleibt dieselbe sehr zweifelhaft. Die Vergleichung mit
der optischen Erscheinung der Mitfithrung des Aethers (cf. Théorie mathé-
matique de la lumicre §234) geniigt nicht zum Beweise.

Ferner hat Helmholtz gezeigt, dass, welcher Theorie wir uns auch
anschliessen mogen, das Princip von der Erhaltung der Energie die
Existenz von Spannungen und Drucken im Innern der Dielektrika fordert;
dieselben miissen proportional sein dem Quadrate der Potentialdifferenz,
und ausserdem von dem specifischen Induktionsvermdgen sowie von dessen
Differentialquotienten nach der Dichtigkeit des Dielektrikum abhingen.

Was die Doppelbrechung betrifft, so ist es nichts weniger als sicher,
dass sie sich durch eine einfache, mechanische Deformation erklidren Kisst.
Sie ist wahrscheinlich viel betrichtlicher, als diejenige, welche von mecha-
nischen Drucken hervorgebracht werden konnte, die den beobachteten
elektrostatischen Drucken gleich sind. H.P.

1) Wiedemann, Annalen Bd. XXIV, S. 847, 1885.

16*
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fiihrt man mit Hilfe eines Gummiballes Luft durch den Habhn R
ein, s0 dass die Winde der Blase sich an die Polflichen anlegen;
sodann schliesst man den Hahn R und liest das Manometer ab.

Fig. 38.
Lésst man nun einen Strom durch die Windungen des Elektro-

magneten fliessen, so erleidet die Fliissigkeit einen transversal gerich-
teten Druck

die Luft in der Blase dagegen den Druck

i
Pr= 8n
Die Differenz beider Drucke

u—1
8

2

P'—=P—P' =

«

wird durel die Niveaudnderung der Flissigkeit im Manometer an-
gegeben.

Quincke mass die Intensitiit des Feldes durch die Elektri-
cititsmenge, welche in einer Spirale inducirt wurde, wenn er die-
selbe sehr rasch aus dem Felde entfernte, und fand, dass das Gesetz
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von der Proportionalitit (cf. oben) hinreichend bestiitigt wurde. Da
ibrigens die Messungen des Druckes und der Intensitit des Feldes
nicht gleichzeitig vorgenommen werden konnen, so ist man nieht
sicher, ob die letztere zu der Zeit, wo man den Druck beobachtet,
auch wirklich den vorher gemessenen Werth besitzt; es ist nimlich
bekannt, dass im Allgemeinen das Feld eines Elektromagneten bei
zwei Versuchen verschiedene Werthe haben kann, trotzdem die
Entfernung der Pole sowie die Stirke des erregenden Stromes
ungeéndert geblieben sind.

Ausserdem fand Quincke, dass die Pole in Folge der Magneti-
sirung ihre Gestalt iindern und sich einander nihern; hieraus aber
folgt eine betrichtliche Volumenverinderung der Blase und in Folge
dessen eine Aenderung des Druckes der in ihrem Innern befind-
lichen Luft. Aus diesen beiden Ursachen kann keine .v6llige Ueber-
einstimmung zwischen der theoretisch gefundenen Formel und dem
Experimente herrschen. :

255. Um die magnetischen Drucke nachzuweisen, kann man
statt eines Manometers auch eine mit Fliissigkeit gefiillte U-Rohre
verwenden.  Man stellt dann den Elektromagnet so auf, dass seine
Polfliichen vertikal gerichtet sind und bringt zwischen die letzteren
den einen Schenkel der Rohre. Der andere Schenkel, der sehr viel
breiter ist, befindet sich ausserhalb des magnetischen Feldes. Wenn
man den Elektromagnet in Thitigkeit setzt, steigt die Flissigkeit
in dem im elektrischen Felde befindlichen Schenkel, im anderen ist
diese Verinderung in Folge der Grosse des Durchmessers unmerk-
lich. Die auf diese Weise erhaltenen Resultate stimmen mit den-
jenigen tiberein, welche das Manometer liefert.

Mittels derselben Methode konnte Quincke untersuchen, ob in
Richtung der Kraftlinien des Feldes Zug- oder Druckkriifte herrschten.
Zu diesem Zwecke stellte er den Elektromagnet senkrecht und fiihrte
den diinnen Schenkel des U-Rohres in den Kanal der oberen Spule
ein, so dass das Niveau der Fliissigkeit sich in der Mitte des magne-
tischen Feldes befand. Quincke fand auf diese Weise, dass die
Fliissigkeit nach der Richtung der Kraftlinien einem Druck unter-
worfen ist. Dies der Theorie widersprechende Resultat miisste noch
bestitigt werden.

256. Elektromagnetische Wirkungen der Verschiebungsstrome.
Die elektromagnetischen Wirkungen der Verschiebungsstréme sind
schwer sichtbar zu machen, denn abgesehen davon, dass diese
Stréme nur einen Moment daucrn, gestattet auch keinerlei Anord-
nung, ihre Wirkung auf die Magnetnadel zu vermehren, wie dies
beim Galvanometer mit den Leiterstromen geschieht. Weiterhin
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kann man auch nicht die aus Verschiebungs- und Leiterstromen
gemischten Strome verwenden, denn die stets vorherrschende elek-
tromagnetische Wirkung der letzteren wiirde diejenige der Ver-
schiebungsstrome vollstindig verdecken. Im Jahre 1885 versuchte
Roentgen?!) das Vorhandensein der -elektromagnetischen Wirkung
von Verschiebungsstromen experimentell nachzuweisen.

Der Apparat von Roentgen besteht aus einer Ebonitscheibe A
(Fig. 39) von 0,5 em Dicke und 16 em Durchmesser, die sich mit
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einer Greschwindigkeit von 120—150 Touren pro Sekunde um eine
vertikale Axce drehen lisst; zwei Glasplatten B und C sind parallel
zu dieser Scheibe ober- und unterhalb derselben in einer Entfernung
von eca. 1 Millimeter angebracht und an ihren Innenseiten mit
Stanniol tiberzogen. Die Belegung der unteren Platte besteht aus
zwei Halbkreisen, die durch einen Zwischenraum von 1,4 em getrennt
sind, und zwar steht der eine Halbkreis mit der inneren, der andere
mit der dusseren Belegung einer geladenen Batterie in Verbindung.
Der metallische Theil der oberen Platte ist mit der Erde verbunden,
in Folge dessen besitzt das elektrische Feld zwischen den Platten B

1) Sitzungsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaften,
26. Febr. 1885; und Philosophical Magazine, Mai 1885.
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und C auf beiden Seiten des Durchmessers e f der unteren Platte
entgegengesetzte Richtung. Demnach gehen an den Stellen, welche
der durch diesen Durchmesser gelegten Vertikalebene benachbart
sind, die Kraftlinien sehr rasch von einer Richtung zur entgegenge-
setzten iiber. Hier also entstehen, wenn man die Ebonitscheibe in
Rotation versetzt, Verschiebungsstrome, und zwar haben dieselben
auf beiden Seiten vom Mittelpunkte dieser Scheibe verschiedene
Richtung.

257. Es ist nun moglich, die Intensitit dieser Stréme zu be-
stimmen. Bekanntlich wird die Verschiebung dargestellt durch

K
I=32 "

wobei P die elektromotorische Kraft, bezogen auf die Lingenein-
heit, bedeutet. Wir erhalten also fiir die Intensitiit:

ar K ep
ot da &t

Wihrend die bewegliche Scheibe einen Bogen a 3 beschreibt,
welcher die Enden der metallischen Halbkireise der unteren Platte
trennt, geht P von einem gewissen Werthe ' zum Werthe — F
iiber, wir konnen also dP=2F setzen. Die Zeit, welche dieser
Aenderung entspricht, ist

wobei n die Anzahl der Umdrehungen der Scheibe pro Sekunde
bedeutet, und r den #Husseren Radius der Halbkreise. Hieraus
finden wir:

yo 1. 15 _ 1
C=150 Ta< 7 100

Wir erhalten also fiir die Intensitit des Verschiebungsstromes

of K
A T 9F.
o 4400 i F

oder, wenn wir K =2 annehmen:

of _
G =1400F.
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Setzen wir nun fiir F die elektrostatische Einheit des Potentials
= 300 Volt, so finden wir fiir die Intensitit des Stromes in elek-
trostatischen Kinheiten

1 ><1400.

Da ein Ampere gleich 3 >< 10? elektrostatischen Einheiten ist,
. . . . 1
so wird diese Intensitit geringer als 10° Ampére.

Trotz der geringen Grosse dieser Intensitiit gelang es Roentgen
doch, eine Ablenkung eines astatischen Nadelpaares zu erhalten, das
iber der Rotationsaxe der Scheibe aufgehiingt war. Eine der Nadeln
befand sich in sehr geringer Entfernung von der Scheibe, die andere
stand um 22 em von derselben ab, so dass diese letztere durch die
Verschiebungsstrome gar nicht mehr beeinflusst wurde, sondern einzig
und allein die erstere.

Wie sich erwarten liess, dnderte der Ausschlag des astatischen
Systems das Vorzeichen, wenn man die Zeichen der Ladungen auf
den halbkreisformigen Belegungen vertauschte.

258. Induktionswirkungen der Verschiebungsstrome. Den ex-
perimentellen Beweis von dem Vorhandensein dieser Wirkungen
verdanken wir Hertz. Da diese Experimente in einem anderen,
demnéchst erscheinenden Bande besprochen werden sollen, wollen
wir sie hier nur ankiindigen.

Die Bemerkungen von Poincaré in den §§ 170—171 wurden durch
eine gewisse Unvollstindigkeit der Theorie von Maxwell veranlasst, welcher
nur vollkommene Leiter und vollkommene Isolatoren in Betracht zog.
Die neueren Untersuchungen von Hertz!), Cohn?), Heaviside?®) ete. haben
jedoch inzwischen den Beweis geliefert, dass fiir jeden Korper zwei unab-
hiingige, bestimmbare Konstanten neben einander ecxistiren, die Dielektri-
cititskonstante und das Leitungsvermogen.

Anm. der Uebersetzer.

1) Hertz, Gottinger Ber. 19. Mirz 1890 S. 107.
%) Cohn, Sitzungsber. d. Berl. Akad. Bd. XXVT 8. 405.
3) Heaviside. Phil. Mag. Febr. 1888.



