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Vorrede.

Die Optik ist der am weitesten entwickelte Zweig der
Physik, und die sogenannte Undtüationstheorie bildet dement
sprechend ein abgeschlossenes Ganze, das den Geist wahrhaft

befriedigen nmss; indessen darf man nicht mehr von dieser
Theorie verlangen, als sie uns geben kann.

Die mathematischen Theorien sollen uns ja nicht die
wahre Natur der Dinge enthüllen; dies würde ein unvernünf
tiges Verlangen sein ; ihr einziger Zweck ist vielmehr der, einen
gewissen Zusammenhang zwischen den physikalischen Gesetzen

herzustellen, welche uns die Erfahrung kennen lehrt und die wir
ohne Hülfe der Mathematik nicht einmal aussprechen könnten.
Die Frage, ob der Aether wirklich existirt, hat für uns

wenig Bedeutung; dies zu untersuchen, ist die Sache der Meta

physiker! Für uns bleibt die Hauptsache, dass alles so vor sich
geht, als wenn der Aether thatsächlich vorhanden wäre, und
ferner, dass diese Hypothese eine einfache Erklärung der ver
schiedenen Erscheinungen gestattet. Haben wir denn einen
anderen Grund, an die Existenz materieller Gegenstände zu
glauben? Dies ist doch auch nur eine bequeme Hypothese ; freilich
wird dieselbe wohl niemals aufgegeben werden, während zweifellos
eines . Tages die Annahme von dem Vorhandensein des Aethers

als unnütz verworfen werden wird.

Aber selbst dann werden die optischen Gesetze und die

Gleichungen, welche diese Gesetze analytisch darstellen, wenigstens
als erste Annäherung bestehen bleiben. Es ist also immer sehr
förderlich, sich in eine Theorie zu vertiefen, die uns den inneren
Zusammenhang aller dieser Gleichungen kennen lehrt.

Zahlreich und überzeugend sind die Theorien, die zur Er-
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IV Vorrede.

klärung der optischen Erscheinungen durch die Schwingungen
eines elastischen Mediums aufgestellt wurden; aber es würde

nicht rathsam sein, sich auf eine derselben zu beschränken;
man könnte ihr sonst leicht ein blindes und deshalb irreführen
des Zutrauen schenken. Aus diesem Grunde sollte man alle
Hypothesen kennen lernen, denn gerade eine Vergleichung der

selben kann sehr lehrreich sein.

Leider aber muss man zu diesem Zwecke immer auf die
Originalabhandlungen zurückgreifen, die oft schwer aufzufinden

und schwer zu verstehen sind; denn beim Uebergange von der

einen zur anderen ändert sich Alles, Bezeichnung, Gedanken

folge, Ausdrucksweise u. s. w. , und eine Vergleichung derselben

wird in Folge dessen fast zur Unmöglichkeit.
Aus diesem Grunde hielt ich es nicht für überflüssig, in

einem kleinen Bande diese verschiedenen Hypothesen übersicht

lich zu vereinigen, indem ich meine an der Sorbonne im Jahr
1887 — 1888 gehaltenen Vorlesungen veröffentlichte. Herrn
Bloudin bin ich zu besonderem Dank verpflichtet, dass er
diesen Versuch durch Sammeln Tind Redigiren der Vorträge er

möglichte.
Zum erfolgreichen Studium dieses Werkes ist es freilich

nothwendig, dass der Leser die Experimentalgesetze der physi
kalischen Optik wenigstens in den Hauptzügen kennt; ich
hätte sonst unmöglich in einem einzigen Semester eine so

ausgedehnte Materie behandeln können, wenn ich nicht über-

zeugt gewesen wäre, dass diese Gesetze meinen Zuhörern schon

vertrant sind.
Der Undulationstheorie liegt eine Molekulartheorie zu

Grunde: für die einen, die da glauben, hinter dem Gesetz die
Ursache zu entdecken, ist dies ein Vortheil, für die anderen
dagegen ein Grund zum Misstrauen. Aber dieses Misstrauen
erscheint mir ebenso wenig gerechtfertigt, als die Illusion der
ersteren.

Diese Hypothesen spielen nämlich nur eine untergeordnete
Rolle; ich hätte dieselben ebensogut unberücksichtigt lassen
können, habe es aber nicht gethan, weil die Ausführung da
durch an Klarheit verloren hätte. Dies ist aber auch der ein
zige Grund, der mich davon abgehalten hat.



Vorrede. V

Thatsächlich 'entlehne ich den Molekularhypothesen nur

zweierlei, nämlich das Princip von der Erhaltung der Energie
und die Darstellung der allgemeinen Gesetze der kleinen

Bewegungen durch lineare Gleichungen.
Darin findet auch die Thatsache ihre Erklärung, dass die

meisten Folgerungen Fresnel's unverändert bestehen bleiben,
wenn man die elektro- magnetische Lichttheorie annimmt. In
diesem Band werde ich von jener Theorie nicht reden, sondern

behalte mir vor, dies eingehend in einem anderen Werke zu
thun, in dem ich meine Vorlesungen des zweiten Semesters ver
öffentlichen werde1). Ich glaubte mich zunächst in die Ideen
von Fresnel vertiefen zu müssen; dies schien mir die beste
Vorbereitung zum Studium des Gedankengangs von Gier k
Maxwell.
Noch eines möchte ich am Schlusse bemerken: In dem

Kapitel über die Diffraktion habe ich Hypothesen entwickelt.
die ich für neu hielt. Hierbei unterliess ich es leider, Kirch-
hoff zu erwähnen, dessen Name fortwährend hätte genannt
werden müssen. Noch ist es Zeit, dieses unbeabsichtigte Ver
sehen wieder gut zu machen; ich beeile mich, dies zu thun,

indem ich gleichzeitig auf die Sitzungsberichte der Berliner
Akademie (1882, 2. Semester, S. 611) verweise.

Paris, den 2. December 1888.

H. Poincare.

') Anm. d. Herausg.: Dies Werk ist bereits in der Uebersetznng
erschienen unter dem Titel „Elektricität und Optik~ 2 Bände.

92. Verlag von Julius Springer in Berlin.
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Einleitung.

Von allen physikalischen Theorien ist die Lichttheorie, wie sie
sich aus den Arbeiten Fresnel's und seiner Nachfolger weiter ent
wickelt hat, am vollkommensten ausgebildet. Bekanntlich beruht
dieselbe auf der Hypothese der Aetherschwingungen ; sie vermag
fast alle gegenwärtig bekannten optischen Erscheinungen zu erklären,
und wenn auch einige derselben keine unmittelbare Erklärung zu
lassen, so braucht man nur geringe Modifikationen in den Einzel
heiten der Fresn el'schen Hypothesen vorzunehmen, um auch diesen
Erscheinungen Rechnung tragen zu können.
Den Skeptikern, welche glauben, dass die Undulationstheorie

eines Tages dasselbe Schicksal erleiden wird, wie die Emissions
theorie, kann man entgegenhalten, dass Biot's Versuche, sämmt-
liche bis zum Jahre 1813 bekannt gewordenen optischen Erschei
nungen mittels der Emissionstheorie zu erklären, viel zu gekünstelt
waren, als dass sie vollständig hätten befriedigen können. In der
Emissionstheorie gab es nämlich fast ebenso viel Hypothesen, als
Erscheinungen zu erklären waren; allerdings bedarf man auch in
der Undulationstheorie einer gewissen Anzahl von Hypothesen, aber
dieselbe ist doch viel geringer als die Anzahl der zu erklärenden
Erscheinungen.
Es ist also wahrscheinlich, dass ungeachtet des einstigen Schick

sals der Fresn el'schen Theorie die meisten Resultate bestehen
bleiben, und dass das Studium derselben immer hohen Nutzen bringen
wird. In der letzten Zeit hat man allerdings versucht, an Stelle der
Undulationstheorie eine elektromagnetische Theorie zu setzen, welche
die optischen Erscheinungen aus den periodischen und ausserordent-
lich raschen Veränderungen eines magnetischen Feldes zu erklären
sucht. Aber diese Theorie führt zu denselben analytischen Resul
taten, wie die Fresnel'sche Undulationstheorie; nur die physika
lische Deutung der Formeln ist verschieden. Es scheint sogar nicht
unmöglich, dass beide Theorien zuletzt zu einer einzigen ver
schmelzen.
I'oincare, Das Licht. l



2 Einleitung'.

Inhalt des Buches. — Wir wollen nur die Undulationstheorie
in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen, da die elektromagne
tische Theorie von einer Vorlesung über Elektricität unzertrennbar
ist. Hierbei werden die Arbeiten von Fresnel, Cauchy, Lame',
Briot und Sarrau in Frankreich, von Neumann in Deutschland
und von Mac Cullagh in England Berücksichtigung finden. Die
Thatsachen der experimentellen Optik muss ich als bekannt vor
aussetzen und werde nur die Entwicklung der mathematischen
Theorien geben.
Wir beginnen mit der Theorie der kleinen Bewegungen in

einem elastischen Medium, um sodann die allgemeinen Gesetze der
Schwingungen und der Fortpflanzung ebener Wellen aufzustellen;
danach treten wir in das Studium der Beugung ein, betrachten
die verschiedenen Theorien der Dispersion, diejenigen der Doppel
brechung, ferner die Reflexion und die Brechung an der Oberfläche
der durchsichtigen, isotropen Medien, der krystallinischen Körper und
der metallischen Oberflächen. Hieran schliesst sich endlich die Unter
suchung der Aberration und der Fortpflanzung des Lichtes in be
wegten Medien.



Kapitel I.

Untersuchung der kleinen Bewegungen in einem
elastischen Medium.

1. Erste Hypothese. — Wir nehmen an, ein elastisches Medium
bestehe aus getrennten Molekülen, d. h. wir betrachten die Materie
als diskontinuirlich. Hierbei wollen wir noch speciell betonen, dass
die Uebereinstimmung der experimentellen Thatsachen mit den
mathematischen Folgerungen aus dieser Hypothese keineswegs als
ein Beweis für die Diskontinuität der Materie aufzufassen ist. Unsere
Hypothese dient vielmehr lediglich zur Vereinfachung der Rech-
nungen, denn auch wenn wir die Materie als kontinuirlich auffassen
wollten, würde die Uebereinstimmung zwischen Theorie und Ex
periment bestehen bleiben.

2. Zweite Hypothese. — Weiter wollen wir voraussetzen, dass
die Moleküle gewissen Kräften unterworfen seien, dass sie sich in einer
bestimmten Lage im stabilen Gleichgewichte befinden und dass sie
sehr kleine Schwingungen um diese Gleichgewichtslage ausführen,
wenn man sie aus derselben entfernt und sodann sich selbst überlässt.
3. Bewegungsgleichungen. — Wir fassen nun n Moleküle M,,

M, M„ mit den Massen m, , m, m in's Auge. Die Koordi
naten eines dieser Moleküle seien in der Gleichgewichtslage x.,y{,z.
und nach der Verschiebung x. 4- f. , y . -+- y. , z. + C.. Ferner nehmen
wir an, dass eine Kräftefunktion U existirt, d. h. dass Erhaltung der
Energie stattfindet; dann erhalten wir als Bewegungsgleichungen:

»2si SU

O'ni _ öU

au_

l*



4 Untersuchung der kleinen Bewegungen in einem elast. Medium.

4. Eigenschaften der Kräftefunktion. — Entwickelt man U nach
wachsenden Potenzen von f (wobei man unter f die Gesammtheit
der Grossen f1, ft, d; f2) %, C2 . . . . zu verstehen hat), so erhält
man:

U = U„ + U1 + U2H

Das konstante Glied U0 kann man gleich Null setzen, denn
von der Funktion U treten in den Bewegungsgleichungen nur die
Differentialquotienten auf.
Das Glied U1, welches die Gesammtheit der Glieder ersten

Grades in Bezug auf f enthält, d. h.

QTT

ist ebenfalls Null, denn -*- stellt die X- Komponente der auf das
Off

Molekül M; wirkenden Kraft dar, und die letztere ist Null für die

Gleichgewichtslage, d. h. für f; = 0. Somit ist l -„ C-
J =0 und in Folge

dessen auch U,.
Da wir weiter vorausgesetzt hatten, dass die f sehr klein sein

sollten, so darf man die Glieder, welche in Bezug auf f von einer
höheren als der zweiten Potenz sind, vernachlässigen, und wir er
halten

(2) U = U,.

Die Grosse U, ist quadratisch in Bezug auf die 3 n Grossen f,

sie lässt sich also als eine Summe von Quadraten darstellen. Diese
Summe muss negativ sein, denn, da das Gleichgewicht stabil ist,
wenn die f Null sind, so muss die Funktion U für f=0 ein Maxi-
mum besitzen, und eine der Bedingungen dafür, dass eine Funktion
ein Maximum aufweist, besteht darin, dass die Gesammtheit der
Glieder zweiten Grades in der Entwickelung negativ ist. Theilt
man nun die auf das System wirkenden Kräfte in zwei Gruppen,
in die inneren und 'in die äusseren Kräfte, und bezeichnet die der
ersten Gruppe entsprechende Kräftefunktion mit U', die der zweiten

Gruppe entsprechende mit U", so erhält man:

(3) U = U' + U".

5. Eigenschaften der Funktionen U' und U". — Wenn die ver
schiedenen Moleküle eine solche Verschiebung erleiden, dass ihre

Entfernungen von einander ungeändert bleiben, dann ist die Arbeit
der inneren Kräfte, folglich auch U', gleich Null. U' lässt sich so
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mit auffassen als Funktion der Abstände der Moleküle; bezeichnen
•wir die Quadrate dieser Abstände mit R, R', R" ---- , so können wir
setzen :

(4) U' = F (R, R', R"....).

6. Wenn wir ferner voraussetzen, dass je zwei Moleküle ft und
p' sich so anziehen oder abstossen, dass die dabei auftretenden Kräfte
immer einander gleich sind, in der Richtung der Verbindungslinie
dieser Moleküle wirken und nur von der Entfernung /*/*' derselben

abhängen, mit anderen Worten, wenn wir die Hypothese von den
Centralkräften annehmen, dann wird U' aus der Summe der zu je
zwei Molekülen p und /*

' gehörigen Kräftefunktionen bestehen; wir
erhalten in diesem Falle:

(5) U' =/ (R) + /' (R') + /" (R") H-----

7
. Die auf das System wirkenden äusseren Kräfte können von

zweierlei Art sein:

1
. Kräfte, welche gleichzeitig an den im Inneren und an der

Oberfläche befindlichen Moleküle angreifen, wie dies beispielsweise
bei der Schwerkraft der Fall ist.

2. Kräfte, welche nur auf die Oberflächenmoleküle wirken,
z. B. auf die innere Oberfläche der Wände eines Raumes , welcher
ein Gas einschliesst.

Die Kräfte der ersten Art treten in der Optik nicht auf, denn
wir müssen annehmen, dass der Aether imponderabel sei. Das
Vorhandensein von Kräften der zweiten Art lässt sich nicht ohne
Weiteres in Abrede stellen. Setzen wir aber voraus, dass auch sie
nicht vorhanden sind, dann ist die Kräftefunktion, welche sich auf
die äusseren Kräfte bezieht, Null, also U" = 0.

8. Wir können nun auch die Funktionen U' und U" nach wach
senden Potenzen der f entwickeln, und erhalten, wenn wir dabei die
Glieder von einer höheren als der zweiten Potenz vernachlässigen:

U'= U0'H-U1' + U./

Durch Vergleichung dieser Entwickelungen mit der Entwicke
lung der Funktion U (§ 4) gelangen wir zu folgenden Gleichungen :

(6)

(7)
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Ausserdem können wir noch annehmen, dass jede der Kon
stanten U0' und U0" für sich Null ist.

9. Untersuchung der Funktion U'. — Die Koordinaten zweier
Moleküle /J

. und /*
' mögen für die Gleichgewichtslage sein:

*, y, ~; x + Dx, y + Dy, z + Vz;

hierbei sind die Zuwachse Dx, Dy, Dz der Koordinaten nicht unend
lich klein, da der Abstand der Moleküle von einander nicht unend
lich klein ist. Das Quadrat dieser Entfernung ist gegeben durch:

R = D*2 + Di/2 + De2.

Werden die Moleküle aus ihren Gleichgewichtslagen entfernt,
so gehen deren Koordinaten über in:

n, J + ;

f + Dj; y + Dj/ + n + Dn; = + D~ + C -t- Df,

und das Quadrat ihres Abstandes wird alsdann

R + e=2 (Dx + Df )2 = 2 Vx2 + 2 2 Dx DJ + 2 DJ2.

Der Zuwachs Q
, den das Quadrat des Abstandes erfahren hat,

ist also

setzen wir darin

(8) e, = 2 (D* Df + Dy D17 + De Dt) =

(9) e2
= Df2 + D,J + Df2=VDf2,

so haben wir für Q die Gleichung

(10) e

= ei + v?-

Die auf die inneren Kräfte bezügliche Kräftefunktion wird, wenn
die Moleküle aus ihren Gleichgewichtslagen entfernt sind,

U' = F (K + e, R' + e
', R" + e", H----- ),

und, wenn man sie nach wachsenden Potenzen von Q entwickelt,

U' = F(R, R', R" ...) +2 gR e+ -

In diesem Ausdrucke hängt das Glied F (R, R', R"...) nicht
von der Verschiebung ab, es ist also identisch mit dem konstanten
Gliede U0', das wir bei der Entwicklung der Funktion U' nach f

erhielten; somit hat dasselbe den Werth Null.
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Da die Grossen q von derselben Grossenordnung sind, wie die

f , so kann man in der Entwickelung von U' die Glieder vernach
lässigen, welche Q in einer höheren als der zweiten Potenz enthalten,
und findet somit

TT, \8F1 = e

Ersetzt man darin <t durch seinen Werth ^ + p,, so folgt

a2F

Durch Vergleichung dieser Entwickelung mit derjenigen der
selben Funktion nach f (§ 8) ergibt sich für das zweite Glied U,':

(12) U,' =2 ||
-

<?i
= 22 gR (°* Df + D» D, + D^ Dß.

10. In dem speciellen Falle, wo der äussere Druck in der
Gleichgewichtslage Null ist, kann man aus dem letzten Ausdrucke
sechs wichtige Gleichungen ableiten. Das zweite Glied U,'' in der
Entwickelung der auf die äusseren Kräfte bezüglichen Kräftefunktion
U" ist nämlich Null, da die partiellen Diflerentialquotienten von
U" nach den Grossen f die Komponenten des äusseren Druckes
darstellen.

Nun haben wir nach Gleichung (6)

U/ = 0
.

Substituiren wir also in U,' an Stelle von £ , y, C irgend welche
anderen Grossen, so müssen wir wieder auf der rechten Seite Null
erhalten; so können wir beispielsweise f=«, ij = C=0 setzen; dann
finden wir

und entsprechend

Die Substitution £— y, C=ij = 0 liefert

und entsprechende Substitutionen:
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Ist also der äussere Druck in der Gleichgewichtslage Null, so
sind folgende sechs Gleichungen erfüllt:

(13) 28P8R (14)

Umgekehrt hat Canchy auch nachgewiesen, dass der äussere
Druck Null sein muss, wenn diese sechs Gleichungen erfüllt sind.
Wir werden später den Beweis für diese Reciprocität ebenfalls
führen.

11. Der Ausdruck für das dritte Glied U,' in der Entwickelung
von U' nach den Grossen f wird, wenn man die Terme dritten
und vierten Grades von Df vernachlässigt:

(15) U ' V1 2l t'U 2 i
g*F

Setzt man diesen Werth von U2' in die Gleichung (7) ein, so
erhält man:

Das erste Glied dieses Ausdrucks, U2", spielt in der Elasticität
im Allgemeinen keine Rolle; es hängt nämlich von den äusseren
Drucken ab und kann nur von den Verschiebungen der Oberflächen
moleküle herrühren. Untersucht man nun die Bewegung in einem
unendlich grossen Medium, so nimmt man an, dass die Grossen f
im Unendlichen Null sind. Hat man es aber mit einem begrenzten
Medium zu thun, so werden die Schlüsse, welche man aus den Rech

nungen unter der Voraussetzung zieht, dass U2" Null sei, und die
für alle in einer gewissen Entfernung von der Grenzschicht liegen
den Theile streng richtig sind, auch für die der Grenzschicht be
nachbarten Theile nicht wesentlich geändert.
Das zweite Glied

8F
öR C'2
_^

ist in einem Falle Null, und zwar dann, wenn man annimmt, dass
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der äussere Druck im Gleichgewichtszustande Null sei; dies soll später
nachgewiesen werden.

Das dritte Glied bleibt in allen Fällen bestehen.
Das vierte Glied endlich,

i 0R 0R' l l '

verschwindet bei der Annahme von Centralkräften. Wir sahen näm
lich in § 6, dass sich unter dieser Annahme die Funktion U' auf
eine Summe von Gliedern reducirte, von denen jedes nur von einer
einzigen Grosse abhängt.
Differentiirt man nun die Gleichung (5) nach R, so erhält man

0l? _ 0/(R)
0R
= '
öR
~ '

und, da /(B) nicht von R' abhängt, so liefert eine neue Differen
tiation nach R'

—
8B0Rr==0B'\'0R /

Das vierte Glied der Funktion U ist also in diesem Falle
wirklich Null.
12. Dritte Hypothese. — Wir wollen nun bei unserer Unter

suchung noch eine neue Hypothese einführen, und annehmen, dass
die ungemein zahlreichen und durch sehr kleine Zwischenräume ge
trennten Körpermoleküle nur in sehr geringen Entfernungen auf
einander wirken können. Die Maximalentfernung, in welcher eine
derartige Einwirkung noch möglich ist, bezeichnen wir als Radius
der molekularen Wirkungssphäre.
Die Einführung dieser Hypothese gestattet uns, den Ausdruck

für die Funktion U' zu vereinfachen. Wir fassen zu diesem Zwecke
ein bestimmtes Volumen des elastischen Medium
in's Auge und theilen dasselbe in die beiden
Theile R und R' (Fig. 1). Die Potentialfunktion
U ' der Kräfte, welche bei der gegenseitigen Wir
kung der Moleküle des Gesammtvolumens auf
treten, kann nun als die Summe folgender drei
Grossen aufgefasst werden: 1. des Potentials V,
das sich auf die gegenseitige Wirkung der Mole- FIgi t.

küle des Volumens R bezieht. 2. Des Potentials
V, welches auf die gegenseitigen Wirkungen der Moleküle des
Volumens R' zurückzuführen ist. 3. Des Potentials, welches aus
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der Wirkung der Moleküle des Volumens R auf die Moleküle des
Volumens R' resultirt; dies letztere Potential ist sehr klein. Die
Moleküle nämlich, welche auf einander wirken sollen, müssen sich
in einer Entfernung von einander befinden, welche geringer ist als
der Radius der molekularen Wirkungssphäre. Demnach werden die
Moleküle von R, welche auf diejenigen von R' wirken, und um
gekehrt, innerhalb eines Volumens liegen, das von zwei zur Tren
nungsfläche von R und R' parallelen Oberflächen begrenzt ist, und
zwar darf die Entfernung dieser beiden Oberflächen die Grosse des
Radius der molekularen Wirkungssphäre nicht überschreiten.
Dies Volumen kann aber gegenüber dem Volumen von R und

R' vernachlässigt werden, und, wenn wir annehmen, dass die Zahl
der Moleküle in einem Medium dem Volumen desselben proportional
ist, so werden die Moleküle eines jeden der Volumina R und R',
welche auf die Moleküle des anderen Volumens wirken können,
ihrer Zahl nach gegen die Moleküle zu vernachlässigen sein, welche
sich in R und R' befinden. Somit kann auch das Potential, das von
der Wirkung der Moleküle im Volumen R auf diejenigen im Vo
lumen R' herrührt, gegenüber V und V vernachlässigt werden, und
wir erhalten

U' = V + V.

Diese Ueberlegung behält auch dann noch ihre Gültigkeit,
wenn man das elastische Medium in eine unendlich grosse Anzahl
unendlich kleiner Theile zerlegt, vorausgesetzt, dass die Dimen
sionen dieser Theile unendlich gross bleiben im Verhältniss zur
molekularen Wirkungssphäre; dies wird aber immer möglich sein,
da der Radius dieser Wirkungssphäre, absolut genommen, unendlich
klein ist. Bezeichnen wir mit d- eines dieser Elementarvolumina,
mit Wrfr das Potential, das von der gegenseitigen Wirkung der
Moleküle im Innern dieses Elements herrührt, dann wird das Poten
tial der inneren Kräfte des gesammten Volumens

(16) U'

13. Wir können nun W nach wachsenden Potenzen der f ent
wickeln und erhalten, wenn wir die Glieder der dritten und der
höheren Potenzen vernachlässigen:

W = W„ + W, + W2.

Das konstante Glied W0 dürfen wir Null setzen; dann liefert
uns die Gleichung (16)
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(17) IV

(18) U,'

Die Kräftefunktion U, welche in die Bewegungsgleichungen
eingeht, wird nun unter Berücksichtigung der Gleichung (7)

(19) U = U," 4- jW, dt.
Nun können wir die Funktion W auch nach wachsenden Po

tenzen von Q entwickeln, wie wir es mit der Funktion U' gethan
hatten, und setzen, der Formel (15) entsprechend:

V eF l v SJF V 82F
W2 = 2i 8E <?2+ 2 2l -0R2 <?•'+ 2 -0R8R.- pi 9i ;

hierbei erstrecken sich die Summationen nur auf die Moleküle des
Elements d-c.

Da die Grosse ql linear und homogen in Bezug auf die Grossen
D?, Dij, DC ist, und q, homogen und von der zweiten Potenz in
Bezug auf dieselben Grossen, so folgt daraus, dass W2 eine homo
gene Funktion zweiten Grades von Df, Dy, DC ist.
14. Neue Hypothesen. — Weiter nehmen wir an, dass die Ver

schiebungen f, ij, C kontinuirliche Funktionen der Koordinaten x, y, z

sind, welche die Gleichgewichtslage der Moleküle bestimmen, und
dass das Gleiche auch für ihre Differentialquotienten gilt. Diese
Annahme ist berechtigt, denn wenn die relative Verschiebung zweier
benachbarten Moleküle nicht sehr klein wäre, so würden dabei sehr
beträchtliche elastische Reaktionen auftreten, in Folge deren ein
solcher Zustand nicht dauernd bestehen könnte.
Unter der oben gemachten Annahme können wir nun die Funk

tionen f, iJ, £ nach wachsenden Potenzen der Grossen x, y, z ent
wickeln, und erhalten

Die Grossen DT, Dy, Dz bezeichnen die Zuwachse der Koordi
naten, wenn man von einem Moleküle zu einem benachbarten
Molekül übergeht, sie sind also von der Grossenordnung des Radius
der molekularen Wirkungssphäre; die Quadrate dieser Grossen wer
den daher unendlich klein sein, so dass man sie im Allgemeinen
vernachlässigen kann. Allerdings werden wir sehen, dass dies nicht
in jedem Falle berechtigt ist, und dass namentlich eine der Theorien,
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welche die Dispersion des Lichtes erklären wollen, verlangt, dass man
diese Grossen zweiter Ordnung beibehält. Vernachlässigt man sie
aber, dann sind die Grossen Df, Dij, DC als homogene lineare Funk
tionen von neun partiellen Diiferentialquotienten

8i- 8i- 8S . 8
n
_

~ox

'

8
y :

3~-

'

8x
'

gegeben, und wir erhalten

(21)

15. Untersnchnng der Funktion W2. — Wir sahen (§ 13), dass
W2 eine homogene Funktion zweiten Grades der Grossen Df, Di?, DC
ist, es ist also auch eine homogene Funktion zweiten Grades der

St ge
neun partiellen Diiferentialquotienten ,̂ ~

*

. . . . , die wir in der

Folge häufig in der von Lagrange gewählten Form fx', f', f,'....
schreiben werden. Das Quadrat eines Ausdrucks mit neun unabhängi
gen Variabeln besteht aber aus neun quadratischen Gliedern und soviel
Produkten, als die Kombination zweiter Klasse von neun Elementen

9 8

liefert, also
—^—
= 36, und kann also 45 willkürliche Koefficienten

enthalten. Wir wollen nun die Anzahl der Koefficienten bestimmen,
welche in der Funktion W2 wirklich auftreten.

Zu diesem Zwecke fassen wir das erste Glied ^
i

gjy p, der

in (20) entwickelten Funktion in's Auge. Die Glieder mit £x'2, welche

in ^
|

„R p2 vorkommen, können nur von Df2 herrühren, denn weder

DJJ noch DC enthalten £x'. Wir finden also durch Quadrirung der

ersten Gleichung von (21)

und der Koefficient von f,'2 in 2 gR p2 ist somit
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Z -£••='•
Dieselbe Grosse tritt auch noch als Koefficient von yz'2 und C,.'2

auf. Die Koefficienten der Quadrate der neun partiellen Diflerential-
quotienten reduciren sich also auf drei:

W. DP.

Der Koefficient des doppelten Produktes 2 -a
' • -„~ ist

ftr 8
y

Entwickelt man die Quadrate von Dij und DC, so erkennt man leicht,
O p p-- p.

dass bei den Produkten 2 -J^- • „ - ; 2 -a-~
• -r,— dieselbe Grosse alsoj' oy ' ox oy

Koefficient auftritt. Die Koefficienten der neun doppelten Produkte,

28F8RT^2 vorkoInmen, reduciren sich demnach auf die
drei folgenden:

Somit enthält das erste Glied von W2 nur sechs willkürliche
Koefficienten; diese sind Null, wenn mau annimmt, dass der äussere
Druck im Gleichgewichtszustande Null ist, wie wir bereits in § 10
nachgewiesen haben.

16. Die beiden letzten Glieder von W2 sind homogen in Bezug
auf (>t und (>,'. Ersetzt man in dem Ausdrucke für Q

t

e
1 = 2 (Dx Df + 1)y Tln + Dz Df)

Df, DJJ, DC durch ihre Werthe aus (21), so findet man:

(2-',

4 „ - . D,, + . 1,,. + B,- + + , D,

d. h
.

^
1 ist eine lineare und homogene Funktion der sechs Grossen

8L JL*_ ö
i_

a1. j. 8? 8n -u 8
t: 0
f

4. -81
8« ' 8i/

'

~8^

' 8
j

8* ' 8z~ 8</~

' 8* 8^
'
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Die Summe der beiden letzten Glieder von W2 ist also eine

homogene Funktion zweiten Grades dieser sechs Grossen; sie wird
somit nur 21 willkürliche Koefficienten enthalten, und zwar 6 für
die Quadrate und 15 für die doppelten Produkte.

17. Wir sehen also, dass in der Funktion W2 im allgemeinsten
Falle nur 21 4- 6 = 27 willkürliche Koefficienten auftreten würden,
eine Zahl, die sich auf 21 reducirt, wenn der äussere Druck im

Gleichgewichtszustande Null ist.
Unter der Annahme von Centralkräften sahen wir (§ 11), dass

-ö2F^ = o
öR öR'

In diesem Falle verschwindet das dritte Glied der Eutwicke-
lung (20) von W2, und, wenn man im zweiten Gliede q^ durch seinen
der Gleichung (22) entnommeneu Werth ersetzt, so findet man, dass
unter den 21 Koefficienten 6 einander gleich sind. So ist beispiels
weise der

'

Koeff. von «-+ = Koeff. von 2 -- • -•
\8y 8xj ft* &y

KoefT. von 2
*
(

*
+ £) - Koeff. von 2 (£ + |) ( *_ + *. ) .

Die Zahl der willkürlichen Koefficienten reducirt sich in diesem
Falle auf 15.
Fassen wir alles nochmals zusammen, so erhalten wir in dem

Ausdrucke für W2:
1. 27 Koefficienten im allgemeinsten Falle.
2. 21 Koefficienten, wenn der äussere Druck im Gleichgewichts

zustande Null ist und die Kräfte nicht Centralkräfte sind.
3. 21 Koefficienten, wenn die Kräfte Centralkräfte sind und

der äussere Druck im Gleichgewichtszustande von Null verschieden
ist (Hypothese von Cauchy).

4. 15 Koefficienten, wenn die Kräfte Centralkräfte sind und der
äussere Druck im Gleichgewichtszustande Null ist.
Der Werth dieser Koefficienten wird in einem beliebigen Medium

im Allgemeinen von den Schwerpunktskoordinaten des Volumen
elements dr abhängen. Um die Untersuchung zu vereinfachen, be
handeln wir den gewöhnlichsten Fall, und setzen voraus, dass das
Medium homogen sei; dann werden die Koefficienten zu Konstanten.

18. Isotrope Funktionen. — Ein homogenes Medium heisst iso
trop, wenn dasselbe nach allen Richtungen hin identisch ist. Dies
ist z. B. der Fall beim Aether im leeren Raume, bei den gasförmigen



Untersuchung der kleinen Bewegungen in einem elast. Medium. 15

und flüssigen Körpern, bei den amorphen festen Körpern, nicht aber
bei den Krystallen. Aus dieser Definition folgt, dass bei einem iso
tropen Körper jede beliebige Ebene eine Symmetrieebene ist; speciell
sind die Koordinatenebenen solche Symmetrieebenen. Die Be

wegungsgleichungen und somit auch die Funktion W., dürfen sich
also nicht ändern, wenn man an Stelle von x und f bzw. — .r und
- ? setzt, an Stelle von y und y bzw. — y und — t;

, endlich an Stelle
von r und J bzw. — z und — C

. Hierbei müssen wir noch darauf
hinweisen, dass die isotropen Körper nicht die einzigen sind, welche
diese Eigenschaft besitzen, sondern auch alle krystallisirten Körper
mit drei senkrecht auf einander stehenden Symmetrieebenen, d. h.
die Krystalle, welche zu den vier ersten Krystallsystemen gehören.
Bei diesen und bei den isotropen Körpern darf die Punktion W2
keine Glieder enthalten, welche bei einer der drei oben genannten
Substitutionen ihr Vorzeichen wechseln. Es ist nun leicht einzusehen,
dass die Glieder, welche bei einer derartigen Substitution ungeändert
bleiben, in vier Gruppen zerfallen.

1. Die quadratischen Glieder von der Form

2
. Die quadratischen Glieder von der Form (g)-

Q£ Q

3. Die Produkte von der Form -a*- • -a- - •ox Sy
o ^ Q

4. Die Produkte von der Form -£- • -„-'-.
oy ox

Bei den isotropen Körpern und den Krystallen des hexago-
nalen Systems haben alle Glieder ein und derselben Gruppe den
selben Koefticient, denn hier spielen die drei Richtungen der Koor-
dinatenaxe dieselbe Rolle. Wir können also zwei der Axen oder
auch alle drei Axen vertauschen, ohne am Werthe von W2 etwas zu
ändern, mit anderen Worten, W2 muss seinen Werth beibehalten,
wenn man darin beispielsweise x mit y und f mit 15 vertauscht. Soll
das der Fall sein, dann müssen die Grossen

die gleichen Koefficienten besitzen, und daher treten die Glieder
der ersten Gruppe in der Funktion W, in Gestalt der Summe
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auf. Das Gleiche gilt für die Glieder der drei anderen Gruppen,
somit ist die Funktion W2 die Summe aus vier homogenen Poly
nomen zweiten Grades in Bezug auf die neun partiellen Differential
quotienten, welche noch mit numerischen Koefficienten multiplicirt
sind. Diese vier Polynome sind:

19. Wir -haben nun zu untersuchen, ob diese vier unabhän
gigen Polynome auch in dem Falle auftreten werden, dass wir es
mit einem vollständig isotropen Körper zu thun haben; wir werden
zeigen, dass sie sich dann auf drei reduciren, die wir isotrope Poly
nome nennen wollen.
Da bei einem isotropen Körper alle Richtungen identisch sind,

so darf sich der Ausdruck eines isotropen Polynoms nicht ändern,
wenn man eine beliebige Koordinatenänderung vornimmt, bei welcher
der Koordinatenursprung ungeändert bleibt; die Form eines iso
tropen Polynoms muss also von der Wahl der Koordinatenaxen
unabhängig sein.

Flg. 2.

Das Molekül p (Fig. 2) eines isotropen Medium habe die Koor
dinaten x, y, z, ein benachbartes Molekül ,a

'

die Koordinaten
x + Dx, y + Dy, z + Dz. Wenn das Molekül /* aus seiner Gleich
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gewichtslage verschoben worden ist, möge es sich im Punkte ^ mit
den Koordinaten *+f, y + y, ~ + C befinden, während das Molekül
il.' dann zum Punkte /*,' mit den Koordinaten x'+ f+D.r+D?;
y + y + Dy+Dy; z + £ 4- Ds + DC gelangt ist. Wir ziehen nun
durch den Punkt /* die Gerade /J./JL" gleich und parallel /^/V und
verbinden // mit /*". Ferner legen wir durch den Koordinaten
anfangspunkt O eine Gerade OM gleich und parallel /J./JL' und eine
Gerade OP gleich und parallel /*

'

/J.", dann hat der Punkt M die
Koordinaten D.r, Dy, Dz, der Punkt P die Koordinaten Df, DJj, DC.
Bezeichnen wir die Länge der Geraden OP mit l, so haben wir

(23) /z= Ds" + D,2 + DC8,

und da nach Gleichung (21) Df, Di?, DC homogene Funktionen
ersten Grades von Dx, Dy, Dz sind, so ist P eine homogene Funk
tion zweiten Grades von den Koordinaten des Punktes M. In Folge
dessen ist der geometrische Ort der sämmtlichen Punkte M, für
welche die Länge OP konstant bleibt, ein Ellipsoid, dessen Centrum
in O liegt. Da das Medium isotrop sein sollte, so müssen wir immer
dasselbe Ellipsoid finden, welches auch die Richtung der Koordi-
natenaxen sein möge. Die Gleichung des Ellipsoids wird naturge-
mäss von der Wahl der Axen abhängen, aber das Ellipsoid selbst
wird sich nicht ändern, wenn man die drei Koordinatenebenen
ändert. Nun gibt es bekanntlich bei einem im Raume festen Ellipsoid
gewisse Funktionen der Koefficienten der Ellipsoidgleichung, die
unter dem Namen der Invarianten bekannt sind und welche von der
Wahl der Axen nicht abhängen; diese müssen also isotrope Funk
tionen sein. Eine dieser Invarianten ist die Summe aus den Qua
draten der Koefficienten der quadratischen Glieder; um sie zu finden,
ersetzen wir in Gleichung (23) die Grossen D£, Di], DC durch ihre
Werthe (21). Wir erhalten dann zwischen den Koordinaten Dx, Dy, Dz
des Punktes M eine Gleichung, welche gerade die Gleichung unseres
Ellipsoids darstellt, und finden für den Koefficient von D.r2 die
Summe

der Koefficient von D,f wird

*;2+<;°+^.

derjenige von Dz-

s:- + n? + c'z-.

Die Summe dieser drei Koefficienten wird also eine isotrope
Poincare, Das Llchr. 2
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Punktion sein; wir bezeichnen dieselbe, d. h. die Summe aus den
Quadraten der neun partiellen Differentialquotienten, mit

(24) H = ^Ja[2.

20. Um noch andere isotrope Funktionen zu finden, betrachten
wir den Fall, wo die Moleküle /* und p' sich derart verschieben,
dass die Gerade /*/*' immer parallel zu sich selbst bleibt; dann sind
auch die Geraden OP und OM parallel, und wir haben, wenn wir
das Verhältniss ihrer Längen mit a bezeichnen:

Durch Einsetzen dieser Werthe in die Gleichungen (21) des

§ 14 erhalten wir
<,D.r = £; Dx 4- Sy D.'/ 4- f'z Dz

= ,; D* -+• ,,; DI/ + -7
: D.-

= ^ Dr + C
,; Dj + f1 D-'.

Die Elimination von D.r, Dy, Dz aus diesen Gleichungen führt
zur Determinante

t;

= 0.

Aus dieser Gleichung lässt sich a bestimmen. Da diese Grosse
offenbar nicht von der Wahl der Koordinatenaxen abhängt, so sind
die Koefficienten der Gleichung für a Invarianten. Der Koefftcieut
des Gliedes a2 ist

Diese neue isotrope Funktion bezeichnen wir mit « und be

trachten, da sie in der zweiten Potenz in die Funktion von W, ein
geht, ihr Quadrat
(25) »•=(^ + n

;, + ^r-.

2l. Die Funktion e hat eine interessante geometrische Be

deutung.
Der Ausdruck für das Volumen eines im Gleichgewichte be

findlichen Theils des elastischen Medium ist
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In Folge der Deformation des Medium werden die Schwer
punktskoordinaten eines Volumenelements x+ f , y 4- 15, r -4- C, und
das Volumen des betreffenden Theiles erhält den Werth

(<fx + 4c) (dy + rf?) ((h + rfC).

Sind nun in einem Integrale

fc, *)<&< dz
die x, y, z Funktionen dreier neuen Variabeln a, ß, 7-, so wird dies
Integral, wenn man die a, ß, f als neue Variabeln wählt,

hierbei bezeichnet ^r-r
'
„' % die Funktionaldeterminante von .r. w. sJJ («i A y)

nach a, /9
,

;-
. Sonach erhalten wir für das Volumen nach der De

formation den Ausdruck:

D(*,y,a)

Der Werth der Funktionaldeterminante, welcher in diesem
Integral auftritt, ist

*z •>;,

' *z

behält man bei der Entwickelung derselben nur die ersten Potenzen
der Differentialquotienten bei, so findet man

d. h.
'y

e.

Durch Einsetzen dieses Werthes in das Integral für das Vo
lumen nach der Deformation folgt

Ein Volumenelement rf.r dy dz wird also nach der Deformation

(l + **
) dx dy dz; demnach ist w der Koefficient der kubischen Dila

tation des Medium.
2*
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22. Wir kehren nun zu unserer Gleichung für a zurück. Der
Koefficient des Gliedes — a ist

(26) K = f;,;-s;,.; + ,;ci-,;c; + c;fi-l-f;.
Dies ist ein drittes isotropes Polynom, welches sich schreiben

lässt
(f,,) Dfa Q Dfef)
D (x, y)D(y, >)

~
D (z, x)

23. Die drei isotropen Polynome zweiten Grades H, «2, K
sind auch drei unabhängige Polynome; andere können nicht vor
kommen, denn wenn es deren vier gäbe, so würden alle Körper
mit kubischer Symmetrie, für welche die Funktion W2 eine Summe
von vier unabhängigen Polynomen zweiten Grades ist, gleichzeitig
auch isotrop sein. Uebrigens ist bei Körpern mit kubischer Sym
metrie das erste der in W2 auftretenden Polynome (§ 18)

*'2_i- »" + t"x "y '*

kein isotropes Polynom, denn es bleibt bei einer Drehung der
Axen nicht ungeändert, wie man leicht erkennen kann, wenn man
die Axen der x und y in der XY-Ebene um 45° dreht.

24. Ausdruck von W2 bei isotropen Körpern. — Die Funk
tion W2 kann nur die drei isotropen Polynome enthalten, die wir
soeben gefunden haben, und da sie eine homogene Funktion zweiten
Grades von den 9 partiellen Differentialquotienten fx', f ' ..... ist, so
muss sie linear und homogen in Bezug auf die drei isotropen Poly
nome sein, denn diese sind ihrerseits homogen und vom zweiten

Grade in Bezug auf die 9 partiellen Differentialquotienten. W2 wird
sich also in der Form

(27) W, = A K + ^H + ^e2

darstellen lassen.

Wir wollen diesen Ausdruck mit der Entwickelung (20) der
selben Funktion vergleichen. Das erste Glied dieser Entwickelung
und die Gesammtheit der beiden letzten müssen für sich isotrop
sein, denn in einem isotropen Medium muss jede symmetrische
Funktion der gegenseitigen Abstände der Punkte, an welchen sich
die Moleküle vor und nach der Verschiebung befinden, eine isotrope
Funktion sein.

Wir fassen zunächst das erste Glied 2 qR Qt dieses Ausdruckes
in's Auge, und wollen zeigen, dass es gleich dem mit einem kon
stanten Faktor multiplicirten Polynom H ist.
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Wie wir bei der Untersuchung der Funktion W2 (§ 15) sahen,
würde man, wenn im ersten Gliede der Entwickelung dieser Funktion
die Grossen Df, Dij, DC durch ihre in Gleichung (21) gegebenen
Werthe ersetzt werden, für dies Glied ein homogenes Polynom
zweiten Grades der 9 partiellen Differentialquotienten erhalten, wel
ches die Quadrate dieser Differentialquotienten sowie die 9 doppelten

*•}£ s1t
Produkte von der Form — •~ enthielte. Da dies Glied aber eine

ox oy

isotrope Funktion ist, so können diese doppelten Produkte darin
nicht vorkommen, denn sie finden sich nicht in den vier Gruppen
von Gliedern, welche bei Körpern mit kubischer Symmetrie auftreten

(§ 18); das erste Glied von W2 reducirt sich also auf ein Polynom,
das nur die Quadrate der partiellen Differentialquotienten enthält.

Es kann auch nicht « und K enthalten, denn in der Funktion K
kommen die doppelten Produkte von der Form £" yj vor, die sich
nicht mit den in *>2 vorhandenen doppelten Produkten wegheben
können, denn die letzteren haben eine andere Form. Es muss
also sein

25. Die Gesammtheit der beiden letzten Glieder

,82F . .
-, 02FJ-V!

2 A\
in dem Ausdrucke (20) der Funktion W2 ist bei isotr<Jflen Körpern
ebenfalls eine isotrope Funktion, und es ergibt sich aus den Glei
chungen (20), (27) und (28) die Beziehung

! —

2-2 ä 85'

Bei der Untersuchung der Funktion W2 (g 16) wiesen wir nach,
dass im allgemeinen Falle die linke Seite dieser Gleichung eine ho
mogene Funktion zweiten Grades von folgenden sechs Grossen ist:

Ü, v c;?

Die Glieder
fv'2
und 2 f ' yx' können nur vom Quadrat der

Grosse (»¥' + ij,') herrühren, sie müssen also denselben Koefficient
haben. Nun findet sich aber das Glied ?v', nur in der Funktion H,
wo es mit dem Koefficient l behaftet ist, es wird also in die rechte
Seite der Gleichung (29) mit dem Koefficient (f

L — fa) eingehen. Das



22 Untersuchung der kleinen Bewegungen in einem elast. Medium.

Glied 2 ?
'
yx kann nur aus der Funktion K kommen, wo es den

Koefficient — -~- besitzt; der Koefficient, mit welchem es in die

rechte Seite der Gleichung (29) eingeht, wird also — -g- sein. Da

nun die beiden betrachteten Terme auf der linken Seite der Glei

chung (29) denselben Koefficienten besitzen, so muss dies auch auf
der rechten Seite der Fall sein, und wir erhalten daher:

(30) ^_/Bl = _-J-.
26. Setzt man voraus, dass der äussere Druck im Gleichge-

o-p
wichtszustande Null sei, so verschwindet das Glied V e, der Ent

wickelung von W2 (§ 15) ; demnach ist /*1 = Null, und die obige
Beziehung wird

(31) ft=- A -

Es bleiben dann also nur zwei willkürliche Koefficienten in
der Funktion W2.
Unter der Annahme von Centralkräften ist das Glied

Null (vgl. § 17), und die linke Seite der Gleichung (29) reducirt
sich auf

x-y 82Fe22 «. 3K2 y
'

Nun sahen wir, dass, wenn man qf durch seinen aus Gleichung

(22) folgenden 'VVerth ersetzt, der Koefficient von [-£ 4.
n
j gieicn

Q-, p
dem Koefficient von 2 * • * ist. Demnach muss auf der linken

Seite der Gleichung (29) der Koefficient von ?
'' gleich demjenigen

von 2 f1
,'
7
, ' sein, und dasselbe muss für die rechte Seite dieser

Gleichung gelten. Nun hat hier das Glied fy'2 den Koefficient

(p •— jn,) ; da nun das Glied 2 £
x
'
y
' in &2 mit dem Koefficient l

und in K mit dem Koefficient - behaftet ist, so tritt es auf der

rechten Seite von (29) mit dem Koefficient (v + ~^\ auf; wir haben

somit die Gleichung
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Ersetzen wir darin /* — /*1 durch seinen aus Gleichung (30)
folgenden Werth, so erhalten wir

(32) A + i- = 0 :

somit ist die Zahl der willkürlichen Koefficienten auf zwei reducirt.
27. Fassen wir nochmals alles zusammen, so finden wir: Die

Funktion W2 der inneren Kräfte, welche bei der Deformation eines
isotropen Medium auftreten, ist eine homogene Funktion zweiten
Grades der 9 Differentialquotienten der Grossen ?, und enthält höch
stens drei willkürliche Koefficienten A, p, v. Die Zahl dieser Koef
ficienten kann sich aber in gewissen speciellen Fällen noch ver
ringern, und zwar erhalten wir:

1. Drei willkürliche Koefficienten im allgemeinsten Falle.
2. Zwei Koefficienten, wenn der äussere Druck im Gleichge

wichtszustande Null ist und die Kräfte nicht centrale sind.
3. Zwei Koefficienten, wenn die Kräfte centrale sind und der

äussere Druck im Gleichgewichtszustande von Null verschieden ist

(Annahme von Cauchy).
4. Einen einzigen Koefficienten, wenn die Kräfte centrale sind

und der äussere Druck im Gleichgewichtszustand Null ist, denn in
diesem Falle gelten die Gleichungen (31) und (32) gleichzeitig.

28. Ausdruck von W, als Funktion der partiellen Differen-
tialqnotienten. — Die Funktion Wt ist das Glied ersten Grades in
der Entwickelung der Funktion W nach wachsenden Potenzen der
? (§ 13). Wie die Funktion U', so lässt sich auch diese Funktion
nach wachsenden Potenzen von Q entwickeln, und wir erhalten unter
Berücksichtigung der Gleichungen (12) und (17):

w VaFW, = > „ p, ,
^d ölt * '

wobei sich die Summation lediglich auf die Moleküle des Volumen-
elements d- erstreckt. Ersetzt man Ql durch seinen aus Gleichung

(;!2) folgenden Werth, so findet man
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Dies ist also eine homogene Funktion ersten Grades der 9
partiellen Differentialquotienten .

29. Aeussere Drucke. — Bewegungsgleichungen. — Wir fassen
eine geschlossene Oberfläche S in's Auge (Fig. 1) , welche das elastische
Medinm in zwei Theile zerlegt, den einen, R, innerhalb der Ober
fläche, den anderen, R', ausserhalb derselben. Die verschiedeneu
Moleküle von R' wirken auf' die Moleküle von R, aber, da der
Radius der molekularen Wirkungssphäre nur sehr klein ist, so unter
liegen nur die der Oberfläche von R benachbarten Moleküle den
Wirkungen der Moleküle in R'.
Diese Wirkungen lassen sich durch ein System von Kräften

ersetzen, welche an den Elementen du) der Oberfläche S angreifen,

und die im Allgemeinen schräg gegen das betreffende Element ge
richtet sind. Wir bezeichnen die Komponenten des äusseren Druckes
auf das Element dm nach den drei Koordinatenaxen mit

Pxdta; Pydia; Pzrfw,

dies sind äussere Kräfte für das System, wenn man nur das von der
Oberfläche begrenzte Volumen R betrachtet. Die Anwendung des
Princips von d'Alembert und des Princips der virtuellen Ge
schwindigkeiten wird uns gestatten, die Werthe der Druckkompo
nenten zu bestimmen, und wird uns gleichzeitig auch eine neue
Form der Bewegungsgleichungen liefern.
Bezeichnet q die Dichte eines Volumenelements d-c (in Zukunft

soll der Buchstabe Q ausschliesslich diese Bedeutung besitzen), so ist

die Masse des Elements qd-c, und die drei Komponenten der Träg
heitskräfte, welche auf dies Element wirken müssen, damit es sich
nach dem d'Alembert'schen Princip im Gleichgewichte befindet,
sind

Wenn alle Volumenelemente von R unter der Einwirkung
der bewegenden Kräfte und der Trägheitskräfte in Ruhe sind, so
kann man auf dies Volumen das Princip von den virtuellen Ge

schwindigkeiten anwenden: In einem im Gleichgewichte befindlichen System
ist die Summe der virtuellen Arbeiten Null. Bezeichnet man mit U die
Kräftefunktion der sämmtlichen auf R wirkenden inneren und äus
seren Kräfte, dann ist die Summe der virtuellen Arbeiten dieser
Kräfte oll; nennt man ferner of, 3^, 3; die Projektionen der vir
tuellen VeiTückung eines Elements rfr, so wird die virtuelle Arbeit
der Trägheitskraft
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Die Summe der Arbeiten sämmtlicher Trägheitskräfte wird
also sein

und nach dem Princip von den virtuellen Geschwindigkeiten erhält
man:

(33) <KI -

welches auch die of, 015, oC sein mögen.
Nach Gleichung (19) ist

und zwar bedeutet <?U" die Summe der virtuellen Arbeiten der äus-
seren Kräfte, mit anderen Worten , der oben deflnirten Drucke ; wir
haben also:

rfU" = j' d,a (Pxrff + pyj, + p. jf) ,

wobei sich das Integral über die ganze Oberfläche erstreckt. Nimmt
man an, dass die Komponenten oy und BZ der Verschiebung Null
sind, dann rcducirt sich die virtuelle Arbeit der äusseren Kräfte auf

Die auf die inneren Kräfte bezügliche Funktion W ist eine
Funktion der 9 partiellen Diff'erentialquotienten der f. In Folge
der virtuellen Verrückung des Systems ändert sich im Allgemeinen
jeder dieser Differentialquotienten, aber in dem speciellen Falle, wo

3
i5= oC=0, sind die einzigen Derivirten, deren Werth sich ändert,

fj.', ?,
,' ?,'• Demnach ist

rw 8W K' -i. 8W r-' -L. 8W t 'S 8W r*-- -

Sc g

Nun ist ÄC^.', d. h. o -q*- , gleich -g— o?, somit wird der Aus

druck für

dW=~ ">V 3
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Wir haben demnach

Führt man diesen Werth in Gleichung (33) ein und setzt dabei
in dem Gliede, das sich auf die Arbeit der Trägheitskräfte bezieht,
&j = oC=0, so erhält man:

r *, Px « + f
rf,2 ST i * - f

e/ e/ t/

30. Diesen Ausdruck, der neben o* auch noch dessen DiÖ'e-
rentialquotient nach .T enthält, müssen wir nun umformen. Zu diesem
Zwecke wenden wir den folgenden Satz an, der gewöhnlich zum
Beweise des Green'schen Theorems in der Potentialtheorie dient.
Bedeutet F eine Funktion der Koordinaten x, y, z eines Punktes,

und a den cos. des Winkels zwischen der Normalen eines Elements
dm einer geschlossenen Oberfläche S und der X-Axe, so ist das In
tegral von F a du, , ausgedehnt über alle Elemente der Oberfläche S,

gleich dem Integral von g
-- dx, ausgedehnt über alle Volumenele-

mente dr des von der Oberfläche S begrenzten Volumens R.
8W

Setzen wir nun F=oe ,-<??, so erhalten wir

i
8W

Q
^
<J'Jdl + \ --r.-. .-— </J0£ J SSf 8.)'

und entsprechend

r ÖW f Bf7 r ew e <»? .
] „ , <lS ß da)

=
J
—-~— </£dr +

J -„y,-
—- di

• 8
SW

l 8W „ \ 8S, ( 8W 8 <f$ .
\ „ tff Y dta = | f, - - t)1£<lr + \ . ,- x— rfr.J 8fz J oz J 8f, 8^

Durch gliedweise Addition dieser drei Gleichungen folgt:

f „. , X? öW (' .., , V 8'^ . T , V 8W;
rfa, «

* w V 8W 8rff—g^- + } rfr 2, 87T -g-"
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oder:

f 'V ew e di f y aw f . ,J ^2. Bfj -gr = J Jfrf.ö i « %;- - J JS rfr
„ aw

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber gerade das Glied der
Gleichung (34), welches den Differentialquotient von rJf enthält; er
setzen wir dasselbe durch den gefundenen Werth, so erhalten wir:

oder, wenn man die Oberflächen- und die Volumenintegrale zu-
sammenfasst:

SW

Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Werth von S£, daher
müssen die Koefficienten von of du und <5f d-c Null sein ; wir erhalten
somit

(35) P-— 2«lr
und
,„/. 82f y 8 8W
(öb>

—
S x.i = ^_

31. Die erste dieser Gleichungen liefert den Werth der X-Kom-
ponente des Druckes; setzen wir

_öW:—P - _ 8w ÖW—P
"es;

~ '"
es; '"' äs; -'

so wird der Ausdruck für diese Komponente

Die Grosse PZJ. in diesem Ausdrucke lässt sich aber schreiben

_ öW _=ÖW 8W,

Nun ist W, eine homogene lineare Funktion der partiellen
Differentialquotienten, W2 eine Funktion zweiten Grades derselben
Grossen, somit ist das erste Glied von Pff eine Konstante und das
zweite Glied eine Funktion ersten Grades der partiellen Derivirten:
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Befindet sich das Medium in seiner Gleichgewichtslage, so sind die
Grossen f Null, und, da Null den Minimalwerth für diese Grossen
darstellt, so sind auch ihre Differentialquotienten f/, f'.... Null;
demnach verschwindet das zweite Glied von P^ , und der Werth
von PIx für die Gleichgewichtslage wird:

Nach dem Werthe, den wir in § 28 für Wl fanden, ist

Entsprechend würde man für die Gleichgewichtslage des Systems
finden

diese Ausdrücke zeigen, dass, wenn die sechs Grossen

»l
8RJ21-v,

Null sind, auch der äussere Druck im Gleichgewichtszustande Null
sein muss. Dies ist gerade das Reciproke der Eigenschaft, welche
wir in § 10 nachwiesen.

32. Wir wollen nun die Gleichung (36) in's Auge fassen, welche
eine der Bewegungsgleichungen darstellt. Ersetzt man darin W durch
W, + W2, so wird dieselbe:

S-8Wi- 0-aw.2

-*-&'== 2 -—aF~ + 2 -—&— ;

hierin ist W, linear und homogen in Bezug auf die partiellen Dif

ferentialquotienten, somit ist -gi—
L eine Konstante; der Differential

quotient dieser Grosse nach x ist also Null, und das erste Glied auf
der rechten Seite der Gleichung verschwindet. Die Bewegungs

gleichungen reduciren sich somit auf:
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aw,,

33. Bewegungggleichungen für isotrope Körper. — Bei iso
tropen Körpern ist die Funktion W2 gegeben durch die Gleichung

(27) des § 24
W, = AK + ,«H 4- v&2.

Setzt man diesen Ausdruck in die Bewegungsgleichungen ein,

so wird die erste derselben:

„_8K_ „ 8H 0«^
' '

Wir wollen nun den Werth eines jeden Gliedes auf der rechten
Seite bestimmen.

Aus dem durch die Gleichung (26) des § 22 gegebenen Werthe
von K erhalten wir:

8K , ., 81^ , eK _
es,— '»' 8c;~ 8p/= ^*

und somit wird:

8
8K

8
8K 8K

öJ 8»r So öj ö* ' 8w 9x öl/
'

8* öJ ö^

Durch Addition dieser drei Gleichungen ergibt sich

„8K
" «t -

2** -,,--ftr °!

der Koefficient von ^ verschwindet also aus den Bewegungs

gleichungen, aber er würde in dem Ausdruck für den Werth der
Drucke bei isotropen Körpern wieder auftreten.
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Nach Gleichung (24) ist der Werth von H gegeben durch

H = 2 f;2;

hieraus erhalten wir:

8H=2

9 at '

8.r

8H

^L

8H_
~Pie"'~— *-• '

„ 8H
0-5. -

und

„ 8H
8flC'

Schliesslich bestimmen wir noch den Werth des Gliedes, wel
ches 9 enthält; wir finden nach (25)

ö/,;'

8W

und somit

8y

„ 8«2

Demnach werden die Bewegungsgleichungen

(38)

8«
8*

W,

Dieselben enthalten zwei willkürliche Koefn'cienten, welche sich
in dem Falle auf eine einzige reduciren, wo die Kräfte centrale sind
und der äussere Druck im Gleichgewichtszustande Null ist Wir
sahen nämlich in § 27, dass dann gilt:
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und somit

34. Longitudinal- und Transversalbewegungen. — Wir wollen
nun nachweisen, dass man die Bewegung eines Moleküls in einem
isotropen Medium so auffassen darf, als entstehe dieselbe durch das
Zusammenwirken zweier Bewegungen, die wir transversale und longi-
tudinale nennen wollen; diese Bezeichnungsweise werden wir später
rechtfertigen.
Wir differentiiren die erste der Gleichungen (38) nach .r, die

zweite nach y, die dritte nach z und addiren dieselben; dann er

halten wir

f'~
+
~W 8C l

= 2 *" r 8.1-+ 8y
+ '

I82* W 02«\+ 2 i- l .H 1 1 •

\d^'~ cil* GZ2 i

Nun ist nach Gleichung (25)

demnach

und

Somit lässt sich die obige Gleichung schreiben:

r)2«

-ee«, =20, + -) je'

dieser DifiFerentialgleichung muss also die Funktion # genügen.
Nehmen wir an, dass zur Zeit t = 0 sowohl die Funktion 9 selbst
wie ihr Differentialquotient nach der Zeit Null sind, so zeigt die
obige Gleichung, dass dies auch für den zweiten Differentialquotient
der Fall sein muss. Durch Differentiation dieser Gleichung würden
wir eine neue Gleichung erhalten, aus der wir wiederum den Schluss
ziehen könnten, dass auch der dritte Differentialquotient von 9 nach

der Zeit Null sein muss; ebenso würden wir auch für die übrigen
Differentialquotienten den Werth Null finden, und somit muss die
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Funktion 9 selbst identisch gleich Null sein. Die kleinen Bewegungen,
für welche die Funktion S Null ist, sind es nun, die wir als trans
versale bezeichnet haben.

35. Wir betrachten ferner die Grossen

- _ _ _ _ -"
~-8* dy

; =
Bf W' ~

8
,j W

und suchen die Differentialgleichung auf, welche sie verbindet. Zu
diesem Zwecke differentiiren wir die zweite der Gleichungen (38)
nach z, die dritte nach y und subtrahiren dieselben von einander,

dann erhalten wir

P

. , , , -,

< l-fcr
' '

-8/r j
= * ." l

J W ~
oder

82u -,

Auf analoge Weise gelangen wir zu den beiden entsprechen
den Gleichungen

Sind auch hier für t= 0 sowohl die Grossen «, r, w als auch deren
Differentialquotienten erster Ordnung Null, so gilt dasselbe, wie die
vorhergehenden Gleichungen zeigen, auch für die zweiten Ditt'eren-
tialquotienten. Durch Differentiation dieser Gleichungen würde man
wieder neue Gleichungen erhalten, vermittels deren sich nachweisen
liesse, dass für t = 0 auch die dritten Differentialquotienten Null
sein müssen u. s. f. Somit sind die Funktionen u, v, w identisch
gleich Null. Die Bewegungen, für welche dies der Fall ist, heissen
longitudinale.

86. In den drei identischen Gleichungen

Sn 8
C — ft 8t ö£ _ n 8'i 8
n _
Sz '8

y ~
8x
~
fc
~

8
y '8r

~

haben wir die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen da
für, dass die Grosse
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ein vollständiges Differential darstellt. Wir können also im Falle
der Longitudinalbewegungen setzen

£ dx + t; dy + f rfz = d<f ,
und haben somit

,._ 8y - 8f ..— öT~
8x
; '' ~

8y
; •

'

37. Nunmehr fassen wir eine Verschiebung f, ij, C in's Auge.
Zum Beweise dafür, dass sich die Bewegung der Moleküle als Resul-
tante einer Transversal- und einer Longitudinalbewegung auffassen
lässt, haben wir zu zeigen, dass

worin f,, ft, Ci sich auf eine transversale, l}, ij2, C2 auf eine longi-
tudinale Bewegung beziehen. Nach dem Vorangehenden ist nun

und somit

wobei £1 , yi , Ci der Differentialgleichung der Transversalbewegungen

0!i , 8ft , % _ n
•
-̂-1~ Q i n

- - "
C.C O!/ Or

genügen.
Differentiiren wir die Gleichungen für ?, ij, C bezw. nach

x, y, : und addiren dieselben, so folgt

S
*

, S
i
, % _ es. , e-?, St, av , asv- , sv

8x
~*~

8
y ~*~8z

~
ar S

y e - 8.r-
~*~
8y2 %#

'

diese Gleichung reducirt sich nach unseren Annahmen auf

6 = Jgn.

Nun ist nach der Poisson'schen Gleichung die Summe der
zweiten Differentialquotienten des Potentials in einem Punkte gleich
— 4 n Q , wobei Q die Dichte der anziehenden Materie in dem be
treffenden Punkte bezeichnet; man wird also eine Funktion y er
halten, welche der Gleichung B = A<p genügt, wenn man das Poten-

g

tial einer anziehenden Materie bestimmt, deren Dichte — . ist.

4 n

Eine solche Funktion gibt es stets, und somit lässt sich in der That
die Bewegung eines Moleküls als Superposition einer longitudinalen
und einer transversalen Bewegung auffassen.
Poincare, Das Licht. 3
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38. Gleichungen für die Transversalbewegungen in den iso
tropen Körpern. — Die Gleichungen für die Transversalbewegungen
in den isotropen Körpern erhält man, wenn man in den Gleichungen

(38) #= 0 setzt; dieselben werden somit

(39)

39. Gleichungen für die Longitudinalbewegungen. — Auch
die Gleichungen für die Longitudinalbewegungen nehmen eine ein
fache Gestalt an. Da

Ö
~ *i Q -. Q

'

es oy oz

war, so ist

äF
=
ä72
+
a,

Nun sind u, v, w Null, somit ist

und

9t
8»

8 l8.nl8.*\— &1 8 /8L~\-8tl
\8x) öp' '8: \8x}

=
%?

Setzt man dies in die Gleichung für ein, so erhält man:

fix 8.r2 8i/'* 8z2

und durch Einführung dieses Werthes von o - in die Gleichungen (38)
ergibt sich für die Longitudinalbewegungen

(40)



Kapitel II.

Fortpflanzung einer ebenen Welle.
Interferenz.

40. Specieller Fall: Fortpflanzung in ebenen Wellen. — Wir
wollen nun annehmen, dass die Verschiebungskomponenten ?, ij, C,

welche im Allgemeinen Funktionen von x, y, z und t sind, nur von
r und t abhängen. Fassen wir eine zur Z-Axe senkrechte Ebene
in's Auge, so werden alle in dieser Ebene befindlichen Moleküle zu
derselben Zeit t auch dieselbe Verschiebung erleiden, da alle
Punkte dieser Ebene durch denselben Werth von z charakterisirt
sind. Diese Ebene ist die Wellenebene.

Bei den Transversalbewegungen ist die isotrope Funktion 9
identisch Null; da nun bei der von uns betrachteten Bewegung
?, y, C nicht von x und y abhängen, so haben wir

fc
0 und ??

-

= 0:
df Oy

somit reducirt sich die Bedingungsgleichung 0=0 auf

S—-
Die Verschiebungskomponente C ist also eine Konstante;

nehmen wir an, dieselbe sei Null, so findet die Verschiebung der
Moleküle des elastischen Medium in der Wellenebene statt; dies

rechtfertigt den Namen Transversalbewegungen für die Bewegungen,
welche durch die Gleichung w = 0 charakterisirt sind.
Die Bewegungen, welche wir als longitudinale bezeichneten,

sind durch folgende identische Gleichungen (§ 35) bestimmt:

8
n 8
t

n 8t 8f n 8f 8
,

" = - ; 0=—=0; W=-—°-
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Bei ebenen Wellen reduciren sich diese Bedingungen auf

Q- — 0- 8* — 0
8z
~ ' 0*~

Für denselben Augenblick t haben die Verschiebungskom-

ponenten ? und ij aller Moleküle denselben Werth ; setzen wir ihn

gleich Null, dann findet die Verschiebung der Moleküle in einer
zur Wellenebene senkrechten Geraden statt; aus diesem Grunde
haben wir die den obigen Gleichungen genügenden Bewegungen als
longitudinale bezeichnet.
41. Die Gleichungen für die Transversalbewegungen in den

isotropen Körpern vereinfachen sich im Falle der Fortpflanzung
in ebenen Wellen: da die Grossen ?, 1j, C weder von x noch von
y abhängen, so erhalten wir für die Bewegung eines Moleküls in
der Wellenebene

Setzen wir

V--J-&,
l u

so gehen diese Gleichungen über in

p2t MBPJ — V2 *
df
~
8.--

8-',= 82,

8t- S.-2

Durch Integration der ersten Gleichung erhalten wir

wobei. F und F' willkürliche Funktionen bezeichnen. Die Ver
schiebung ? eines in der Wellenebene gelegenen Moleküls lässt sich
also autfassen als Summe zweier Verschiebungen, von denen die
eine durch die Funktion F (z — Vf) , die andere durch die Funktion
F'(c + V0 gegeben ist.

42. Die Grosse V hat eine sehr einfache geometrische Bedeu
tung. Bezeichnen wir mit h die Entfernung der senkrecht zur
Z-Axe durch zwei Moleküle A und A' gelegten Ebenen, und nennen
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wir z0 die Z-Koordinate des tiefer gelegenen Punktes A, dann er
halten wir für den Punkt A zur Zeit t„ statt (r — Vt) den Werth

*<,- V«„.
Für den Punkt A' wird der Werth dieses Ausdrucks zur Zeit

Dies ist derselbe Werth, wie derjenige, welchen wir im Punkte
A zur Zeit t0 erhielten; somit nimmt die Funktion F (r — Vt) im

Punkte A' den Werth an, den sie im Punkte A zu einer um
'

früheren Zeit hatte. Für einen Beobachter, der sich längs OZ mit
einer Geschwindigkeit V fortbewegt, wird die Funktion F eine Kon
stante sein; dem Beobachter müssen also die verschiedenen Mole

küle, welchen er begegnet, in derselben Lage erscheinen. Somit muss
sich die Bewegung innerhalb der Moleküle mit der gleichen Ge
schwindigkeit V fortgepflanzt haben. Aus diesem Grunde sagt man,
dass F eine Bewegung bedeutet, welche sich mit der Geschwindig
keit V , und F ' eine Bewegung, welche sich mit der Geschwindigkeit
— V fortpflanzt. Die Transversalbewegungen lassen sich also als
Superposition zweier Bewegungen auffassen, welche sich in entgegen
gesetzter Richtung mit, absolut genommen, gleicher Geschwindig
keit fortpflanzen.

43. Setzt man

so gehen die Gleichungen der Longitudinalbewegungen (40) für die
Bewegung längs einer auf der Wellenebene normalen Geraden
über in

8t2"=Vl28*2'

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist

Man kann sich also auch eine Longitudinalbewegung aus dem
Zusammenwirken zweier Bewegungen entstanden denken, welche
sich mit den Geschwindigkeiten + V, und — Vt fortpflanzen.
44. Wenn der äussere Druck im Gleichgewichtszustande Null

ist und die zwischen den Molekülen auftretenden Kräfte centrale
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sind, so hängen die Geschwindigkeiten V und V( von einander ab.
Wie wir nämlich in § 26 sahen , sind unter diesen Bedingungen J,
p. und v durch die Gleichungen

verknüpft. Durch Elimination von ^ erhält man

v = 2 ,«.
Setzt man diesen Werth von v in den Ausdruck für Vt ein,

so folgt
V,2 = 3 V2.

In allen anderen Fällen sind die Geschwindigkeiten V und Vt
unabhängig von einander.

45. Hypothesen über die Eigenschaften des Aethers. — Der
Versuch zeigt, dass die Aetherschwingungen immer transversal ge
richtet sind; um dieser experimentellen Thatsache Rechnung zu
tragen, kann man mehrere Hypothesen aufstellen.
Erste Hypothese. — Man kann annehmen , dass der Aether

sowohl die longitudinalen wie die transversalen Schwingungen fort
zupflanzen vermag, dass aber die ersteren weder auf die Retina des
Auges, noch auf die photographische Platte, noch auch auf die zur
Bestimmung der strahlenden Warme verwendeten Instrumente zu
wirken vermögen. Diese Hypothese steht jedoch im Widerspruch
mit den Experimenten von Fresnel über die Reflexion und Brechung
des Lichts; dieselben zeigen nämlich, dass die lebendige Kraft des
einfallenden Strahles sich vollständig in den reflektirten und ge
brochenen Transversalstrahlen wiederfindet.
46. Zweite Hypothese. — Man kann annehmen, dass 'V, = 0,

d. h., dass nach dem Werthe dieser Grosse

ft
. = - V

ist. Aus § 34 ergibt sich, dass die Differentialgleichung

p2t,

-e*" = 20,
02W

durch Annahme dieser Hypothese übergeht in V),2- = 0. Wenn nun

für t = 0 die Funktion 9 und ihr Differentialquotient g Null sind,

so ist, wie wir bereits in § 34 nachwiesen, die Funktion 9 identisch
d2&

Null : anderenfalls liefert die Bedingung = 0 für 9 den Werth
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Ist a von Null verschieden, dann wird die Funktion 9 mit der
Zeit über jede Grenze hinaus wachsen. Nun stellt aber 9 den Zu
wachs der Volumeneinheit des Medium dar (vgl. § 21). Demnach
könnte ein Volumenelement, welches im Anfang der Zeit beliebig klein
sein mag, im Verlauf einer genügend langen Zeit grosser werden,
als jede gegebene Grosse. Dies ist eine bedenkliche Folgerung aus
dieser Hypothese, man darf derselben jedoch nicht zu viel Gewicht
beilegen, denn wenn der Volumenzuwachs des elastischen Medium
zu gross würde, dann könnten die Grossen f , ij , C auch nicht mehr
als unendlich klein aufgefasst werden, und wir würden unter diesen
Umständen die Bedingungen verlassen, welche wir beim Beginn
dieser Untersuchungen (§ 2) aufgestellt hatten. Die obige Annahme
gestattet die Erklärung aller in der Optik bekannt gewordenen Er
scheinungen; ausserdem führt sie auch auf dieselben Gleichungen,
welche sich aus der elektromagnetischen Lichttheorie ergeben; wir
werden ihr also den Vorzug geben.
47. Dritte Hypothese. — Wir können ferner annehmen, dass

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V, der Longitudinalbewegungen
imaginär ist, d. h. dass

,« + ,'> 0.

Diese Hypothese erklärt die Reflexion und Brechung besser
als die erste, aber sie führt zu der Annahme, dass das Gleichgewicht
des elastischen Medium nicht immer stabil ist. Bei stabilem Gleich
gewichte muss nämlich das zweite Glied U, in der Entwickelung
der Funktion U nach ? negativ oder Null sein. Nun fanden wir
(§ 13)

W,rfr,

und ausserdem ist bei isotropen Körpern (§ 24)

W2 = AK + pH 4- ..«2.

Fassen wir den speciellen Fall in's Auge, dass alle partiellen
Diöerentialquotienten £x', ij/ . . . mit Ausnahme von C.' Null sind,
C.' aber gleich Eins ist, so erhalten wir für die isotropen Funktionen
H, K, 02 die Werthe

K = 0; H = l; H2 = l;

somit ist in diesem Falle

d
.

h
.

eine positive Grosse. Das im Ausdrucke für U2 auftretende
Integral ist also positiv und demnach ist das Gleichgewicht labil.
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Aber bei unserer mangelhaften Kenntniss von der wahren Natur des
Aethers dürfen wir den Einwürfen, welche sich auf die Elasticitäts-
theorie gründen, nicht allzuviel Bedeutung beimessen.
48. Vierte Hypothese. — Schliesslich kann man annehmen,

dass die Aethermoleküle nicht frei, sondern Bedingungen unter
worfen sind, in Folge deren 0= 0 wird. Diese Hypothese kommt
auf die Annahme von der Inkompressibilität des Aethers hinaus, sie
steht somit, sozusagen, im Gegensatze zur zweiten Hypothese, welche
zu der Annahme führte, dass 9 beliebig gross werden könne, mit
anderen Worten, dass der Widerstand des Aethers gegen Kompression
Null sei. Fresnel wandte bald die eine, bald die andere der bei
den Hypothesen an, denn bei seinen Rechnungen setzt er, — oft
nur implicite — einmal voraus, dass dieser Widerstand gegen Kom
pression Null, ein anderes Mal, dass derselbe unendlich gross sei.

49. Bewegungsgleichnngen des Aethers. — Wir wollen die
zweite Hypothese annehmen, nach welcher p 4- v = 0 ist, und setzen
also

/-~2T

wobei V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes bedeutet.
Dann haben wir

führen wir diese Werthe in die Bewegungsgleichungen für ein iso
tropes Medium (38) ein, so erhalten wir

(!) -*»— , t"'i — ty
j

Diese Gleichungen lassen sich noch in eine andere Form
bringen, indem man setzt:

ö
i/ 8£

u= -- — •„- - ;

Oz Oy

es ist nämlich
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— . , _ -nJ
8x 8x-i

+
8y- '8z* 8x2 8x8y

8y2 8x 8y 8z2 fix 8z

oder

_ 0« _ 8ir _ 8o
8x 8y 8z

Transformirt man auf dieselbe Weise die Grossen

welche in den beiden letzten Bewegungsgleichungen vorkommen,

so findet man

50. Lösung der Gleichungen für die Transversalbewegungen. —

Die Gleichungen für die Transversalbewegungen erhalten wir, wenn
wir in den Gleichungen (1) 0 = 0 setzen; dieselben werden dann

Wir wollen diesen Gleichungen dadurch zu genügen suchen,
dass wir einführen

hierbei sind A, B, C Konstanten und P ein homogenes Polynom ersten
Grades in Bezug auf die Variabeln x, y, z, t,

P =

Durch Differentiation von ?, y, £ erhalten wir
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1 Ha f 1 -ROI»? n

8y'
= Eße ' W= ß ;

8^
=

8L - Cy f • ** — Cv* e*- *-_
fc
~ y 8* '

8t2
—

Demnach wird

Ersetzt man nun in den Gleichungen (2) d£, Ay, JC und die
zweiten Differentialquotienten von ?, y, £ nach der Zeit durch ihre
Werthe, so erhält man

rf2 = V2 («2 + /j
2 + y2) .

Da die Bewegungen transversal sein sollen, so muss 9= 0 sein.
d. h.

Diese beiden Bedingungsgleichungen müssen die Koefficieuten
a, ß

,

fr, o erfüllen, damit die Ausdrücke für ?, y, C den Bewegungs
gleichungen genügen.

51. Wenn die Grossen A, B, C, «, ß
, f, S reell sind, so wird

dasselbe auch für ?, 1
j, C der Fall sein; ist aber eine dieser Grossen

komplex, dann sind auch ?, y, £ komplex. Da die Bewegungs
gleichungen linear sind in Bezug auf die Differentialquotienten
zweiter Ordnung von f, ij, C, so müssen der reelle und der imaginäre
Theil einer komplexen Losung für sich genommen den Bewegungs
gleichungen genügen; wir erhalten somit zwei Losungen.
In der Optik haben wir es nur mit imaginären Losungen zu

thun, denn die Lichtbewegungen sind immer pendelartige Schwin
gungen und somit periodisch nach der Zeit. Demnach müssen auch

die f , y, C nach der Zeit periodisch sein, und wenn wir sie, wie
oben, durch eine Exponentialgrosse ausdrücken, so muss e
p

für
Werthe, welche sich um eine bestimmte Grosse r unterscheiden,
immer wieder denselben Werth annehmen; wir müssen also haben
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und somit

2w* .
v=- 5
t

o ist also imaginär, o2 somit negativ, und die Gleichung

zeigt, dass auch die Summe a2 + /?2-t- p* negativ sein muss; dies er
fordert aber, dass wenigstens eine der Grossen a , ß , ? imaginär ist.
Haben wir nun die komplexe Losung einer Gleichung ge

funden, so muss der reelle Theil derselben den experimentell er
mittelten Thatsachen genügen. Nun lässt sich der reelle Theil einer
Exponentialfunktion durch einen Kosinus darstellen, wir könnten
also die reellen Losungen für die Differentialgleichungen finden,
wenn wir diejenigen Werthe für die ?, ij, C suchten, welche einen
Kosinus enthalten und die Gleichungen befriedigen. In gewissen
Fällen werden wir auch diesen Weg einschlagen, in anderen da
gegen werden wir uns der imaginären Exponentialfunktionen be
dienen und die reellen Theile derselben als Losung ansehen.

52. Wir fassen jetzt eine zur Ebene

ax + ß y + yz = 0

parallele Ebene in's Auge. Für alle Punkte dieser Ebene hat das
Polynom P in jedem Augenblicke denselben Werth ; demnach werden
die Verschiebungen aller dieser Punkte zu derselben Zeit die gleichen
sein. Entsprechend der Definition in § 40 ist diese Ebene die
Wellenebene.

Zunächst untersuchen wir den Fall, dass die Ebene

a x + ß y + Y ~= 0

reell ist. Wählen wir dieselbe zur X Y-Ebene , dann reducirt sich
ihre Gleichung auf

_-= 0:

somit haben wir in diesem Falle « = /3 = 0 und o2 = V2f, also

ä __2n{y-
V
=
'-Vr

'

Das Produkt VT im Nenner bezeichnen wir mit X ; es stellt die
Wellenlänge dar und bedeutet den vom Lichte während einer
Schwiugungsperiode durchlaufenen Weg.
Ersetzt man in P die Grossen a, ß, 7-, 3 durch ihre Werthe,

so erhält man:
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P ist also eine periodische' Funktion von z und 2; die Periode
für z ist /. Der Werth von ?, welcher der ersten. Bewegungsglei
chung genügt, wird dann

Der Koefficient A kann komplex sein. Bedeutet A0 seinen
Modul, </

,

sein Argument, dann können wir setzen

4 _ A 2>A— A0 e ,

und damit wird der Werth von ?:

Der reelle Theil dieses Ausdruckes gibt die Verschiebung
nach der X-Axe und hat den Werth

Für die Verschiebung nach der Y-Axe erhalten wir ent
sprechend

n= B0 cos f— (~-+ Vt) + f\ •

Wir wollen weiter annehmen , die Ebene ax + ßy + fz sei
komplex; dann lässt sich die Gleichung derselben in die Form

P + iQ bringen. Wählen wir P=0 zur YZ-Ebene, Q = 0 zur
XY-Ebene, dann wird die Gleichung der Wellenebene

a x + i t z = 0.

In diesem Falle liefert die Bedingung 9= 0 die Gleichung

A

welche zeigt, dass das Verhältniss imaginär sein muss. In Folge

o

der Periodicität der Lichtbewegung haben wir
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während die Bedingung ff* = V2 (a2 + ß> + f) die Gleichung

liefert. Hieraus folgt, dass t > a sein muss. Die Losung der ersten
Bewegungsgleichung ist

Der reelle Theil derselben gibt als AVerth für die Verschie
bung nach der X-Axe

f = A„ eax cos [t 9+ .f + —j •

Für die Verschiebungskomponenten nach den beiden anderen

Axen ij und C würden wir analoge Ausdrücke erhalten.
53. Erlöschende Strahlen. — Die Form, welche wir für ? ge

funden haben, unterscheidet sich von derjenigen, welche wir vorher
für eine reelle Welle ermittelten, nur durch den Faktor e"x. Wenn
a negativ ist, so nimmt dieser Faktor mit wachsendem .r sehr rasch
ab; in der Nähe der Ebene ,r = 0 wird die Bewegung merklich sein;
dagegen wird die Amplitude sehr klein, wenn man sich von dieser

Ebene etwas entfernt. Da « ungefähr von der Grossenordnung

ist, so wird die Bewegung schon in einer Entfernung, welche mit

derjenigen einer Wellenlänge vergleichbar ist, ungemein gering.
Eine derartige Bewegung finden wir bei der totalen Reflexion. Wenn
der Winkel, welchen der einfallende Strahl mit der Normalen der
Trennungsfläche bildet, grosser ist als der Grenzwinkel, so ist der
sin. des Brechungswinkels, der sich aus der Formel

sin ;' •
-. = H
sin r

ergibt, imaginär; in diesem Falle ist also sowohl der gebrochene
Strahl als auch die auf demselben senkrecht stehende Wellenebene
imaginär, wir haben daher in dem Medium mit geringerem Bre
chungsexponenten eine Bewegung, die sehr rasch erlischt. Fresncl
versuchte experimentell die Existenz der erloschenden Strahlen
nachzuweisen; zu diesem Zwecke stellte er eine Glasplatte in sehr

geringer Entfernung von einer Oberfläche auf, an welcher eine
totale Reflexion vor sich ging, und erhielt in der That helle und
dunkele Streifen.
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Bei der Untersuchung der Longitudinalbewegungen fand
Cauchy erloschende Bewegungen, doch konnte deren Vorhanden
sein nicht experimentell nachgewiesen werden. Wir wollen an
nehmen, dass die Verschiebungen ? und y, welche für alle Punkte
einer ebenen Welle dieselben sind, Null seien, und wollen der
Gleichung für C

dadurch zu genügen suchen, dass wir setzen:

Durch Einführen der zweiten Differentialquotienten nach r und
t in die Differentialgleichung erhalten wir die Bedingung

Da die Grosse o in Folge der Periodicität der Schwingungsbe-
wegung imaginär sein muss, so ist ihr Quadrat negativ. Cauchy
hatte die Annahme gemacht, dass (/*+«)>0; dann ist V,2«) und
f reell ; somit wird die Exponentialfunktion, welche der Bewegungs
gleichung genügt,

Der reelle Theil derselben ist

, vs 2 n t
f=C0e7 cos -- •

Nehmen wir r<Q an, so wird die Amplitude der Schwingungs
bewegung sehr rasch abnehmen, wenn man sich in der Richtung
der positiven r von der Ebene r = 0 entfernt; wir haben es also mit
einem erloschenden Strahl zu thun.

54. Bahn der Aethermoleküle bei den Transversalbewe-
gnngen. — Setzen wir

~Y (z + V<) + -r
= u. ; ,fl-T = «,

so gehen die Ausdrücke

l = A„ cos j^ (z + V«) + -A
J
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welche wir für die in der Wellenebene erfolgenden Transversal
verschiebungen eines Moleküls gefunden hatten (vgl. § 52) , über in

f= A0 cos ia

17= B0 coS (i
a 4- «).

Durch Elimination von u) aus diesen beiden Gleichungen finden
wir die Gleichung der Kurve, welche das Molekül beschreibt; wir
erhalten nämlich

cos <u= - *-; sin <o= — 5—'— + .- cotg e.
A„

'

B0 sin e A,

Erheben wir beide Ausdrücke in's Quadrat und addiren sie,
so folgt

Dies ist die Gleichung einer Ellipse; diese Ellipse geht für
9=0 oder =w in eine Gerade über, wie man leicht sieht, wenn
man cos w aus den beiden Gleichungen für f und t) eliminirt, nach
dem man 9=0 gesetzt hat. Je nachdem die Bahn des schwingen
den Moleküls eine Ellipse oder eine Gerade ist, nennt man das
Licht elliptisch oder geradlinig polarisirt.
Die Schwingungsrichtung des Aethers bei geradlinig polari-

sirtem Lichte experimentell zu bestimmen, ist nicht möglich; das

einzige, was sich beobachten lässt, ist die Thatsache, dass die Er
scheinungen von der Lage einer bestimmten Ebene abhängen, welche
man Polarisationsebene genannt hat. Aus Gründen der Symmetrie
müssen die Schwingungen entweder in der Polarisationsebene oder

senkrecht dazu erfolgen. Fresnel nimmt an, dass sie senkrecht
dazu verlaufen, andere Gelehrte (F. E. N e um a n n

) haben die ent

gegengesetzte Hypothese vorgezogen; wir werden späterhin noch aus

führlich auf diesen Punkt zurückkommen.
55. Bemerkung über die Konstanten, welche in deu Be-

wegungsgleichungen auftreten. — Bei der Losung der Gleichungen
für die transversale Bewegung (§ 50) wurden die Grossen Ao, B0, C0,
a, ß

,

?, y, V, A als Konstanten betrachtet. In Wirklichkeit nehmen
die sieben ersten dieser neun Grossen innerhalb einer Sekunde un
endlich viele Werthe an, aber da sie sich viel langsamer ändern als
?, rt, C

,

so darf man sie während der Dauer einer gewissen Anzahl
von Schwingungen als konstant auffassen (dies gilt für mindestens
50000 Schwingungen, deren Schwingungsdauer ungefähr den zehn-
milliardsten Theil einer Sekunde beträgt). Die Fortpflanzungs
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geschwindigkeit V des Lichtes ist für ein homogenes Medium eine
absolute Konstante, dasselbe gilt bei monochromatischem Lichte für L
Man könnte auch annehmen, dass sich A auf irgend eine Weise beim
weissen Lichte ändert oder mit anderen Worten, dass das weisse
Licht durch die Superposition einer grossen Anzahl von monochroma
tischen Lichtarten gebildet wird. Da wir jedoch im Verlaufe unserer
Betrachtungen immer nur monochromatisches Licht berücksichtigen
werden, so dürfen wir auch bei unseren Rechnungen A als Konstante
betrachten. Wollte man dann den Werth der Verschiebungen eines
Moleküls für weisses Licht finden, so würde man nur die Summe
aus einer grossen Anzahl von Verschiebungen zu bilden haben, wobei
für jede derselben A als Konstante aufzufassen wäre.
56. Intensität des Lichts. — Die Intensität einer Lichtschwin-

gung definirt man als eine Grosse, welche der lebendigen Kraft des
in Bewegung befindlichen Moleküls proportional ist. Da diese leben
dige Kraft als Funktion der Zeit sich sehr rasch ändert, so ist die
Annahme gestattet, dass die messbare Intensität, d. h. diejenige In
tensität, welche auf unsere Sinne wirkt, dem Mittelwerthe dieser
Funktion proportional ist.
Die lebendige Kraft des in Bewegung befindlichen Moleküls

ist in einem bestimmten Augenblicke gegeben durch

Nun sahen wir (§ 54), dass bei der Fortpflanzung des Lichtes
durch reelle Wellen — dem einzigen Falle, der bei experimentellen
Untersuchungen in Betracht kommt, — die Verschiebungskompo
nenten eines Moleküls dargestellt werden durch

£ = A„ cos tu ; t]= B0 cos (M + H) ,
wobei

Differentiiren wir ? und ij nach t und betrachten AQ, B0 und
als Konstanten, so erhalten wir

0f 2 nV 8n 2nV
-fr
= — A„ —-— sm <o; gy-

== — B0 —£~-
s

Da nun sin.r = — cos lx+ g
-j , so sind ^ und -g
^
-

bis auf

den konstanten Faktor
~
gleich ; und r, , wenn man in den Aus
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drücken für diese letzteren Werthe <o um -„• vermehrt. Dies kommt

aber, in Folge des Werthes von m, auf dasselbe hinaus, als ob man

t um
-^y oder um -r- wachsen lässt. Demnach sind die Werthe von

-£
- und

-gy-
zur Zeit l proportional den Werthen von ; und y zur

Zeit t •+- -£ , und die lebendige Kraft eines Moleküls zur Zeit *

wird der Summe aus den Quadraten der Werthe ? und iJ zur Zeit

t+ -*• proportional sein. Wenn man aber t mit (t+ I) vertauscht,
so ändert sich deshalb der Mittelwerth der lebendigen Kraft noch
nicht , die letztere wird also dem Mittelwerthe von ?2 + rf propor
tional sein. Wir dürfen somit als Werth für die Lichtintensität eine
dem Mittelwerthe von ?2 + rf proportionale Grosse wählen.
57. Interferenz des nicht polarisirten Lichtes. — Es sei P ein

Punkt des Raumes, zu welchem Licht aus einer in der Entfernung z

befindlichen Lichtquelle gelangt; dann haben wir für die Verschie
bungskomponenten des in P befindlichen Aethermoleküls (§ 52) zu
setzen

l= A„ cos - - (z + Vf) + J ; n = B„ cos \~ (: + Vt) 4- Tl l .l * J L '
• J

Setzt man

x

so werden diese Ausdrücke

(1) £ = A0 cos ia ; ti = B„ cos (n
,

+ H
)

.

Wir nehmen nun an, der Punkt P erhalte gleichzeitig Licht
von derselben Wellenlänge, welches entweder aus einer zweiten
Lichtquelle stammt, oder auch aus der ursprünglichen, nur möge
dasselbe in diesem Falle einen anderen Weg zurückgelegt haben,
dessen Länge :' ist; dann erhalten wir für die Verschiebungskompo-
nenten nach denselben Axen

(2) fo=VcMJ-r-C*1

Wir führen nun eine neue Grosse t/
) ein, welche man Gang

differenz der Lichtstrahlen im Punkte P nennt und welche deriuirt
ist durch die Gleichung

2^ ^

Poincan'', Da« Licht. 4
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Setzen wir ferner

—
f1 =fi .

so erhalten wir für die Gleichungen (2) die Ausdrücke

f= A„' cos (t
u + t); 1
7 = B„' cos (<
o

+ S + f ,).

Die Verschiebung des Moleküls P
,

welche von den beiden Be

wegungen herrührt, hat die Komponenten

(3) S = Ao cos i» + Ao' cos (ia + 0

V= B0 cos (» + ») + B„' cos (ia + » + {,)•

58. Um die Lichtintensität im Punkte P zu erhalten , suchen
wir den Mittelwerth von f2 + rf. Nun ist

f2= A02 cos2 u, 4- A0'2 cos2 (<
o

-+- f) + 2 Ao A„' cos u, cos (u, + t)

Während der Dauer einer Schwingung darf man Ao, y und </,',
somit auch t als konstant betrachten ; dagegen nimmt m alle Werthe
zwischen 0 und 2 n an. Wir erhalten also für den Mittelwerth von

f2 während der Dauer einer Schwingung eine Grosse, welche dem
zwischen den Grenzen 0 und 2x genommenen Integrale über ?2 pro

portional ist. Bezeichnen wir den Mittelwerth einer Grosse dadurch,
dass wir die betreffende Grosse in eckige Klammern einschliessen,
so finden wir

T l f2™ A22 coS 2 u, l = — Ao2 l coS2 ladia = -

'

J •

Jo

i l r2"
'(",4-f)J=2-A„'2 |

cos

C'"

[2 A„ A0'
cos tu cos (ia + f) T = s — 2 A„ A,' \ cos tu cos (o, + 1

) diaJ 2n

i r271= n— Ao Ao' \ (cos (2ia 4- 1) + cos t) d1a= Ao Ao' cos f ,

0

somit

271
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[
Entsprechend würden wir für den Mittelwerth von ^ während

der Dauer einer Schwingung finden

[,]=
Wir bestimmen nunmehr den Mittelwerth dieser Grossen wäh

rend der Zeiteinheit einer Sekunde. In diesem Falle müssen die
Grossen A„, Ao', B0, B0' als Variabele betrachtet werden, ebenso die
Grossen y und y', und da diese letzteren während der Zeiteinheit
unendlich viele verschiedene Werthe annehmen, so ist dasselbe im
Allgemeinen auch für die Grosse e der Fall. Somit wird cos * alle
Werthe zwischen ± l annehmen, der Mittelwerth von cos t während
der Zeiteinheit wird also Null sein und damit reducirt sich der

[A
2 A, '2T

-j
-

•+-^- l ; aus
dem gleichen Grunde wird der Mittelwerth von ij2 während einer

[B
2 B '2T

-g- + -|- l sein. Abgesehen von gewissen Ausnahmefällen
wird also die Intensität in P nicht von der Lage dieses Punktes ab
hängen und sich auf die arithmetische Summe aus den Intensitäten
reduciren, welche von jedem der beiden komponirenden Strahlen
herrühren.

59. Wir wollen mit yü und yn' die Werthe von y und y' in
der Nähe der Lichtquellen bezeichnen, während im Punkte P die
Werthe dieser selben Winkel auch fernerhin y und y

'

sein mögen.
Nun sind diese vier Grossen y, y', y0, y0' Funktionen der Zeit, und
wir haben

Wenn die beiden Strahlen nicht aus der gleichen Lichtquelle
stammen, so liegt kein Grund dafür vor, dass yu = y0' und 9= 9'

ist; die beiden Winkel y und y
'

werden sich also unabhängig von
einander ändern. Daher kann ihre Differenz y — y', und somit auch

t, alle möglichen Werthe annehmen, so dass der Mittelwerth von
cos t Null sein wird; daher werden die beiden Strahlen nicht
mterferiren.

Stammen dagegen beide Strahlen aus derselben Lichtquelle,
so hat man
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t' (0 = v,
('
-
4)
= v

(<
+ ^—)

•

^ ,1

Ist t/) nicht so klein, dass —y~-~ weniger beträgt als etwa den

zehumilliardsten Theil einer Sekunde, so ist kein Grund dafür vor
handen, dass <

p
' =

</,, somit werden aus denselben Gründen wie im

vorhergehenden Falle die Strahlen nicht interferiren1).
Stammen endlich beide Strahlen aus derselben Lichtquelle und

ihre Gangdifferenz t/
' ist klein genug, dass -—^~- unter dem zehn-

milliardsten Theile einer Sekunde liegt, so hat man

<
r=

<
f'

und somit
t = ,/
, + ./
•
' —

<
t = v-

Ebenso können <p, und <p,f als gleich aufgefasst werden, und
wir erhalten t , = iji. Ersetzt man nun in dem Ausdrucke für den
Mittelwerth von ?2 -4- ij2 die Grossen ,« und t , durch ihren Werth t/',
so tritt darin der Mittelwerth von

An A0' cos 0 + B0 B„' cos i/-
auf. Für den betrachteten Punkt P ist nun zwar die Gangdifferenz

V eine Konstante, dagegen ändert sich der Werth von y, wenn man
sich vom Punkte P entfernt; die Lichtinteusität wird also im Punkte

P nicht dieselbe sein, wie in einem benachbarten Punkte, und so
mit erhalten wir Interferenzstreifen.

60. Interferenz des polarisirten Lichtes. — Wir wollen nun
die beiden Strahlen auf zwei Polarisatoren fl und //' fallen lassen,
deren Polarisationsebenen parallel sein mögen. Wählen wir als
YZ-Ebene eine zu den Polarisationsebenen parallele Ebene und
nehmen an, dass die Schwingungen senkrecht dazu gerichtet seien,

dann werden die ^-Komponenten der beiden Lichtstrahlen zerstört,
somit wird die Lichtintensität in einem Punkte P, zu dem die
Strahlen nach ihrem Durchgange durch die Polarisatoren gelangen,
proportional dem Mittelwerthe aus dem Quadrate der Summe der

f-Komponenten. In Folge dessen wird in diesem Falle unter den

') In den letzten Jahren ist es gelungen, mit wirklich monochroma
tischem Lichte selbst bei Gangdifferenzen von mehreren hunderttausend

Wellenlängen noch deutliche Interferenzen zu erzielen; die vom Verf. oben

angenommene Grenze von 50000 Wellenlängen muss demnach wesentlich
erweitert werden. — D. Uebers.
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gleichen Bedingungen Interferenz auftreten, wie beim natür
lichen Lichte.
Weiter wollen wir annehmen, die Polarisatoren // und //' seien

senkrecht zu einander orientirt, somit gilt dies auch für die Polari

sationsebenen der Strahlen, welche die Polarisatoren durchsetzen, und

wir können dieselben zur YZ- und XZ-Ebene wählen. Nun wird
die Komponente y des ersten Strahls beim Durchgang durch den
Polarisator // zerstört, wir haben somit B„= 0, ebenso wird die
Komponente ? des zweiten Strahles durch den Polarisator //' ver
nichtet, demnach ist A„' = 0. Somit kommt in dem Mittelwerthe des
Ausdrucks für die Intensität im Punkte P kein mit cos t behaftetes
Glied vor, da die Koefficienten dieser Glieder Null sind, es findet
also keine Interferenz statt.
Schliesslich lassen wir nun die beiden Strahlen, welche bereits

getrennt die Polarisatoren // und //' passirt hatten, noch durch einen
dritten Polarisator //" gehen. Bei seinem Eintritt in den Polarisator
II" hat der erste Strahl eine Verschiebung nach der X-Axe

der zweite eine solche nach der Y-Axe

n = B„' cos (ia + 0 + fi) ,

oder, wenn man annimmt, dass die Gangdifferenz beider Strahlen

nur sehr gering ist

n = B0' cos (ia + e 4- ,/')•

X
Fig. 2.

Unter dem Einflusse dieser beiden Bewegungen gelangt das
in 0 befindliche Aethermolekül nach dem Punkte M mit den Koor
dinaten f und y (Fig. 3). Nun möge O G die neue Schwingungs-

richtnng beim Austritte aus dem Polarisator //" bezeichnen; dann
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lässt sich die Schwingung O M in zwei Komponenten zerlegen, deren
eine mit O G zusammenfällt, während die darauf senkrechte in Folge
des Durchganges durch //" vernichtet wird; wir erhalten somit

O Q = O M' cos g + M M' sin g = J cos g + y sin g.

Ersetzt man f und r, durch ihre Werthe, so erhält man
0 Q= A„ cos g cos u, + B0' sin g cos (u

,

+ » -t- y,).

Um nun die Lichtintensität in einem Punkte P zu bestimmen,
hat man den Mittelwerth von (Jy2 für eine sehr grosse Anzahl von
Schwingungen zu suchen. Der Mittelwerth dieser Grosse während
einer Schwingung ist

-p- [A„2 cos2 g + B0'2 sin2 g + 2 A0 B0' sin g cos g cos (ö 4- 0)].

Wenn nun das Licht vor dem Eintritte in fl und //' unpola-
risirt war, so kann e

» unendlich viele Werthe annehmen, und in
dem Mittelwerthe des vorangegangenen Ausdruckes verschwindet
das Glied mit aos (t

t + if
,) , es kommt also keine Interferenz zu

Stande.

Ist dagegen das Licht vor seinem Durchgange durch U und //'
geradlinig polarisirt gewesen, dann ist die Grosse » = 0 oder = K.
In diesem Falle wird der Werth des letzten Gliedes, bis auf das
Vorzeichen ,

2 A0 B<l' sin g cos g cos i// .

sein Mittelwerth während einer grossen Anzahl von Schwingungen
wird also cos t/< enthalten und die Strahlen werden interferiren.



Kapitel III.

I>as Princip von Huyghens.

6l. Das Huyghens'sche Princip, auf welchem die Beugungs
theorie beruht, war der Gegenstand zahlreicher Einwürfe; um diese
zu entkräften und die Richtigkeit dieses wichtigen Princips nach
Möglichkeit zu erweisen, werden wir genöthigt sein, uns eingehender
mit diesem Gegenstande zu beschäftigen.
Wir wollen zunächst den Ge

dankengang von Huyghens aus
einandersetzen; zu diesem Zwecke

nehmen wir an, alle Aethermoleküle
seien in Ruhe, und man bringe nur
bei denjenigen eine Erschütterung
hervor, welche sich innerhalb einer
Kugel A (Fig. 4) von sehr kleinem
Radius befinden; sodann überlasse
man die Moleküle sich selbst. Die
den Molekülen in A mitgetheilte Er
schütterung wird sich nun in den
Aether weiter verbreiten; Huyg
hens nimmt an, dass eine kugel
förmige Welle entsteht, und dass
nach Verlauf einer gewissen Zeit t
die einzigen Moleküle, welche in
Bewegung sind, eine unendlich dünne
Schicht auf der Oberfläche einer mit
A koncentrischen Kugel S vom Ra
dius V t einnehmen. Diese Hypo
these läuft auf die Annahme hinaus, dass die Fortpflanzung einer
isolirten Welle möglich sei, und wenn auch der experimentelle Nach
weis dafür niemals gelingen dürfte, so kann man von dieser Ab-
straction in der Theorie doch Gebrauch machen. In diesem Falle
werden nach Verlauf einer Zeit t+t' die einzigen in Bewegung
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befindlichen Moleküle in einer Kugelschicht S ' vom Radius V (t + 1
')

liegen, welche mit S koncentrisch ist. Das Princip von Huyghens
besteht nun in der Annahme, dass die Aetherbewegung in jedem
Punkte dieser Welle S' die Resultante der sämmtlichen Bewegungen
ist, welche alle Elemente derselben Welle in ihrer früheren Lage S,

einzeln für sich genommen, verursachen würden.
Ist dies Princip richtig, dann kann man daraus schliessen, dass

die sämmtlichen in Bewegung befindlichen Moleküle zur Zeit (l+ t"
)

innerhalb der Kugelschicht S' liegen. Nun wird die Partialwelle,
welche bei der Fortpflanzung derjenigen Erschütterung entsteht, die
ein Element B der Kugel S zur Zeit t erlitt, eine Kugel mit dem
Mittelpunkte B und dem Radius W sein; diese Kugel wird also die
Welle S' berühren. Dasselbe ist für die sämmtlichen Partialwellen
der Fall, und man darf daher die Welle S' als Einhüllende der
Partialwellen auffassen, welche von den verschiedenen Punkten von

S ausgehen. Somit ist es klar, dass jenseits der Welle S' eine Be
wegung nicht vorhanden sein kann, dagegen liegt a priori kein
Grund dafür vor, dass dies auch innerhalb der Welle S' der Fall
sein müsse. Im Gegentheil scheint die Begründung dieser Annahme
im ersten Augenblicke schwierig zu sein, denn da die Bewegungen
der auf der Erschütterungskugel gelegenen Moleküle in demselben
Sinne zu verlaufen scheinen, müssten sie auch Bewegungen in der
selben Richtung hervorrufen, die sich nicht gegenseitig vernichten
können. Huyghens suchte diese Anomalie durch die Annahme zu
erklären, dass bei der unendlich geringen. Dicke der Schicht S die
Bewegungen, welche von der Erschütterung der verschiedenen
Elemente dieser Oberfläche herrühren, unendlich klein sein müssen,
und dass sie daher nur auf der Oberfläche S' zu bemerken wären,
wo eine grosse Anzahl dieser Bewegungen zusammenwirkt. Diese
Erklärung kann jedoch vor einer strengen Analyse nicht bestehen.

62. F r e s n e l modificirt in seiner Beugungstheorie das

Huyghens'sche Princip, indem er nicht mehr eine isolirte Welle
betrachtet, sondern vielmehr eine ganze Reihe von Wellen, welche
von Schwingungsbewegungen herrühren. Er spricht dies Princip
folgendermaassen aus: Die Sekumgtmgen einer Lichtwelle in jedem ihrer

Punkte kann man als die Stimme aller einzelnen Elementarbewegungen auf
fassen, welche alle Theile dieser Welle von einer beliebigen früheren Stellung

aus in demselben Augenblicke an diesen Punkt gesendet haben würden. Hierzu
fügt er noch die Anmerkung1): „Ich betrachte immer die Aufein
anderfolge einer unendlich grossen Anzahl von Schwingungen oder

') Oeuvres de Fresnel, Bd. l, S. 293.
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eine allgemeine Schwingung des Fluidum. Denn nur in diesem
Sinne kann man davon sprechen, dass zwei Lichtwellen sich ver
nichten, wenn sie um eine halbe Wellenlänge verschieden sind. Die
Formeln für die Interferenz, welche ich aufgestellt habe, lassen sich
durchaus nicht auf den Fall anwenden, wo es sich um eine isolirte
Schwingung handelt, ein Fall, der übrigens in der Natur auch nicht
vorkommt." — Wenn man, wie Fresnel, auf diese Weise die aufein
anderfolgenden Wellen in's Auge fasst, wobei die Schwingungen der
Moleküle von S bald in der einen, bald in einer anderen Richtung
vor sich gehen, ist es erklärlich, warum zur Zeit (t + f) die ausser-
halb der Oberfläche S' befindlichen Moleküle nicht in Bewegung
begriffen sind. Immerhin ist diese Erklärung keineswegs über jeden
Einwurf erhaben, wie wir im folgenden Paragraphen sehen werden.
Ausserdem lässt auch die — in mathematischer Betrachtungsweise
immerhin mögliche — Fortpflanzung einer isolirten Welle noch eine
Schwierigkeit bestehen, welche beseitigt werden muss.

63. Fresnel's Streit mit Poisson. — Ob man nun eine isolirte
Welle betrachten mag oder eine Reihe von aufeinanderfolgenden
Wellen, immer wird das Huygheus'sche Princip zu der Annahme
nöthigen, dass ausser der Welle S' noch eine andere Welle S" ent
steht, welche die innere Einhüllende für die Elementarwellen S
bildet. Dies ist einer der Einwürfe, welche Poisson in einem an
Fresnel gerichteten Briefe1) erhebt, aus dem wir folgende Stelle
wiedergeben wollen: „Ich möchte Ihnen ausserdem bemerken, dass
in der Ueberlegung, die Sie zu der Formel auf Seite 287 Ihrer Ab
handlung über die Beugung2) geführt hat, kein Grund dafür vor
handen ist, dass der Punkt P (Fig. 5) jenseits der Welle AMF liegen
muss, und dass, wenn er diesseits dieser Welle läge, genau dieselbe

Ueberlegung Sie zu einer ähnlichen Formel für die ihm ertheilte Ge

schwindigkeit führen würde; diese Formel enthielte nur für die Ent

fernung CP an Stelle von (a +6) die Differenz (a— 6
). Aus Ihren

Sätzen würde also folgen, dass die Welle AMF, auch wenn sie voll

') Oeuvres de Fresnel, Bd. 2, S. 209.

2
) Er meint damit die Formel

rfCJ / a*(a + A)\l2 \\ , l a

,,

\ thcos [n- + \ (/- sm »
-

IIJ l «AA /J IJ \

welche die Verschiebungsgeschwindigkeit im Punkte P darstellt und die
Fresnel auf Grund des Huyghens'schen Princips aufstellte (Oeuvres de
Fresnel Bd. /, S. 316); hierbei bedeutet a die Entfernung CM, b die Ent
fernung M P.



58 Das Princip von Huyghens.

ständig ist, sowohl diesseits wie jenseits ihrer Oberfläche Bewegung
hervorrufen müsste, ein Schluss, der genügen würde zum Beweise
dafür, dass in Ihrer Auffassung dieser Frage irgend ein Fehler vor
handen sein muss. Das Entstehen einer neuen Welle diesseits der
von Ihnen betrachteten und die Thatsache, dass diese Bewegung sich
nicht auch nach rückwärts fortpflanzt, lässt sich nur dadurch er
klären, dass ein bestimmtes Verhältniss zwischen den Verdichtungen
und den eigenen Geschwindigkeiten der Moleküle in der gegebenen
Welle besteht, nicht aber durch Interferenz der Elementarwellen,
welche von allen ihren Punkten zu verschiedenen Zeiten ausge
gangen sind."

Flg. 5.

64. Nachdem Fresnel in seiner Erwiderung auf diesen Brief
zunächst andere Einwürfe von Poisson beantwortet hatte, kommt
er schliesslich zur wirklichen Erklärung der Anomalie, welche die
Mathematiker so lange aufgehalten hatte. Er sagt, bei der Bewe
gung eines Moleküls sei zweierlei zu unterscheiden, nämlich die Ge
schwindigkeit, welche das Molekül besitzt, und seine Verschiebung
aus der Gleichgewichtslage; hieraus entständen zwei verschiedene
Wellensysteme.

Bevor wir jedoch jene Stelle aus der Fresnel'schen Er
widerung anführen, müssen wir noch einige Bemerkungen über das
Kosinusgesetz vorausschicken. Zu der Zeit, als dieser wissenschaft
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liehe Streit stattfand, hatte Fresnel bereits seine grosse Entdeckung
gemacht, dass die Lichtschwingungen transversal gerichtet sind, Pois-
son jedoch und die übrigen Mathematiker jener Zeit wollten die
selbe nicht anerkennen. So richtete denn Fresnel, getrieben von
dem Wunsche, die Differenzen zwischen seinen und Poisson's An
sichten zu verringern, und in der Ueberzeugung, dass seine Beugungs
theorie sich auf alle Hypothesen anwenden lasse, seine Ausführungen
so ein, als hätte man es mit Longitudinalschwingungen zu thun.
In Folge dessen kam er durch eine Beweisführung, die auch

aus anderen Gründen keineswegs einwurfsfrei ist, zu der Folge
rung, dass die von einem Punkte B der Welle S (Fig. 6) zu einem
Punkte D der Welle S' übertragene Bewegung dem Kosinus des
von der Richtung DB und der Wellennormale eingeschlossenen
Winkels DBG proportional ist. Dieser Beweis ist in keiner Weise
auf die Transversalbewegungen anwendbar.

Glücklicherweise spielt das Kosinusgesetz in der Fresnel'schen
Theorie keine wesentliche Rolle und darf bei diesem Streite nur als
etwas Nebensächliches betrachtet werden. Die Einwürfe, zu welchen
dies Gesetz Veranlassung gibt, stehen in keiner Beziehung zu
Fresnel's Theorie.

66. Die wichtigste Stelle aus dem Briefe von Fresnel lautet1):
„Sie werden vielleicht gegenüber der Ausführung, die ich soeben
für den Fall einer kleinen Erschütterung gegeben habe, den Ein-
wurf erheben, dass diese Erschütterung auch entgegengesetzt gerich
tete Strahlen gleicher Intensität hervorrufen würde, selbst wenn die

anfängliche Erschütterung von einer sekundären Welle ausginge.
Darauf muss ich, wie ich es bereits gethan, antworten, dass dies

keineswegs eine Folgerung des Princips ist, auf das ich mich stütze.
Ich komme nämlich zu dem Kosinusgesetze, indem ich die beiden

') Oeuvres completes 2, S. 227.
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Wellen getrennt betrachte, deren eine von den Geschwindigkeiten
der im Erschütterungscentrum befindlichen Moleküle herrührt, wäh
rend die andere auf die blossen Verschiebungen der Moleküle zurück
zuführen ist. Falls nun diese beiden Wellenzüge auf das Fluidum
in derselben Richtung wirken, so verstärken sie sich gegenseitig
durch Uebereinanderlagerung, und wenn die Intensitäten an den
verschiedenen Oberflächenpunkten bei beiden Wellen das Kosinus
gesetz befolgen, so wird dies Gesetz auch bei der Welle Gültigkeit
haben, die aus der Vereinigung der beiden Theilwellen entsteht.
Haben die Wellen das Bestreben, die Aethermoleküle in entgegen
gesetzter Richtung zu bewegen, so werden sich die absoluten Ge
schwindigkeiten gegenseitig vermindern und sogar aufheben können,
wenn sie gleiche Grosse besitzen. Dies ist aber der Fall für die
rückläufigen Wellen, wenn das Erschütterungscentrum die specielle
Beschaffenheit der sekundären Wellen besitzt. Fasst man beispiels
weise ein Element einer derartigen Welle in dem Moment in's Auge,
wo die Moleküle nach vorwärts getrieben werden, d. h. in der Fort
pflanzungsrichtung der sekundären Welle, so ist bekanntlich diese
Bewegung von einer Verdichtung, d. h. von einer Annäherung der
Moleküle, begleitet. Wären nun die Moleküle nur verschoben, besässen
aber in demselben Augenblicke keine Geschwindigkeit, so würde aus
ihrer Annäherung eine Expansivkraft entstehen, welche das Flui
dum nach rückwärts wie nach vorwärts treiben und so eine rück
läufige Welle erzeugen würde, ähnlich derjenigen, welche sie nach
vorwärts hervorbringt, nur dass bei beiden die absoluten Geschwin
digkeiten das entgegengesetzte Vorzeichen hätten. Befänden sich
dagegen die Moleküle in dem Momente, wo man die Erschütterung
beobachtet, in ihrer Gleichgewichtslage, und man ertheilte ihnen
in diesem Augenblicke nur die Geschwindigkeiten, welche sie vor
wärts trieben, so würde auch dann eine rückläufige und eine vor
wärts gerichtete Welle entstehen, da die hinteren Moleküle den vor
deren folgen würden , und so fort von Schicht zu Schicht. Die nach
rückwärts verlautende Welle würde auch dieselbe Intensität besitzen,
wie die nach vorwärts gerichtete, und würde die Moleküle des
Fluidum in demselben Sinne verschieben, während die in Folge der
einfachen Verdichtung entstandene rückläufige Welle die Moleküle
im entgegengesetzten Sinne bewegt. Diese beiden Bewegungen

werden sich also bei den rückwärts gerichteten Wellen, welche von
der Verdichtung und von den Geschwindigkeiten der Moleküle her
rühren, gegenseitig verringern, während sie sich bei den beiden
nach vorwärts gerichteten Wellen addiren. Wenn also beide Ur
sachen gleich grosse Wirkungen erzeugen, wie dies speciell bei den
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sekundären Wellen der Fall ist, so werden sich die rückläufigen
Wellen gegenseitig vernichten und die Schwingungen werden sich
nur in der Bewegungsrichtung der sekundären Welle fortpflanzen
können."
Dies war thatsächlich die richtige Erklärung für das Huyg-

hens'sche Princip, wie wir im Folgenden noch genauer nachweisen
werden.

6ti. Integration der Gleichungen für die Transversalbewegungen
bei Kngelwellen. — Wir wollen wieder auf die Gleichungen für die
Transversalbewegungen

ö2J

8e 8t
= V=JC

zurückgehen, die wir bereits für den Fall ebener Wellen gelost
hatten (vgl. § 50), und nunmehr die Integrale für den Fall suchen,
dass wir es mit kugelförmigen Wellen zu thun haben.
Bei derartigen Wellen müssen die Verschiebungen und die Ge

schwindigkeiten in einem Punkte M (Fig. 7) dieselben Werthe für
alle diejenigen Punkte besitzen, wel
che sich in der gleichen Entfernung
r vom Mittelpunkte der Wellen be-
tinden; demnach werden die Grossen

?, y, C und deren Difterentialquotien-

ten nur von r und von der Zeit t ab
hängen. Wählen wir als Koordinaten-
anfang das Centrum der Kugelwellen
und nennen x, y, z die Koordinaten
des Punktes M, dann haben wir

Fig. 7.

Wir wollen nun

setzen, wobei u eine Funktion von r und t sein soll , und zusehen,
welche Form diese Funktion haben muss, damit sie den Bewegungs
gleichungen genügt.
Die Grosse J? ist eine homogene lineare Funktion von u und

den ersten beiden Differentialquotienten von « nach r- wir können
sie also schreiben
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67. Den Werth der Koefficienten A, B, C könnten wir nun
dadurch bestimmen, dass wir die zweiten Differentialquotienten von
f nach x, y, z berechneten und dieselben addirten; wir kommen
jedoch einfacher zum Ziele, wenn wir specielle Annahmen über die
Funktion u machen.

Setzen wir beispielsweise u = l, dann haben wir ? = — . Dies

ist die Form der Potentialfunktion für die Anziehung zweier Punkte
nach dem New ton 'sehen Gesetze, somit muss Jf= 0 sein, und da
sich unser Ausdruck für J? in diesem speziellen Fall auf A reducirt,
so folgt, dass A Null sein muss.
Wählen wir ferner u = r, so erhalten wir ? = 1 und J?=0.

Andererseits haben wir
8« ö2u

0r ' <^='°'

da wir für A bereits den Werth Null gefunden haben, ist somit

es muss also auch der Koefficient B = 0 sein.
Um endlich den Koefficient C zu ermitteln , setzen wir u = r3 •
8fu

dann ist TSJ — 6r, und wir erhalten

J,c = 6O.

Andererseits ist bei u = r2 der Werth von f :

somit

Durch Vergleichung der beiden für Jf gefundenen Werthe folgt

Der Ausdruck für J? im allgemeinen Falle wird also

Führen wir diesen Werth in die erste Bewegungsgleichung ein
82J l

ersetzen dabei noch „j durch seinen Werth — •

wir eine Gleichung zur Bestimmung von », nämlich

u
und ersetzen dabei noch „j durch seinen Werth — • g-j- , so erhalten
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T "W T ' ~8r*
oder

W
=

8r2
'

Durch Integration dieser Gleichung finden wir

„ = F (r — V t) + F, (r -
und somit

68. Da die Funktionen F und F, beliebig sind, so können wir
eine derselben, z. B. F,, gleich Null setzen, und erhalten dann den
Ausdruck

F(r- Vi)*= -T-
welcher den Bewegungsgleichungen genügt. Demnach lässt sich im

allgemeinen Falle f als eine Verschiebung betrachten, welche aus
zwei Bewegungen entsteht, die sich in kugelförmigen Wellen fort
pflanzen und von denen die eine mit der Geschwindigkeit V, die
andere mit der Geschwindigkeit —V vom Mittelpunkte 0 ausgeht.

Der Faktor — , welcher im Ausdrucke von ? auftritt , zeigt , dass

die Bewegung mit der Entfernung vom Erschütterungscentrum ab

nimmt.

Die beiden anderen Gleichungen der Transversalbewegungen
würden für y und C Ausdrücke liefern, welche dem für f gefun
denen analog sind.

69. Durch die Festsetzung bestimmter Anfangswerthe für die

Verschiebungs- und Geschwindigkeitskomponenten wird die Be
wegung vollständig bestimmt, und man kann dann die Funktionen
F und F, finden. Nehmen wir an, dass zur Zeit t = 0

f = ¥-(2•); ||= 2/-(r)
sei, so erhalten wir aus dem allgemeinen Ausdrucke für ?, wenn
wir darin t= 0 setzen,
(1) rT(r) = F(r) + F,(r).

Der Diflferentialquotient von f nach der Zeit wird

85 - F'(r-Vi) F/(r+V«).~"- "V ~"~ ~+ V ~—~ ~'
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setzt man darin t = 0, so folgt:

,„-= \ -_ .. _
und somit

(2)

Aus den Gleichungen (1) und (2) lassen sich die Funktionen
F und F, bestimmen.
Eine specielle Losung der Gleichungen für die Trarisversal-

bewegung, welche gerade für die Optik von Interesse ist, erhält
man, wenn man setzt:

^(^ = 0; F (r) = «*"•.

Dann wird der Werth von f

t _

Der zweite Differentialquotient von ? nach t wird — a2V2?. Da
nun ? den Bewegungsgleichungen genügen soll, so muss gelten

^=V»4f
8t2

d. h.
-«2v2f=vyj,

oder J j- 4- «2f = 0.
70. Allgemeine Integrale der Gleichungen für die Transversal

bewegungen. — Wir wollen die erste Gleichung

32s
:Ls. — v2Ji'
8«2

etwas näher in's Auge fassen. Das allgemeine Integral derselben
finden wir dadurch, dass wir eine Funktion ? von x, y, z und t
suchen, welche dieser Gleichung genügt, und die sich ausserdem für
t= 0 auf eine willkürliche Funktion von x, y und r reducirt, wah
rend ihr Differentialquotient nach der Zeit für £= 0 eine andere
willkürliche Funktion von x, y, z darstellt.
Das allgemeine Integral enthält somit zwei willkürliche Funk

tionen.

Zunächst wollen wir zusehen, wohin uns die Anwendung des
Huyghens'schen Princips führt. Zu diesem Zwecke nehmen wir
an, dass die anfängliche Erschütterung der Moleküle im Punkte
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x
',

y', r' zur Zeit t= 0 gleich F (**, y', z') sei. Nach Verlauf einer

F

Zeit t wird dieser Punkt x', y'
,

z' eine Erschütterung — nach allen

Punkten x, y, z entsandt haben, welche in einer Entfernung r = Vt
vom Punkte x', y'

,

z' liegen, während alle Punkte, die sich in einer
grosseren oder geringeren Entfernung befinden, keine Erschütterung
von ihm aus erleiden.

Somit wird also auch dem Punkte x, y, z nach dem Huyghens'-

F

sehen Princip zur Zeit t eine Erschütterung — von allen den Punk

ten x', y
', z' derjenigen Kugel zugeführt werden, deren Mittelpunkt

*, y, z und deren Radius r = V t ist, während er von keinem anderen
Punkte des Raumes aus eine Erschütterung erleidet.
Wir setzen also

wobei das Integral über alle Oberflächenelemente du) der Kugel mit
dem Mittelpunkte x, y, z und dem Radius r=Vt auszudehnen ist;
hierbei bezeichnen x

', y
', z' die Koordinaten des Elements dw. Der

Werth des Integrals wird offenbar vom Mittelpunkte und dem Radius
dieser Kugel abhängen, f wird also eine Funktion von x, y, r und t

sein. Wir haben somit zum Beweise für die Richtigkeit des
Huyghens'schen Princips zu zeigen, dass der Werth (2) der Glei

chung (1) genügt.

Zu diesem Zwecke bestimmen wir -^-, indem wir x einen

Zuwachs dx ertheilen, während y
, z und t, somit auch r ihre Werthe

beibehalten; dies kommt darauf hinaus, dass wir die Kugel parallel
zur X-Axe um die Grosse dx verschieben. Hieraus ergibt sich für

x
'

ein Zuwachs dx, während y', :'
,

d<a und r ihre Werthe beibehalten.
8F

Dann wird der Zuwachs von F (x', y', z") sein: g-p dx, und wir er

halten

;=j5'
Da der Zuwachs von x

' für alle Elemente des Integrals dieselbe
Grosse hat, kann man dx als Faktor vor das Integral setzen und
beide Seiten der Gleichung durch dx dividiren; man findet somit

0
1

'o =

Poincari-, Das Licht.
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Eine nochmalige Differentiation nach x liefert für den zweiten
Differentialquotient den Werth

_ f 02F dia
1 J S?2 ' r '

und eine analoge Rechnung würde für die zweiten Differential
quotienten von f nach ,j und r ergeben:

02£ [ ö'F dta

fiy~ l 8u'2 T

a,, f „.,_, ,
82f l 8-F_ da)

öC~ J ö~'2 7'

Durch Summation dieser drei Gleichungen finden wir

(3) Jf = JJF(.T', y, .-') ^--
71. Wir wollen nun den zweiten Differentialquotient des In

tegrals (2) nach der Zeit bestimmen. Ertheilen wir der Zeit t einen
Zuwachs dt, ohne dabei x, y, z zu ändern, so bleibt der Kugelmittel
punkt unverändert, dagegen erfährt der Kugelradius eine Vergros-
serung

hierbei geht das Oberflächenelement dui in dui' über. Man kann
nun du, aus dem Integral entfernen, wenn man dafür den körper
lichen Winkel da einführt, unter welchem das OberflHchenelement,

vom Kugelmittelpunkte aus gesehen, erscheint; es ist nämlich

oder
dta— = r«<r.
r

Somit wird unser Integral

(4) f=5F (a''' •
'''
'

*') rila'

und, da r für alle Elemente des Integrals denselben Werth besitzt.
kann man auch schreiben

(*', y'
,

z') da.

Wenn nun r einen Zuwachs dr erhält, so ist der Zuwachs d;,
welcher hierbei für f eintritt,
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df= dr f F da + rdtfda
t) J

Bei der Auswerthung des zweiten Integrals bedenken wir, dass
der Radius r auf dem Oberflächenintegral du, senkrecht steht; somit
ist nach dem Grecn'schen Satze

wenn d? ein Volumenelement bedeutet, und das Integral auf der
rechten Seite über die ganze Kugel erstreckt wird. Führen wir in
diese letzte Gleichung den körperlichen Winkel da ein, welcher da)
entspricht, so geht sie über in

'Wir können somit den oben für d? gefundenen Werth folgen-
demiaassen schreiben :

= dr (*
F

da +— f

oder, wenn wir beiderseits mit dr = V dt dividiren,

(6)

l

. *.

Differentiiren wir diese letzte Gleichung nochmals nach r, so
erhalten wir

eine Gleichung, die sich unter Berücksichtigung von (5) reducirt auf--
Die rechte Seite dieser Gleichung ist, bis auf den Faktor , ; ,

gleich dem Integral f JF dr , das über die Volumenelemente einer
Kugelschale zwischen den Radien r und r + dr zu erstrecken ist.
Wir fassen nun ein Element in's Auge, welches begrenzt ist von

5*
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den beiden Kugelflächen und von einem Kegelmantel, dessen Spitze
in dem gemeinsamen Mittelpunkte der beiden Kugeln liegt und
dessen Basis von dem Element dta der ersten Kugelfläche gebildet
wird. Das Volumen dieses Elements ist, bis auf Grossen von einer
höheren Ordnung als der dritten, gleich dm dr • somit wird das vor
hergehende Integral

oder

wobei die Integration über alle Elemente der Kugel vom Radius r

zu erstrecken ist; wir erhalten also an Stelle der Gleichung (7)

1 Ci2'C -l

(8) .«..-

72. Ersetzen wir in der Bewegungsgleichung (1) -g-,- durch

den Werth, der sich aus der letzten Gleichung ergibt, und J? durch
den aus (3) folgenden Werth, so wird dieselbe erfüllt. Somit ist

'rflü

eine partikuläre Lösung der Bewegungsgleichung; ein allgemeines
Integral derselben kann sie noch nicht sein, da sie nur eine einzige
willkürliche Funktion enthält.

Q£
Wir wollen nun die Anfangswerthe von f und -— suchen.

Wenn t sich der Null nähert, so ist dies auch für den Radius der
Kugel r der Fall, dann aber nähert sich F (x', y'

,

z'
) dem Werthe

von F (x, y, z)
. Ist nun x
',

y
', r' nur sehr wenig von x, y, z ver

schieden, so wird der Werth des Integrals

JF (*',/, .-v
dem Werthe von

F (*, y, *) j ffc = 4 K F (*,,,,.-)
sehr nahe kommen. Hieraus folgt, dass der durch den Ausdruck (4)
gegebene Werth von ? nur wenig von

r4* F (*,»,*)

abweicht. An der Grenze, für r = 0, ist also auch f= 0; demnach
ist auch der Anfangswerth von f Null.
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Für -g— liefert uns die Gleichung (6)

Das zweite Glied auf der rechten Seite kann für ein unend
lich kleines r vernachlässigt werden. Da nämlich das Integral auf
alle Elemente der Kugel auszudehnen ist, so ist es in diesem Falle
unendlich klein von der dritten Ordnung; durch Division mit r
bleibt es daher immer noch unendlich klein von der zweiten Ord
nung, und somit kann dies Glied gegenüber dem ersten, dessen
Grenzwerth 4 n V F ist, unberücksichtigt bleiben. Wir erhalten also

(9) (-§-) = 4 * V F (.7-, <,,.-).\ ot /0

Da die Funktion F beliebig ist, so ist auch die anfängliche
Geschwindigkeit der Verschiebung willkürlich.

73. Um das allgemeine Integral der Bewegungsgleichung zu

finden, müssen wir noch eine zweite partikuläre Losung suchen,
deren Anfangswerth willkürlich ist. Wir wollen nachweisen, dass

f1=="T'^

diesen Bedingungen genügt, und zwar haben wir zunächst zu zeigen,
dass diese Grosse ?' ebenfalls eine Losung der Bewegungsgleichung
darstellt.

Es ist nämlich

W = V' 'W= V' "07 \8t2 )
und

i;i *
|JL -

| j_ _~_ | JL JiiLl _i_ _£- l ^ \ .l _r-//ir1
8x2 \V

'
8t j^ 8y2 \y

'
8t l ^ 8S \V ~8t j V 8t l *>'

Soll also die Bewegungsgleichung befriedigt werden, so
muss sein

V'' ~8i
oder

W\8f)~' 8t
Dies ist aber thatsächlich der Fall, denn man erhält die soeben

aufgestellte Gleichung, wenn man die Gleichung (1), welcher ja f
identisch genügt, nach t differentiirt.
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Um den Anfangswerth von ?' zu finden, braucht man nur zu
untersuchen, was aus Gleichung (6) wird, wenn wir t = 0 setzen.
Nach dem, was wir oben bei der Bestimmung des Anfangswertb.es

ö£
von g fanden, ist

(10) (f')o

Da die Funktion F willkürlich ist, können wir somit für den
Anfangswerth der Verschiebung einen beliebigen Werth setzen.

ge'
Der Anfangswerth von -*- ergibt sich aus der Gleichung (8) ;

es ist nämlich

8t' _ l 82S_i0T-T ' ~W'= ~,
gc'

somit ist der Anfangswerth der Geschwindigkeit >.— Null.

74. Die Summe der beiden partikulären Losungen r und ?',
die wir soeben fanden, wird die allgemeinste Losung der Bewe
gungsgleichung darstellen. Diese Losung ist

y_ z<) da +
l r

wenn wir mit F, diejenige willkürliche Funktion bezeichnen, welche
in der zweiten partikulären Losung auftritt.
Wir wollen nun den Ausdruck für diese Lösung suchen, wenn

für die Verschiebung und Geschwindigkeit bestimmte Anfangswerthe
angenommen werden; wir setzen:

Der Anfangswerth des allgemeinen Ausdruckes für ? reducirt
sich auf den Anfangswerth der zweiten partikulären Losung; somit
liefert uns die Gleichung (10)

<
/-
,

= 4 n F,.

Da die Anfangsgeschwindigkeit bei der zweiten partikulären
Losung Null ist, so erhalten wir aus (9)

V= 47.VF.

Ersetzt man in dem allgemeinen Ausdrucke für ? die Funk
tionen F und F| durch ihre aus den beiden letzten Gleichungen ab
geleiteten Werthe. so findet man
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C V,dia l
''
T

~\ ±n\r ] T
da

i=\T^Tr+\L.J J
oder

f== 4*
•

75. Rechtfertigung des Hnyghens'schen Princips. — Der obige
Ausdruck zeigt, dass die zur Zeit t eintretende Verschiebung eines
Punktes einer Kugel der Radius Vt gleichzeitig von den Werthen
der Verschiebung und der Geschwindigkeit abhängt, welche der
Kugelmittelpunkt zur Zeit t= 0 besass. Hierauf können wir den
Nachweis von der Richtigkeit des Huyghens 'sehen Princips gründen,
und zwar sowohl in dem Falle, wo es sich um eine einzelne Welle
handelt, als auch dann, wenn eine ganze Reihe periodischer Wellen
in Betracht kommen.
Wir nehmen nach dem Vorgange von Huyghens an, dass

die Moleküle einer Kugel von unendlich kleinem Radius eine Er
schütterung erleiden. Diese Erschütterung wird sich in kugelför
migen Wellen fortpflanzen, und zu einer bestimmten Zeit werden
sich die erschütterten Moleküle innerhalb einer Kugelschale S be
finden, welche von Kugeloberflächen mit den Radien r0 und rtl + «

begrenzt ist. Die Verschiebung eines Moleküls wird durch die Formel

-F(r-VQ
r

gegeben sein, die wir im § 68 bei der Untersuchung der Fort
pflanzung sphärischer Wellen fanden. Da eine Bewegung nur inner
halb der Kugelschale vorhanden ist, so muss ? und somit auch F
für jeden Punkt ausserhalb derselben Null sein. Die Funktion F,
welche für ra und für r0 + t Null ist, weist also für einen be
stimmten Werth von r zwischen r0 und r0 + 1 ein Maximum oder
Minimum auf; demnach hat ihr Differentialquotient nach r nicht für
alle Punkte der Schale gleiches Vorzeichen. Nun ist die Geschwin
digkeit eines Moleküls gegeben durch

t =-><-- v».
sie muss also für einen Werth von r, welcher zwischen ru und

ra+ t liegt, ebenfalls ihr Vorzeichen wechseln.
Nach Verlauf der Zeit t + t' wird eine Bewegung nur im

Innern einer Kugelschale S' vorhanden sein, welche durch zwei
koncentrische Kugelflächen mit den Radien (r„4- Vt') und (r04-W + *)
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begrenzt ist. Wollen wir andrerseits den Werth von ? zur Zeit
t+t' in einem beliebigen Punkte des Raumes haben, so können wir
die verschiedenen Moleküle von S als Erschütterungscentren auf
fassen, und erhalten den Werth von ? durch die Formel (11) des § 74

Lf^/v + T, M
n J r' ^T r'

^
8r' }

Dies Integral ist über sämmtliche Elemente duj einer Kugel
fläche zu erstrecken, deren Centrum P und deren Radius r'=Vt'
ist, oder vielmehr über alle diejenigen Elemente, welche der unend
lich dünnen Schicht S angehören; hierbei bezeichnet y den Werth
der Verschiebung des Schwerpunktes von dm zur Zeit t und t/

' den

Werth der Geschwindigkeit desselben Punktes zu derselben Zeit.
Wir haben nun noch zu erklären, wie es kommt, dass der so

gefundene Ausdruck f immer dann Null ist, wenn der Punkt P

nicht der Schicht S' angehört. Dies ergibt sich daraus, dass die
Anfangsgeschwindigkeit ip, wie wir eben sahen, nicht immer das
selbe Vorzeichen besitzt. Das Integral hat also positive und nega
tive Elemente, und es ist ersichtlich, dass der Werth desselben Null
sein kann.
Wir wollen uns mit dem Nachweise begnügen, dass eine that-

sächliche Anomalie nicht vorhanden ist; eine ausführliche Rechnung
würde den Beweis liefern, dass das Integral in der That für alle
Punkte ausserhalb des Raumes S' Null wird.



Kapitel IV.

Beugung.

76. Gleichungen der Transversalbewegnngen bei periodischen
Verschiebungen. — Wir wollen annehmen, die Verschiebungskompo
nenten ?, y, J seien periodische Funktionen der Zeit, dann lässt sich
die Komponente ? in der Form

,,
s — A cos —-— 4• B sin

schreiben, wobei A und B nur Funktionen von x, y, : bedeuten.
Mit Rücksicht darauf, dass cos z der reelle Theil der Exponential

~'~
funktion e

'*
und sin r der reelle Theil von — ie ~

ist, kann man
r als den reellen Theil der Exponentialgrosse

(A — BÖ e
'•

oder

— ^^ v<
to*

auffassen.

Die Bewegungsgleichungen sind linear in Bezug auf die zweiten
Difterentialquotienten von ?, y , C; wenn daher eine derartige Ex
ponentialfunktion diesen Gleichungen genügt, so werden auch die
reellen und imaginären Theile derselben einzeln genommen die
Gleichungen befriedigen. Wir können also, wie bereits in § 51 er
wähnt, die Losungen von der Form

f = foe—rv'
bestimmen und sodann den reellen Theil derselben als Werth für
die Verschiebungskomponente betrachten.
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Der Einfachheit halber setzen wir

271

-j-i-,«,
und schreiben somit

s = sV-'«Vt.

Der zweite Differentialquotient von * nach t ist dann

denn ?0 hängt nicht von t ab, da A und B von t unabhängig sind.
Der zweite Differentialquotient von ? nach x wird

somit ist

J£

Soll die erste Bewegungsgleichung

erfüllt sein, so muss die Gleichung bestehen:

oder

(1) Ji-0+«2£0 = 0.

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen liefern uns zwei
neue Bedingungsgleichungen

(2) Jv„ + «2-7„= 0

(3) J:0+«2fo = 0

Da ausserdem die Bewegungen transversal sind, so muss gelten :

da aber

_'
~öy~

so geht diese Gleichung über in

(4) +.
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Dies sind die vier Bedingungsgleichungen, welchen die Grossen

?o, %i £ö genügen müssen, falls die f, ?, C die Gleichungen für die
Transversalbewegungen erfüllen sollen.

77. Integration der ersten Bedingungsgleichnng. — Für den
Fall kugelförmiger Wellen fanden wir (§ 69) als partikuläre Losung
der Gleichung

den Ausdruck
i« (r -V t)

Demnach wird

eine partikuläre Losung für die Bedingungsgleichung (1) sein, wobei
r die Entfernung des Punktes x, y, z vom Koordinatenanfang dar
stellt. Diese Grosse wird aber immer noch eine Losung der be
treffenden Gleichung bilden, wenn r den Abstand des Punktes x, y, z

von einem beliebigen festen Punkte bezeichnet, denn die Dif
ferentialgleichung behält dieselbe Form bei, wenn man den festen
Punkt zum Koordinatenanfang wählt.
Es mögen nun Pl, P,, P2 . . . . Pn eine Anzahl fester Punkte

sein, deren Entfernungen vom Punkte M mit den Koordinaten x, y, :

durch r,, r2, r2 . . . . rn bezeichnet sein sollen; dann wird auch die
Summe

jm-i jar.t gtar2 j«rn

der Gleichung (1) genügen. Würde man a = 0 setzen , so erhielte

man eine Summe von Gliedern von der Form — , d. h., :0 wäre'i
dann das Potential im Punkte M, der von den Punkten Pi , P, . . . P„
mit den Massen m,, m,. .. ?nn nach dem Newton'schen Gesetze ange
zogen würde. Diese Analogie wird uns leicht noch mehrere parti
kuläre Losungen der Gleichung (1) finden lassen.
Betrachten wir nämlich eine irgendwie im Raume vertheilte

anziehende Materie, deren Anziehung jedoch, statt nach dem New
ton'schen Gesetze, nach der Funktion

j i i«rd e

dr

vor sich gehen soll, wobei r den Abstand des angezogenen vom an



76 Beugung.

ziehenden Punkte bedeutet, so erkennt man nach dem oben Aus
geführten, dass das Potential einer derartigen Anziehung der Glei
chung (1) genügen muss.

78. In der Potentialtheorie betrachtet man nicht nur die An
ziehung von getrennten Punkten, sondern auch diejenige von Körpern
und Oberflächen.

Nehmen wir an, die Punkte P, , P2 . . . . Pn bildeten ein Volumen,
den Ausdruck

(5) J0=l
° Xdr

c

Hierbei ist das Integral über alle Elemente dr des anziehenden
Volumens zu erstrecken; X ist eine beliebige Funktion der Koordi
naten des Elements dr und bedeutet die Dichte der anziehenden
Materie.

Dass f„ für jeden ausserhalb des anziehenden Volumens ge
legenen Punkt der Gleichung (1) genügen wird, ist klar; die Ana
logie mit der gewöhnlichen Potentialtheorie genügt jedoch zum Hin
weise darauf, dass dies nicht mehr bei einem Punkte der Fall sein
wird, welcher zum anziehenden Volumen selbst gehört. Wir wollen
zeigen, dass für einen Punkt P dieses Volumens gilt

(6)

wobei X den Werth für die Dichte der anziehenden Materie im
Punkte P bedeutet. Man erkennt sofort, dass man für a = 0 die
Poisson'sche Gleichung erhält.
Zum Beweise für die Richtigkeit der Gleichung (6) denken wir

uns um den Punkt P als Mittelpunkt eine sehr kleine Kugel s be
schrieben und zerlegen somit das anziehende Volumen in zwei Theil-
volumina, nämlich die Kugel « und das ausserhalb dieser Kugel ge
legene Volumen T. Ferner setzen wir

wo

fiarX—— rfr (das Integral auszudehnen über das Volumen T)
C X

£2=\ — dt (das Integral auszudehnen über *)

f /e'«r_l\f,= l X l- - l rfr (das Integral auszudehnen über s).
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Da der Punkt P ausserhalb des Volumens T liegt, so hat man

-dfi + «2f, = 0.

Ausserdem liefert uns die Gleichung von Poisson

Da nun aber der Radius der Kugel * unendlich klein ist, so
hat man bis auf unendlich kleine Grossen

Andererseits zeigt uns die Betrachtung des Integrals, welches
die Funktion f2 deflnirt, dass die unter dem Integralzeichen stehende
Funktion für r = 0 nicht unendlich wird; wir können daraus
schliessen, dass J?2 von derselben Grossenordnung sein wird, wie
die Kugel «; es ist also

Jf,
folglich

79. Wir fassen nun eine anziehende Fläche in's Auge. Das
Potential der Anziehung dieser Fläche wird dargestellt durch

C eiar
(7) f„=l X--d»,

wobei das Integral über alle Elemente dut der anziehenden Fläche
auszudehnen ist; X bedeutet irgend eine Funktion der Koordinaten
des Elements dm, und r die Entfernung dieses Elements vom ange
zogenen Punkte x, y, z.
Auch werden wir hier eine vollständige Analogie mit der

Newton 'sehen Potential theorie finden; setzen wir nämlich

r x r
fc-J -^rf„,; £2=J

eiar —

so ist das erste Integral ein gewöhnliches Potential, das zweite hat
die Eigenschaft, dass die Funktion unter dem Integralzeichen niemals
unendlich wird; diese ist also, ebenso wie ihre sämmtlichen Differential
quotienten, eine stetige Funktion.
Nach der Theorie des Newton'schen Potentials ist auch ?,

eine stetige Funktion, somit gilt dies ebenfalls für f„
,

nicht aber für
seine Differentialquotienten.

Es sind nämlich -S- , -~^ , -„— die Komponenten der Anzie
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hung nach den drei Koordinatenaxen ; weiter bezeichnen wir. wie

gebräuchlich, mit -g- die Projektion der anziehenden Kraft auf die

zum Element dw gehörige Normale; somit wird

06) , 06) , 06, , 06,
~ä~
= • ~a' ' ~i~m ~ä 1~n a

" '
On ot Oy 0z

wobei unter l, m, n die Richtungscosinus dieser Normale zu ver
stehen sind.

r,-.

Nun wissen wir aber, dass

-g
-1
-

eine diskontinuirliche Funktion

ist, denn für zwei unendlich nahe Punkte diesseits und jenseits des
Elements dm unterscheiden sich die Werthe dieser Funktion um

4:rX.
Sin öfi

stetig ist, -5— = -5— •
Oit on

un-Somit wird , wenngleich -g otcug 1a\,, g

- —

-g

— r-
•^-

stetig sein und einen plötzlichen Sprung von 4wX erleiden, wenn man
durch die anziehende Fläche hindurchgeht.
80. Es bleibt uns noch übrig, auf den soeben betrachteten

Fall die Theorie von der anziehenden Doppelschicht anzuwenden,
welche beim Newton'schen Potential eine so grosse Rolle spielt.

Wir betrachten zwei unendlich nahe Flächen,
welche so angeordnet sind, dass ihre Normalen
zusammenfallen und dass ihre Entfernung von ein
ander in Richtung der gemeinschaftlichen Normalen
immer dieselbe bleibt. Auf diesen beiden Ober
flächen möge nun anziehende Materie ausgebreitet

sein, und zwar derart, dass die Dichte derselben
auf zwei entsprechenden Elementen der beiden
Flächen immer die gleiche Grosse, aber das ent

gegengesetzte Vorzeichen besitzt.

Das Potential der Anziehung einer derartigen
Doppelschicht wird uns neue partikuläre Losungen
der Gleichung (1) liefern.
Bezeichnen wir mit t den Abstand der beiden

Schichten , mit X1 und — X, die Dichten in den
Schwerpunkten P und P' (Fig. 8) zweier entspre-

FI&-8- chenden Elemente du,, und setzen

P (r)— = -

dann erhalten wir für das Potential der Anziehung dieser beiden
Elemente auf einen ausserhalb der Schichten gelegenen Punkt M,
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dessen Entfernung von einem dieser Oberflächenelemente r sein möge

(8) X, du P (r) — X, du, F (r+ dr) = — X, dia dr F' (r).

Um den Werth von dr zu finden, fällen wir vom Schwerpunkte
P des einen Elements eine Senkrechte PQ auf die Gerade MP';
dann wird, bis auf unendlich kleine Grossen zweiter Ordnung,
P ' Q = dr sein, somit ist

dr = t cos ,f, ,

wenn wir mit i^ den Winkel zwischen der Geraden MP' und der
gemeinschaftlichen Normalen P P' bezeichnen. Durch Einführung
dieses Werthes in (8) erhalten wir für das gesammte Potential

• (9) f0= — J X1 f du, cos v F' (r).
Da nun die Funktion X beliebig ist, so können wir, unbe

schadet der Allgemeinheit der partikulären Losung (9), an Stelle
von — «X, eine einzige Funktion von x, y, .z setzen, etwa X, . In
Folge der Bedeutung von F (r) ist ferner

ear l \\
F«-V(<— T

)'

somit lässt sich der Ansdruck (9) für ?„ schreiben

f eiar / 1\

Jo= l X,- l t a — l coS tf
/ dia.

(10)

Weiter setzen wir

[i u r lar ., •,ine e , l l j

; j- H d dta.

Offenbar stellt f, das New ton 'sehe Potential einer Doppel
schicht dar. Das zweite Integral f, ist, da die Funktion unter dem
Integralzeichen nicht unendlich wird, stetig, ebenso alle seine Diffe
rentialquotienten.

Die Theorie des Newton 'schen Potentials lehrt nun, dass „

stetig ist, nicht aber ?,; somit wird auch - — stetig sein, während

;ft eine unstetige Funktion ist, welche beim Durchgange durch die
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anziehende Schicht einen plötzlichen Sprung von der Grosse
4 n X2 erleidet.

81. Die Kombination der Integrale (7) und (10) liefert uns die

allgemeinste Losung der Gleichung (1).
Bedeuten nämlich Xt und X, zwei beliebige Funktionen der

Koordinaten eines beliebigen Oberflächenelements du,, r die Länge
der Verbindungslinie zwischen dem Element duj und dem Punkte
x, y, z, und ty den Winkel zwischen dieser Geraden und der Nor
malen des Elements dm, so wird der Ausdruck

n iar n iar i *\
(11) £„== \ X1 dia + l X2 coS i/' — Ha 1 dto

der Gleichung (1) genügen. Es ist nun noch der Nachweis zu
führen, dass derselbe dem allgemeinen Integrale entspricht.
Wir bezeichnen mit U eine Funktion, welche ebenso wie ihre

sämmtlichen Difterentialquotienten endlich und stetig ist, und ausser
halb einer gewissen Fläche S der Gleichung (1) genügt.
Ferner möge V das Potential eines bestimmten anziehenden

Volumens bedeuten, von dem sich ein Theil ausserhalb der Fläche

5 befinden kann. Dann gilt für einen Punkt ausserhalb des an
ziehenden Volumens

(12) JV+«JV = 0,

und für einen zu diesem Volumen gehörigen Punkt

(13) JV + «2V + 4 n e = 0 ,

wenn q die Dichte der anziehenden Materie bezeichnet.

Nun liefert uns der Green'sche Satz die Beziehung

(14) f (U-P-V—Va^ ((UJV-VJU)dr;

hierbei ist das erste Integral auf alle Elemente dw der Oberfläche

S zu erstrecken, das zweite auf alle Volumenelemente rfr des
Raumes ausserhalb dieser Oberfläche. Bei der Bestimmung der

Differentialquotienten -„— und -„~- hat man sich die Normale des

Elements dw als gegen das Innere der Oberfläche S gerichtet zu
denken.

Da nun U der Gleichung (1) und V den Gleichungen (12) und

(13) genügt, so reducirt sich das Integral auf der rechten Seite von

(14) auf
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- 4 TZJ U e dr ;
hierbei ist die Integration auf das anziehende Volumen zu er
strecken, von welchem das Potential V herrührt, oder vielmehr auf
denjenigen Theil dieses Volumens, der ausserhalb S liegt.
Wir wollen nun annehmen, dass das anziehende Volumen, von

welchem V herrührt, sich auf eine Kugel mit sehr kleinem Radius
reducirt, welche um den Punkt xa, y0, z0 beschrieben ist, und dass
die Dichtigkeit Q so gross sei, dass die gesammte anziehende Masse
= l wird. Bezeichnet man dann den Abstand eines zu S gehörigen
Elements rf<u vom Punkte .r„, y0, za mit r0, dann ist der Werth von
V im Schwerpunkte dieses Elements

eiar„

cV
und derjenige von

~^-

-t- cos 1i< [i a 1 ;
2•öl r» t

hierbei bedeutet t/
' immer den Winkel zwischen der nach Aussen

gerichteten Normale des Elements dui mit der Geraden, welche dieses
Element mit dem Punkte ,r0, y„, zu verbindet.

Das Integral fU^dr wird sich auf Uu reduciren (wobei U„
den Werth von U im Punkte xD, y0, z0 darstellt), wenn der Punkt
ausserhalb S liegt; im entgegengesetzten Falle ist das Integral Null,
denn dasselbe erstreckt sich nur auf den ausserhalb von S liegen
den Theil des Volumens; wenn aber der Punkt x0, y0, r„ innerhalb
von S liegt, so liegt auch das gesammte anziehende Volumen inner
halb von S. Wir haben somit

Lassen wir nun die Indices weg und nennen .r, y, z den Punkt,
den wir bisher mit x0, y0, z0 bezeichnet hatten, r seine Entfernung
vom Element dm und U den Werth der Funktion U in diesem
Punkte, dann erhalten wir

f u eiari. l \ rSu eiar ,

(In) U = — l -.— • lia cos i/, du, + \ -Q— • -. tliu.
)47t r \ r l \ en in r

V e/

Poincsre, Das Mcht. g
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Wir sehen also, dass die beliebige Funktion U, welche nur
der Gleichung (1) zu genügen hat, in den Ausdruck (11) übergeht,

1 QTT

wenn man für die willkürliche Funktion X, den Werth . • ,
4 n Cn

auf dem Element dw und für die willkürliche Funktion X2 den

Werth — -.- auf demselben Elemente wählt.4n
82. Die Gleichung (15) ist richtig, wenn der Punkt .r, y, :

ausserhalb von S liegt, anderenfalls reducirt sich die rechte Seite
dieser Gleichung (15) auf Null, denn, wie wir eben sahen, wird das

Integral JU^rfr Null, wenn der Punkt *,„ ?/0, z0 innerhalb S liegt.
Wenn im Ausdruck (11) die willkürlichen Funktionen X, und

X2 beliebig sind, so wird derselbe ausserhalb von S immer eine
Funktion U darstellen, welche der Gleichung (1) genügt; es wird

QTT

jedoch im Allgemeinen U sich nicht auf — 4 n X2 und -0— auf

4rX1 reduciren, wenn der Punkt x, y, z einem Elemente dm von
S unendlich nahe kommt. Soll dies der Fall sein, dann muss, wie
wir sahen, der Ausdruck (11) immer Null sein, wenn der Punkt
.r, y, z innerhalb von S liegt.
Diese Bedingung ist hinreichend. Wenn sie nämlich für einen

unendlich nahe an S, aber innerhalb dieser Oberfläche gelegenen
Punkt erfüllt ist, dann werden die Werthe von (11) ebenso wie ihre
Differentialquotienten Null sein. Fassen wir nun einen diesem ersten
unendlich nahe liegenden Punkt in's Auge, der sich aber ausserhalb
von S befinden möge, so müssen nach dem, was wir früher über
die Unstetigkeit des Potentials einer einfachen oder einer Doppel-

Q¥T

schicht sagten, die Werthe von U und von -.- in diesen beiden be-
on

nach harten Punkten um die Grossen 4nX, resp. — 4nX2 von ein
ander verschieden sein. Nun gilt aber für den ersten Punkt

somit erhalten wir für den zweiten Punkt

TT v ^ „
U = — 47t X2; „ =4/i X,.

83. Gleichungen für die Beugnngserscheinnngen. — Es möge
O eine Lichtquelle bedeuten, die wir uns auf einen Punkt reducirt
denken, dessen Verschicbungen periodische Funktionen der Zeit
sind. Dieser Punkt wird zum Centrum einer Reihe von Kugel
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wellen werden, von denen jeder Punkt eine periodische Bewegung
besitzt. Die Verschiebungskomponenten eines dieser Punkte sind
gegeben durch die reellen Theile .von Ausdrücken der Form:

wobei f,, rn, T, den Differentialgleichungen genügen:

/!f, +«2£,=0

(2) J'l + «2,,=0
Jf, 4- «2 f, = 0

Aus der Thatsache, dass wir es mit Kugelwellen zu thun haben,
folgt zwar nicht, dass ?,, yl, C, Funktionen von r allein sind —

denn dies würde sich nicht mit der Bedingung vereinigen lassen,
dass die Schwingungen transversal sind — , wohl aber, dass sich
diese Grossen viel langsamer ändern, wenn man sich längs der Ober
fläche einer Kugel S mit dem Mittelpunkte O bewegt, als wenn man
in einer dazu senkrechten Richtung fortschreitet. Wir können somit
setzen:

,. , i<tr iar . f iar
?i = J2« ; n1= 11t ; ti = i2« ,

wobei ?,, ij2, C, sich viel langsamer ändern, als der Faktor elar . Der
2 71

Differentialquotient von «Mrr ist nämlich iae'«r , und da a = sehr

trross ist, so wird auch der Differentialquotient selbst sehr gross sein.
Im Gegensatze dazu nehmen wir an, dass die Differentialquotienten
von ?2, ij2, £, endliche Grossen sind.

Wenn wir mit l, m, n die Richtungskosinus der Normalen zur
Kugel S bezeichnen, so ist

und ferner

8l, 8f, , es, . 8f,
o
- = <-Q - + m -„ - + » ,-. ,
o« ox oy oz

8f, 8f, . /«r 8f» <'«r
-s — a - = t«f2e +-Q• «
O/2 er ör
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Das zweite Glied ist verhältnissmässig gering gegenüber dem
ersten Gliede, welches a enthält und daher sehr gross ist; wir können
somit als angenäherten Werth setzen

8» ==**f' '

und entsprechend

Wir nehmen nun an, ein Theil der Kugeloberfläche S, in deren
Mittelpunkt der leuchtende Punkt sich befindet, sei von einem Schinne
bedeckt; dann wird die Intensität des Lichtes an einem Punkte inner
halb der Kugel sehr nahezu die gleiche sein, als wenn der Schirm
nicht vorhanden wäre; dasselbe wird für die Punkte der Kugel
ausserhalb des Schirmes gelten. Für die Punkte des Schirmes selbst
muss dagegen die Intensität nahezu Null sein.
84. Wir wollen nun die Bedingungen aufstellen, welche zu

erfüllen sind.
Ausserhalb der Kugel werden die drei Verschiebungskompo

nenten durch die reellen Theile der Exponentialgrossen

. — i«Vt —iaVt f — iaVt
*oe i 1oe ! »„e

gegeben sein, wobei die Funktionen f„, %, {J, folgenden vier Bedin
gungen genügen müssen.

A. Ausserhalb von S muss sein

B. An allen Punkten von S, welche dem Schirm nicht ange
hören, muss nahezu gelten

*"*

8n 8n

817„ 817,

C. An allen Punkten des Schirmes muss nahezu sein

t _ -,- — 8t°— 8*«_ 8^ — 0*0—-7o-ft, = -a-
=
-S^-S»-

=

D. Die Bedingung für die transversale Richtung der Schwin
gungen
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60 = -»— 4- -5^ + -jf5 = 0
ex oy 8z

mus.s erfüllt sein.
Den Bedingungen B und C streng zu genügen, ist unmöglich;

dieselben sind nur sehr annähernd zu erfüllen, d. h. ungefähr bis
auf Grossen von der Ordnung der Wellenlänge L
Nun sahen wir bereits früher: Wenn eine Funktion £

j-
,

der

Gleichung J?0 4- o2?0 = 0 ausserhalb einer Oberfläche S genügt, wenn
sie sich ferner an den verschiedenen Punkten der Oberfläche auf

r\-.

— 47rX2 reducirt, während „*? den Werth 4rX, erhält, so ist ausser
halb von S

l* S1"' l 1 \ l c
cos 0 dia + \ X, dta,

i* iar / i \ ['

(3) ?„= \ X,-- t« — - cos 0 dio + \J r \ rl J

während im Inneren von S die rechte Seite von (3) Null wird.
In unserem Falle ist die betreffende Oberfläche S eine Kugel

Q^

mit dem Mittelpunkte O; f0 und g
*° sind sehr nahe gleich Null für

die Punkte des Schirmes; für die Punkte ausserhalb des Schirmes

ist ?„ ungefähr gleich ?, und -g'" ungefähr gleich <'«?,, wenn man

annimmt, dass die Normale zu S nach Aussen gerichtet ist, dagegen

gleich — i'a?,, wenn man die Normale nach Innen gerichtet annimmt,
wie man es bei der Anwendung der Formel (15) in § 81 zu thun hat.
Setzen wir also

X! = t«X2 = 0

für die Punkte des Schirmes von S, und

für die Punkte ausserhalb des Schirmes, so wird sich die rechte
Seite von (3) ausserhalb von S nur sehr wenig von ?0 und inner
halb von S nur sehr wenig von Null unterscheiden.
Wir gelangen also zu folgendem Schlusse:
Gibt es Funktionen f„, %, JJ,, welche den Bedingungen A, B,

C, D annähernd genügen, so werden diese Funktionen sehr an
nähernd dargestellt durch die Integrale
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('_ , elar l. cos./,\
fo = l A2 dU2 ---- Itt* + ta cos i/i — ---- - l

(t\ l ,r , ettr l . cos i// \

1u= I l 2 "U, -- l '« + '« cos l/' ---

f„ , e'«r /. cos./- \£,=

^

Z» du)- IM» 4- i« cos t/- ---— .

welche auf alle Elemente dw der Kugel S zu erstrecken sind. In
diesen Formeln ist

A« = \ 2 = ^2 ^= 0 ,

wenn das Element dm zum Schirme gehört, während

X^l .— --— . . • 2

-- r ~ <

4n 4n

wenn das Element ausserhalb des Schirmes liegt.
86. Wir haben nun noch nachzuweisen, dass die Ausdrücke

(4) in der That sehr nahezu den Bedingungen A , B , C , D genügen.

1
. Die Bedingung A ist nach dem, was wir in § 82 sagten,

sicher erfüllt.

2
. Wie wir in demselben Paragraphen sahen, würden die Be

dingungen B und C strenge erfüllt sein, wenn die Integrale (4) im
Innern von S genau Null wären; sie sind also nahezu erfüllt, wenn
diese Integrale im Innern von S nahezu Null sind. Zum Nachweise
dafür müssen wir eine Methode angeben, welche die angenäherte
Berechnung dieser Integrale gestattet; dies wollen wir im nächsten
Paragraphen thun.
Sodann werden wir nachweisen, dass, wenn ?0, ij0, £, durch die

Formeln (4) definirt sind, sehr nahezu gilt

W0—
öi'n 8170

8x 8
y

Bei dieser Gelegenheit wollen wir bemerken, dass die Integrale

(4) innerhalb und ausserhalb von S zwei verschiedene Funktionen
darstellen, von denen nicht die eine die analytische Fortsetzung der
anderen bildet. Dies rührt von der Unstetigkeit des Potentials einer
einfachen und einer Doppelschicht her. So stellen auch die Fresnel'-
schen Integrale, welche die optischen Erscheinungen ausserhalb der
Kugel S erklären, nicht die Erscheinungen dar, welche im Innern
dieser Kugel auftreten. Hierin liegt die Erklärung der von Poisson
angedeuteten Anomalien.
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86. Berechnung der Integrale (4). — Wir wollen nun annähe
rungsweise das erste Integral (4) bestimmen, das wir schreiben
können

f ä'«r
(5) fe-J

X—A»,

indem wir zur Abkürzung setzen

(6) X = X2 L (l + cos i/,) - J?°*JL] .
l! r \

Zu diesem Zwecke führen wir Polarkoordinaten ein. Es möge

S (Fig. 9) die Kugel bezeichnen, von welcher ein Theil durch einen
Schirm bedeckt ist, und P den beleuchteten Punkt x, y, z. dann

Fig. 9.

wird die Lage eines Punktes in dem neuen Koordinatensystem be

stimmt sein durch den Winkel y, welchen die durch den betreffen
den Punkt und die Gerade O P gehende Ebene mit einer durch OP
gelegten festen Ebene einschliesst, ferner durch den Winkel f»

zwischen der Geraden OP und derjenigen Geraden, welche den be
treffenden Punkt mit O verbindet, und endlich durch den von O

ausgehenden Radiusvektor R. Der Ausdruck für ein Oberflächen-
olement der Kugel S vom Radius a wird in diesem neuen Koordi
natensystem

dia = a2 sin

Dieser Ausdruck lässt sich noch etwas umformen. Bezeichnet
man mit b den Abstand QP des Punktes P von der Kugel, so ist in
dem Dreieck MOP

r2 = (« + A)2 + d' — 2a (a + A
) cos «.

Durch Differentiation erhalten wir

rdr= a (a + A
) sin tidH.
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Führt man den für sin &d& aus diesem Ausdrucke folgenden
Werth in den Ausdruck für dui ein, so folgt

a2rdr a
daj =—r--77- ckf = — —r rdrd<f.a (a + h) a 4- h

Diesen Werth verwenden wir beim Integral (5), und erhalten

(7) f.

wobei die Integration nach r zwischen den Grenzen b und (2 a + 6),
nach (f zwischen den Grenzen 0 und 2 n auszuführen ist.

Wenn wir auch die Integration nur auf den vom Schirm nicht
eingenommenen Theil der Kugel erstrecken, so ändert das nichts
an der Sache, denn auf dem Schirm ist die Funktion X Null; wir
haben aber so den Vortheil, dass in dem ganzen Integrationsgebiete
die Funktion X stetig und deren Diiferentialquotienten endlich sind,
und dies ist für unsere folgenden Rechnungen nothwendig. Unter
diesen Bedingungen werden die Integrationsgrenzen für r nicht noth
wendig b und 2a4-6 zu sein brauchen; wir wollen sie rl und rt
nennen.

Führen wir zunächst die Integration nach r aus und integriren
partiell, so erhalten wir

(* F v iar l
Xe«"-rfr= Xf -J L '« J

und durch erneute partielle Integration

Xe' ittr 82X i«r ,dr-

Da nun a sehr gross ist, so können wir im Allgemeinen bei
der Annäherungsrcchnung die Glieder auf der rechten Seite ver
nachlässigen, welche als Faktor eine höhere als die erste Potenz
von a im Nenner enthalten; wir haben also

Xiare t

und der durch das Integral (7) gegebene Werth von c0 wird an
genähert
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«71

iar
(8)

... - i IA«

87. In Fig. 9 befindet sich der Punkt P ausserhalb der Kugel S ;
hätten wir jedoch den Punkt P innerhalb der Kugel S angenommen,
so würden wir offenbar zu demselben Ausdrucke für ?0 gelangt sein,
nur hätten wir in diesem Falle den Abstand l, des Punktes von der
Kugel negativ nehmen müssen.
Wir wollen nun mit Hülfe des Ausdruckes (8) zeigen, dass der

Werth von f0 für einen innerhalb der Kugel gelegenen Werth Null
ist. Zu diesem Zwecke untersuchen wir die Bedeutung der oberen
und unteren Grenze rt und r,. Hierbei können mehrere Fälle ein
treten, von denen wir nur drei in's Auge fassen wollen.

1. Es ist kein Schirm vorhanden; dann ist

r,=A; r2 = 2a + 6,

wenn der Punkt P ausserhalb der Kugel liegt, und

r1 = 6, r2 = 2o — b

für einen Punkt innerhalb der Kugel.
2. Es ist ein Schirm vorhanden; der Pol des Punktes P, der

Punkt Q, liegt nicht auf dem Schirme, wohl aber gehört der dia
metral entgegengesetzte Punkt dem Schirme an. In diesem Falle
ist r1 = b, und die obere Grenze r2, welche im Allgemeinen eine
Funktion von <•

/)

ist, wird durch den Werth von r dargestellt, welcher
dem Rande des Schirmes entspricht.

3. Es ist ein Schirm vorhanden; der Punkt Q gehört dem
Schirme an, während der diametral entgegengesetzte Punkt nicht auf
demselben liegt.
Dann ist r,= 2a±b und rt ist derjenige Werth von r, welcher

dem Rande des Schirms entspricht.
Wir bezeichnen nun mit J das Integral

Xetftr

welches längs des Schirmrandes zu nehmen ist; X' und X" mögen
Xetßr

die Werthe von — :— im Punkte Q und in dem diametral ent-ttx

gegengesetzten Punkte bedeuten; dann haben wir
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im ersten Falle £„= -~ (2 T X" - 2n X')
- zweiten - 50= —^- (J-2*X')--a

- dritten - f„=—^ (2nX"- J).a + »

Wir werden weiterhin sehen, dass J im Allgemeinen vernach
lässigt werden kann.

Zunächst haben wir X' und X" zu bestimmen. Es ist

„ / . cos 1i
>
\

.= X., ta + i« coS l,.

\ 2
•

/

coS l/<

da « sehr gross ist, kann das Glied gegenüber ia unberück

sichtigt bleiben; somit wird

X = i«X2 (l + cos i/O =-L (l + cos 0) ,

da ausserhalb des Schirmes X, =—r— ist.
Im Punkte Q erhalten wir

£ eitth
wenn der Punkt P ausserhalb von S liegt: t/

' = 0; X' == !g—
--

- innerhalb - - -

t/
' = «; X'=0.

Für den diametral entgegengesetzten Punkt ist in allen Fällen

t/<=- und X"=0, demnach wird, wenn der Punkt P innerhalb von

S liegt, das Integral (8) im Allgemeinen zu vernachlässigen sein.
88. Wenn der Punkt P ausserhalb von S liegt, so erhält man

in den drei oben betrachteten Fällen folgende Werthe:

Im ersten Falle £
,= £.€ —^—r,

a + /'

- zweiten -

i'0

— J,e —a-r.
a •+• b

- dritten -

i"
0= 0.

WTenn also der Punkt Q nicht dem Schirm angehört, d. h.,
wenn P nicht im geometrischen Schatten liegt, so ist die Intensität
dieselbe, als wenn kein Schirm vorhanden wäre. Liegt dagegen P

im geometrischen Schatten, so ist die Intensität Null. Mit anderen
Worten, die Erscheinungen sind dieselben wie bei der geometrischen
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Schattentheorie. Es werden also nur dann Beugungserscheinungen
auftreten, wenn J nicht zu vernachlässigen ist.
Wir haben also 1. nachzuweisen, dass das Integral J im All

gemeinen zu vernachlässigen ist;
2. zu untersuchen, in welchen Ausnahmefallen dies nicht mehr

stattfindet.

Es handelt sich somit um die Auswerthung des Integrals

~X</«r ,

welches sich über den ganzen Umfang des Schirmes erstreckt. Zu
diesem Zwecke wollen wir diesen Umfang in eine gewisse Anzahl
von Theilbogen von zweierlei Art zerlegen:

1. Auf den Bogen der ersten Art wird der Differentialquotient
n

-Q
^ endlich sein.

2
. Auf den Bogen der zweiten Art wird dieser Differential

quotient hinreichend gross sein, dass er nicht gegenüber dem Werthe
von a vernachlässigt werden darf.

Uebrigens können wir ohne Weiteres annehmen, dass die Zer
legung des Umfanges in Thoilbogen derart vorgenommen wird, dass
längs eines dieser Bogen r beständig wächst oder beständig ab
nimmt.

89. Wir wollen zuerst das Integral auswerthen, das längs eines
Bogens der ersten Art genommen ist.
Wählen wir als Integrationsvariabole r, dann haben wir unser

Integral zu schreiben

i' v iur o

\

Xe
. 8'r drJ ia 8r

Durch theilweise Integration finden wir

X/«r dv l i»r 8 l 8VBv l f i»8r-+-*y -

Nun ist X von derselben Grossenordnung wie «; wenn also

p

-„— eine endliche Grosse darstellt, so ist jedes der Glieder dieser

letzteren Summe von der Ordnung — , d. h., es ist zu vernach

lässigen. Somit kann das ganze Integral, genommen längs eines

Bogons der ersten Art, vernachlässigt werden.
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Das Integral

9„

genommen längs eines Bogens der zweiten Art, wird im Allge
meinen ebenfalls zu vernachlässigen sein, weil die Differenz der

Integrationsgrenzen <JP,
—
<JPo von derselben Grossenordnung sein wird,

l
wie '
Soll also das Integral J einen endlichen Werth erhalten, so

muss yi — <jp0endlich sein, d. h. es muss wenigstens einer der Bogen
zweiter Art von Q aus gesehen unter einem endlichen Winkel er
scheinen; dies kann in zwei Fällen eintreten.

1. Wenn dieser Bogen selbst endlich ist, dann ist längs des

selben '^= 00, 3— = 0, r = const.; d. h. der fragliche Bogen darfer 0<f

sich nur sehr wenig von einem Kreisbogen unterscheiden, dessen
Pol in Q liegt.

2. Wenn sich der Bogen sehr nahe am Punkte Q, d. h. sehr
nahe am Rande des Schirmes befindet.

Ist dies nicht der Fall, so ist der Werth des Integrals J stets
zu vernachlässigen und wir erhalten keine anderen Erscheinungen,
als diejenigen, welche schon nach der geometrischen Schattentheorie
eintreten müssen.

90. Wir wollen nun zusehen, in welchen Fällen -„
-' unendlich

0r

wird. In § 8f, hatten wir gefunden

r d r= a (a 4- A) sin (t A 9 :

hieraus ergibt sich

dO) 8
'f
- L

8r

o

Diese Gleichung zeigt, dass v in zwei Fällen unendlich werden
rt

kann: 1. wenn sine sehr klein, 2
. wenn 'f unendlich ist.

Da im ersten Falle der Winkel ft sehr klein ist, so wird ein

zum Schirmrand gehöriger Bogen sehr nahe am Punkte Q liegen,
und wir können den Theil der Kugel, welcher diesen Bogen ent

hält, mit einer durch Q gehenden Ebene vertauschen. Ausserdem

dürfen wir diesen Bogen wegen seiner sehr geringen Grosse auch
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als Element einer Geraden AB (Fig. 10) auffassen. Die Entfernung
MQ des Punktes Q vom Bogenelement M ist «9, wobei a den Radius
der Kugel bezeichnet, auf welcher sich der betrachtete Theil des
Schirmumfanges befindet. Nennen wir a 8 den kürzesten Abstand
des Punktes Q von der Geraden AB und y den Winkel zwischen
QM und QC, so haben wir

a 8 coS 9-= a <T
oder

e cos v — <
f.

Der hier auftretende Winkel y un
terscheidet sich übrigens nur durch eine
Konstante von dem Winkel, den wir
früher mit dem gleichen Buchstaben be
zeichnet hatten; die Differentialquotien- Fig. 10.

ten beider Grossen besitzen also den

gleichen Werth. Durch Differentiation der vorhergehenden Gleichung
finden wir nun

s— cos ir — 0 sin or= 0 ;

Ulf

diese neue Gleichung zeigt, dass „— von derselben Grossenordnung
0<f

n

ist, wie 8, und somit auch wie S
. In Folge dessen ist -.— von der
Cvj

1 p

Grossenordnung -— , und „-~ nach Gleichung (10) von der Ord

nung -£-.

Liegt der Punkt P in endlicher Entfernung r von der Kugel,

£
. ..

so ist

-^

von der Ordnung — , und, wenn dieser Differentialquo

tient von derselben Grossenordnung sein soll, wie — , so muss S

von der Ordnung y\ sein. Befindet sich dagegen der Punkt P nur
in einer Entfernung von der Kugel, welche selbst von der Grossen
ordnung A ist, so muss o von derselben Ordnung wie X sein, damit

-? unendlich gross von der Ordnung — ist.

Die Gerade, welche den Punkt P mit der Lichtquelle ver
bindet, muss also die Kugel in einer Entfernung vom Schirmrande
schneiden, welche von der Grossenordnung X ist, wenn die Beleuch

tung in P abnorm sein soll; der Bezirk, in dem sich der Punkt P
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befinden muss, ist aber dann zu klein, als dass er der Beobachtung
zugänglich wäre. Man wird Anomalien in der Beleuchtung von P
nur dann erkennen können, wenn P in einer endlichen Entfernung
von der Kugel liegt.
So ist auf einer mit dem Radius (a+b) beschriebenen, zu S

koncentrischen Kugelschale die von den Beugungsstreifen eingenom
mene Stelle von der Grossenordnung j/7~, wenn b einen endlichen
Werth besitzt, während auf der Kugel S selbst diese Stelle von der
Grossenordnung ^ ist.

Q

91. Wir wollen nun den zweiten Fall betrachten, wo -~ nn-
Or

endlich gross ist; da Jf unendlich gross ist, muss ^ unendlichOry ljrf

klein sein. Ist also —^-— eine endliche Grosse, so muss «— von
sin H 8'f

der Ordnung ^ sein, wenn -—- von der Ordnung - - sein soll.

Mit anderen Worten, « muss, bis auf Grossen von der Ordnung
von X, eine Konstante sein, d. h., unter Vernachlässigung von Grossen
dieser Ordnung muss man einen zum Schirmrand gehörigen end
lichen Bogen als Kreisbogen auffassen können, dessen Mittelpunkt
in Q liegt. Die Entfernung des Punktes Q vom Centrum der mitt
leren Krümmung dieses Bogens muss von der Ordnung />

.

sein.

Hieraus folgt, dass die abnorm beleuchteten Punkte sämuitlich
innerhalb eines Kreises liegen, dessen Radius von der Grossenord
nung X ist, und sich der Beobachtung entziehen.
Soll also eine Beobachtung möglich sein, so muss sin l-, und

somit auch der Radius dieses Kreisbogens selir klein sein.

Ist -
"
eine Grosse von der Ordnung j/7, so genügt es, dass

ö-- und somit die Entfernung des Punktes Q vom Mittelpunkte des
O'f

Kreises ebenfalls von dieser Grossenordnung ist, Unter dieser Be
dingung ist der Raum, in welchem P liegen muss, um abnorme Be
leuchtungserscheinungen zu zeigen, hinreichend gross, dass man

diese Erscheinungen auch wirklich beobachten kann.
Hierbei ist noch zu bemerken, dass, wenn sich der Punkt P

auf der Kugel selbst befindet, die Beleuchtung durch die geome
trische Schattentheorie bestimmt wird, oder wenigstens wird es nicht
möglich sein, durch die Beobachtung einen Unterschied zwischen
der so bestimmten und der thatsächlich stattfindenden Beleuchtung
zu ermitteln.

Wenn nämlich der Punkt P sehr nahe an den Punkt Q rückt,
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so wird -'" — =— , denn in dem Dreieck MOP (vgl. Fig. 9) ist

sine_ sinOMP
r a

und der Grenzwerth des Winkels OMP ist dann ein rechter Winkel. Da

nun -"' - endlich ist, so werden zufolge unsrer obigen Ableitungen

die Erscheinungen der Beobachtung unzugänglich sein.
92. Wir haben nun weiter nachzuweisen, dass die Bedingung

der Transversalität

^„ = £„ + 1o + C„

für die ausserhalb der Kugel S oder auf dieser Kugel selbst ge
legenen Punkte erfüllt ist.

Ö0 genügt der Gleichung

Es gilt also für den Raum ausserhalb von der Kugel S nach

§ 81 (15) die Gleichung

C e„ eiar I. l \ f l 8e„«'cr ,
«o = — I -ir- •- *« --- cos fy dia + \ . - du, ;

| 4 7i r l r ] 4 n Sn rv t}

hierbei erstrecken sich die Integrale der rechten Seite auf alle Ele
mente du, der Kugel S.
Lässt man nun die Stelle, wo sich Beugungsstreifen befinden,

unberücksichtigt, so sind, wie wir sahen, die Erscheinungen die
selben, wie in der geometrischen Schattentheorie; mit anderen
Worten, an gewissen Punkten ist die Beleuchtung Null und an
anderen so, als wäre ein Schirm überhaupt nicht vorhanden. In

diesen beiden Fällen sind «0 und -0-° Null.
On

Bei der von \ms gewählten Annäherung genügt es also, die
Integrale rechter Hand auf die Region der Kugel S zu erstrecken,
wo sich Beugungsstreifen befinden, diese ist aber, wie wir sahen,
von der Grossenordnung L Die Integrale auf der rechten Seite sind
somit zu vernachlässigen, folglich auch w„.
Fassen wir nochmals alles zusammen, so genügen die In

tegrale (4) gut den Bedingungen A, B, C und D, und es kann nur
dann eine abnorme Beleuchtung eintreten, wenn sich der Punkt P
sehr nahe am geometrischen Schatten des Schirmrandes befindet.

98. Vereinfachung der Ausdrücke für f„, %, £
,. — Wir haben

gesehen, dass, wenn der Punkt Q in einem endlichen Abstande von
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den Kändern eines Schirmes liegt, die Beleuchtung des Punktes P
den Gesetzen der Schattentheorie folgt, dass aber die Beleuchtung
geändert wird, wenn der Punkt Q in einer Entfernung vom Schirm-
randc liegt, die von der Grossenordnung V l ist. Die Beleuchtung
eines Punktes hängt also nur von den Theilen der Kugel ab, welche
dem Punkte Q benachbart sind; dieser letztere Punkt heisst der Pol
des Punktes P. Wir wollen diese Ueberlegung zur Vereinfachung
der Ausdrücke für f„, %, ^ benutzen, welche durch die Integrale (4)
gegeben sind.

Wir fassen das erste dieser Integrale in's Auge:

f v , eiar I. cos0\
fo = \ X2 dia 11« •+• l« coS <

f, — l •

Da diejenigen Theile dieses Integrals, welche nicht vernach
lässigt werden dürfen, den Punkten entsprechen, die dem Pole Q

des beleuchteten Punktes P sehr nahe liegen, so brauchen wir das
Integral auch nur auf diese Punkte zu erstrecken und können in
Folge dessen X2 und y als Konstanten betrachten. Ausserdem ist a
sehr gross und r muss endlich sein, wenn die Beugungserscheinungen
sich überhaupt beobachten lassen sollen, somit dürfen wir das unter

dem Integralzeichen stehende Glied - - gegen die beiden anderen
Glieder i'a und i'acosi/' vernachlässigen. Setzen wir nun die be
treuenden Konstanten vor das Integral, dann erhalten wir

f* iar

f0 = X, t« (l + cos */-
) l dia .J r

Ausserdem ist nach § 84

X2 = -*L

ersetzen wir also X, und cos t/' in dem Ausdrucke für ?„ durch die
Werthe, welche diese Grossen am Pole Q annehmen, so finden wir

i<tr

Die Entfernung des Punktes P von den dem Pole Q benach
barten Kugelpunkten unterscheidet sich nur sehr wenig von der
Entfernung PQ = b und kann, da das Integral sich nur auf die dem
Punkte Q zunächst liegenden Punkte erstreckt, vor das Integral ge
zogen werden; der Werth von ?0 geht dadurch über in
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f0 = - '«- -^ C e
ia

2?t h J

oder, in einer etwas anderen Schreibweise,

iVrr ,

<lta

94. Den Werth dieses letzten Integrals wollen wir nun be
stimmen. Es ist in dem Dreieck MOP (Fig. 9)

r2 = (a+ 6)2 + a2 — 2 a (a+ A
) cos G .

Da wir hier nur die dem Pole Q sehr nahe liegenden Punkte
zu berücksichtigen haben, für welche « sehr klein ist, so können wir
cos & durch die beiden ersten Glieder seiner Reihenentwickelung
A2l—g- ersetzen, und erhalten

r2= (a + 6)2 + o=-2a(a+A) (l -—\ = A2+ a(a + 4
) «= .

Bezeichnen wir das zwischen einem Kugelpunkte M und dem
Pole Q liegenden Stück des grossten Kreises mit s, so ist

«

a

somit wird

hieraus folgt

Xun ist r nur sehr wenig von b verschieden, man kann also

(r+ 6) durch 2 b ersetzen , und erhält

die Einführung dieses Werthes in den Ausdruck für :0 liefert uns

ia|i e f <" V~r «2 ,

Jo= ~r- \ « So1, </„,.

Da das Integral nur auf diejenigen Theile der Kugel auszu
dehnen ist, welche dem Punkte Q benachbart sind, so darf man
annehmen, dass dieselben, statt auf der Kugel, in einer die Kugel
Poincar«, D»s Licht. 7
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in Q berührenden Tangentialebene liegen. Wir wählen in dieser
Ebene zwei rechtwinkelige Koordinatenaxen , die sich in Q schnei
den. Die Koordinaten des Punktes M in diesem System werden
durch die Entfernungen / und l' des Punktes von den Axen gegeben
sein. Zur Vereinfachung des Ausdruckes für ?0 deflniren wir die
Lage des Punktes M durch zwei Parameter « und v derart, dass

abi

-=H}-*&+
dann ist

•

und

Durch Einführung dieser Werthe von *2 und dm in den Aus
druck für f0 erhalten wir

^4
|mA(u2 + ^)4 **,

n
und, da « = -.- war,

l„=-<t«A r 11: /„2ü v

95. Intensität des Lichts in einem Punkte. — Wie wir in § 76
sahen, ist die X-Komponente der Verschiebung für einen ausserhalb
der Kugel S gelegenen Punkt P

{ = reeller Theil von f0e

wobei ?0 durch den oben entwickelten Ausdruck (11) dargestellt
wird. Für die beiden anderen Komponenten würden wir dement
sprechend erhalten

17= reeller Theil von fc« *i

f = reeller Theil von ^^~'«Vt-,

hierbei ergeben sich die Ausdrücke für % und JJ
, aus dem Ausdrucke

tür ?0, indem man in (11) |
, durch rn bezw. C
, ersetzt. Die Licht
intensität im Punkte P wird also proportional
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£\2 , / 8<;\2

i)
+N -

sein; nun ist

- - -'«v' -<'«Vt-!
|-= reeller Theil von (- i«V6,e

.

und entsprechend die beiden Ausdrücke für -£
.- und

-^-.
Demnach

ist die Intensität proportional der Summe der Quadrate der Moduln

der drei Grossen von der Form

In dem Ausdrucke (11) ist aber ?, die einzige Grosse, welche
von der Zeit abhängt; somit wird die Intensität gleich der Summe
der Quadrate der Moduln von drei Grossen, deren erste gegeben
ist durch

während die anderen aus dieser folgen, wenn man ?, durch ij, und

C
i ersetzt.

Wenn wir die Beugungserscheinungen in einer Ebene beob
achten wollen, so haben wir die relative Intensität der in einer und
derselben Ebene gelegenen Punkte zu bestimmen. Da sich diese
Punkte immer nahe an einander und in einer bestimmten Entfernung
vom Schirme befinden , so dürfen wir annehmen, dass der Abstand b

eines jeden derselben von der Kugel, welche den Schirm enthält,
der gleiche ist. Hieraus ergibt sich, dass in jedem der Ausdrücke (1),
von denen die Summe der Quadrate proportional der Intensität ist,

. in.!'
tCt€

der Faktor ~,

ft
. unverändert bleibt, vorausgesetzt, dass man nur

homogenes Licht in Betracht zieht. Da man ausserdem diese Punkte
in dem gleichen Augenblicke beobachtet, und die Werthe f,, ij,, C

,

sich nur wenig ändern, wenn man von einem Punkte der Kugel S

zu einem benachbarten Punkte übergeht, so wird auch der Faktor
Pt \ *

?, 4- KjM nahezu denselben Werth besitzen. Die relative In

tensität des Lichtes in den verschiedenen in Betracht kommenden
Punkten wird also in demselben Augenblicke dem Quadrate des
Moduls des Integrals

(

—



100 Beugung.

(2) f. T <"2•'"2)*,*
t/

proportional sein, das in dem Ausdrucke (1) und den entsprechen
den beiden anderen als Faktor auftritt. Wir brauchen also, um
die Lichtintensität in den verschiedenen Punkten der Ebene zu
finden, in welcher die Beobachtungen angestellt werden, nur die

Aenderungen des Moduls dieses Integrals zu untersuchen.
96. Ausdruck des Integrals (2), für den Fall eines Spaltes

mit parallelen Rändern. — Wir wollen annehmen, dass die eine der
Axen, welchen die Parameter u und v entsprechen, parallel zu den
Rändern des Spaltes sei; beispielsweise möge dies für die u-Axe der
Fall sein. Gehen wir nun auf die Gleichung

zurück, durch welche der Parameter « mit der Entfernung o eines
Punktes der «r-Ebene von der r-Axe verbunden ist, so sehen wir,

dass u von der Ordnung -— ist. Da der Spalt eine, wenn auch nicht
W "

unbegrenzte, so doch im Verhältniss zu den Grossen von der Ord
nung V ^ sehr bedeutende Länge besitzt, so werden die Werthe von
u für die in Betracht kommenden Punkte immer sehr bedeutend sein.
Demnach darf man die Grenzen für u in dem Integral (2) un

endlich setzen. Bezeichnen wir ferner die Grenzen von v, die im
Allgemeinen wegen der geringen Breite des Spaltes endlich sind,
mit i-, und t',, so können wir das Integral in der Form schreiben

ü,
2'n»2

da.

Der Werth des ersten dieser beiden Integrale ist (l + 1
) mit

dem Modul 2; wir haben uns also nur noch mit dem zweiten Inte

grale zu beschäftigen, welches nach Einführung von trigonome
trischen Funktionen an Stelle der Exponentialfunktion übergeht in

in v-
i

r
(3)

r, inv> '2 "i
,

T «2 . . l . 71V? ,

\ e rfr = V cos -g- dv + ^ \ sin -A- dv.

97. Graphische Darstellung des Integrals (3). — Die beiden
Integrale rechter Hand sind unter dem Namen Fresnel'sche
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Integrale bekannt; wir wollen sie nun genauer untersuchen. Zur'
Vereinfachung der Rechnung setzen wir die untere Grenze Null;
durch Bildung der algebraischen Summe von zwei solchen Integralen,
deren eine Grenze Null ist, gelangt man dann leicht zu dem allge
meinen Falle, in welchem die Grenzen ganz beliebig sind.
Wir setzen also

V 9

;=(
cos"|-(fo; y=\i»'*• v i II . 7t ^ t
cos -jf- dv ; y= \ sin -g- dv,

und konstruiren die zu den verschiedenen Koordinaten x und y ge
hörige Kurve. Diese geht durch den Koordinatenanfang, denn für
c= 0 ist auch * = y — 0. Vertauscht man v mit — r , so bleibt die
unter dem Integralzeichen stehende Grosse ungeändert, dagegen
ändert die obere Grenze ihr Vorzeichen, und zwar gleichzeitig bei
JT und bei y; der Koordinatenanfang ist also ein Symmetriepunkt für
die Kurve.
Durch Differentiation von ar und y erhalten wir

n r* , , . n i'2
dx = cos - dv ; rf

y = sin —- de ;

4 Ä

hieraus ergibt sich durch Quadrirung und Addition

<fc»+ dy2 = rf«2= rft'2 ,

also
d» = dv,

wenn rfs ein Bogenelement der Kurve bezeichnet.
Durch Integration der beiden Seiten dieser Gleichung folgt

*-»,
wenn man die Integrationskonstante Null setzt, was darauf hinaus
kommt, dass man die Bogen vom Koordinatenanfangspunkte an
rechnet, da für x = y = 0 auch v = 0 ist.

Der Quotient -J
- liefert die trigonometrische Tangente des

uJB

Winkels a zwischen der X-Axe und der Tangente au die Kurve im
Punkte x, y; es ist also

(4) « =
•£«"•

'

Der Krümmungsradius in einem Punkte ist gegeben durch

ds - dv __!_
da nvdv n v
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Im Koordinatenanfang, d. h. für « = 0, ist der Krümmungs
radius unendlich gross, und da a gleichzeitig mit v Null ist, so ist
die X-Axe eine Tangente in dem Wendepunkt O (Fig. 11).
Um den ferneren Verlauf der Kurve zu ermitteln, lassen wir

v von 0 bis =» wachsen; dann nimmt auch der Winkel o über jede
Grenze hinaus zu, während der Krümmungsradius sich der Grenze

Fig. n.

Null nähert. Wir haben es also mit einer spiralförmigen Kurve zu
thun, welche einen asymptotischen Punkt A besitzt, dessen Koordi
naten wir nun bestimmen wollen. Zu diesem Zwecke suchen wir
den Werth des Integrals

Bekanntlich ist

Setzen wir

«
" dv.

— z2 l ,/—
« rfc = --I/7t.

so haben wir
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l in , l in
: = t-y
- — ; <fo= rfo y

—
-g- ;

somit erhalten wir für das gesuchte Integral

da nun

so erhalten wir für B =

Dies sind die Koordinaten des asymptotischen Punktes A. Der
Theil der Kurve, welcher negativen Werthen von v entspricht, liegt
symmetrisch zu dem eben gefundenen.

98. Zur genaueren Definition der Kurve sehen wir zu, wie
sich der Abstand AM des Asymptotenpunktes A von einem be
liebigen Punkte M des positiven Zweiges der Kurve ändert.
Ist v der Werth des Parameters, welcher zu dem betreffenden

Punkte gehört, so werden dessen Koordinaten sein

C ™2 , (' . n v2 ,••=
\ cos

- g- <h>\ y= l sin -~-~ rh

Wir wollen den Koordinatenanfang nach diesem Punkte M ver
legen; in Bezug auf das neue Koordinatensystem wird die Abscisse
des Asymptotenpunktes A gleich der Abscisse desselben Punktes im
alten Koordinatensystem, vermindert um die Abscisse des Punktes
M; es ist also

cw p

P n v2 . P m* . Pl cos -^- dv
— \ cos -g- dv= l

f J J
77r-

cos 0 dv.£t

Auf analoge Weise erhält man als Ordinate des Punktes A im
neuen System
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Die Koordinaten des Asymptotenpunktes in Bezug auf die
durch M gehenden Axen sind also gegeben durch den reellen und
den imaginären Theil des Integrals

(5) J-J.T**
9

Wir wollen nun noch einen anderen Ausdmck für J suchen.
Zu diesem Zwecke setzen wir in dem Integral

ü

: = v w , wobei v eine positive Grosse sein soll, und erhalten also

V
Das Produkt aus diesem Integral und dem Integrale (5)

liefert uns
oo oo

C r „2(<?_«»)J J e V> ;.*db-
v n

Die Integration nach v lässt sich in diesem Ausdrucke ohne
Weiteres ausführen; es ist nämlich

"(T-»2), l ^c;
J e rih=77=ä* J f/le

und somit
00

r dv = ; x—:, ein — 2 «.-

Unser Doppelintegral geht also über in

.
dlo=e

Hieraus erhalten wir einen neuen Ausdruck für J. der uns
lehrt, dass die Koordinaten des Punktes A in Bezug auf die durch
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M parallel zu OX und OY gelegten Axen durch den reellen und
den imaginären Theil des Integrals

gegeben sind.

99. Drehen wir nun die Koordinatenaxen im Punkte M um

einen Winkel -^
j-

»2, d. h. nach Gleichung (4) um den Winkel a,

welchen die Tangente an die Kurve mit der X-Axe einschliesst, so
erhalten wir ein neues Axensystem, das von der Tangente und der
Normalen zur Kurve im Punkte M gebildet wird. Wenn wir mit

x
' und y' die Koordinaten eines Punktes in diesem neuen System

bezeichnen, mit xlt yl die Koordinaten desselben Punktes in dem

alten System, bei welchem die durch M gehenden Axen parallel zu
OX und OY sind, so haben wir als Transformationsformeln anzu
wenden

n v' n r2

x
' = *, cos -g- + 2/, Sin -g-

y
' = )/, cos —

2

x, sm
-^-

.

Multipliciren wir die zweite dieser Gleichungen mit i und ad-
diren sie zur ersten, so erhalten wir

•P'+ *' y' = (*i + * yi) cos ^— — (i *, — y,) sin —-

. , l n r2 . n »2\= (*i -Myi) l cos -g 1 sm ,-j ,

oder

Diese letzte Gleichung zeigt uns, dass der Werth der kom

plexen Grosse (x' + iy') im neuen System gleich ist dem mit

t 2 multiplicirten Werthe (a-1 + ty,) im alten System. Nun ist für
den Asymptotenpunkt A

*i + <yi = Ji

somit wü-d
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_
.r' + / ,/ = J e

und, nach Gleichung (6)
oo

r 2.,-"2*2
i i/ = \ - rfw.J K^(2«-2— in)(7) .r' -My'
'o

Multiplicirt man Zähler und Nenner des unter dem Integral
zeichen stehenden Bruches mit (2 ic* + i n) , so erhält man

n2)

,
dir.

Der Abstand des Punktes A von der Normale in M wird durch
den reellen Theil dieses Ausdrucks gebildet und hat den Werth

f° 4,,2e-«2'«2
1 -=- — rfw ,
J0 ]/^l (4

w* + 7l2)

und die Entfernung dieses Punktes von der Tangente, welche gleich
dem imaginären Theile des Integrals ist, wird

CX3
-, — V* Ul2
2-ne- die.

Die Elemente dieser beiden letzten Integrale sind positiv und
nehmen beständig ab, wenn » von 0 bis oo zunimmt. Somit sind

auch die Abstände des Punktes A von der Normalen und von der
Tangente in M immer positiv und nehmen stets ab; das Gleiche gilt
also von dem Abstande AM. Dies ist auch ganz klar, denn falls es
anders wäre, müsste der Abstand AM ein Maximum oder ein Minimum
aufweisen ; in diesem, dem Maximum oder Minimum entsprechenden
Punkte müsste aber AM normal zur Kurve gerichtet sein, und die
Entfernung des Punktes A von der Normalen wäre daher Null, was
nach dem Vorhergehenden nicht der Fall sein kann.
Es ist leicht ersichtlich, dass für die dem Punkte A benach

barten Punkte der Kurve die Gerade AM nahezu senkrecht auf der
Kurve steht. Für diese Punkte ist nämlich v sehr gross und die Ex-

ponentialgrosse e~~ sehr klein, vorausgesetzt, dass «. nicht sehr
klein ist; in dem Integrale (7) lassen sich also die Elemente, welche
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nicht einem kleinen Werthe von « entsprechen, vernachlässigen.
Ist aber w klein, so reducirt sich der Nenner (2<c2 —in) nahezu auf
— in, und wir erhalten für x' + iy' den angenäherten Werth

00

x )==__2t_ r -u2^
«V*J

52 2t
rfiO = ^=- •

t

71V

Da der reelle Theil Null ist, so ist der Abstand des Punktes A
von der Normalen Null, d. h. AM ist ungefähr normal, während der

Werth von AM annähernd — wird.
n v

Die Gestalt der Kurve ist nunmehr hinreichend genau bestimmt.
100. Beugung durch einen engen Spalt. — Wie wir in § 96

sahen, ist die Lichtintensität in einem äusseren Punkte proportional
dem Quadrate des Moduls des Integrals

C' —v2
l e* dv.

Der Modul dieses Integrals ist gleich der
geometrischen Differenz der Moduln der In
tegrale

f%+i- ' und
Fig. 12.

Ist M, (Fig. 12) der Punkt der darstellenden Kurve, welcher r,
entspricht, M2 derjenige,- welcher v2 entspricht, so werden die Moduln
dieser Integrale durch OM, und OM2 gegeben sein; ihre geometrische
Differenz ist M^I,.
Betrachten wir nun einen durch einen Spalt beleuchteten Punkt

P. so sind die Grossen v{ und v2 proportional den Abständen seines
Pols Q von den Randern des Spalts; da die Breite des Spalts kon
stant ist, so hat die Differenz », — r, für jeden in der Beobachtungs
ebene gelegenen Punkt immer denselben Werth. Nun sahen wir,
dass ü, und v2 den Längen der Kurvenstückc OM1 und OM2 gleich
sind, in Folge dessen hat der Bogen M,M2 immer dieselbe Länge.
Wir müssen also, um die Aenderung der Lichtintensität in den ver
schiedenen Punkten der Beobachtungsebene zu erhalten, die Längen
änderung der zu gleichen Bogen gehörigen Sehne M,M, bestimmen.
Soll ein Maximum oder Minimum auftreten , so muss das von der
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Sehne und den Tangenten MtT und M,T gebildete Dreieck gleich-
schenkelig sein (Fig. 13), oder die Tangenten an den Enden müssen
parallel und von gleicher Richtung sein (Fig. 14). Wir erhalten auf
diese Weise zwei Arten von Maxima und Minima; für die zweite
Art gut

wobei ~ö~», den Winkel zwischen der Tangente in einem Punkte

der Kurve und der X-Axe bezeichnet. Diese Gleichung liefert uns

•t-,2

4K
<'2+ r, =—r- 1

oder

wenn wir

setzen. Die Untersuchung der Maxima und Minima der ersten Art
ist sehr komplicirt.

Fig. 12. Fig. 14.

101. Beugung durch den Rand eines Schirms. — In diesem
Falle ist die Grenze »2 des Integrals (3) in § 96 unendlich, und die
Lichtintensität in einem Punkte P ist proportional dem Quadrate
des Moduls von

00 in .
C T"r •.
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Flg. 15.

Bezeichnet M, den Punkt, welcher dem Werthe i\ entspricht,
so ist dieser Modul gleich der Länge AM, derjenigen Geraden, welche
den asymptotischen Punkt A mit dem Punkte Mt verbindet.
Wenn der Punkt P innerhalb des geometrischen Schattens liegt,

so befindet sich sein Pol Q auf dem Schirme; demnach ist die untere
Grenze p, des vorhergehenden Integrals positiv, und der ihr ent
sprechende Punkt Ml liegt auf dem Theile
der Kurve, welche sich auf derselben Seite y
wie A befindet (Fig. 15). Die Intensität
nimmt also sehr rasch ab, wenn man sich

vom Rande des geometrischen Schattens

entfernt, und hat weder Maximum noch
Minimum.

Da AM annähernd gleich — ist, so
n v

ist das Quadrat des Moduls unseres Integrals

gleich —y-j ; in Folge dessen ändert sich

auf der Seite des geometrischen Schattens
die Lichtintensität ungefähr umgekehrt proportional dem Quadrate
des Abstandes vom Rande dieses Schattens.

Befindet sich dagegen der Punkt P ausserhalb des geometri
schen Schattens, so liegt sein Pol Q ausserhalb des Schirms; die
Grenze rt ist dann negativ, und der Punkt M, liegt auf dem unter
halb der X-Axe gelegenen Kurven theile (Fig. 16). Die Gerade AM,
und somit die Intensitäten P werden also eine Reihe von Maxima und
Minima aufweisen, d. h. es werden Beugungsstreifen auftreten. Die
Maxima und Minima von AM, entsprechen den Punkten, wo diese
Gerade senkrecht auf der Kurve steht. Für einen nahe an A' ge
legenen Punkt weichen die Normalen zur Kurve, welche durch A
gehen, nur wenig von der Geraden AA' ab. Da diese Gerade mit

OX einen Winkel =—.- einschliesst, so schliesst die Tangente in

einem Punkte, welcher einem Maximum oder Minimum entspricht,
mit OX einen Winkel ein, der gegeben ist durch

—J- + K*.

Dieser Winkel, als Funktion von v ausgedrückt, ist aber gleich

-£-»2; somit erhalten wir die Gleichung
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welche für t'2 den Werth liefert:

l

Diese Formel gibt uns näherungsweise die Werthe von v'2,
welchen die Maxima und Minima entsprechen.
Sind M! und M, zwei Punkte, welche einem Maximum und

einem darauf folgenden Minimum zugehören, so wird die Differenz
der Intensität sein

A M,2 — A M,2.

V

Fig. 16.

Haben wir es mit einem Maximum von hoher Ordnungszahl
zu thun, so werden die Punkte M, und M2 einander sehr nahe und
zwar ungefähr auf der Geraden AA' liegen; wir erhalten dann an
näherungsweise

AM,— AM, = A'M, + A'M, =

wobei c, und r2 die Werthe von v bedeuten, welche zu M, und M,
gehören. Die Differenz der Intensität ist also gegeben durch
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somit ändert sich die Differenz zwischen einem Maximum und dem
darauf folgenden Minimum ungefähr umgekehrt proportional dem
Abstande vom Rande des geometrischen Schattens.

102. Beugung durch einen kleinen kreisförmigen Schirm. —

Wir nehmen an, ein Theil der Kugel S werde von einem kleinen,
kreisförmigen Schirme bedeckt. Um in diesem Falle die Aende-
rungen der Lichtintensität in den verschiedenen Punkten einer Ebene
zu erhalten, welche in einer Entfernung b vom Mittelpunkte des
Schirms liegt, müssen wir, wie früher, die Aenderungen des Integrals

n r» in f ^
• ,.

(1) \ \ e * dudv

untersuchen, das sich auf alle ausserhalb des Schirmes liegende
Punkte der Tangentialebene erstreckt, welche im Punkte Q an die
Kugel gelegt ist.
Im Speciellen wollen wir die Beleuchtung des Punktes unter

suchen, der auf der Verbindungslinie der Lichtquelle mit dem
Mittelpunkte des Schirmes liegt; der Pol des betreffenden Punktes
befindet sich dann also im Mittelpunkte des Schirmes.
Setzen wir

u = Q cos if , r = Q sin ij ,
so haben wir

Q?
= u2+ r2,

und da M und v den Abständen eines Punktes der Tangentialebene
in Q von zwei aufeinander senkrechten, durch Q gelegten Axen
proportional sind, so wird Q der Entfernung dieses Punktes von Q
proportional sein. Wählen wir also als Koordinaten p und y, dann
haben die Ränder des Schirmes für Q einen konstanten Werth a.
Das dem Flächeninhalt eines Oberflächenelements proportionale Pro
dukt dudv wird in diesem Koordinatensystem qriqdtp; demnach ist
das Integral, welches die Lichtintensität angibt,

.— n
(2) j j e » S'eded,r.

Durch Integration nach y erhalten wir

oo .

f™
2

e.2
p
odQ,
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und, wenn wir die Integration nach Q ausführen,

in 2l°°
•r n

Für die Grenze Q
= °° ist der Werth der komplexen Ex-

ponentialgrosse unbestimmt; wir wählen hierfür den Werth Xull,
denn unsere Formeln lassen sich nur auf den Fall anwenden, wo q
klein ist, und die Elemente des Integrals (3), welche sehr grossen
Werthen von ^ entsprechen, dürfen nicht in Betracht gezogen wer
den. Somit finden wir einfach:

in , in «
-y («2+»2) _ . -~a2

Der Modul dieser letzteren Exponentialgrosse ist 2 ; somit hängt
die Lichtintensität in dem betrachteten Punkte nicht von a, d. h. von
dem Durchmesser des Schirmes ab; sie hat vielmehr denselben
Werth, als wenn a = 0 wäre, d. h. als wenn gar kein Schirm vor
handen wäre.

Diese Folgerung aus den Beugungsformeln wurde von Poisson
gefunden. Fresnel bestätigte durch experimentelle Beobachtungen
das Vorhandensein dieses leuchtenden Punktes in der Mitte des geo
metrischen Schattens, welchen ein kleiner kreisförmiger Schirm wirft.
Es ist leicht einzusehen, dass diese Erscheinung nur bei An

wendung eines kleinen Schirmes auftritt, denn im entgegengesetzten
Falle lassen sich unsere Formeln nicht mehr anwenden. Wir sahen
nämlich (§ 95), dass die Intensität in einem Punkte von den Werthen

Qo

?i und ~Q~- in den verschiedenen Punkten der Kugel S abhängt,

und diese hatten wir als konstant angenommen; dies ist aber nur
für den Fall zulässig, dass wir nur einen sehr kleinen Theil der
Kugel S betrachten.
103. Beugung durch eine kleine kreisrunde Oeffnnng. — In

diesem Falle sind die Grenzen des Integrals (3) o und a. Wir er
halten also für die Intensität in einem Punkte, dessen Pol mit dem
Mittelpunkte der Oeffnung zusammenfällt, eine Grosse, welche dem
Modul von

proportional ist.
Der Modul des ersten Faktors ist 2, derjenige des zweiten

Faktors variirt gleichzeitig mit dem Werthe von a zwischen 0 und 2,
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und zwar ist er Null für a2 = 4 K , wobei K eine ganze Zahl be
deutet, und 2 für o2 = 4 K + 2. Wir haben also, je nach dem Radius
der Oeffnung, in ein und demselben Punkte des Raumes Dunkelheit
oder Helligkeit. Um diesen Punkt herum erhalten wir Streifen,
welche aus Gründen der Symmetrie kreisformig sein müssen.

104. Beugung bei parallelem Lichte. — Ein besonders inter
essanter Fall der Beugung ist derjenige, wo man die Erscheinungen
in grosser Entfernung von einem Schirme beobachtet, der auch seiner
seits weit von der Lichtquelle entfernt ist.
Die eine Verschiebungskomponente eines Punktes P (Fig. 17)

ist gegeben durch den reellen Theil des Ausdrucks

f,, t™
\ X ------- ,dta,

Fig. 17

wobei X eine Funktion der Verschie
bung £, eines zur Ebene R gehörigen
Punktes bedeutet, und das Integral über
allr Punkte dieser Ebene zu erstrecken
ist. Befand sich der Schirm nicht in
grosser Entfernung von der Lichtquelle,
so hatte, wie wir sahen, nur derjenige
Theil der Kugel einen Einfluss auf die
Beleuchtung dieses Punktes, welcher dem

Pole des Punktes P benachbart war. Das
selbe wird eintreten , wenn der Radius
der Kugel unendlich gross wird, und
wir haben bei der Untersuchung der Beleuchtung des Punktes P
auch nur diejenigen Punkte der Ebene R zu betrachten, welche nahe
am Fusspunkt des von P auf die Ebene gefällten Perpendikels liegen.
Demnach dürfen wir die Funktion X als konstant ansehen und sie
vor das Integralzeichen setzen. Da ferner der Punkt P sehr weit
von der Ebene entfernt sein sollte, so werden seine Abstände PO
und PM von zwei einander benachbarten Punkten M und O nur
wenig von einander verschieden sein, und wir können annehmen,

dass der Faktor — für alle Elemente des Integrals, die nicht ver

nachlässigt werden dürfen, dieselbe Grosse besitzt. Nennen wir also
r„ die Entfernung zwischen P und einem beliebigen Punkte O der
Ebene Q, dann ist

X-' X—
r

,
ato =

•J>(
Poincarl, Das Licht.
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105. Mit Hülfe derselben Untersuchungen, wie wir sie in § 95
angestellt hatten, liesse sich nachweisen, dass die Lichtintensität in
den verschiedenen Theilen einer zu R parallelen Ebene dem Quadrate
des Moduls des Integrals

(1)

proportional ist.
Dies Integral wollen wir umformen. Zu diesem Zwecke fällen

wir vom Punkte M auf OP das Perpendikel MM' und bezeichnen
mit P den Winkel OPM, mit r den Abstand PM; dann ist

P
PM1 = r cos P = r — r (l — cos P) = r — 2 r sin- -^-

•

Da wir nur Punkte in der Ebene R berücksichtigen, welche
einander sehr nahe liegen, so ist der Winkel P sehr klein, demnach

p
ist sin2 0 das Quadrat einer sehr kleinen Grosse, und wenn wir

auch r sehr gross angenommen hatten, so wird doch das Produkt
p

2rsin2-qr zu vernachlässigen sein. Somit ist PM' = r und OM'

=
10
— r.
Wir wollen nun in der Ebene R zwei durch O gehende, senk

recht auf einander stehende Koordinatenaxen annehmen; bezeichnen
wir dann mit x und y die Koordinaten von M und mit / und m
die Kosinus der Winkel, welche OP mit den Koordinatenaxen ein-
schliesst, dann erhalten wir für OM', d. h. für die Projektion von
OM auf OP,

OM' = Ix 4- my ,
und somit

r„ — r = Ix + my.

Führen wir diesen Werth in das Integral (1) ein, so geht das
selbe über in

da jedoch nur das Quadrat des Moduls dieses Integrals in Betracht
kommt, so können wir statt dessen das Integral

setzen, das denselben Modul besitzt.
106. Streifen, welche dnrch eine Oeffnnng mit einem Symmetrie

centrum hervorgebracht werden. — Im Allgemeinen sind die Minima
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der Lichtintensität nicht Null, denn der Modul unseres Integrals
kann nur verschwinden, wenn der reelle und der imaginäre Theil
gleichzeitig Null wird, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. Wird
die Bengungserscheinung aber durch eine Oeffnung mit einem Sym
metriecentrum hervorgebracht, so sind diese Minima gleich Null.
Nehmen wir an, der Punkt O sei das Symmetriecentrum der

Oeffnung, so muss das Integral

das auf alle Punkte der Oeffnung zu erstrecken ist, denselben Werth
beibehalten, wenn man x mit — x und y mit — y vertauscht. Bei
dieser Vertauschung geht aber das Integral über in

i'
Der imaginäre Theil dieses Integrals besitzt das entgegengesetzte

Vorzeichen, wie der imaginäre Theil des vorhergehenden Integrals,
und da sie beide denselben Werth haben, so ist der imaginäre Theil
Null, und jedes der Integrale reducirt sich auf den reellen Theil

cos « (te + my) dia .

Dies Integral ist reell und hat nicht immer das gleiche Vor
zeichen; es kann also Null werden, und somit werden bei homo
genem Lichte die Intensitätsminima streng Null sein.
107. Beugung durch ähnliche Oeffunngen. — Bezeichnen wir

mit o den Winkel, den die Richtung OP (Fig. 17) mit der in O auf
der Ebene der Oeffnung errichteten Senkrechten einschliesst, dann
können wir nachweisen, dass, wenn man die Oeffnung durch eine
ähnliche ersetzt, deren Dimensionen zur ersteren im Verhältnisse K
stehen, der Ablenkungswinkel o, welcher einem und demselben
Streifen entspricht, umgekehrt proportional zu K ist.
Sind x und y die Koordinaten eines Punktes der ersten Oeff

nung, dann hat der entsprechende Punkt der ähnlichen Oeffnung
die Koordinaten K.r und Ky. Die Lichtintensität in einem Punkte P,
dem die Richtungskosinus / und m entsprechen, ist bei der ersten

Oeffnung proportional dem Quadrat des Moduls von

und bei der zweiten Oeffnung proportional dem Quadrate des Mo
duls von

8*
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Fassen wir nun einen Punkt P, in's Auge, der in der glei
chen Entfernung von der Ebene R liegt, während die Kosinus der

Winkel, welche OP, mit der X- und Y-Axe einschliesst, -*- und ,.

sind, so wird bei Anwendung der zweiten Oeffnung die Lichtinten-
sität in dem Punkte P proportional dem Quadrate des Moduls von

sein.

Diese Intensität wird proportional der Intensität im Punkte P
sein, wenn derselbe durch den ersten Spalt erleuchtet wird, und die
Maxima und Minima der Intensitäten werden gleichzeitig auftreten.
Wir wollen nun den Sinus des zum Punkte Pt gehörigen Ablenkungs
winkels o, bestimmen. Nennen wir <p den Winkel, welchen die
Ebene POZ mit der XZ-Ebene einschliesst, so ist

/= sind- cos </•; m= sin tfsin <f ,

und in Folge dessen

Für den Punkt P, erhalten wir

l* m2 sin2<*'

Ersetzen wir also eine Oeffnung durch eine andere, welche
K Mal so gross ist, so haben wir den Sinus des Ablenkungswinkels,
welcher einem und demselben Streifen entspricht, durch K zu divi-
diren: die Beugungsebene bleibt im Uebrigen dieselbe, da sich der

Quotient
- nicht ändert.

Somit bringen ähnliche Oeffnungen auch ähnliche Beugungs-

figuren hervor, aber die Dimensionen dieser Figuren sind umgekehrt
proportional den Dimensionen der Oeffnungen.

108. Satz von Bridge. — Ist ein Schirm von mehreren iden
tischen und ähnlich orientirteu Oeffnungen durchbrochen, so ist die
Intensität in einem Punkte gleich der von einer einzigen Oeffnung
herrührenden Intensität, multiplicirt mit der Intensität, welche die
Gesammtheit von Lichtpunkten hervorbringen würde, die ebenso in
der Ebene vertheilt sind, wie die Oeffnungen.
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Die Intensität in einem Punkte P ist proportional dem Quadrate
des Moduls des Integrals

(l) \ei

das auf alle erleuchteten Theile des Schirmes auszudehnen ist; dies
Integral wird also aus einer Summe von Integralen derselben Form
bestehen, von denen sich jedes über die Oberfläche einer Oeffnung
erstreckt. Da diese Oeffnungen der Gestalt und Lage nach ein
ander gleich sind, so entspricht immer einem Punkte x, y der einen
ein Punkt x+a, y + b einer anderen Oeffnung, und man erhält so
mit alle Punkte der letzteren, wenn man x und y alle Werthe an
nehmen lässt, welche diese Variabeln in der ersten Oeffnung an
nehmen können. Demnach ist der Theil des Integrals (1), welcher
einer beliebigen Oeffnung entspricht, gleich

/>

m y)

/> />

l ia[l(a + x) + m(f, + y)] dia= ei« (la + mb) l gi a

wobei diese Integrale auf die ganze Oberfläche einer dieser Oeff
nungen zu erstrecken sind. Der Werth. des Integrals (1) ist also
gegeben durch das Produkt

i <t (l a + »i 6) . ^ l t a II x + in u) ,v ' y*
dia,

l t\e

das man auch schreiben kann

Nun ist aber das Quadrat des Moduls des ersten Faktors pro
portional der Lichtintensität, welche von n Punkten herrührt, die
ebenso über die Ebene vertheilt sind, wie die Oetthungen des
Schirmes, während das Quadrat des Moduls des Integrals propor
tional der Intensität ist, welche eine einzige Oeffnung liefert. Der

Satz von Bridge ist somit bewiesen.
109. Satz von Babinet. — Zwei komplementäre Schirme, d. h.

solche, bei denen die Oeffnungen des einen den Wandungen des
anderen entsprechen, liefern für einen Punkt des Raumes die gleiche
Beleuchtung, abgesehen von dem Falle, wo der Punkt auf der Ge
raden O Z liegt.
Wir wollen mit R den beleuchteten Theil des ersten Schirmes,

mit R' denjenigen des zweiten Schirmes bezeichnen. Da nun den
nicht beleuchteten Theilen des ersten Schirmes die beleuchteten
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Theile des zweiten entsprechen, so muss die Summe von R und R'
die ganze Ebene repräsentiren. Nun wird bei Anwendung des
ersten Schirmes die Lichtintensität in einem Punkte des Raumes
proportional dem Quadrate des Moduls vom Integral

f ,'«
•

m y)

sein, welches über den ganzen leuchtenden Theil des Schirmes aus
zudehnen ist. Bei Anwendung des zweiten Schirmes wird man, um
die Intensität zu erhalten, das Integral auf alle Punkte des be
leuchteten Theils R' des Schirmes auszudehnen haben. Als Summe
dieser beiden Integrale erhalten wir das Integral, das über die
ganze Ebene zu erstrecken ist, d. h.

1*00

Das Quadrat des Moduls dieses Integrals gibt die Beleuchtung:.
die von einer sehr grossen Oeffnung herrührt; wie wir aber bei Be
sprechung der ähnlichen Oeffnungen sahen, sind die Ablenkungs
winkel um so kleiner, je grosser die Dimensionen der Oeffnung
sind. Bei einer sehr grossen Oeffnung werden die Ablenkungen
sehr klein sein, d. h. wir erhalten kein merkbares Licht ausser in
der Richtung der Z-Axe.
Unser Integral ist also Null für alle Punkte des Raumes,

welche nicht der OZ-Axe benachbart sind. Demnach werden sich
für alle diese Punkte die Integrale, welche zur Bestimmung der
Lichtintensität in einem Punkte dienen, nur durch das Vorzeichen
von einander unterscheiden und das Quadrat ihres Moduls wird in
beiden Fällen denselben Werth haben; die Lichtintensität in diesen
Punkten wird also die gleiche sein.

110. Beugung durch verlängerte Oeffnungen. — Nehmen wir
an, wir ersetzten die Oeffnung in einem Schirm durch eine andere.
welche wir aus der ersteren dadurch erhalten, dass wir die Ordinaten
eines .jeden Punktes der ersteren Oeffnung mit derselben Grosse K
multipliciren, ohne gleichzeitig die Abscissen zu ändern, dann geht
bei einer derartigen Umänderung ein Quadrat in ein Rechteck, ein

Kreis in eine Ellipse über.
Die Lichtintensität in einem Punkte des Raumes ist bei der

Anwendung der zweiten Oeffnung proportional dem Quadrate des
Moduls vom Integral
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r ,•«(/*+ »K»)KrfBl.
•/

Demnach wird die durch die zweite Oeffnung hervorgebrachte

Lichtintensitftt in einem Punkte P,, welchem die Kosinus / und -'
"„

K.

entsprechen, Kmal so gross sein, als die durch die erste Oeffnung
gelieferte Intensität in einem Punkte P, welcher durch die Rich-
tungskosinus l und m von OP bestimmt ist.
Wenn wir in der durch P gehenden, zur Ebene K (Fig. 17)

parallelen Ebene Koordinatenaxen legen, welche den in der Ebene

E gezogenen Axen X und Y' parallel sind, so sind die Koordinaten
*1 und y, von P in Bezug auf das neue Koordinatensystem gleich
den Koordinaten der Projektion dieses Punktes auf die Ebene R.
Die Richtungskosinus von OP sind l, m und cos o; bezeichnen wir
also mit z die Entfernung des Punktes P von der Ebene R, so
haben wir

/ z m z

oder, wenn wir cos o durch seinen Werth in Funktion von / und
)« ausdrücken:

Ersetzt man also eine Oeffnung durch eine andere, deren Or-
dinaten Kmal so gross sind, so werden die Koordinaten des Punktes,
dessen Intensität Kmal so gross ist als diejenige, welche bei An
wendung der ursprünglichen Oeffnung im Punkte x{, y, herrschte,

''Trf^V K"
)n2

K2

Dieser Punkt hat sich also der Axe X, genähert.
Die Ablenkungen sind im Allgemeinen so klein, dass wir P

und )n2 vernachlässigen dürfen, somit wird

also

».'- S
-
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Die Abscisse des Punktes, welche einem Maxhnum der Inten
sität entspricht, ist also ungeändert geblieben, während die Ordinate
Kmal so klein geworden ist. Man kann somit die neuen Beugungs
figuren dadurch aus den alten herleiten, dass man die Ordinaten

aller Punkte mit „- multiplicirt.

Nehmen wir, um einen speciellen Fall herauszugreifen, an, dass
die ursprüngliche Oeffnung kreisförmig sei, so werden aus Gründen
der Symmetrie auch die Beugungsstreifen Kreise sein. Multipliciren
wir die Ordinaten der verschiedeneu Punkte der Oeffnung mit K,
dann geht die Gestalt dieser Oeffnung in eine Ellipse über; um nun
die neuen Beugungsfiguren zu erhalten, haben wir die Ordinaten

der alten Streifen mit -g- zu multipliciren, die Streifen werden also

ebenfalls zu Ellipsen.
Eine elliptische Oeffnung bringt somit auch elliptische Beu-

gungsftguren hervor, welche der Oeffnung ähnlich sind, aber umge
kehrt liegen, und zwar so, dass die grosse Axe der Beugungsstreifen
parallel der kleinen Axe der Oeffnung ist.
Bei Anwendung eines sehr langen Spalts werden die Punkte,

in denen die Intensität Null ist, der Axe X, sehr nahe liegen, denn
man kann sich denken, dass ein derartiger Spalt aus einem Quadrat
entstanden ist, dessen zur Y-Axe parallele Seiten man mit einer sehr

grossen Zahl K multiplicirt hat. Man wird daher Beugungserschei
nungen hier nur in der XZ-Ebene beobachten, d. h. in einer zur
Längsrichtung des Spalts senkrechten Ebene.

111. Beugung durch einen Spalt oder einen Schirm von recht
eckiger Form. — Wir wollen die Dimensionen des Spalts mit 2 a
und 2b bezeichnen. Um nun die durch diese Oeffnung in einem
Punkte P hervorgerufene Lichtintensität zu erhalten, haben wir
das Integral

f i« (/ .r + m y) ^ = ( j a (l x + m y) ^ ^
zu betrachten, das über den ganzen Spalt zu erstrecken ist. Nehmen

wir nun an, der Koordinaten-Anfangspunkt falle mit dem Mittelpunkt
des Spalts zusammen, dann erhalten wir für * die Integrations
grenzen — a und +a, für y die Grenzen — b und + b. Da die In
tegrationsgrenzen konstant sind, so ist das obige Integral das Pro
dukt aus zwei einfachen Integralen nach x bezw. nach y, wir
müssen also den Modul des Produktes
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+ a _+b

'"i.Vi<«01y*

•a — A

suchen. Zur Vereinfachung setzen wir

(1
)

« l= u ; « m = v ;

dann erhalten wir

+ a
-a -A

Das erste Integral dieses Produktes hat den Werth

das zweite wird

lV V

und für das Produkt der beiden finden wir

. sin a« sin Au , , sin au sin Au

4 . = 4 oA •— ; •
u v au o v

Die Lichtintensität wird also proportional sein der Grosse

' sin<iu\2

Diese Intensität wird Null, wenn einer der Sinus Null wird,

d
.

h
. für

(3) au = Kn oder hv = K'n,

wo K und K' beliebige ganze Zahlen exklusive der Null bedeuten.

Ist nämlich K-=0 oder K' = 0, so ist der Werth von - bezw.

—r-— l, somit ist die Intensität nicht gleich Null, sondern ein
Maximuni, da l absolut genommen der grosste Werth ist, welchen
jeder der Faktoren annehmen kann. Wenn aber K und K' den Werth
Null haben, so ist auch u = v = 0 und somit ebenfalls / = m = 0; dann
aber liegt der Punkt, dessen Beleuchtung wir suchen, auf der Axe
OZ (Fig. 17), d. h. auf einer Geraden, welche im Mittelpunkte des
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Spalts auf der Ebene des Spalts senkrecht steht. In jedem Punkte
dieser Geraden ist also die Lichtintensität ein Maximum.

112. Die Werthe von l und m, welche den Minima der Inten
sität entsprechen, erhalten wir, wenn wir in den Bedingungs
gleichungen (3) u und v durch ihre Werthe (1) ersetzen; wir finden
auf diese Weise

K,. K1*
/= ; m— —7— •aa o«

Wählt man in der Beobachtungsebene zwei Axen parallel zu
den X- und Y-Axen, die sich auf OZ schneiden, so sind, wie wir
in § 110 sahen, die Koordinaten xt und y1 eines Punktes proportional
/ und m. Somit liegen die Punkte mit der Intensität Null auf äqui-
distanten Geraden, welche zu einer der Koordinatenaxen parallel
sind. Wir erhalten also die Erscheinung eines Netzwerkes TOD
rechtwinkeligen Maschen, in dessen Mittelpunkt die Lichtintensität
ein Maximum ist. Die einzelnen Maxima nehmen mit der Entfer
nung von den Koordinatenaxen, d. h. mit der Zunahme von u und <•

ungemein rasch ab, da der Ausdruck (2), welchem die Intensität
proportional ist, das Produkt w2t-2 im Nenner enthält. In der Rich
tung der Axen selbst, welche durch Punkte gebildet werden, die
den Grossen K = 0 und K' = 0 entsprechen , erhält man ein helles
Kreuz.
Nach dem Satze von B abinet finden wir dieselbe Erscheinung,

wenn wir statt des rechteckigen Spaltes einen ebensolchen Schirm
nehmen.

Hat eine der Dimensionen des Spalts eine beträchtliche Aus
dehnung, so tritt nach § 110 die Erscheinung nur in der Ebene auf,
welche auf der Längsrichtung des Spaltes senkrecht steht; man sieht
dann eine Reihe von Streifen von der Intensität Null, welche durch
Lichtstreifen getrennt sind, deren Helligkeit mit der Entfernung vom
mittleren Streifen sehr rasch abnimmt. Die Rechnung zeigt, dass
die Intensität des zweiten Maximum nur den zwanzigsten Theil von
derjenigen des ersten beträgt.
Dieselben Erscheinungen lassen sich mit einem Faden her

vorrufen.
113. Beugungserscheinungen bei n Lichtpunkten, die unregel-

mässig in einer Ebene vertheilt liegen. — Nennen wir a und b die
Koordinaten eines dieser Punkte, welche alle die gleiche Intensität
haben sollen, so ist die Lichtintensität in einem Punkte des Raumes
proportional dem Quadrate des Moduls der Summe
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^y i(ua + vb)

Nun ist das Produkt aus zwei konjugirten komplexen Grossen
gleich dem Quadrate des Moduls der einen dieser komplexen Grossen;
die Lichtintensität wird also proportional sein

'(na + vb) ^ — i(ua+ vb) _ ^ '[«(« — a') + v(b — A')] (
wobei a' und b' die Koordinaten irgend eines zweiten der leuchten
den Punkte bezeichnen.
Sind n leuchtende Punkte vorhanden, so erhalten wir n2 solcher

Ausdrücke; bei n derselben ist a = a', b = b'; der Werth einer sol
chen Grosse ist daher 1. Für die übrigen n2 — n Glieder ist der
Modul l und das Argument u (a— a') + v(b — b'). Dies Argument
kann alle möglichen Werthe annehmen, da die Punkte unregelmässig

vertheilt liegen. Nun ist aber bekanntlich der Mittelwerth von e"f
Null, wenn <p alle möglichen Werthe annehmen kann, somit wird
auch die Summe unserer n2 — « in Frage kommenden Glieder Null.
Die Intensität in einem Punkte, der von den n Punkten gleicher
Intensität beleuchtet wird, ist also konstant, und zwar n Mal so gross
als diejenige Intensität, welche ein einziger leuchtender Punkt her
vorrufen würde.

114. Beugungserächeinungen bei n Oeffnungen. — Wir wollen
nun w Oeffnungen von gleicher Grosse und Gestalt betrachten, die

gleich orientirt, aber unregelmässig über die Ebene vertheilt sind.
Dann wird nach dem Satze von Bridge (§ 108) die Intensität durch
das Produkt aus zwei Faktoren gegeben sein, von welchen der eine
der von einer einzigen Oeffnung herrührenden Lichtintensität pro
portional ist, während der andere Faktor der Intensität von n leuch
tenden Punkten proportional ist, welche ebenso über die Ebene ver
theilt sind, wie die Oeffnungen. Ist die Vertheilung dieser Oeff

nungen aber unregelmässig, so wird nach dem vorhergehenden Para

graphen der zweite Faktor gleich dem n fachen der Intensität sein,

welche von einer einzigen Oeffnung herrührt.
Der Babinet'sche Satz sagt aus, dass dasselbe bei n Schirmen

eintreten würde. Haben wir es im speciellen Falle mit n kleinen

kreisrunden Schirmen zu thun, so müssen wir dieselbe Erscheinung
erhalten, wie bei einem einzelnen Schirme, nur werden die Maxima
der Lichtintensität n Mal so gross geworden sein. Diese Thatsache
lässt sich experimentell dadurch nachweisen, dass man das Objektiv

eines astronomischen Fernrohres mit Lycopodiumsamen bestäubt;
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man erhält dann bei der Beobachtung mit homogenem Lichte
dunkele und helle Streifen.

115. Erscheinung bei zwei Punkten von gleicher Intensität. -
Wir wählen als X-Axe die durch beide Punkte gehende Gerade, und
als Y-Axe die Senkrechte in der Mitte des Abstandes beider Punkte;
dann sind die Koordinaten des einen Punktes a und ü, diejenigen
des anderen Punktes — a und 0. Die Lichtintensität in einem
Punkte des Raumes wird proportional dem Quadrate des Moduls von

eiau_e— iau

sein, also proportional cos2<™. Die Intensitätsminima treten dann
auf für

(-
2 K + 1) r,. - —2lT

sind regelmässig vertheilt und haben den Werth Null; sie rühren
von der Interferenz der Strahlen her. Die Intensitätsmaxim a sind

ebenfalls regelmässig vertheilt, haben gleichen Werth und entsprechen
den Punkten

116. Erscheinung bei zwei kreisrunden Oeffnnngen oder
Schirmen. — Bezeichnen wir die Lichtintensität in einem Punkte
bei Vorhandensein einer einzigen Oeffnung mit J und den Abstand
der Mittelpunkte beider Oeffnungen mit 2a, so ist die von beiden
Oeffnungen gelieferte Intensität proportional

J cos~ a„.
Die Aenderungen des ersten Faktors bestimmen ein System

von concentrischen Streifen, diejenigen des zweiten Faktors rufen
geradlinige Streifen hervor.

117. Erscheinung bei zwei rechteckigen Spalten. Nach

§ 111 ist die Intensität, welche von einem Spalte von der Breite 26,
und einer verhältnissmässig grossen Höhe herrührt, proportional

/sin6«\2

\ *« J

Somit erhalten wir bei zwei gleichen Spalten, die sich in einem
Abstande 2 a von einander befinden,

/sin huV cos,au.

\ *« /
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Die Intensitätsminima, welche Null sind, treten ein für

Den durch die erste Gleichung bestimmten Werthen von M ent
sprechen Beugungsstreiten, den durch die zweite Gleichung be
stimmten Interferenzstreifen. Da a grosser ist als b, so liegen die

Interferenzstreifen näher an einander, als die Beugungsstreifen, und

zwischen je zweien der letzteren finden sich immer mehrere der
ersteren Art.

118. Erscheinung bei n äqnidistanten, in gerader Linie liegen
den Punkten. — Wir bezeichnen mit 2 a den Abstand zweier auf
einanderfolgender Punkte, und wählen als X-Axe die Gerade, welche
alle Punkte verbindet. Der Koordinatenanfang möge mit dem ersten
dieser Punkte zusammenfallen; dann sind die Abscissen der ver
schiedenen Punkte

0 , 2 a , 4 a , ..... 2 (« — 1) a ,
und das Integral, von welchem das Quadrat des Moduls proportional
der Intensität ist, wird

t . 2iau . 4io« 2(» — l)at/il) 14- 1 + c -+- ..... e ^
Die Glieder dieser Summe bilden eine geometrische Reihe.,

deren Quotient e
''"
ist; als \Verth der Summe erhalten wir somit

2ni'ai'_ ,
/*•««_ r

Der Modul dieses Bruches ändert sich nicht, wenn man den
Zähler oder den Nenner mit einer Grosse multiplicirt, deren Modul l
ist. Multipliciren wir in unserem Falle den Zähler mit e

'
au, den

Nenner mit «"~' J", so erhalten wir

ni'o« — naiu

iau — lau

dieser Ausdruck lässt sich auch schreiben

sin nau .
sin a u

die Intensität in einem Punkte wird also dem Quadrate dieser
Grosse, d. h.
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(9)
Bin2 n a u

sin8 au

proportional sein.
Diese Funktion haben wir zu untersuchen. Sie ist periodisch,

denn wenn wir u um - - wachsen lassen, nimmt au um re und nau
um n n zu; der absolute Werth der Sinus bleibt hierbei also un-
geändert.
Für

wird der Zähler Null, und die Funktion selbst wird Null, wenn
nicht auch gleichzeitig der Nenner Null ist; dies letztere tritt für
diejenigen Werthe von K ein, welche ein Vielfaches von n dar
stellen. Um den Werth der Funktion in diesem letzteren Falle zu
erhalten, genügt es, wegen der Periodicität der Funktion, zu unter
suchen, welchen Werth sie für K = 0 erhält; dann aber wird

sin2 n a u

sin2 a K a2 u2

Die Intensität ist somit proportional n,, und zwar ist dies ein
absolutes Maximum der Intensität, denn da der Modul eines jeden
Gliedes der Summe (1) höchstens gleich l sein kann, so ist der
Modul der Summe höchstens gleich n und somit ist der Maximal-
werth der Intensität proportional n2. Diejenigen Maxima, welche
einer Intensität entsprechen, die proportional n2 ist, wollen wir
Hauptmaxima nennen.
Zwischen zwei dieser Hauptmaxima wird die Funktion (2)

(n
—
1) Mal Null, und zwischen zwei aufeinanderfolgenden Werthen

Null hat sie wenigstens ein Maximum ; wir erhalten somit wenigstens

(n
—
2) . sekundäre Maxima. Mehr können übrigens auch nicht vor

handen sein; die Funktion ist nämlich ein ganzes Polynom vom
Grade (n — l) in Bezug auf cos a u; ihr Differentialquotient nach
cos a M ist also vom (n — 2)ten Grade und hat nur (n — 2) Wurzeln,

deren jede einem Maximum oder Minimum entspricht.
Die sekundären Maxima sind sehr unbedeutend und um so

weniger deutlich, je grosser n ist. Wir haben nämlich

sin2na« l
sin 2a«

~~'
sin2au'

hat sin a« einen endlichen Werth, dann ist die erste Seite der Un
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gleichung und demnach erst recht die linke Seite sehr klein im
Verhältniss zu n2.
Aber auch wenn sin au klein ist, d. h. für die Werthe von «,

welche nahe an - - liegen, sind die sekundären Maxima, die sich

dann nahe an den Hauptmaxima befinden, nur schwer zu beob

achten. Da in diesem Falle au nahezu gleich K?r ist, so können
wir wegen der Periodicität der Funktion annehmen, dass au nur

wenig von Null verschieden ist, und statt des sin au den ent

sprechenden Bogen setzen; für den Intensitätsfaktor erhalten
wir dann

sin'na«

Eine Untersuchung dieses Faktors ergibt, dass das erste sekun
däre Maximum nur den 20. Theil, das zweite nur den 60. Theil des
Hauptmaximum beträgt.

119. Gitter. — Ein Gitter besteht aus n parallelen Spalten von

gleicher Breite 26, deren Abstand von einander 2 a beträgt. Der
Intensitätsfaktor einer einzelnen Spalte ist

sin2*«
~W~

derjenige von n äquidistanten Punkten

sin2nait

sin2 au'

somit wird die von einem Gitter gelieferte Intensität proportional
dem Produkte dieser beiden Faktoren sein. Da die Spalten eine zu
ihrer Breite verhältnissmässig grosse Höhe besitzen, so werden die
Streifen nur in einer zur Längsrichtung der Spalten senkrechten
Ebene auftreten.

Genau genommen müssten sich also die von den beiden Fak
toren herrührenden Maxima einzeln beobachten lassen ; da aber n
im Allgemeinen sehr gross ist, so werden die vom Faktor (2) her
rührenden Hauptmaxima allein sichtbar sein. Für diese ist

K n- ,
a

und die Intensität ist proportional
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Ktl7t
sin2

(8) «2 -„-.

Da bei diesem Ausdruck K2 im Nenner auftritt, so wird die
Intensität der Hauptmaxima abnehmen, wenn man sich von der
Normalen zur Gitterebenc entfernt.

Ist — sehr klein, so wird das Produkt K— für eine grosse
ii a

Anzahl von Werthen von K kleiner als -^- sein. In diesem Falle

wird der Zähler von (3) fortwährend abnehmen, und da man nicht
mehr als 6 oder 7 Hauptmaxima beobachten kann, so wird die
Intensität derselben abnehmen.

Ist 6 nicht sehr klein, dann kann das Produkt K —— für AVerthe
a

von K, die kleiner sind als 7, grosser werden als -^-, und dann

nehmen die Hauptmaxima nicht regelmässig ab, da der Zähler von

(3) zwischen 0 und l hin- und herschwankt.
Wenn 6 und a kommensurabele Grossen sind, so wird es einen

AVerth von K geben, für welchen sin —- Null wird ; demnach wird

das entsprechende Hauptmaximum fehlen. Beispielsweise werden

für — =-£- alle Hauptmaxima von gerader Ordnungszahl fehlen:

in diesem speciellen Falle ist der absolute AA'erth von sin -

gleich l, wenn K eine ungerade Zahl bezeichnet; die Hauptmaxima
von ungerader Ordnungszahl werden proportional — sein, d. h. sie

werden regelmässig abnehmen.

Der undurchsichtige Zwischenraum, welcher zwei Spalten trennt,
hat die Grosse (2 a— 26); setzen wir also in unseren Intensitätsfonneln

(2 a— 26) statt 26 oder a — 6 an Stelle von 6, dann erhalten wir die
Intensität eines neuen Gitters, welches sich von dem alten nur da
durch unterscheidet, dass die undurchsichtigen Zwischenräume an
die Stelle der Spalten getreten sind und umgekehrt. Vertauschen

wir in sin —- die Grosse 6 mit a— 6, so erhalten wir
a

K (a — b)n /^ KAn\
sin — — =8in|K;t 1=± sin

« /
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Somit geht die Formel (3) über in

bKn,2 sm J

K8 7I2 (a — b}'
~tf~

Wir erhalten also für die Hauptmaxima das gleiche Gesetz
der Abnahme, ein Resultat, das sich mit dem Satze von Babinet
in vollständiger Uebereinstimmung befindet.
120. Beugungserscheinnngen bei weissem Lichte. — Bei

unserer Untersuchung hatten wir stets X als konstant vorausgesetzt,
d. h. wir hatten angenommen, dass nur homogenes Licht zur Ver
wendung gelange. Bei Anwendung von weissem Lichte wird die

Lage der Intensitätsmaxima von ^ abhängen, wir erhalten also far

bige Streifen. Speciell bei den Gittern treten, da die Ablenkungen
sehr beträchtlich sind, vollständige Spektra auf, die durch dunkele
Zwischenräume von einander getrennt sind.

Poincare, Das Licht.



Kapitel V.

.Drehung der Polarisationsebene. —

Dispersion.

121. Um zu den Bewegungsgleichungen eines Moleküls in
einem elastischen Medium

FS x? 3 /öW..'

(1)

zu gelangen (§ 32), hatten wir angenommen (§ 14). dass in den Aus
drücken für D?, DJJ, Dr die Glieder mit D.r2, Df, Dr2 vernachlässigt
werden dürften, da die Grossen D.r, Dy, Dz von der Grossenordnung
des Radius der molekularen Wirkungssphäre sind. Hieraus ergab sich,
dass D?, DJj, D.T lineare Funktionen der neun partiellen Differential-
quotienten von f, ij, C nach x, y, z waren, und W2 eine homogene
Funktion zweiten Grades von diesen neun Differentialquotienten.
Ferner untersuchten wir (§ 41), was aus den Gleichungen (1)

wird, wenn wir es mit isotropen Medien zu thun haben, und fanden

(§ 42), dass sich die Bewegung der Moleküle in einem derartigen
Medium mit einer konstanten Geschwindigkeit

v=
e

fortpflanzt.

Nun zeigt das Experiment, dass die Geschwindigkeit des Lichtes,
wenn dasselbe ein anderes isotropes Medium als den Aether durch
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setzt, von der Wellenlänge A abhängt. Diese Thatsache legt die Ver-
muthung nahe, dass die in § 14 gemachte Annahme, welche durch
keine theoretische Ueberlegung gerechtfertigt erscheint, verworfen
werden muss, wenn es sich um die Fortpflanzung des Lichtes in
einem ponderabelen Medium handelt. Verlassen wir diese Hypo
these, dann werden die Grossen Df, Dy, DCdie Differentialquotienten
verschiedener Ordnung von g, y, £ nach x, y, z enthalten, und die
Funktion W2, welche homogen und vom zweiten Grade (§ 13) in
Bezug auf Df, DJJ, D» ist, wird auch homogen und vom zweiten
Grade in Bezug auf die partiellen Differentialquotienten verschie

dener Ordnung von f, ij, C sein. Wir wollen nachweisen, dass,
wenn wir für W2 eine derartige Funktion wählen, die Bewegungs
gleichungen eines Moleküls die Erscheinung der Drehung der Pola
risationsebene sowie der Dispersion zu erklären vermögen.
122. Wir bezeichneten mit -U die Kräftefunktion der äusseren

und inneren Kräfte, welche auf die Moleküle eines von der Ober
fläche S (Fig. 18) begrenzten Volumens wirken; dann fanden wir
(§ 29) mit Hülfe des Princips von d'Alembert die Gleichung

(2) *-
welche für jeden beliebigen Werth von 8£, oy, 8* erfüllt sein muss.
Der Theil der Funktion U, welcher den

inneren Kräften entspricht, ist

<AV dr,

derjenige, welcher sich auf die äusseren Kräfte
bezieht, die auf die Treunungsfläche S wirken,

f (Px d| + P
./ <Tii+ P. J'O (/tu ; Fig. 18.

hierbei bedeuten Px, Pt , P, die Komponenten des Druckes, welcher

auf ein Oberflächenelement dm ausgeübt wird. Ersetzen wir SU
durch die Summe dieser beiden Grossen, so geht die Gleichung (2)
über in

Da diese Gleichung für jeden beliebigen Werth von ÄJ, 8y, 5C
9*
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erfüllt sein muss, so können wir im Speciellen <
fy = ou'=0 setzen,

und gelangen somit zur Gleichung

(3) fP, <T5+ f <fW dr - ff e dr = 0,fP, «T5+ f eTW dr

welche für jeden beliebigen Werth von 8£ erfüllt sein muss.
123. Das zweite Glied dieser Gleichung wollen wir nun um

formen. Im Allgemeinen ist W eine Funktion der partiellen Diffe
rentialquotienten verschiedener Ordnung von f, y, T. Bei einer be
liebigen virtuellen Verrückung, die man dem System ertheilt, ändert
sich jede dieser Variabeln; ist dagegen, wie wir annahmen,

<
5
)j = or=0, so werden sich nur die partiellen Differentialquotienten

von ? ändern. Demnach wird der Zuwachs 3W der Funktion W
nur von den Zuwachsen abhängen, welche die verschiedenen par
tiellen Differentialquotienten von« f erfahren. Zur Vereinfachung
der Rechnung wollen wir vorläufig annehmen, dass die einzigen
partiellen Differentialquotienten von ?, welche in W vorkommen,

-g— und -g^j sind; wir schreiben dieselben ?' und ?" und er

halten somit

aw .,. 0w ...
o W — - — oS 4- u $

c* o£

und demnach

Bekanntlich ist, wie wir schon in § 30 erwähnten,

f 8W rtr w f 8W r f rt 8 l 8W\ J
(•t) -SIf- W d*=\« ^-,- <

l i du, - \# - ,

- -r rfr,f 8W rtr w f 8W r f

J w dt
dl =

\

" W öi d>" " J

und

Führen wir beim zweiten Integral rechter Hand eine analoge
Umformung aus, so folgt:

Addiren wir die rechten Seiten der Gleichungen (4) und (5)
und ersetzen in (3) das zweite Integral durch diese Summe, so
erhalten wir eine Gleichung mit Integralen, welche auf die Ober
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fläche S und auf das Volumen R zu erstrecken sind. Die Summe
der Doppelintegrale wollen wir mit J bezeichnen; dann wird die
Gleichung (3)

8_ (" f
J [

und da dieselbe für jeden beliebigen Werth von o? erfüllt sein
muss, so muss der unter dem Integral stehende Klammerausdruck
Null sein. Wir erhalten also

_8_ /ew\ _S2_
/ew\

~
"ST [8s')

+ W- \di" l

Bezeichnen wir mit W, das Glied ersten Grades und mit W2
das Glied zweiten Grades in der Entwickelung von W nach wachsen
den Potenzen von D?, DJJ, DC, so können wir diese Gleiclrung
schreiben

Da nun Df , Dij, DC vom ersten Grade in Bezug auf die par
tiellen Difterentialquotienten von f, 15, C sind (§ 14), so gilt dasselbe
auch für Wt; die Differentialquotienten dieser Funktion nach £' und
f" werden also Konstanten sein, und die obige Gleichung reducirt
sich deshalb auf

8P 8-c \ 8t' l 6.r2 \ 8s" i

Dies ist die erste Bewegungsgleichung für ein Molekül; die
beiden anderen würden sich auf dieselbe Weise finden lassen.
Die Summe der Integrale, die wir mit J bezeichnet haben,

würde uns die Werthe für die Drucke liefern, welche auf die Ober
fläche S wirken; wir wollen dieselben jedoch nicht bestimmen.
124. Bewegnngsgleichungen. — Wir sind also zu folgender

Regel gelangt:
Die Bewegungsgleichungen lassen sich schreiben

wobei P, Q, R lineare Polynome der Differentialquotienten ver

schiedener Ordnung von ;, y, C bedeuten und folgendermaassen ge
bildet sind:
Um P zu erhalten, hat man W2 nach jedem der darin auf
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tretenden Differentialquotienten von ? zu differentiiren. Der so ge
fundene Differentialquotient von W2 ist sodann nach x, y und z zu
differentiiren und zwar auf dieselbe Weise, wie der partielle Diffe
rentialquotient von £ gebildet ist, der in Betracht kommt. Beispiels
weise differentiirt man

8Vf—öHr ein Mal nach ,r

zwei Mal nach x

8W,
ein Mal nach x und ein Mal nach y u. s. w.

84;;

Sodann versieht man die Differentialquotienten gerader Ord
nung mit dem Zeichen + , diejenigen ungerader Ordnung mit dem
Vorzeichen — und addirt dieselben; man erhält in Folge dessen

JL(JÜ?U_ JL/J^M- 8 / 0W2 \ , 0L/_0w2\
8.r 1 Bf,- l 8,J \ Bf; j M 0f s- )

+
a*2 1 Bf;; )

Bf;;
.
H

Auf dieselbe Weise bildet man das Polynom Q, indem man
W2 nach den partiellen Differentialquotienten von y differentiirt.
In einigen speciellen Fällen vereinfacht sich der Ausdruck des

Polynoms P. So treten beispielsweise , wenn das elastische Medium
isotrop ist, die Differentialquotienten ungerader Ordnung in P nicht
auf. Bei einem derartigen Medium müssen nämlich die Bewegungs
gleichungen ungeändert bleiben, wenn man gleichzeitig die Vor
zeichen von x, y, z und von f , y, C ändert. Führt man diese Aen-

02£
derung aus, so wechselt

-g-^-
sein Vorzeichen, demnach müssen auch

die verschiedenen Glieder von P ihr Vorzeichen ändern. Dies ist
nun zwar der Fall für alle Differentialquotienten gerader Ordnungs
zahl von f nach x, ,1, z, nicht aber für diejenigen ungerader Ord-

82t 82t
nung, wie -5^ , g- .,-„- etc. , denn diese behalten ihren Werth bei,

da Zähler und Nenner gleichzeitig ihr Vorzeichen wechseln. Somit
dürfen diese Differentialquotienten in dem Ausdrucke des Polynoms
P bei einem isotropen Medium nicht auftreten.
Ganz dasselbe tritt ein, wenn das elastische Medium ein Sym

metriecentrum besitzt. Auch in diesem Falle darf somit das Poly
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nom P nur die Differentialquotienten von gerader Ordnungszahl
enthalten.

125. Drehung der Polarisationsebene durch den Quarz. — Da
der Quarz in einer zum hexagonalen System gehörigen hemiedri-
schen Form krystallisirt, so besitzen seine Krystalle kein Symmetrie
centrum.

Nehmen wir nun an, dass die Vertheilung des Lichtäthers in

einem.ponderabeln Körper identisch ist mit derjenigen der materiellen
Moleküle, aus welchen der Körper besteht, so wird der im Quarz
enthaltene Aether als ein elastisches Medium aufzufassen sein, das
ebenfalls kein Symmetriecentrum besitzt.

Somit kann das Polynom P in den Bewegungsgleichungen für
die Aethermoleküle, welche die Fortpflanzung des Lichtes im Quarze
vermitteln, die partiellen Differentialquotienten ungerader Ordnungs
zahl von £, y, C enthalten. Um zu weitläufige Rechnungen zu ver
meiden, nehmen wir noch speciellere Bedingungen an, und wollen
nachweisen, dass das Vorhandensein der Differentialquotienten dritter
Ordnung bereits genügt, um von der beim Quarz auftretenden Drehung
der Polarisationsebene Rechenschaft zu geben.
Wir fassen eine Welle in's Auge, deren Ebene senkrecht zur

Krystallaxe gerichtet ist. Wählen wir als XY-Ebene eine zur Wellen
fläche parallele Ebene, so hängen die Verschiebungen f , y, £ der
Aethermoleküle nur von r und der Zeit t ab, und somit werden die
partiellen Differentialquotienten verschiedener Ordnung von f, y, C
nach x und y Null sein. Da ferner die Schwingungen transversal
gerichtet sind, so erfordert die Bedingung hierfür auch noch, dass

T.' = 0 ist. W2 wird demnach eine homogene Funktion zweiten
Grades von den partiellen Differentialquotienten erster Ordnung
?.', ijz

' und von den partiellen Differentialquotienten höherer Ord

nung von ?, 1j, C nach z sein. Wir bezeichnen mit W2' die Ge-
sammtheit derjenigen Glieder von W,, welche homogen sind in Bezug
auf die partiellen Differentialquotienten erster Ordnung, und nehmen
der Einfachheit halber an1), dass die übrigen Glieder von W, Null
seien, mit Ausnahme des folgenden:

8
n ö2J&--—•- - •

QZ G22

Durch Anwendung der Kegel, welche wir für die Bildung der

J) Vgl. das später folgende Kapitel über Doppelbrechung in hemi-
edrischen Medien, in welchem wir auf diesen Punkt eingehender zurück
kommen werden.
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rechten Seiten der Bewegungsgleichung aufgestellt hatten (§ 124),
erhalten wir die folgenden Gleichungen

-8-*= _vA/J^\ o_82i?

Die von W2' herrührenden Glieder rechter Hand werden par
tielle Differentialquotienten zweiter Ordnung von ?, ij, T sein, multi-
plicirt mit einem konstanten Faktor. Unter der Annahme, dass sich

Oqt. QJ

diese in der ersten Gleichungauf -v^, in der zweiten auf -^.2 redu-0» v»

ciren, gehen diese Bewegungsgleichungen über in

Diesen Gleichungen wollen wir dadurch zu genügen suchen,
dass wir setzen

die in den Bewegungsgleichungen vorkommenden partiellen Dift'e-
/ rentialquotienten von ? und y werden dann

-C-v«
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(s-Vt)

Führt man diese Werthe in die Gleichungen (1) und (2) ein,
so erhält man nach Beseitigung der gemeinschaftlichen Faktoren

(3)

(4) B(oV*-l) = -aA^.
Eine Division der Gleichung (3) durch die Gleichung (4) ergibt

A- Ä
B
~ ~
A '

oder

A =±B1.

Wh' werden also den Bewegungsgleichungen genügen können,

wenn wir für f und t die reellen Theile von

oder von

wählen.

Das erste System von Losnngen liefert uns für die Verschie

bungen des Aethermoleküls in der Ebene z = 0 Ausdrücke von der
Form

Jt = r cos (« t + y)

n,=r sin (a t+f),



138 Drehung der Polarisationsebene. — Dispersion.

das zweite solche von der Form
•

l,= — r cos (« t + <f)
'2 = rsin (at + <f).

Um die von dem Molekül in der XY-Ebene beschriebene Kurve
zu erhalten, haben wir t aus den Werthen für S und ij zu eliminiren.
Addiren wir die Quadrate von f, und ij,, sowie diejenigen von ?2
und ij2, so finden wir

Wie diese beiden Gleichungen zeigen, ist in beiden Fällen die
Bahn des Moleküls ein Kreis; da jedoch dieWerthe von fi und von
?2 entgegengesetztes Vorzeichen besitzen, so werden die Kreise in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Wir können also den Vor
gang so auffassen, dass sich eine ebene Welle beim Eintritt in den
Quarzkrystall in zwei ebene Wellen spaltet, von welchen die eine
im einen, die andere im entgegengesetzten Sinne cirkular polarisirt
ist. Um die Drehung der Polarisationsebene zu erklären, haben wir
nur noch nachzuweisen, dass die Fortpflanzung dieser Wellen mit
verschiedener Geschwindigkeit erfolgt.
Setzen wir zu diesem Zwecke in einer der Gleichungen (3)

oder (4) A = Bi und A = — B<, so erhalten wir

17-4 ^ 71

»V-»— «—

und somit

(6, .V-- +.S..
Da die Grosse a von Null verschieden ist, so erhalten wir für

Vt und V, verschiedene Werthe; demnach muss die Polarisations
ebene einer ebenen polarisirten Welle bei ihrer Fortpflanzung im

Quarze eine Drehung erleiden.
126. Aus den soeben entwickelten Werthen für die Fort

pflanzungsgeschwindigkeiten der cirkular polarisirten Wellen lässt
sich nun leicht das Biot'sche Gesetz über das Drehungsvermögen
des Quarzes ableiten, d. h. wir können nachweisen, dass sich das
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Drehungsvennögen umgekehrt proportional dem Quadrate der Wellen
länge ändert.

Bezeichnen wir die Dicke der von den Lichtstrahlen durch
setzten Quarzplatte mit e, so wird der Gangunterschied der beiden
Strahlen beim Austritte aus der Platte gegeben sein durch

-L-V--1-VV V '
"i v2

wobei V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im leeren Raume be
deutet.

Nun wird aber bekanntlich die Drehung der Polarisationsebene
360°, wenn der Gangunterschied gleich einer Wellenlänge ist. So
mit ist die Dicke einer Quarzplatte, welche die Polarisationsebene
um 360° dreht, gegeben durch die Formel

l V,
oder J V, V..

=
v~
'
v, - v, •

Subtrahiren wir die Gleichung (6) von der Gleichung (5), so
finden wir

2— V 2—— -—2 Vl '

nnd hieraus folgt:

V2-V,

Durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichung für e

folgt aber

-
4nV

Da nun a sehr klein ist, so dürfen wir annäherungsweise in
den Werthen für V12 und V,2 das zweite Glied rechter Hand gegen
über dem ersten vernachlässigen und erhalten damit

V,=V,, = -L;

ersetzen wir V, und V2 durch diesen Werth, so geht der oben ge
fundene Ausdruck für e über in
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Die Dicke der Quarzplatte, welche eine Drehung der Polari
sationsebene um 360° hervorruft, ist also proportional /?; hieraus er
gibt sich unmittelbar, dass die Drehung, welche eine Platte von
der Dicke l hervorbringt, umgekehrt proportional dem Quadrate
der Wellenlänge ist.
Genauere Experimente haben gezeigt, dass dies Gesetz nicht

streng richtig ist; doch darf uns das nicht überraschen, da wir uns
bei unseren Rechnungen mit Annäherungen begnügten.
127. Drehung der Polarisationsebene durch Krystalle und

Lösungen. — Es gibt eine ganze Anzahl von krystallisirten Sub
stanzen, welche, wenn •auch in geringerem Maasse als der Quarz,
die Eigenschaft besitzen, die Polarisationsebene des Lichtes zu
drehen. Da alle bis jetzt bekannten Krystalle dieser Art Hemieder
sind, so lässt sich die Erklärung, welche wir für das Drehungsver
mögen des Quarzes gaben, auch auf sie anwenden. Dagegen kennen
wir eine grosse Anzahl von organischen Substanzen, deren Losungen
ebenfalls die Polarisationsebene drehen, und für diese ist die Er
klärung der Erscheinung mit mehr Schwierigkeiten verknüpft, da
sich die Flüssigkeiten im Allgemeinen wie isotrope Körper ver
halten. So hat man denn auch bis jetzt eine völlig befriedigende
Erklärung noch nicht gefunden, und wir müssen annehmen, dass
diese organischen Substanzen die Isotropie der Flüssigkeiten zer
stören, und dass ihre Losungen, welche eine unendlich grosse Zahl
von Symmetrieaxen besitzen, doch kein Symmetriecentrum autzu
weisen haben.

128. Erklärung der Dispersion. — Zunächst wollen wir uns nur
mit isotropen Körpern beschäftigen, und mit solchen, welche ein
Symmetrieeentrum besitzen. Im letzteren Falle wählen wir das
Symmetriecentrum zum Koordinatenanfangspunkt, dann werden die
rechten Seiten der Bewegungsgleichungen nur partielle Differential-
quotienten gerader Ordnungszahl der ?, y, C nach x, y, z enthalten.
Wir betrachten nun eine ebene Welle, die sich in einem der

artigen Medium fortpflanzt und wählen als XY-Ebene eine zur
Wellenfläche parallele Ebene; dann hängen die Verschiebungen
:, y , C nur von : und t ab, während die einzigen partiellen Diffe
rentialquotienten dieser Grossen, welche auf den rechten Seiten der
Bewegungsgleichungen auftreten, die partiellen Differentialquotienten
gerader Ordnung nach : sind. Die Bedingung dafür, dass die
Schwingungen transversal gerichtet sind, nämlich die Gleichung
w = 0, liefert uns femer die Identität C,'=0; somit sind die par
tiellen Diff'erentialquotienten von C identisch Null, und die rechten
Seiten der Bewegungsgleichungen können nur die Grossen
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enthalten.

Die erste Bewegungsgleichung

e-a2f=P

darf sich nicht ändern, wenn man an Stelle von y setzt — y, und
an Stelle von y-. — y, vorausgesetzt, dass man es, wie hier, mit
einem isotropen Körper zu thun hat, oder mit einem Körper, der
ein Symmetriecentrum besitzt, das man als Koordinatenanfangspunkt
wählt. Da nun die linke Seite der Gleichung durch eine derartige
Substitution ihr Vorzeichen nicht ändert, so können die partiellen

Differentialquotienten von y , nämlich - ~- , „'•..., deren Vorzeichen

sich ändern würde, in dem Polynom überhaupt nicht vorkommen ;
die rechte Seite der Gleichung darf also nur die Differentialquotienten
von ? enthalten. Beschränken wir uns auf die Differentialquotienten
unterhalb des achten, so wird unsere Gleichung

82J 82J , 8lS 86£

Eine analoge Ueberlegung würde uns als zweite Bewegungs
gleichung liefern

Wenn wir diesen Gleichungen durch Ausdrücke der Form

zu genügen suchen, so erhalten wir zwei Bedingungsgleichungen,
welche die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V enthalten. Zum Nach
weise dafür, dass diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der
Wellenlänge ^ abhängt, haben wir nur die Differentialquotienten
dieser Ausdrücke nach z und t zu bilden und sie in eine der Be-
wegungsgleichungen einzusetzen; dann finden wir, wenn wir noch
den gemeinschaftlichen Faktor
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fortlassen, die Gleichung

oder
„. 4 -n'*h 16 n4 e
eV2=«—Ti—f-—-I—

Da der Brechungsexponeut « umgekehrt proportional der Ge
schwindigkeit ist, so werden wir eine dem Brechungsexponent n

proportionale Grosse erhalten, wenn wir die l—~) Potenz der
rechten Seite dieser Gleichung bilden; wir können also setzen:

,. =A .-Ä-L.A.0 l~ ^»j ^4

Diese von Cauchy gefundene Formel drückt aus, dass sich
der Brechungsexponent mit der Wellenlänge ändert, und dass dem
nach die verschiedenen Strahlen eines zusammengesetzten Lichtes
verschieden stark abgelenkt werden. Die Vergleichung der mit
Hülfe dieser Formel berechneten Werthe von n mit den durch das
Experiment gelieferten zeigt für alle verschiedenen Strahlengattungen
eine vorzügliche Uebereinstimmung, ja die experimentellen Resultate
werden bereits genügend dargestellt, wenn man nur die beiden ersten
Glieder der Formel beibehält.
129. Verschiedene Dispersionstheorien. — Die eben entwickelte

Dispersionstheorie nimmt an, dass, wenn das Licht ein ponderabeles
Medium durchsetzt, die Grossen von der Ordnung des Quadrates
vom Radius der molekularen Wirkungssphäre nicht mehr vernach

lässigt werden dürfen. Da wir diese Grossen in dem Falle unbe
rücksichtigt lassen konnten, wo wir uns, wie in den früheren Ka
piteln, nur mit der Fortpflanzung des Lichtes im leeren Raume be
schäftigten und nur die Wirkung des Aethers auf sich selbst in Be
tracht zogen, so werden wir hieraus schliessen müssen, dass die
Materie eine Einwirkung auf die Aethermolekülc ausübt, und dass
der Radius der Wirkungssphäre der materiellen Moleküle unver
gleichlich viel grosser ist, als derjenige der Aethermoleküle. Diese
Einwirkung der Materie auf den Aether hatte schon Fresnel ange
nommen, welcher die Hypothese aufstellte, dass der in den pon-
derabeln Medien eingeschlossene Aether eine konstante, aber grossere
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Dichtigkeit besitze als der Aether des leeren Raumes Später nahm

Cauchy zum Zwecke der Erklärung der Dispersion implicite an,
dass die materiellen Moleküle von den Aethermolekülen in Bewe

gung gesetzt würden und mit derselben Amplitude oscillirten, wie
diese. Wenngleich es scheinen könnte, dass diese letztere Hypothese

wenig Wahrscheinlichkeit besitze, so darf man sie doch nicht ohne
Weiteres verwerfen; nimmt doch auch ein auf der Oberfläche einer

Flüssigkeit schwimmender Körper an deren Bewegungen Theil.

Gerade diese Hypothese ist es, die Cauchy zu der im § 128 durch
geführten Analyse veranlasste, welche, wie wir sahen, mit dem Ex
perimente im Einklange steht.
Nach Cauchy nahm Briot das Studium der Dispersion wieder

auf. In einer ersten Theorie stellte er die Hypothese auf, dass die

Materie vom Aether in Bewegung gesetzt werde, aber er setzte
dabei voraus, dass die Schwingungsamplituden der materiellen Mole
küle unvergleichlich viel kleiner seien, als die Amplituden der

Aethermoleküle. Aus dieser Annahme folgte, dass man bei den

Rechnungen die materiellen Moleküle als im Raume fest ansehen

konnte im Vergleich mit den Aethermolekülen. Unter diesen Be

dingungen enthielten die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen

eines Aethermoleküls ausser den zweiten Differentialquotienten von
f, y, C noch diese Grossen selbst. Die Fortpflanzungsgeschwindig
keit der Schwingungsbewegung hing dann von der Wellenlänge ab,

und der Brechungsindex war gegeben durch eine Formel von

der Form

Da jedoch diese Formel mit den Resultaten des Experiments
im Widerspruch stand, verwarf Briot diese Theorie wieder und
schlug eine andere vor, die wir nun ausführen wollen.
130. Theorie von Briot1). In dieser Theorie nimmt Briot an,

dass die ponderabeln Medien aus materiellen Molekülen gebildet
werden, welche durch Zwischenräume von einander getrennt sind,

und dass die Dichte des in diesem Medium eingeschlossenen Aethers

um so grosser ist, je näher das Aethennolekül dem materiellen
Molekül liegt. Hieraus folgt, dass diese Dichtigkeit Q eine Funktion

der Koordinaten des betreffenden Moleküls ist.

') Wir haben dieser Theorie den Namen der Briot' sehen beigelegt,
weil Briot zuerst eine vollständige Dispersionstheorie auf die Annahme
von der Periodicität des Aethers zu gründen suchte. Der Gang der
Entwickelung jedoch, den wir hier verfolgen werden, weicht vollständig
von dem Briot'schen ab und nähert sich vielmehr den Ideen von Sarran.
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Bisher hatten wir die Dichte des Aethers als konstant ange
sehen und gezeigt (§ 33), dass bei Vernachlässigung der Grossen
von der Ordnung des Quadrates vom Radius der molekularen Wir
kungssphäre die Bewegung eines Aethermoleküls durch drei Glei
chungen von der Form

gegeben ist.

Setzt man (§ 46) v = — p, so reducirt sich diese Gleichung auf

Der Koefficient — 2 p ist positiv, denn die Fortpflanzungs
geschwindigkeit der Transversalwellen ist reell, und zwar sahen
wir, dass diese Geschwindigkeit durch die Formel

bestimmt wird.
Somit wird man durch passende Wahl der Krafteinheit be

wirken können, dass — 2/* = +l wird; die erste Bewegungs
gleichung geht dadurch über in

Ist o eine konstante Grosse, so ist es bekanntlich leicht, eine
Lösung dieser Gleichung zu h'nden, aber die Verwickelung des Pro
blems wird wesentlich erhöht, wenn q von den Koordinaten des
schwingenden Moleküls abhängt. Um nun die fundamentale An
nahme von der veränderlichen Dichtigkeit des Aethers mit den Er
fordernissen der Rechnung in Einklang zu bringen, wollen wir ausser-
dem noch annehmen, dass der Radius der Wirkungssphäre des
Aethers sehr klein sei, und dass die Dichte im Innern einer Kugel,
deren Kadius gleich dem der molekularen Wirkungssphäre ist, als
konstant betrachtet werden dürfe. Hieraus wird dann folgen, dass
innerhalb einer solchen Kugel die Bewegung eines Moleküls durch
drei Gleichungen bestimmt ist, welche der Gleichung (1) analog sind.
Ohne uns an den Gang der Untersuchung bei Briot zu binden,
wollen wir nun zusehen, wie diese Hypothesen die Dispersion bei
krystallisirten und amorphen Körpern zu erklären vermögen.

131. Krystallisirte Körper. — Nach einer Theorie, deren Grund
lage von Bravais herrührt, kann man annehmen, dass die krystalli
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sirten Körper aus materiellen Molekülen bestehen, welche die Ecken
von gleichen und nebeneinanderliegenden Parallelepipeda einnehmen.
Die Seitenflächen dieser Parallelepipcda werden dann drei Systeme
von Ebenen bilden, welche wir durch die Gleichungen

(1) ax + by + es = dm

(2) a' x + b'y + c' z = d' m1

(3) a"x+ b"y+ e".*= d"m"

darstellen können; darin bedeuten die m, m', m" ganze Zahlen,
die zwischen — °° und + °° liegen. Die Werthe von .r, y, z,
welche diesen drei Gleichungen gleichzeitig genügen, werden die
Koordinaten einer Ecke eines Parallelepipedons sein. Einer dieser
Punkte sei P; ertheilen wir seinen Koordinaten Zuwachse a, ß, f,
welche durch die folgenden Gleichungen

(4) o«+Ä/J+cy=rf
(5) a' a + b' ß + c' y = 0

(S) a" a + b" ß+ c" y=0

bestimmt sind, dann zeigen die beiden letzten Gleichungen, dass der

Punkt P' mit den Koordinaten x + a, y+ß, z+f in den Ebenen
der Systeme (2) und (3) liegt, welche durch den Punkt x, y, z gehen.
Aus der Gleichung (4) folgt, dass die Koordinaten des Punktes P'
der Gleichung

a(x + it
) + b(y + ß
) -i- c (: + y
) = d (m + 1
)

genügen.
Somit wird sich der Punkt P' in derjenigen Ebene des Systems (1)

befinden, welche der durch den Punkt P gehenden Ebene dieses
selben Systems am nächsten liegt. Die Punkte P und P' bilden
also die Endpunkte einer Kante eines Parallelepipeds, .und daher
werden die Grossen a, ß

,
f die Projektionen dieser Kante auf die

drei Axen sein.
Auf dieselbe Weise läset sich zeigen, dass die Projektionen

a
', ß', f' und a", ß", f" der beiden anderen Kanten des Parallel

epipeds durch Gleichungen gegeben sind, welche leicht aus den

Gleichungen (4), (5), (6) abgeleitet werden können.

132. Wir wollen nunmehr zur Theorie von Briot zurückkehren.
Die Koordinaten irgend eines Punktes im Raume seien x, y, r; dann
ist die Dichte des Aethers in diesem Punkte eine bestimmte Funktion
von x, y, z, die wir mit F (.r, y, z) bezeichnen wollen. Ertheilen
wir den Koordinaten die Zuwachse a, ß
,

7-, so erhalten wir einen
Potncare, Das Licht. 10
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neuen Punkt, der offenbar in Bezug auf die Ecken eines bestimmten
Parallelepipedons ebenso liegt, wie der Punkt .1-, y, z in Bezug auf
die Ecken eines der anstossenden Parallelepipeda. Da nun die Lage
dieser beiden Punkte in Bezug auf die materiellen Moleküle die
gleiche ist, so muss die Dichte des Aethers in diesen Punkten den
selben Werth besitzen. Es gilt also

Q
= F (x, y, z) = F (x + «, y + ß, z + y),

d. h. die Dichte ist eine periodische Funktion der Koordinaten.
Ertheilt man den Koordinaten x, y, z Zuwachse, welche gleich

den Projektionen der beiden anderen Kanten der Parallelepipeda
sind, so erhält man zwei neue Punkte, wo der Aether die gleiche
Dichte besitzt; somit ist

e
= F(.r12/, c) = F (* + «', y+ ß

',
z + y')

e

= F (x, !,, z} = F (JT + a", y + ß", .- 4- /'}-

Die Dichte Q des Aethers in einem krystallisirten Medium ist
also eine dreifach periodische Funktion der Koordinaten.
133. Wir wollen nun eine ebene Welle in's Auge fassen, die

sich in einem krystallisirten Medium fortpflanzt, und als XY-Ebene
eine zur Wellenebenc parallele Ebene wählen. Wie wir bereits
wissen, hängen dann die Verschiebungen ?, )j, C nur von : und t

ab, und aus der Bedingung dafür, dass die Wellen transversal sind,

folgt, dass ?z
' identisch Null ist. Unserer Annahme nach sollte die

Dichtigkeit im Innern einer Kugel, deren Radius gleich demjenigen
der molekularen Wirkungssphäre ist, konstant sein, deshalb wird ^

nicht von den Verschiebungen ?, y, C abhängen, sondern nur eine
Funktion der Koordinaten der Gleichgewichtslage des betreffenden

Moleküls sein. Da wir nun hier nur den Einfluss der Periodicität
nachweisen und zeigen wollen, dass dieselbe zur Erklärung der Dis
persion ausreicht, so nehmen wir der Einfachheit halber noch an,
dass die Grosse Q nur eine Funktion von z ist und dass man dieselbe
somit in eine trigonometrische Reihe entwickeln kann. Wir setzen

p= LD -4- L, cos ; 4- • • • •H- M, sin z + M2 sin 2 z + • • •

Wir wollen nun Folgendes beweisen: Die nothwendige und hin
reichende Bedingung dafür, dass eine periodische Funktion 9

0 der
Differentialquotient einer periodischen Funktion t/
' ist, besteht darin,

dass der Mittelwerth von r/ Null ist. Entwickeln wir zu diesem
Zwecke <
p in eine trigonometrische Reihe, so erhalten wir

<
f = OQ+ a1 cos z + QJ cos 2 z H 6
1 sin z + A
2 sin 2 c H
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Ertheilen wir nun dem ; alle möglichen Werthe, so werden
die Funktionen sinus und cosinus, welche in dieser Entwickelung
auftreten , unendlich viele Werthe zwischen ± l annehmen ; der
Mittelwerth dieser Funktionen wird also Null sein, und somit reducirt
sich der Mittelwerth von y auf a0. Das unbestimmte Integral von <

/,

ist aber

il,= c 4- o„ s + a, sin z •+•a.1sin 2 c + • • • •— h
l cos z — A
,

cos 2z —

Wenn nun der Mittelwerth a0 von <
p Null ist, so ist auch dies

Integral eine periodische Funktion von :. Die oben ausgesprochene
Bedingung ist also nothwendig; dass sie auch hinreichend ist, liegt
auf der Hand. Von dieser Eigenschaft der periodischen Funktionen
werden wir im Folgenden Anwendung zu machen haben.
134. Wir kommen nun zu den Bewegungsgleichungen. Da die

Schwingungen transversal gerichtet sind, so wird die Gleichung (1)
des § 130, wenn wir es mit einer zur XY-Ebene parallelen Welle
zu thun haben,

8f ~8z2

Dieser Gleichung wollen wir dadurch zu genügen suchen, dass
wir setzen

c itut + fvd»

worin /*

= und v eine periodische Funktion von r ist. Für

die Differentialquotienten von ? nach t und r erhalten wir dann

!r=<>f lf=.f

Durch Einführung dieser Werthe für die zweiten Differential
quotienten in die Bewegungsgleichung finden wir

(l) -^ + ^ + e^
= o,

eine Differentialgleichung, welche uns den Werth von v als Funktion
von z und /J

L liefert. Die Grosse p ist in Folge der Wahl unserer

Längeneinheit sehr klein. Wir hatten nämlich diese Längeneinheit
so gewählt, dass die Periode der periodischen Funktion p endlich

ist und in Folge dessen mit den Dimensionen des Elementarparallel-
epipedon vergleichbar, d. h. im Verhältniss zu ^ sehr klein ist. In

10*
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Folge dessen ist J, in diesem Maassstabe ausgedrückt, sehr gross,
und p, als der r'eciproke Werth von A, eine sehr kleine Zahl. Ent
wickeln wir also v nach wachsenden Potenzen von /*, so erhalten
wir eine Reihe, deren einzelne Glieder ungemein rasch abnehmen;
es wird dann genügen , die Koefficienten der ersten Glieder dieser
Reihe zu bestimmen, um einen hinreichend angenäherten Werth von
v zu erhalten.

135. Wir gehen nun zur Bestimmung dieser Koefficienten über.
Die Entwickelung von c lässt sich in der Form schreiben:

wobei «, , c2, v2, ebenso wie v selbst, periodische Funktionen von z
sind. Hieraus finden wir

«2 = p2tf + 2 p*vi w2+ ,u4(r22 4- 2 r, r,) + ,u5(2 v,

und
80 8vt , 8t:t , , 8v2 . di\-

Setzen wir diese Werthe in die Gleichung (1) ein, so erhalten
wir auf der linken Seite eine nach wachsenden Potenzen von /*
geordnete Entwickelung: da diese für jeden beliebigen Werth von ;L
Null sein muss, so müssen die Koefficienten der verschiedenen
Potenzen von /J

. Null sein; es ist also

(3)
-? + !.l2+e

(4) |p + 2r,r2

(5) 1^+^ +

2

(6) ~s+ 2(t>1t.4

Die Gleichung (2) liefert uns

t11= Const.

Hieraus und aus Gleichung (3) folgt, dass g
'- eine periodische

Funktion von z sein muss, da nach unserer Annahme Q eine solche

periodische Funktion ist. Damit nun auch vt eine periodische Funk
tion sein kann, muss zufolge der oben bewiesenen Eigenschaft der
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r»

periodischen Funktionen der Mittelwerth von „^ Null sein. Demnach

ist der Werth von i\ gleich der Quadratwurzel aus dem mit dem
umgekehrten Zeichen versehenen Mittelwerthe von p. Ist nun der
Werth von i\ auf diese Weise bestimmt, so liefert die Integration
der Gleichung (3) den Werth von r2.
In diesem Ausdrucke ist die Integrationskonstante willkürlich.

Um ihren Werth zu finden, der mit dem Mittelwerthe von t'2 zu
sammenfällt, nehmen wir die Gleichung (4) zu Hülfe. Damit c2 eine

p

periodische Funktion sein kann, muss der Mittelwerth von
^~
Null

sein; demnach muss auch der Mittelwerth des Produktes vt v2 Null
sein. Da nun vt eine von Null verschiedene Konstante ist, so muss
der Mittelwerth von vt Null sein ; demnach reducirt sich die im Aus
drucke »2 auftretende Integrationskonstante auf Null. Nunmehr ge
stattet die Gleichung (4), den Werth von v2 zu bestimmen; hierbei
würde sich die Integrationskonstante mit Hülfe der Gleichung (5)
ermitteln lassen. Auf diese Weise kann man also die Werthe der
verschiedenen Funktionen i\t v2, v2 . . . . bestimmen, die in der Ent
wickelung der Funktion v auftreten.
136. Wir wollen nun die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der

betreffenden ebenen Welle bestimmen.
Bezeichnen wir mit v° den Mittelwerth von v, so haben wir

f v<k = v°z + u ,

wobei u eine periodische Funktion ist. Demnach wird der Ausdruck
für die Komponente ? der Verschiebung des Aethennoleküls

Der Faktor eu ist eine periodische Funktion von z, von der
wir nur das eine wissen, dass ihre Periode sehr klein ist, denn sie
ist von derselben Grossenordnung, wie die Kanten des elementaren

Parallelepipedon. Daraus ergibt sich, dass sich der Faktor eu un-

gemein rasch ändert; jedenfalls wird also nur der Mittelwerth der

Verschiebung bei den experimentellen Untersuchungen eine Rolle

spielen. Somit dürfen wir auch die Funktion e" in dem vorher
gehenden Ausdrucke für ? durch ihren Mittelwerth C ersetzen, und
erhalten dann

Als Werth für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ergibt sich
in Folge dessen
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V— -l£
v°
'

Da der Brechungsexponent n der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
umgekehrt proportional ist, so wird er proportional dem Quotienten
1.0—
Y~
sein. Bezeichnen wir also mit u,°, c,°, r," die Mittelwerthe

der Funktionen »n v2, v2 , welche in der Entwickelung von r
nach Potenzen von /* auftreten, so ist der Brechungsexponent pro

portional

Es lässt sich nun nachweisen, dass dies ein reeller Ausdruck
ist. Die Gleichung (3) liefert als Werth von t'

i die Quadratwurzel
aus dem Mittelwerthe von — ^ , dies ist also eine imaginäre Grosse,

die wir mit — ia bezeichnen wollen. Der Mittelwerth von t', ist,
wie wir sahen, Null. Gleichung (5) zeigt, dass der Mittelwerth des
Produktes i\ v2 bis auf das Vorzeichen gleich dem Mittelwerthe von
V sein muss; da nun ty positiv ist, so muss dies auch mit dem
Mittelwerthe von i-22 der Fall sein; somit ist auch der Mittelwerth
von ?'1 ,-2 positiv, und diese Grosse, dividirt durch den Werth — i a

von i\ liefert für v2° eine rein imaginäre Grosse — ib. Um r4° zu
erhalten, benutzen wir die Gleichung (6). Aus dieser ergibt sich,
dass ü,0t'4° bis auf das Vorzeichen gleich dem Mittelwerthe von t>, r2
ist. Multiplicirt man nun die linke Seite der Gleichung (4) mit v2,
so erhält man

2 r r, v =-r 8e> = * 8fa2)

z

8z 2 8z

Da die rechte Seite dieser neuen Gleichung der Differential
quotient einer periodischen Funktion ist, so ist der Mittelwerth der
selben Null ; t'1 ist aber eine Konstante, also ist der Mittelwerth von
o, u2 Null, dasselbe gilt somit auch für den Mittelwerth von t-, r4 und
daher auch von l'4°. Ebenso lässt sich nachweisen, dass der Werth
von r5° eine rein imaginäre Grosse — t'c ist, u. s. w.
Der Brechungsexponent wird also proportional sein dem Aus

drucke

und da p umgekehrt proportional ^ ist, so erhalten wir als Werth
des Brechungsindex einen Ausdruck von der Form

der durch das Experiment bestätigt wird.
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137. Wollte man an Stelle einer ebenen Welle den allgemeinen
Fall behandeln, wo Q eine periodische Funktion von x, y, : ist,
so würde die Integration der Bewegungsgleichungen bedeutende

Schwierigkeiten darbieten. Bei Gelegenheit der Doppelbrechung
werden wir zeigen, wie es Sarrau gelang, Funktionen zu finden,
welche den Bewegungsgleichungen für den Fall annähernd genügten,
dass p eine periodische Funktion der Koordinaten ist. Diese Funk
tionen haben die Form

~(
f = Ae *

O —V-
*

In dem Falle, wo die Dichte konstant ist, hat man den Grossen
A, B, C, a, ß, f konstante Werthe beizulegen. Wählt man für
A, B, C periodische Funktionen der Koordinaten, so gelingt es
durch successive Annäherung, die Bewegungsgleichungen in dem

Falle zu integriren, dass Q variabel ist. Durch eine erste Annähe
rung gelangt man zur Erklärung der Doppelbrechung, durch eine
zweite zu derjenigen der Drehung der Polarisationsebene, durch eine
dritte zur Erklärung der Dispersion.

138. Amorphe Körper. — In den amorphen Medien sind die
materiellen Moleküle unregelmässig vertheilt, und die Dichte des
Aethers ist eine Funktion der Koordinaten, welche unregelmässig
um einen Mittelwerth schwankt. Diese Funktion ist beliebig; um
also die Bewegungsgleichungen integriren zu können, muss man eine
Hypothese über ihre Form machen. Die einfachste Annahme besteht
darin, dass q eine Funktion von derselben Art ist, wie bei den
krystallinischen Medien, dass sie aber nicht periodisch ist.
Wir wollen voraussetzen, bei den amorphen Medien sei q durch

eine Funktion von der Form:

gegeben, wo a, b, c beliebige, aber nicht ganze Zahlen sind, und d

ebenfalls eine beliebige Konstante bedeutet. Der Mittelwerth von Q,
um welchen die Werthe der Funktion schwanken, ist nichts anderes,

als das Glied der Reihe, bei welchem a = A = c = 0 ist, es ist also
gleich

Rsinrf.



152 Drehung der Polarisationsebene. — Dispersion.

Die Anwendung der Sarrau'schen Methode auf die Bestimmung
der Integrale der Bewegungsgleichungen würde in diesem Falle mit

grossen Schwierigkeiten verknüpft sein. Nichtsdestoweniger lassen
sich Mittelwerthe dieser Integrale finden, und wir haben schon ge
zeigt, dass diese Mittelwerthe allein bei den experimentellen Resul
taten eine Rolle spielen. Die Integration würde übrigens, wie bei
den krystallinischen Medien, durch successive Annäherungen durch
zuführen sein.
139. Ohne die Untersuchung vollständig zu erledigen, können

wir doch nachweisen, dass in dem speciellen Falle, wo eine zur
XY-Ebene parallele ebene Welle in Betracht kommt, der Werth des
Brechungsexponenten von der Wellenlänge abhängt.
Die erste der Bewegungsgleichungen ist

fff_j*f
e '8t2
~
8z'
'

Wie wir in § 134 sahen, kann man dieser Gleichung für den
Fall, dass Q eine periodische Funktion von 2 ist, dadurch genügen,
dass man setzt

iul+ f vdzJ = e :

hierbei soll v eine periodische Funktion von z sein, und die Koeffi-
cienten ihrer Entwickelung nach wachsenden Potenzen von p. sollen
durch eine Reihe von Rekursionsgleichungen gegeben sein. Da wir
angenommen hatten, dass bei den amorphen Körpern Q dieselbe Form
besitze, wie bei den krystallinischen Körpern, so können wir den
Bewegungsgleichungen für den Fall der amorphen Körper dadurch
genügen, dass wir für r eine nicht periodische Funktion wählen,
deren Koefficienten in der Entwickelung nach wachsenden Potenzen
von /J

. durch dieselbe Reihe von Rekursionsgleichungen geliefert
werden.

Wir wollen nun den Mittelwerth der Koefficienten der Ent-
wickelung suchen, um sodann den Mittelwerth von ? zu erhalten.
Die Gleichung (2) des § 135 zeigt uns, dass i\ sich auf eine Kon
stante reducirt; der Werth dieser Konstanten lässt sich unmittelbar
aus der Gleichung (3) ableiten, denn die Funktion «2, obschon keine
periodische Funktion, unterscheidet sich doch von einer solchen nur
durch den Werth der Koefficienten, welche unter den Zeichen sinus
und cosinus bei der Entwickelung in eine trigonometrische Reihe
auftreten. Da bei Q das Gleiche der Fall ist, so muss der Mittel-

Q

werth von -^ Null sein. Bezeichnen wir die negative Wurzel des
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Mittelwerthes von q mit — a, so erhalten wir also für i\ den Werth
— t'a. Dieselbe Gleichung (3) zeigt uns, dass der Mittelwerth von v^
eine reelle Grosse ist. Durch successive Diskussion der verschie
denen Gleichungen würden wir finden, dass die ungeraden Koeffi-
cienten vl, v2 . . . . rein imaginär, die geraden Koefficienten vt, vt. . . .

dagegen reell sind; die letzteren sind, wie sich zeigen lässt, Null.
In der Forderung der Homogenität nämlich ist es begründet,

dass bei den amorphen Medien die materiellen Moleküle in Bezug
auf ein beliebiges derselben überall in der gleichen Weise vertheilt
sind; jedes Molekül bildet also ein Symmetriecentrum, und wenn
wir ein solches Molekül zum Koordinatenanfang wählen, so ist 9 eine
gerade Funktion, d. h. sie darf ihr Vorzeichen nicht wechseln, wenn
man z mit — z vertauscht. Aus der Gleichung (3) folgt dann, dass

r\

auch -g^ eine gerade Funktion ist, somit ist vt eine ungerade

Funktion. Aus den folgenden Gleichungen ergibt sich, dass v2 eine
gerade, r4 eine ungerade Funktion ist, die Koefficienten t'2 , vt , vt . . .
sind also ungerade Funktionen, deren Mittelwerth Null ist.
Der Mittelwerth von v2 wird durch die Gleichung (5) gegeben.

r, ist, wie bereits erwähnt, eine rein imaginäre Grosse, die wir mit
— ib bezeichnen wollen. Brechen wir also beim Gliede /*

* ab, so
finden wir für den Mittelwerth von v

»° = — i a ll. — i b p* .

Demnach wird der Mittelwerth der Fortpflanzungsgeschwindig
keit gegeben durch

y ___ '," = l

j

— ia tu — ib ft
'1 a + b p*

und der Brechungsexponent, der umgekehrt proportional der Fort
pflanzungsgeschwindigkeit ist, hat die Form

Da nun p umgekehrt proportional der Wellenlänge ist, so erhält
man schliesslich

Wir kommen also wieder zu dem Ausdrucke für den Brechungs
exponenten, der mit den experimentellen Ergebnissen im Einklang steht.
140. Theorie von Boussinesq. — Boussinesq nimmt nicht

wie Briot an, dass- die Dichte des in einem ponderabelen Medium
befindlichen Aethers von der Lage des betreffenden Moleküls ab
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hänge, sondern er setzt voraus, dass diese Dichte gleichförmig sei.

Um nun aber der Wirkung der Materie auf den Aether Rechnung
zu tragen und zur Erklärung der Dispersion zu gelangen, führt er
in die Bewegungsgleichungen des Aethers ein Zusatzglied F ein,
welches die elastischen Kräfte darstellt, die durch diese Wirkung
der Materie in Thätigkeit treten. Er nimmt ausserdem an, dass die
zwischen den Aethermolekülen wirksamen elastischen Kräfte die

selben sind, wie bei dem im leeren Raume befindlichen Aether. In
Folge dieser Hypothesen wird die erste der Bewegungsgleichungen:

m a2* -n aej-Fe^ = iKS^ + F-

Aber wenn die Aethermoleküle der aus der Wirkung der Materie
herrührenden Kraft F unterworfen sind, so üben sie auch umgekehrt
wieder eine gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete Kraft auf die
materiellen Moleküle aus. Ausserdem sind die materiellen Moleküle
noch elastischen Kräften F, unterworfen, die von ihrer Wirkung auf
einander herrühren. Somit erhalten wir, wenn wir mit QL die Dichte
der Materie und mit £, die Verschiebung eines materiellen Moleküls
bezeichnen

Die elastischen Kräfte F, , welche von der Wirkung der mate
riellen Moleküle auf einander herrühren, müssen sehr viel geringer
sein, als diejenigen, welche zwischen den Aethermolekülen auftreten,
da sich der Schall, der durch Schwingungen der Materie erzeugt
wird, mit unverhältnissmässig geringerer Geschwindigkeit fortpflanzt,
als das Licht. Deshalb nimmt Boussinesq an, dass man F, gegen
über F vernachlässigen dürfe. Die Bewegungsgleichung eines mate
riellen Moleküls wird dadurch

(2) *vS— '•
Ersetzt man in der Gleichung (1) F durch den aus dieser

letzten Gleichung folgenden Werth, so erhält man

Die Verschiebung f, der materiellen Moleküle muss von den

Verschiebungen f , ij , C des Aethers und deren Differentialquotienten
abhängen. Da aber diese Verschiebungen nur sehr klein sind, so
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darf man f, auf das erste Glied seiner Entwiekelung nach diesen
Grossen, d. h. auf eine lineare Funktion von ?, y, £ und deren De-
rivirten beschränken.
In bestimmten Fällen wird sich diese Funktion noch verein

fachen. Wählen wir beispielsweise die Wellenebene als XY-Ebene,
so werden bei isotropen Medien nur die Differentialquotienten nach z
auftreten. Ferner enthält £ weder y noch C- Die Bewegungsglei
chungen dürfen sich nämlich nicht ändern, wenn man )/ und ij durch
— y und — ij ersetzt. Führt man diese Substitution in Gleichung (3)
durch, so bleibt die linke Seite ungeändert, ebenso die beiden ersten

8"-J
Glieder rechter Hand, somit darf sich auch -g , nicht ändern, d. h.

8
1
7

dieser Differentialquotient, und folglich auch f,, dürfen y, ^7-
.....

nicht enthalten. Eine analoge Betrachtung würde ergeben, dass ?;
auch C nicht enthalten darf. Demnach reducirt sich ?t auf eine lineare
Funktion von ? und dessen Differentialquotienten. Uebrigeus treten
die letzteren auch nicht alle auf; da nämlich der Koordinaten

anfangspunkt ein Symmetriecentrum ist, so dürfen sich die Glei

chungen nicht ändern, wenn man die Vorzeichen von x, y, z, ?, ij, C

ändert, und dies hat zur Folge, dass die Differentialquotienten un-
82f

gerader Ordnungszahl aus ^ und somit aus ?, verschwinden.
141. Wir wollen nun das Integral der Gleichung (3) für den

Fall suchen, dass eine ebene Welle sich in einem isotropen Medium

fortpflanzt. Da dann die Differentialquotienten von ?, ij, C nach x
und y Null sind, so reducirt sich ?, auf eine lineare Funktion von ?

und den Differentialquotienten gerader Ordnungszahl von ? nach z.

Lassen wir die Differentialquotienten von höherer Ordnung als der
dritten unberücksichtigt, so haben wir

und durch Einsetzen dieses Werthes von £ in die Gleichung (3) er
halten wir unter der Annahme transversaler Schwingungen

l ... a2f 82£ 82i' . 8'f

eW = ~8*~ ei " '8f~ ei WW '

Dieser Gleichung wollen wir dadurch zu genügen suchen, dass
wir setzen
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bilden wir dann die betreffenden Differentialquotienten und setzen

dieselben in (4) ein, so ergibt sich als Bedingungsgleichung

und hieraus

V»= -
' + ?i a -

Somit wird der Brechungsexponent proportional der Quadrat
wurzel aus

p + a Qi •— b p1 «2

sein, und da a umgekehrt proportional X ist, so hat n die Form

Der Brechungsexponent hängt also von der Wellenlänge ab.
142. Die Theorie von Boussinesq1) lässt noch eine andere

Darstellungsform zu, wenn es sich uta isotrope Körper handelt.
Da eine Einwirkung der Materie auf den Aether stattfindet, so

muss man derselben dadurch Rechnung tragen, dass man die daraus
entspringenden elastischen Kräfte in die Bewegungsgi eichungen ein
führt. Nun besteht die einfachste Hypothese, die man über die
Natur dieser elastischen Kräfte machen kann, in der Annahme, dass
dieselben der Grosse f, — ?0, d. h. der Differenz der Verschiebungen
von Materie und Aether proportional sind. Bezeichnet man mit M
den Proportionalitätsfaktor, so Hisst sich die erste dieser Bewegungs
gleichungen des Aethers schreiben

Für eine ebene transversale Welle geht dieselbe über in

Wir suchen dieser Gleichung dadurch zu genügen, dass wir
setzen

') In dieser Form nähert sich die Theorie von Boussinesq einer
Theorie von v. Heimholte, durch welche dieser Gelehrte nicht nur die
gewöhnliche, sondern auch die anomale Dispersion erklärt. Zu meinem
Bedauern hatte ich nicht Zeit, diese Helmholtz'sche Theorie in den Vor
lesungen dieses Semesters zu erörtern.
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j=A «<'«<* -V«

5i-Be<'0^-^,

wobei A und B Konstanten bezeichnen, und a den Werth • besitzt;

führt man diese Grossen in die obige Gleichung ein, so erhält man
die Bedingungsgleichung

(5)
— e«2AV2 = — «2A + M(B-A).

Die Gleichung für die Bewegung des materiellen Moleküls ist

Ersetzt man darin f, durch seinen oben angenommenen Aus

druck, so folgt:

(6)
— e, «=B V2 = M (A — B).

Um die Geschwindigkeit als Funktion von a zu erhalten, elimi-
nircn wir A und B aus den Gleichungen (5) und (6) , die wir zu
diesem Zwecke in die Form

A[M — «2(pV-'-l)]=MB
B (M — «2 ei V2) = M A

bringen und mit einander multipliciren; wir erhalten dann

- «2 M (o, V2 + e V2 - 1) + «4 ei V2 (o V2 - 1) = 0 , .
oder

M (o + <?,)

JV
2 - -

+ pi ]

= «2 p. ^2 (e y2 - 1) •
In Folge der von uns gewählten Längeneinheit ist a sehr klein.

Daher erhalten wir als ersten Näherungswerth für die obige Glei

chung, die sich in der Form

schreiben lässt,

Durch Einführung dieses Werthes in die rechte Seite der Glei
chung (7) ergibt sich nun als zweite Annäherung

2 ! ____ «2____?j-- . e__

e + pl M (e + ei) (e + ei) \ e+ ei
oder
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y2 _ 1 «2 p'2 .

p + Pi M (p + e,)s

Wir erhalten also auch hier für die Geschwindigkeit einen
Werth, der von a. und somit auch von ^ abhängt.

148. Wir wollen nun noch nachweisen, dass die Theorie von
Boussinesq auch die Drehung der Polarisationsebene durch Medien
zu erklären vermag, welche, wie gewisse Losungen von organischen
Verbindungen, kein Symmetriecentrum besitzen, bei welchen aber

eine beliebige Richtung als Symmetrieaxe aufzufassen ist.
Da ein Symmetriecentrum nicht vorhanden ist, so hängt die

Funktion ?, gleichzeitig von den Differentialquotienten gerader und

ungerader Ordnung der Aetherverschiebungen f, ij, C ab; in Folge
des Vorhandenseins von Symmetrieaxen vereinfacht sich jedoch diese
Funktion. Drücken wir die Thatsache aus, dass die Bewegungs
gleichungen sich nicht ändern, wenn man zwei der Koordinaten-
axen mn die dritte Axe um einen gewissen Winkel dreht, und ver
nachlässigen wir die Differentialquotienten von einer höheren Ord

nung, als die erste, so finden wir für ?t

und entsprechend für die Verschiebungskomponenten ij, und C
, der

Materie

/ a;

8
y i

Bei einer Ebene, welche der XY-Ebene parallel ist, sind die
Differentialquotienten nach x und y Null, und wir erhalten

*-.f + *£

, 8,'

somit gehen die Differentialgleichungen der Aetherbewegung über in

02f _ S2f 825 8'1,,

e

~8t-
~
8J
~ a pl W

~ Q, WW
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Suchen wir diesen Gleichungen durch Werthe für ; und y von
der Form

zu genügen, so finden wir als Bedingungsgleichungen:

—
Q A V- = — A + a e, A V2 + b i a e, B V2
_
? B V2 = — B + a Ql B V2 — b i a o, A V2,

die sich auch in der Form

A (l — p V2 — a p, V2) = b i « e, B V2

B (l _ eV - a Ql V2) = - b i « e, A V-
schreiben lassen. Wenn wir die erste Gleichung durch die zweite
dividiren, so finden wir

T- "T °der A2 = -ß2-

Wir erhalten also zwei Systeme von Werthen für ? und y,
welche die Bewegungsgleichungen befriedigen; diese beiden Systeme
entsprechen den Werthen A = + Bi' und A = — Bi. Wir könnten
somit, wie in § 125 nachweisen, dass die ebene Welle zwei andere
ebene Wellen hervorruft, welche im entgegengesetzten Sinne circular
polarisirt sind und sich mit verschiedener Geschwindigkeit fort
pflanzen. Hieraus aber lässt sich unmittelbar schliessen, dass die
Polarisationsebene des einfallenden Lichtes beim Durchgange durch
das Medium eine Drehung um einen gewissen Winkel erfahren muss.



Kapitel VI.

Doppelbrechung.

144. Die Erscheinung der Doppelbrechung wurde zuerst gegen
die Mitte des siebzehnten Jahrhunderts bei dem Isländischen Kalk-
spath beobachtet und fand sich später bei allen Krystallen, die nicht
zum kubischen System gehören. Biot, welcher die Doppelbrechung
besonders vom experimentellen Standpunkt aus untersuchte, theilte
die doppelbrechenden Krystalle in zwei Klassen, je nachdem die
Erscheinungen ganz symmetrisch zu einer Axe angeordnet waren
oder sich nach zwei Axen anzuordnen schienen. Die. Krystalle der
ersten Gruppe (einaxige Krystalle) gehören zu dem hexagonalen
oder quadratischen Krystallsysteme, deren krystallographische Sym-
metrieaxe mit der optischen Axe des Krystalls identisch ist. Die
Krystalle der zweiten Gruppe (zweiaxige Krystalle) sind orthorhom-
bisch, klinorhombisch oder anorthisch (triklinisch) ; die Richtungen
ihrer optischen Axen stehen in keiner unmittelbaren Beziehung zu
den Symmetrieelementen des Krystallaufbaues. Haüy hat zuerst
diese wichtigen Beziehungen zwischen der Krystallform und der
Eigerischaft der Doppelbrechung festgestellt.
Die ersten theoretischen Versuche, die zur Erklärung des

Strahlenganges in den doppelbrechenden Medien angestellt wurden,
rühren vonHuyghens her; sie liessen sich indess nur auf einaxige
Krystalle anwenden. Young nahm dieselben sodann wieder auf,
gelangte aber ebenso wenig wie Huyghens zu einer wahren Er
klärung der Erscheinung. Erst Fresnel gebührt der Ruhm, die
mathematische Erklärung der für die Doppelbrechung in einaxigen
und zweiaxigen Krystallen geltenden Gesetze gefunden zu haben.
Die Arbeiten Fresnel's eroffneten den Untersuchungen der

Mathematiker neue Bahnen. Cauchy, Lame, Neumann, Mac-
Cullagh und neuerdings Sarrau und Boussinesq stellten eine
Anzahl neuer Theorien auf, wobei sie von verschiedenen Gesichts
punkten ausgingen.
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Wir werden diese verschiedenen Theorien nach einander be
trachten, zuvor aber wollen wir aus den Gleichungen für die kleinen
Bewegungen in einem elastischen Medium das Vorhandensein einer

Fläche zweiten Grades ableiten, die bei diesem Studium eine Haupt

rolle spielt und die von Cauchy in die Wissenschaft eingeführt
wurde; es ist dies das Polarisations-Ellipso'id.
145. Umformung der Bewegungsgleichungen. — Bei passender

Wahl der Masseneinheit kann man die Dichte 0 eines Moleküls des
elastischen Mediums gleich Eins setzen. Dann lauten die in § 152

aufgestellten allgemeinen Bewegungsgleichungen :

S2! - " -y 8 /-8W2 \
9iä
- .£ -0,- [%;)

9
-^ - - y 3 / eW

9^~
~
-— ~8ä \ S,/

Um diesen Gleichungen zu genügen, geben wir ? , !j , C die Form

P— («*+ ,»jr+y*-V<).

(2)

wobei:

Die auf diese Weise erhaltene Bewegung pflanzt sich in ebenen
Wellen fort, deren Normale die Richtungskosinus a, ß

,
f besitzt.

Ersetzen wir in den Bewegungsgleichungen die partiellen Diff'erential-
quotienten von ?, ij, £ durch ihre aus den Gleichungen (2) abge
leiteten Werthe, so erhalten wir drei Bedingungsgleichungen zwischen
den Grossen A, B, C und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit V der
Bewegung. Diese Gleichungen lassen sich in eine einfache Form
bringen.

Die partiellen Differential< [notienten erster Ordnung von ?, !j, r

2 in
nach den Koordinaten .r, y, z enthalten alle die Grosse -~ — e

p

als

Faktor. So ist z. B.

Demnach wird W2, eine Funktion zweiten Grades dieser par

tiellen Differentialquotienten , als Faktor die Grosse
(~T~~)

*2P en^

halten. Setzen wir also*
Poincare, Das I.lcht. \\
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so ist TI ein homogenes Polynom zweiten Grades in Bezug auf
A, B, C und «, ß, f.
Durch Differentiation dieser Funktion W2 nach A erhalten wir

8W, - l /2ü,\2 ,P 8n
8A

: " ¥ l A ) 8A
'

Andererseits lässt sich der Differentialquotient von W2 nach A
auch schreiben

.
8A

und wenn man in diesem Ausdruck die nach A genommenen Diffe
rentialquotienten der verschiedenen partiellen Derivirten von ?, 1j, C
durch ihre Werthe ersetzt, so erhält man

8W2 _ 2i7i PY 8W2~"_
8A

= :
A

ö\V
Durch Vergleichung dieses Werthes von Q^~ mit (3) findet man

2--^— i1!-^-
Aus dieser Gleichung wollen wir einen neuen Ausdruck für

die rechte Seite der Bewegungsgleichungen (1) ableiten. Der Diffe-
S\V

rentialquotient
—SJT~

ist eine homogene lineare Funktion der par

tiellen Differentialquotienten der Grossen f; wenn man also diese
partiellen Differentialquotienten durch ihre aus den Gleichungen (2)

abgeleiteten Werthe ersetzt, so tritt die Grosse - — ep als Faktor auf.
Wir können demnach schreiben:

8W, 2 17t p

-Sy"™1 7,

wo <
JP eine lineare homogene Funktion von A, B, C und a, ß
,
•
,• dar

stellt, die aber nicht von x, y, z abhängt. Folglich erhalten wir:

8 /8W2 \_2in p 8P 2t,i p 2irr«

8/\ Pf
oder
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8 I8W,\ 2in
>•
"
^x

;

und schliesslich

2JLL8W.2_\
_ 2i* ^ 8W2

fa\ ay J~'~T~<Äi'~T&g
'

Ersetzt man auf der rechten Seite dieser Gleichung die unter
dem Summenzeichen stehende Grosse durch ihren Werth (4), so
findet man

~2~(~T")
e
8Ä~
;

dies ist, bis auf das Vorzeichen, der Werth der rechten Seite von
der ersten der Gleichungen (1).
Andererseits liefert uns die erste der Gleichungen (2) die Be

ziehung

demnach führt die erste der Bewegungsgleichungen zu der Relation

oder

AV2 ==¥ ~8Ä~"

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen würden uns analoge
Beziehungen liefern, so dass wir die Gleichungen (1) ersetzen können
durch die Gruppe

"'-»-£,
= .~
2 ac

Das System dieser drei Gleichungen könnte man analytisch
auflosen; man würde dann die Werthe von V und von A, B, C er
halten, welche für gegebene Werthe a, ß, •/• die den Bewegungs
gleichungen genügenden Verschiebungen f, ij, C ergeben würden.
Ebenso kann man aber auch die von Cauchy angegebene geo
metrische Methode wählen, und diesen Weg wollen wir nun ein
schlagen.

11*
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146. Polarisations-Ellipsoi'd. Wenn wir die Grossen A, B, C als
Koordinaten eines Punktes betrachten, so stellt die Gleichung //= l,
deren linke Seite für A, B, C homogen und vom zweiten Grad ist,
eine auf ihren Mittelpunkt bezogene Fläche zweiten Grades dar:
diese heisst das Polarisations-Ellipso'id.
Die Koordinaten A, B, C des Endes einer Axe dieser Ober

fläche sind dadurch bestimmt, dass an diesem Punkt der Radius
vektor senkrecht zur Fläche steht. Die Richtungskosinus der Nor

male sind proportional -g^-, gß-, gc und diejenigen des Radius

vektor am Punkt A , B , C sind den Koordinaten dieses Punktes pro
portional, so dass die Grossen A, B, C den Gleichungen

l 8n""'
R S• =

genügen müssen.

Die Elimination von A, B, C aus diesen drei Gleichungen, die
linear und homogen für diese Grossen sind, führt bekanntlich für S
zu einer Gleichung dritten Grades. Jeder Wurzel dieser Gleichung
entspricht ein Werthsystem der A, B, C, das man erhält, wenn man
den Werth von S in die Gleichungen (6) einsetzt. Nun unterscheiden
sich diese Gleichungen von (5) nur dadurch, dass V2 durch S ersetzt
ist. Demnach führt auch die Auflosung der Gleichungen (5) auf
drei Werthe von V und auf drei Werthsysteme von A , B , C. Durch
Einsetzen dieser Werthe in die Gleichungen (2) erhalten wir drei
Werthsysteme von g, y, C, welche den Bewegungsgleichungen ge

nügen.

Die so gefundenen Werthe von f, rt, C entsprechen drei Ver
schiebungsrichtungen, deren Richtungskosinus den Grossen f, y, C
und demnach auch den drei Werthsystemen von A, B, C propor
tional sind. Diese Werthe, welche Losungen der Gleichungen (6)
darstellen, sind also den Richtungskosinus der Axen des Polari-

sations-Ellipso'ids proportional; demnach stehen die entsprechenden
Verschiebungsrichtungen senkrecht zu einander.
Es folgt hieraus: die Schwingung verläuft parallel zu einer der Axen

des Polarisations-Ellipso'ids, und die Fortpßanzungsgeschioindigkeit V = K S ist
umgekehrt proportional der Länge dieser Axe.
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147. Soll also eine ebene Welle, die sich in einem anisotropen
elastischen Medium fortpflanzt, eben und zur Richtung a, ß, f stets
senkrecht bleiben, so müssen, wie sich aus dem Vorhergehenden
ergibt, die Verschiebungen der Moleküle der Wellenebene parallel
zu einer der Axen des Polarisations-Ellipso'ids erfolgen. Geht die
Schwingung der Moleküle nicht in einer dieser Richtungen vor sich,
so wird man nach dem Princip der Superposition kleiner Bewegungen
die Verschiebung jedes Moleküls nach den Axen des Ellipso'ids in
drei Komponenten zerlegen und annehmen können, dass die ge
gebene Welle aus drei ebenen Wellen zusammengesetzt ist, deren

Schwingungen parallel zu den Axen verlaufen. Jede dieser ebenen
Wellen wird sich ungestört fortpflanzen, und da ihre Fortpflanzungs
geschwindigkeiten (die Quadratwurzeln aus den Wurzeln der Glei

chung für S) im Allgemeinen verschieden sind, so werden sich diese
Wellen trennen. Nach der Elasticitätstheorie wird demnach ein
Lichtstrahl , der ein anisotropes Medium durchsetzt, sich in drei
Strahlen zerlegen, d. h. man müsste eine dreifache Brechung er
halten.

Diese Folgerung steht aber mit der Erfahrung in Widerspruch,
da man bis jetzt nur eine doppelte Brechung beobachtet hat. Um
nun die Elasticitätstheorie mit der Erfahrung in Uebercinstimmung
zu bringen, kann man über die Zusammensetzung des Medium,
das die Lichtschwingungen fortpflanzt, verschiedene Hypothesen
aufstellen.

Man kann nämlich annehmen:
1. Dass der Aether inkompressibel ist (Fresnel);
2. dass einer der von der Theorie geforderten Strahlen nicht

wahrnehmbar ist, da er eine zu geringe Intensität besitzt (Cauchy);
3. dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in einer Richtung

Null ist. Das Polarisations-Ellipso'id, dessen Axen den Geschwindig
keiten umgekehrt proportional sind, wird dann ein Cylinder (Neu-
mann, Lame, Mac-Cullagh);

4. dass eine der Axen des Polarisations-Ellipso'ids, das damit zu
einem Hyperboloid wird, imaginär ist. Der in dieser Richtung
schwingende Lichtstrahl verschwindet dann.
Das Studium der verschiedenen Hypothesen über die Doppel

brechung wird uns zeigen, dass diese Grundannahmen nach Ergän
zung durch einige Hülfshypothesen die Erscheinung der Doppel
brechung zu erklären gestatten.
148. In isotropen Medien entsteht durch Brechung nur ein ein

ziger gebrochener Strahl; wir wollen nun untersuchen, was in diesem
besonderen Fall aus dem Polarisations-Ellipso'id wird.
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Wir haben gesehen (§ 24), dass sich die Funktion W2 in iso
tropen Medien reducirt auf

W, = i K + ft H + i- «2.
Da das Polynom K aus den Bewegungsgleichungen (§ 33) ver

schwindet, so können wir ohne Aeuderung des Resultats annehmen,
dass K nicht in den Ausdruck von W2 eingeht. Wir setzen also
A = 0 und ausserdem, um der Transversalität der Schwingungen
Rechnung zu tragen (§ 46),

^ + „ = 0.

Dann wird die Funktion W2

oder wenn man in diesem Ausdruck H und 6 durch ihre in § 19
und § 20 gefundenen Werthe ersetzt,

w =/,
[2 5;2-»,'

Aus dieser neuen Gleichung lüsst sich leicht der folgende Aus
druck für das Polarisations-Ellipso'id ableiten:

n = p [(«2 + p + r) (A2 + B- + C-) - (A « + Eß + c r)-} = l .
Dies ist die Gleichung eines Kreiscylinders , der die Kugel

A2 + B* + C- = -
,"

in einem Kreis berührt; der letztere stellt den Schnitt der Kugel
mit der Ebene

A« + Eß + Cy= 0
dar.

Da sich das Polarisations-Ellipso'id somit auf einen Kreiscylinder
reducirt, so wird eine Axe des Ellipsoids unendlich und die ent
sprechende Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die der Länge dieser
Axe umgekehrt proportional ist, wird demnach Null; die beiden
anderen Axen sind gleich dem Kugelhalbmesser. Es gibt somit nur
einen Werth für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in
einem isotropen Medium, ein Resultat, das mit der Erfahrung voll-
Ständig übereinstimmt.

Theorie von Fresnel.

149. Durch das Studium der Interferenz bei polarisirtem Licht
hatte Fresnel die Ueberzeugung gewonnen, dass die Lichtschwingun
gen transversal gerichtet seien; er versuchte deshalb im Anschluss an
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dieses experimentelle Resultat die Erscheinungen der Doppelbrechung
in ein- und zweiaxigen Krystallen zu erklären. Unter der Annahme,
dass diese Schwingungen senkrecht zur Polarisationsebene stehen,
fand er bald eine Erklärung für die Fortpflanzung des Lichtes in
einaxigen Krystallen, die mit den bekannten Experimentalgesetzen,
besonders mit dem Gesetz von Malus, in Uebereinstimmung war.
Durch eine Reihe glücklicher Schlussfolgerungen, die wir in seiner
ersten Abhandlung über die Doppelbrechung1) angedeutet finden,
gelang es ihm, sich auch von dem Strahlengang in zweiaxigen
Krystallen Rechenschaft zu geben.
Als Fresnel durch zahlreiche Experimente die Vorstellung

bestätigt fand, welche er sich von der Erscheinung der Doppel
brechung gebildet hatte, suchte er auch nach einer mechanischen

Erklärung derselben. Er gelangte hierzu mit Hülfe von zwei Hypo
thesen, die wir später betrachten wollen; wir werden dann auch
sehen, wie man aus ihnen strenge die wirklichen Gesetze der Doppel
brechung ableiten kann. Zunächst aber wollen wir kurz den Ge
dankengang Fresnel's in's Auge fassen; in Betreff der Einzelheiten
muss auf die gesammelten Werke desselben verwiesen werden.
150. Mechanische Erklärung der Doppelbrechung. — Wenn

man einem Molekül eines elastischen Medium gleiche Verschiebungen
nach allen Richtungen ertheilt, so ruft jede derselben eine elastische
Kraft hervor. Diese ist dem Quadrat des in die Verschiebungs
richtung fallenden Radiusvektors eines bestimmten Ellipsoids um
gekehrt proportional, und parallel zu der auf dem Ellipso'id am Ende
des Radiusvektors errichteten Normalen. Dies Ellipso'id nennt man
das inversc Elasticitäts-Ellipsoid (Ovaloid) oder ot't auch nur
das Elasticitäts-Ellipso'id. Die Axen dieses Ellipsoids sind also
so beschaffen , dass einer Verschiebung in der Richtung einer der
selben eine elastische Kraft von derselben Richtung und von um
gekehrtem Sinn entspricht; es sind dies die Elasticitäts-Axen des
Medium.

Der Schnitt des Elasticitäts-Ellipsoids durch eine Ebene ist eine
Ellipse, die wir mit E bezeichnen wollen; eine Verschiebung in einer
der Axen dieser Ellipse ruft eine elastische Kraft hervor, die im
Allgemeinen nicht in der Ebene der Ellipse E liegen wird, aber
deren Projektion auf diese Ebene mit der Axe zusammenfallen wird.
Wenn man mit Fresnel annimmt, dass diese Komponente der elasti
schen Kraft allein wirksam ist, so wird die von der Verschiebung
herrührende Schwingung in dem Medium immer in derselben Rich-

') Fresnel, Oeuvres completes, 2, S. 261.
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tung erfolgen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die im Allge
meinen der Quadratwurzel aus der wirksamen Kraft proportional ist,
wird der in die Verschiebungsrichtung fallenden Ellipsenaxe umge
kehrt proportional sein. In dem Fall, wo die betrachtete Verschiebung
in der Ellipsencbene beliebig verläuft, kann man sie als aus zwei
nach den Axen gerichteten Verschiebungen zusammengesetzt be
trachten; sind die Axen verschieden, so ist dies auch bei den Fort
pflanzungsgeschwindigkeiten der Fall.
Wir wollen jetzt eine ebene Welle betrachten und mit Fresnel

annehmen, dass die durch die Schwingungen der Moleküle dieser
Welle hervorgebrachte elastische Kraft der elastischen Kraft pro
portional ist, die von der Verschiebung eines einzigen Moleküls her
rührt. Wenn wir uns diese Welle durch die Superposition zweier
ebenen Wellen entstanden denken, deren Schwingungsrichtungen
mit den Ellipsenaxen zusammenfallen , so haben diese Wellen ver
schiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit und die zu ihnen gehörigen
Schwingungen stehen senkrecht aufeinander. Dieser Schluss steht also

mit der Erfahrung im Einklang, nach der sich eine in beliebigem
Azimuth polarisirte ebene Welle in einem doppelbrechenden Krystall
in zwei verschiedene, rechtwinkelig zu einander polarisirte Wellen
theilt.

In dem Fall, wo die einfallende Welle mit einem Kreisquer
schnitt des Elasticitäts-Ellipso'ids zusammenfällt, sind die beiden Fort
pflanzungsgeschwindigkeiten gleich, und die Welle theilt sich nicht;
die austretende Welle muss vielmehr ihre ursprüngliche Polarisations
ebene beibehalten. Da ein Ellipsoid mit drei ungleichen Axen zwei
Schaaren von Kreisebenen besitzt, so wird man im Allgemeinen zwei
Fortpflanzungsrichtungen von der angegebenen Eigenschaft haben:
diese Richtungen heissen die optischen Axen des Kry Stalls. Wird
das Elasticitäts-Ellipso'id ein Rotationskörper, so gibt es nur eine
Schaar von Kreisschnitten und demnach nur eine optische Axe; dies
ist bei den einaxigen Krystallen der Fall.

151. Hypothesen von Fresnel. — Dies ist in kurzen Zügen die
Theorie von Fresnel; dieselbe befindet sich in allen Punkten mit
den experimentellen Thatsachen in liebere instimmung; indessen
beruht sie offenbar auf zwei Hypothesen, die noch genauer geprüft
werden müssen. Diese beiden Hypothesen lassen sich folgender-

maassen aussprechen:

1. Die durch die Bewegung einer ebenen Welle hervorgerufene
elastische Kraft ist von der Richtung der Wellenebene unabhängig;
sie hängt nur von der Schwingungsrichtung der Moleküle ab und
ist der elastischen Kraft proportional, die durch ein isolirtes Molekül
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erzengt wird, während die anderen Moleküle der Wellenebene in
Kuhe bleiben.

2. Die einzige wirksame Komponente der elastischen Kraft ist
diejenige, welche der Wellenebcnc parallel gerichtet ist.
Die erste dieser Hypothesen, welche Fresnel vergebens zu

rechtfertigen suchte, ist vollständig willkürlich; aber ihrer Annahme
steht nichts im Wege. Es genügt hierzu die Voraussetzung, dass
das Polarisations-Ellipsoid von Cauchy unveränderlich und von der
Richtung der Wellenebene, d. h. von a, ß und f unabhängig ist.
Dies tritt ein, wenn das Polynom // sich auf ein Polynom zweiten
Grades von A, B, C, multiplicirt mit

«2 4- ß- + y- = l,
reducirt.

Dieses feste Polarisations-Ellipsoid ist, wie wir später sehen
werden, nichts anderes als das Elasticitäts-Ellipso'id von Fresnel.
Die zweite Hypothese ist eine unmittelbare Folge der Inkorn-

pressibilität des Aethers. Wie wir schon in § 48 bemerkten, nimmt
Fresnel in seinen Berechnungen oft stillschweigend an, dass der
Widerstand des Aethers gegen die Kompression Null ist, oder auch,
dass er unendlich gross ist. Bei unseren bisherigen Ableitungen
hatten wir den Standpunkt der ersten Hypothese eingenommen; wir
wollen jetzt untersuchen, was aus den Bewegungsgleichungen bei

Annahme der Hypothese wird, dass der Widerstand gegen die Kom
pression unendlich ist, d. h. dass das elastische Medium inkompres-
sibel ist.

152. fiewegnngsgleichnngen in einem inkompressiblen Me
dium. — Die Inkompressibilität des Aethers setzt Verbindungen
zwischen den Molekülen desselben voraus; wir müssen also die
Theorie materieller starrer Systeme anwenden.
Die Gleichung, welche ausdrückt, dass der Aether inkompres-

sibel ist, lautet #= 0. Wenn wir ein bestimmtes, von einer Fläche
S begrenztes Volumen R des Aethers betrachten, und mit U das
Potential der inneren und äusseren Kräfte von R bezeichnen, so er
halten wir unter Anwendung des Princips von d'Alembert die
Gleichung

<TU -
die bei passender Wahl der willkürlichen Funktion A für jede be

liebige virtuelle Verrückung 8$, Sy, S£ identisch erfüllt sein muss.
Man kann also 8y = d£=0 setzen und dann, wie wir bereits (§ 29)
gesehen haben, oU durch die Summe
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= C P, J£ rf„j -H f rfW rfr

ersetzen, wo P,,. die X-Komponente des Druckes darstellt, der auf
ein Element dw der Fläche S ausgeübt wird und der von der Wir
kung der Moleküle von R' auf R herrührt. Die vorhergehende
Gleichung wird dann, wenn man noch beachtet, dass

»=»j,' + 9
,'+ C
.'

ist,

(1)
^ Px

tff du, + \ rfW rfi - \f-p- rff <l* + \ -l rf^' rfr = 0.
Die vorstehenden Integrale müssen wir, wie in § 30, so um

formen, dass sie die Glieder mit 8£x nicht mehr enthalten. Hierbei
treten Doppelintegrale auf, die über die Oberfläche S auszudehnen

sind, und dreifache, die sich auf den Raum R erstrecken. Da die
zweifachen Integrale nicht in die Bewegungsgleichungen eingehen,

so können wir die Untersuelmng dieser Gleichungen dadurch verein
fachen, dass wir diese Integrale in unsere Rechnung nicht einführen.
Dies kommt auf die Annahme hinaus, dass die dreifachen Integrale
über den ganzen Raum ausgedehnt werden, und dass die elastischen
Kräfte im Unendlichen Null sind.
Unter diesen Bedingungen verschwindet das erste Integral der

vorhergehenden Gleichung, und wir erhalten als Werth des zweiten

Das letzte Integral formen wir ebenfalls um, indem wir die
bekannte Gleichung

benutzen, und

F = A rff
setzen.

Wir finden dann

oder, da nach unserer Uebereinkunft das zweifache Integral Null ist,

f -'
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Demnach kann die Gleichung (1) geschrieben werden

-^«rfr=0,

oder

Da diese Gleichung für alle Werthe von 8£ erfüllt sein muss,
so muss der Koefficient dieser Grosse in dem Differential Null sein.
Man erhält so eine der Bewegungsgleichungen. Setzen wir Q= l
und erinnern uns der bereits in § 32 gefundenen Gleichung

8 _-
a*28 /ew~a* \8sz

so gelangen wir zu folgendem Resultat

_?!!-- 'V
^
- —

021= -'V 8 (8WA_^
W
-" — g* l ey ) &

'

153. Fortpflanzung einer ebenen Welle. — Wir betrachten
eine ebene Welle, die der Ebene

ax+ßy + yz = Q

parallel ist. Die Verschiebungskomponenten der Moleküle dieser

Welle besitzen dann die Form

worin

Im Vorhergehenden (vgl. § 145) haben wir gesehen, dass man
unter dieser Annahme für f, ij, C erhält

W -W,= -g--j

28
/8W,\ _ l /2i!i\2 p 8n
~8x\8^r 2 \ i )

e

8A

'
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Um die Bewegungsgleichungen (2) zu erfüllen, wollen wir
setzen

wo H eine von x, y, z und t unabhängige Konstante darstellt; aus
dieser Gleichung folgt dann

<M T /2<7I\2 ,-
-K— = «H l -—l e .
0* \ i }

Wenn man die Werthe dieser verschiedenen Grossen in die
Gleichungen (2) einsetzt, erhält man:

AV, 18/7
AV==2 8Ä

(3)

Mit Hülfe dieser drei Gleichungen in Verbindung mit der Be
dingungsgleichung 8 = 0 kann man H und die zu A, B, C propor
tionalen Grossen bestimmen.

Die Bedingungsglcichung wird nach Einsetzen der Werthe für
die partiellen Diff'erentialquotienten von f, y, C

hieraus erhält man die Gleichung

(4) A « + B ß + C y = 0 ,

welche ausdrückt, dass die Schwingungen in der Wellenebene vor
sich gehen. Dies Resultat liess sieh übrigens erwarten, da die Trans-
versalität der Schwingungen durch die identische Gleichung 9= 0
ausgedrückt wird.
Vergleicht man die Bedingungsgleichungen (3) mit den Glei

chungen (5) von § 145, so sieht man, dass sie sich von diesen nur
durch die Einführung der drei Grossen o<H, /9H, fH unterscheiden.
Diese Grossen sind also bis auf einen konstanten Faktor die Kom
ponenten der Verbindungskraft, folglich sind die Richtungskosinus
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dieser Kraft proportional zu a, ß, f, mit anderen Worten, die Ver-
bindungskraft steht senkrecht zur Wcllenebene. Diese mathema
tische Folgerung aus der Inkompressibilität des Aethers würde an
die Stelle der zweiten Hypothese von Fresnel treten können.
154. Die Werthe für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der

ebenen Welle erhält man durch Elimination von A, B, C, H aus
den Gleichungen (3) und der Gleichung (4). Wenn wir mit Fresnel
annehmen, dass die von der Verschiebung einer ebenen Welle her
rührende elastische Kraft unabhängig von der Richtung der Welle
ist, so kann die Kräftetünktion W2 nicht von a, ß, f abhängen, und
das Polynom // muss sich somit auf ein homogenes Polynom zweiten
Grades für A , B , C reduciren, das mit einem konstanten homogenen
Polynom zweiten Grades für a, ß, •/. multiplicirt ist; dies letztere
Polynom kann nur «2 + ß

2 + -f sein. Wählt man die Koordinaten-
axen parallel zu den Axen des Polarisations-Ellipsoids // = l , so
erhält man

n= (a A2 + AB2 + t-C2) («2 + f + f) = a A- + /,B2 4- cC2 ,

und folglich

l 8a- l 8n _ l 8n-T 8Ä~" ~
2

OB
~

~
2

8C
~

Durch Einsetzen dieser Werthe in Gleichung (3) ergibt sich

AV2 = aA-«H,
(5) B V2 = 4 B — ß H ,

C V2 = c C - y H ;

und hieraus

«H /JH_ yU
V2 -a' V2 — A' V-'-c'

Wenn wir diese letzteren Grossen resp. mit a, ß
,
f multipli-

ciren und dann addiren, so finden wir unter Berücksichtigung der

Bedingungsgleichung (4)

also:

^L —"?— y -n
V2 - a ^V — h ^ V2 - c

Diese Gleichung dient zur Bestimmung von V; man erhält also
zwei Werthe für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit.

155. Die Grosse V kann leicht als Funktion von A, B
,

C dar
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gestellt werden; man braucht zu diesem Zwecke nur die Glei
chungen (5) mit resp. A, B, C zu multipliciren und sie dann zu
addiren. Auf diese Weise erhält man

(AJ + B2 + C2) V2 = a A'* + h E'' + c C2.

Nun bestimmen die Gleichungen (5) in Verbindung mit (4) nur
Grossen, die A, B, C proportional sind; man kann also diese Glei
chungen und folglich auch die Bewegungsgleichungen erfüllen durch
Werthe von A, B, C, die der Gleichung

(6) /7

genügen.

Es ist dann

V=

Die geometrische Deutung dieses Ausdrucks liegt auf der Hand;
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist umgekehrt proportional der
Länge des in die Verschiebungsrichtung fallenden Radiusvektor des
Ellipso'ids H= 1. Hieraus folgt, dass das Ellipso'id

a A2 4- b W + c C2 = l

nichts anderes als das Fresnel'sche Elasticitäts-Ellipso'id ist.
156. Wir schliessen die Betrachtung der Fr esnel' schen Theorie

mit der Bemerkung, dass es nicht nothwendig ist, den Aether als

inkompressibel anzunehmen, sondern dass man auch auf andere
Weise zu denselben Folgerungen gelangen kann. Man braucht
nämlich nur vorauszusetzen, dass die Gleichung des Polarisations-
Ellipso'ids eine besondere Form hat.
Wenn wir die erste der Gleichungen (5) mit a, die zweite mit ß,

die dritte mit f multipliciren und dann addiren, so finden wir

V8(A« + B/} + Cy) = Aa«+BA/5 + Ccr — H;

und da nach (4) die linke Seite dieser Gleichung Null ist, so er
halten wir daraus

Schreiben wir die Gleichung des Polarisations-Ellipsoids

(7) 71= (a A2 + h •& + c C2) («2 + /3
2 + f) - 2 H (A « + B ß + C y) = l ,

wo H den obigen Werth besitzt, und setzen dies in die Gleichungen

(5) des § 145 ein, die aus den Bewegungsgleichungen in einem von
Verbindungen vollständig freien Medium abgeleitet sind, so finden wir
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QTT

A V2 = a A — « H - —• (A « + B ß 4- C y) ,
QTT

(8)

C V» = c C - r H -^ - (A « + B ß + C y) .
Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition derselben nach

Multiplikation mit resp. a, ß, f.

oder, wenn man H durch seinen Werth ersetzt

Eine Lösung dieser Gleichung ist

(9) A « + B ß + C y = 0 ,

also dieselbe Beziehung, die wir aus der Inkompressibilität des Aethers
mit Hülfe der Gleichung 9= 0 abgeleitet haben. Wenn diese Glei
chung erfüllt ist, reduciren sich die Ausdrücke (8) auf die Glei

chungen (5). Auf diese Weise gelangen wir also wieder zu den
Gleichungen (4) und (5), welche die Inkompressibilität des Aethers
ausdrücken.

Eine andere Folgerung aus (9) ist die, dass die Normale zur
Wellenebene senkrecht zu den Schwingungsrichtungen steht, die
den Bewegungsgleichungen genügen. Da diese Schwingungen im

Allgemeinen in die Richtung der Axen des Polarisations-Ellipso'ids
fallen, so ist die Wellenebene eine Symmetrieebene des durch Glei
chung (7) bestimmten Polarisations-Ellipso'ids.

Theorie von Cauchy.

157. Optische Symmetrieebenen der doppelbrechenden Kry-
stalle. — Cauchy nimmt an, dass bei jedem anisotropen Medium
der in demselben enthaltene Aether drei rechtwinklig zu einander
stehende Symmetrieebenen zulässt. Die äussere Form einer Anzahl
krystallisirter Substanzen zeigt uns, dass eine solche Symmetrie
für die materiellen Moleküle in den Krystallen des kubischen, hexa-

gonalen, quadratischen und orthorhombischen Systemes existirt; man
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kann also annehmen, dass in diesen Substanzen für die Moleküle
des Aethers dieselbe Symmetrie stattfindet. Aber bei den zwei letzten
Krystallsystemen, dem klinorhombischen und dem anorthischen (tri-
klinischen) System sind keine drei Symmetrieebenen mehr vorhanden,
und nichts berechtigt uns a priori dazu, die Existenz dieser drei
Ebenen im Aether anzunehmen. In Wirklichkeit zeigt die Erfah
rung, dass vom optischen Standpunkt aus die klinorhombischen und
anorthischen Krystalle drei Symmetrieebenen besitzen; aber diese
Ebenen haben keine feste Lage zu den Elementen des Krystall-
systems, sondern ihre Richtungen ändern sich mit der Schwingungs
dauer, d. h. mit der Wellenlänge des Lichtes. Wenn wir also mit
Cauchy in jedem anisotropen Medium drei rechtwinklige Symmetrie
ebenen annehmen, müssen wir immer voraussetzen, dass das Licht
homogen ist. Auf diese Weise nehmen wir auf die Erscheinungen
der Dispersion ebensowenig Rücksicht, wie bei der Betrachtung der
Fresn e l' sehen Theorie, bei der die Hauptebenen des Elasticitäts-
Ellipso'ids mit den optischen Symmetrieebenen zusammenfielen.

Diese drei Symmetrieebenen wollen wir zu Koordinateuebenen
wählen ; aus Gründen der Symmetrie kann sich dann die linke Seite
fl des Polarisations-Ellipso'ids nicht ändern, wenn man a mit — a
und A mit — A, oder ß mit — ß und B mit — B, oder endlich f mit
— f und C mit — C vertauscht. Es folgt daraus, dass // nur Glieder
der folgenden Form enthalten darf

«2A2, /i
2 A', r2A2, ?YBC,

a-E-, /j*B2, fW, «yAC,
«2C-, ß-C-, /-'G-, «ßAB.

Da dies zwölf Glieder sind, so kann // zwölf beliebige nume
rische Koef'ficienten enthalten, und die Gleichung des Polarisations-
Ellipso'ids erhält demnach die Form

(1) A- (A «2 + u ß2 + ,' f) 4- B- (A' «-' + / ß2 + v
' f)

4- C2 (i" K* + l," ß- 4- 2-" y~) + -2 i,ß r B C 4- 2 q y « C A + 2 r « ß A B = 1
.

158. Folgerungen aus der Hypothese der Centralkräfte. —

Bei Cauchy sind alle Kräfte Centralkräfte; auch bei der Theorie
der Doppelbrechung nimmt er an, dass dies der Fall ist. Nun hatten
wir in § 17 gefunden, dass die Zahl der numerischen Koefficienten
in der Funktion W2 bei Annahme centraler Kräfte sich verringert;
wir müssen also in diesem Fall erwarten, eine Anzahl Beziehungen
zwischen den zwölf numerischen Koefficienteu des Polarisations-
Ellipso'ids zu finden ; diese wollen wir jetzt aufsuchen.
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Wie wir im ersten Kapitel sahen, besteht bei centralen Kräften
die Beziehung

worin
e, = 2 (D* D= + Dy D, + Dr DO ,

und
3= 3e

Df = — Da- + £

DE— D»+ D» + D*.
ftt> 8

.y ö^

Für eine ebene Welle haben die Grossen ?, y, £ die Form

f = Ac1,, , = Bep, f= Cep,

so dass wir erhalten

Dj =
-^~
A e

p

(« D.r + /» Dy + y D.- ) ,

D, = 2 ^"- B ep (« Dx + /J Dy + y D--) ,

Dt = -^p- C e
p

(«

und folglich

« p

Es ist nun leicht einzusehen, dass in ^,2 der

Koeff. von «2 B2 — Kocff. von 4 « ,-J A B =

4 8P

Koeff. von a2 C= — Koeif. von 4 « y A C =

4 f-^j^-V
e2p (D.i.--' D.-- - D.r D- D.r Da) ,

Poinear<5, Das Licht. 12
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und dass in Q? der

Koeff. von «2 B2 — Koeff. von 4 a ß A B = (- -— )
~
<?2I, Dx2 ,

Koeff. von «- C2 - Koeff. von 4 « 7 A C =
In ^i8 und Q

-i ist also die Beziehung

Koeff. von «-'B2 — Koeff. von 4 «/S A B = Koeff. von «2C2 — Koeff. von 4«yAC

erfüllt; folglich ist dies auch bei W2 und E der Fall. Durch cyklische
Vertauschung können wir daraus zwei andere Beziehungen ableiten ;

die zwölf numerischen Koefficienten der linken Seite in der Glei
chung für das Polarisations-Ellipso'id sind also durch drei Bezie
hungen verbunden, sodass nur noch neun Koefficienten willkür
lich bleiben. Die drei Relationen zwischen den Koefficienten von
Gleichung (1) lauten:

(2)

159. Quasi - transversale und quasi - longitndinale Schwin
gungen. — Da die in einem anisotropen Medium sich fortpflanzen
den Schwingungen einer Wellenebene nach den Axen des Polari-
sations-Ellipso'ids gerichtet sein müssen (§ 147), so ist erforderlich, dass
die Wellenebene mit einer der Hauptebenen des Polarisations-Ellip-
so'ids zusammenfällt, damit die Schwingungen genau transversal oder
longitudinal zur Wellenebene verlaufen. Diese Bedingung wird er
füllt, wenn die Normale zur Wellenebene mit einer der Axen des
Ellipso'ids zusammenfällt, d. h. wenn a, ß

,
•
/. den Gleichungen

l 8a l 8n 18/7
=
~2~ 8A' =~2~W =

2
~ 8C

genügen. Leitet man aus den Gleichungen (1) des Polarisations-
Ellipso'ids von Cauchy die Werthe der rechten Seiten dieser letzten
Gleichungen ab und ersetzt dann A durch a, B durch ß
,
C durch f,

so erhält man

+vy-
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Damit diese Gleichungen für beliebige Werthe von «, ß, f er
füllt sind, müssen die Koefficienten von a2, ß2, -f für die drei Glei

chungen dieselben sein; man hat also

v + y = v' + p = v" .

Aus diesen Gleichungen folgt in Verbindung mit den aus der
Hypothese der Centralkräfte abgeleiteten Beziehungen (2)

p = q = r ;

dadurch erhalten die obigen Gleichungen die Form

p= p'—p, p'=p"+p,

v= v', „' = „"— p.

Diese Beziehungen führen zu den Gleichungen

i a- + p /32 + v / — V «2 = i' «2 + p' ß2 -4- v' f — p ß2
= i" «2 + p" ß"- + v" y2 — p f .

Durch diese Bedingung wird ausgedrückt, dass das durch Glei

chung (1) dargestellte Ellipsoid ein Rotationskörper ist, dessen Axe
die Richtungskosinus a, ß

, f besitzt. Die Schwingungen können also
nur dann streng longitudinal oder transversal verlaufen, wenn das
Polarisations-Ellipso'id ein Rotations-Ellipsoid ist, dessen Axe mit der
Normalen zur Wellenebene zusammenfällt. Eine derartige Folgerung
ist aber unzulässig, da die zwei rechtwinklig zu einander stehenden
transversalen Schwingungsebenen, welche durch die einfallende Ebene
entstehen, dieselbe Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzen müssten,
so dass keine Doppelbrechung auftreten könnte.
So führt die Hypothese von Cauchy zu der Annahme, dass

eine in einem anisotropen Medium sich fortpflanzende Welle drei ebene
Wellen erzeugt, deren Schwingungen weder senkrecht zur Wellen
ebene gerichtet sind, noch in derselben liegen. Da aber die Doppel
brechung in allen doppelbrechenden Substanzen sehr schwach ist,
so werden die Schwingungen zweier Ebenen quasi-transversal
und die der dritten quasi-longitudinal sein.
Das Vorhandensein quasi-transversaler Schwingungen wider

spricht nicht vollkommen unserer Kenntniss über die Lichtschwin

gungen, denn wenn auch die Erfahrung zeigt, dass die Schwingungen
in der Luft streng transversal sein müssen, so ist es doch durch

12*
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nichts bewiesen, dass dies auch im Innern der Krystalle stattfinden
muss. Aus welchem Grund der Strahl, dessen Schwingungen quasi-
longitudinal verlaufen, in Wirklichkeit nicht zu Stande kommt,
konnte Cauchy nicht erklären.

160. Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen. — Da die
Fresnel 'sehe Theorie durch die feinsten Messungen bestätigt wird,
so muss jede Theorie der Doppelbrechung zu denselben Folgerungen
führen, wie diejenige von Fresnel; besonders muss man zu den
selben Werthen für die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der reellen
Wellen gelangen. Diese Geschwindigkeiten sind in der Theorie von
Cauchy den Axen des Polarisations-Ellipso'ids umgekehrt propor
tional und bei Fresnel den Axen der Ellipse E, die durch den
Schnitt der Wellenebene mit dem Elasticitäts-Ellipso'id entsteht; da
mit beide also denselben Werth haben, müsste die Ellipse E mit
einem der Hauptschnitte des Polarisations-Ellipso'ids übereinstimmen.
Dann würde jedoch die Wellenebene, welche die Ellipse E enthält,
ein Hauptschnitt des Polarisations-Ellipso'ids von Cauchy sein.; dies
kann aber, wie wir eben gezeigt haben, nicht der Fall sein. Die
theoretischen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen können
also in beiden Theorien nicht dieselben Werthe besitzen. Wenn man
jedoch, wie es Cauchy thut, das Polarisations-Ellipso'id durch die
Ellipse E gehen lässt, so werden die Differenzen zwischen diesen
Werthen von der Ordnung der Beobachtungsfehler.
Ist nämlich

a .r2 + /, y~ •+- c 2- = l

die Gleichung des Polarisations-Ellipso'ids von Cauchy in Bezug auf
seine Axen, so macht die Wellenebenc in Folge der schwachen
Doppelbrechung der Krystalle einen unendlich kleinen Winkel mit
einer der Hauptebenen dieses Ellipsoids, z. B. mit der Ebene z= 0.
Bezeichnet man mit a, ß. f die Richtungskosinus der Normale zur
Wellenebene, so werden a. und ß unendlich klein. Nach unserer
Uebereinkunft schneidet nun die Wellenebenc das Ellipsoid in der
Ellipse E; die reciproken Quadrate der Axen dieses Schnittes sind
gegeben durch die Wurzeln R der folgenden Gleichung:

«2 (h
— R) (c — K) + ß2 (c — R) (a — R) + y2 (a — R) (* — R) = 0.

Vernachlässigt man die Quadrate von a und ß, so reducirt
sich diese Gleichung auf

(a — R) (A — R) = 0;

die Wurzeln a und b dieser Gleichung sind aber gerade die reci
proken Quadrate der beiden Hauptaxen des Polarisations-Ellipso'ids,
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welche in der Ebene z = 0 liegen. Demnach unterscheiden sich
diese Axen von denen der Ellipse E nur um unendlich kleine
Grossen zweiter Ordnung; dasselbe wird für die Reciproken dieser
Grossen und folglich auch für die Werthe der Fortpflanzungsge
schwindigkeit der Fall sein.

161. Gleichung des Polaritat ions-EllipsoMs von Cauchy. —

Um also das Vorhergehende kurz zusammenzufassen, so nimmt
Cauchy das Vorhandensein dreier optischen Symmetrieebenen an,
setzt ferner Centralkräfte voraus und lässt sein Polarisations-Ellipso'id
durch die Ellipse gehen, welche durch den Schnitt der Wellenebene
mit dem Elasticitats-Ellipso'id von Fresnel entsteht. Mit Hülfe dieser
letzten Hypothese kann man leicht die Gleichung des Polarisations-
Ellipsoids finden.
Die Gleichung des Elasticitäts-Ellipsoids lautet

und diejenige der Wellenebene

die Gleichung eines Ellipsoids, welches durch den Schnitt der beiden
Flächen geht, hat demnach die Form

//= (a A2+ b B2 + c C2) + (a A + ß B + y C) («i A + ßt B + yi C) = l .

Diese Gleichung wird homogen und vom zweiten Grad für
a, ß, f und für A, B, C, wenn man sie schreibt

n= (a A2 + AB= + c C2) («2
+ (« A + ß B + Y C) («, A + /»

, B + n C
)= l ,

und wenn man annimmt, dass al, ßl, f1 lineare homogene Funk
tionen von a, ß

,
Y sind. Da die Koordinatenebenen mit den op

tischen Symmetrieebenen zusammenfallen, so darf sich die vorher

gehende Gleichung nicht ändern, wenn man gleichzeitig die Zeichen
von a und A, oder von ß und B, oder endlich von 7

- und C um
kehrt. Die linearen Funktionen a,, ßt, 7

-, müssen sich also redu-

ciren auf
B, = a, «, /»

, = A
1 ß
,

j'i = q y ;

setzt man diese Werthe in die Gleichung des Polarisations-Ellipso'ids
ein, so erhält man

(1) //= («2 + ß
- + y2) (a A2 + b B2 + c C2)

+ (« A + ß B + y C) fo a A + A
,
ß B + e
1 y C
) = 1.
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Wenn wir jetzt annehmen, dass die Kräfte Centralkräfte sind,
so werden zwischen den Koefficienten dieser Gleichung drei Be
ziehungen bestehen, deren erste lautet (§ 158)

Koeff. von a2 B2 — Koeff. von 4 « ß A B = Koeff. von >? C2
— Koeff. von 4«yAC;

daraus ergibt sich

b — 4 (<n + Al) = c — 4 (a, + o,).

Die beiden anderen Beziehungen führen zu

« — 4 (c, + a,) = b - 4 (Cl + A,).
Diese drei Gleichungen können übrigens geschrieben werden

a — 4 o, = A — 4 A1= c — 4 c1.

Dies sind die Bedingungen, welche durch die Hypothese von
den Centralkräften eingeführt werden; wenn diese erfüllt werden,
ist, wie leicht nachzuweisen, die Wellenebene keine Symmetrieebene
des Ellipso'ids.

162. Lassen wir dagegen die Hypothese von den Central
kräften fallen, so wird die Wellenebene eine Symmetrieebene des
Polarisations-Ellipsoids werden können. In diesem Fall muss die
Senkrechte zur Wellenebene eine Hauptaxe sein, d. h. die Rich-
tungskosinus a, ß, f müssen den Gleichungen für die Hauptrich
tungen des Ellipso'id (1) im vorhergehenden Paragraphen genügen.
Die erste dieser Gleichungen lautet

A S =~
Q
= " A («2 + ß* + f) + ~ « (oi « A + *i ß B +

+

-^
-

ox « (« A -h ß B + y C
)
;

ersetzt man hierin A, B, C durch a, ß
, f, so erhält man

S = a 4- -- («'- + /!2+ y2) 4- ~ (n, «s + A
,

^
2 + c, y2).

Aus den beiden anderen Gleichungen würde folgen

S = \b + -*
'-
j

(<r + ß' + y-) + -|
- (o, «2 + 4
,

/3
2 + q y2)

S = c + -J ) («2 + /3
2 + r2) + - ~ (a, «- + A
,

ß
2 + C
l f).
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Damit diese drei Gleichungen sich auf eine reduciren, ist es
nöthig und hinreichend, dass

(2)

Hat man den speciellen Fall

so ist die Wellenebene eine Hauptebene des Polarisations-Ellipso'ids
und die Schwingungen sind streng transversal und longitudinal ge
richtet. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten derjenigen Wellen,
deren Schwingungen transversal verlaufen, sind den Axen des durch
den Schnitt entstandenen Ellipso'ids umgekehrt proportional; die
jenige der Welle mit longitudinalen Schwingungen ist umgekehrt
proportional der zur Welle senkrechten Axe, d. h. der Quadrat
wurzel von

S =
(c
+ -j

-J

(«2 + f + y*) + -*- (o, «2 + 4
, ff + c, y2) ;

dieser Ausdruck reducirt sich in Folge der Beziehungen (2) auf

Da die Grossen a, b, c positiv sind, so folgt aus den Glei
chungen (2) , dass at , blt c

, negativ sein müssen ; dann wird S
negativ, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen
imaginär und der longitudinale Strahl verschwindet.
Man findet also auf diese Weise sehr leicht alle Folgerungen

der Theorie von Fresnel wieder.

Theorie von Neumann.

163. Hypothesen von Nenmann.' •— Die besonderen Hypothesen
dieser Theorie, die fast gleichzeitig von Neumann, Lame und
Hac-Cullagh aufgestellt wurde, sind folgende:

1
. Die Wellenebene ist eine Symmetrieebene des Polarisations-

Ellipso'ids.

2. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des longitudinalen Strahls
ist Null.
Es folgt aus diesen Hypothesen, dass das Polarisations-Ellipsoid

sich auf einen Cylinder reducirt, dessen Erzeugende senkrecht zur
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Wellenebene stehen. Wenn wir mit A', B', C' die den Richtungs
kosinus der Schwingungen proportionalen Grossen bezeichnen, die wir
in den vorangegangenen Hypothesen A, B, C genannt hatten, und
wenn ferner die Richtungskosinus der Normale zur Wellenebene die
Werthe a, ß, f haben, so wird die linke Seite fl der Gleichung für
das Polarisations-Ellipso'id eine homogene Funktion zweiten Grades
für A', B', C' und für a, ß, f. Dies Ellipso'id reducirt sich auf
einen Cylinder, dessen Erzeugende senkrecht zur Wellenebene stehen,
wenn die Gleichungen

m 8tt-n 8ir
—o a"-o1

SA"'-0' W °' ~ec7"0'
welche ausdrücken, dass eine der Axen des Ellipsoids Null ist, für
A' = a, B'=/3, C' = r erfüllt sind.

164. Gleichung des Polarisationscylinders. — Setzen wir

A= C ' ß — B' f ,
(2) B = A'y-C'a,

so wird die linke Seite der Gleichung

(3) n= a A-' + b W + c C- + 2 d B C + 2 e C A + 2/ A B = l

homogen vom zweiten Grad für A', B', C' und für a, ß, f. Wir
wollen nun nachweisen, dass dies die Gleichung des Polarisations
cylinders von Neumann darstellt.
Zunächst zeigen wir, dass die Gleichungen (1) erfüllt sind,

wenn das Polynom // diese Form besitzt und wenn man A', B', C'
in demselben durch a, ß, 7- ersetzt. Dann erhält man nämlich

-i- ,= (a A + e C +/B) , + (A B + rf C +/A)

Setzt man nun in den Gleichungen (2) A' = «, B'=/9, 0'=?-,
so findet man A = B = C = 0; durch diese Substitution werden also
in der vorhergehenden Gleichung die Koefficienten der Differential

quotienten auf der rechten Seite Null, und man erhält -^, = 0. In

analoger Weise ergibt sich, dass auch die beiden letzten der Glei

chungen (1) erfüllt sind. Gleichung (3) stellt demnach in der That

einen Cylinder dar, dessen Erzeugende der Richtung a, ß, f pa
rallel sind.
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Um den Beweis zu vervollständigen, hätte man noch zu zeigen,
dass, wenn //=! die Gleichung eines Cylinders ist, dessen Er
zeugende senkrecht zur Wellenebene stehen, diese Gleichung in die
Form (3) gebracht werden kann, wenn gleichzeitig A, B, C durch
die Beziehungen (2) deflnirt sind. Diesen Nachweis wollen wir je
doch hier übergehen.
Wir können nun die Koordinatenaxen derart wählen, dass die

doppelten Produkte der Gleichung (3) verschwinden; diese reducirt
sich dann auf

(4) n= a A-' + b B2 + c C2 = 1.

Die neuen Koordinatenebenen sind dann die optischen Sym-
raetrieebenen des Medium. Wenn man nämlich Gleichung (2) be
trachtet, so sieht man, dass die Vertauschung von A' mit — A' und
von o mit — a den Werth von A nicht verändert und nur die Zeichen
von B und C umkehrt; da diese Grossen aber nur mit dem Quadrat
in den Ausdruck für // eingehen, so wird dies Polynom denselben
Werth behalten, wenn man gleichzeitig die Zeichen von A' und von
o ändert; folglich ist die ?/r-Ebene eine optische Symmetrieebene.
Eine analoge Ueberlegung würde zeigen, dass die beiden anderen
Koordinatenebenen gleichfalls mit den optischen Symmetrieebenen
zusammenfallen. Es sind dies also dieselben Ebenen, die wir bei
den Theorien von Fresnel und von Cauchy angenommen haben.
165. Fortpflanzung einer ebenen Welle. — Die Gleichungen,

aus denen man die Schwingungsrichtungen und die Fortpflanzungs
geschwindigkeiten einer ebenen Welle findet, lauten für diesen Fall

_2 8n _ l_l8n 8A
2 8Ä' 2 \8A

'
8A'

8/z 8B 8n
'
8B
'
8A'
+
8C~

oder

B1 V2 = c « C — a y A ,

Diese Gleichungen können durch ein System von drei anderen

ersetzt werden, die A', B', C' nicht mehr enthalten. Zu diesem
Zweck multipliciren wir die dritte mit ß, die zweite mit 7- und
ziehen das letztere Produkt von dem ersteren ab; wir erhalten so

(C' ß - B' }.) V2 -= a A (ß- + ;-•) - « (h ß B + c y C) .

Hierin ersetzen wir C'/3 — B' 7- durch A, indem wir gleichzeitig
die identische Gleichung
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0 = a AV — « (a <tA.)
zufügen; dies ergibt

A V2 = a A («2 + ß2 + f) — a (a K A + b ß B + c y C) .
Setzen wir ferner

so erhalten wir aus der vorhergehenden Gleichung und aus den bei

den analogen, die durch cyklische Vertauschung entstehen,

= <iA — «H,

CVJ=cC— yH.

Dies sind aber dieselben Gleichungen, zu denen wir bereits in

§ 154 bei Betrachtung der Fr esnel' sehen Theorie geführt wurden;
sie zeigen uns also, dass die Grossen A, B, C den Richtungskosinus
der Schwingung bei Fresnel proportional sind, und dass ausserdem
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in beiden Theorien dieselben
Werthe besitzen.
Bei diesen beiden Theorien gehen die Schwingungen in der

Wellenebene vor sich, und es ist leicht einzusehen, dass sie recht
winklig zu einander stehen. Wenn wir nämlich die Gleichungen (2)
resp. mit A', B', C' multipliciren und addiren, so erhalten wir

A A' + B B' + C C' = A' C ' ß — A' B' y + A' B' y - B' C ' «
+ B'C'« — A'C'/3 = 0.

Die Neumann'sche Theorie unterscheidet sich also von der
Fresnel'schen nur dadurch, dass die Schwingungen nicht senkrecht
zur Polarisationsebene, sondern parallel zu dieser Ebene verlaufen;
beide erklären daher die experimentellen Thatsachen gleich gut,
da man durch die Beobachtungen nicht feststellen kann, ob die
Schwingungsrichtung parallel oder senkrecht zur Polarisations
ebene steht.

166. Gleichungen von Lame. — Die Bewegungsgleichungen für
ein Molekül einer ebenen Welle in einem elastischen Medium, die
den Hypothesen von Neumann genügen, können in eine inter
essante Form gebracht werden. Durch die Bedingungsgleichungen
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ir = -5---x— ,
8x 8y

führen wir die Grossen u, v, w ein; diese erhalten nach Einsetzen
der Werthe für f, ij, C:

die Form

« =-- ep (C'/»-B'y)= -
(5)

Andererseits gilt

2I.

Nun liefert die erste der im vorigen Paragraphen gefundenen Be

dingungsgleichungen nach Multiplikation beider Seiten mit \~f~\ e
P
,

durch Berechnung der partiellen Differential quotienteu von u, v, w
nach x, y, z kann diese Gleichung, wie leicht ersichtlich, in folgende
Form gebracht werden

Unter Berücksichtigung der Gleichungen (6) geht diese und
die analogen Gleichungen über in
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8*f _ . jto. _ 8*
~8t2
=
fc~

'
8y

821 8w 8u

8*C
=
8u _ 0i,

8P
~ a

~8y ~8x
'

Diese Gleichungen werden für die Verschiebungen f, ij, C der
Moleküle einer ebenen Welle erfüllt, die nach der Annahme Neu-
mann's schwingen. In dieser Form wurden die Bewegungsglei
chungen von Lame aufgestellt.
Wir bemerken noch, dass die Grossen u, v, w nach den Glei

chungen (5) die Komponenten der Verschiebung eines Moleküls
einer ebenen Welle in der Theorie von Fresnel darstellen, wenn
die Grossen f, 7, C den Gleichungen (7) genügen und die Kom
ponenten für die Verschiebung in der Neumann' sehen Theorie
sind. Hieraus ergibt sich eine bequeme Methode zur Aufstellung
der Bewegungsgleichungen eines Moleküls in der Fresnel'schen
Theorie. Wenn man nämlich von dem nach y genommenen Dift'eren-
tialquotienten der dritten Gleichung (7) den nach r genommenen
Differentialquotienten der zweiten abzieht, erhält man

8 / *£\ 8 I82n\ c^n $2r 82n* 8^u

8
y

\8P l

~
'8: \ 8P]

= "

8tf
~
ärlty

~ c

ö707
+ "

"8't2

'

oder

SF \8y 82 l \0.t2 8y2 8-2/ 8f* 8x8y 8f8z'

oder in anderer Schreibweise

L.-J-
= a A u — a „ .. — b -=— s c -x— n- •

Ct1 Cx' 0x Öy OS C:

Auf analoge Weise würde man zwei andere Gleichungen finden,
durch welche mit der vorhergehenden zusammen die Werthe von
u, r, «' für ein Molekül einer Wellenebene bestimmt sind. Die Sub
stitution von u = Aep, r = Bep, w=Cep in diese Gleichungen muss,
wie leicht einzusehen ist, zu den Gleichungen führen, die wir aus
der Hypothese von Fresnel in § 154 abgeleitet und im Vorher
gehenden (§ 165) wiedergefunden hatten.
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Theorie von Sarrau.

167. Bewegungsgleichnngen. — Sarrau ging von denselben
Hypothesen aus, wie Briot in seiner Theorie der Dispersion; diese
Theorien haben wir bereits im vorhergehenden Kapitel (§ 130) aus
gefühlt. Die Bewegungsgleichungen lauten

0« ft»

(D ^ = J*—-8y'
PC. , . 8«

e^=Jf->-
Hierbei ist p eine periodische Funktion der Koordinaten, die

man in eine trigonometrische Reihe entwickeln und dann schreiben
kann :

p=2 R sin (a x + b y -+- c s + d).

Der Mittelwerth aller Glieder dieser Reihe ist Null mit Aus
nahme des Gliedes, bei dem a = b = c= 0 ; folglich ist der Mittel
werth von Q gleich R sin d. In Folge der für die Dichte ange
nommenen Periodicität erfordert die Auflosung der Bewegungs
gleichungen umständliche Rechnungen, die trotz der von Polier
eingeführten Vereinfachungen noch langwierig sind.

168. Fortpflanzung einer ebenen Welle. — Setzen wir

(2) J= Lep, , = Mep, f= Nev,

worin

ist und wo a, ß, f und ). Konstanten bedeuten, so stellen die
Grossen f, ij, C die Komponenten für die Verschiebung eines Mole
küls der ebenen Welle

dar.

Wählt man als Längeneinheit eine sehr kleine Grosse von der
Ordnung des Abstandes zwischen den Molekülen, so wird /i durch

2 Tt
eine sehr grosse Zahl ausgedrückt, und - .-, das wir mit /* bezeich

neten, wird eine sehr kleine Grosse. Man kann also in den Rech
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nungen die Grossen, welche /*" als Faktor enthalten, vernachläs
sigen, wobei über die Wahl des Exponenten n in jedem einzelnen
Falle besondere Bestimmungen zu treffen sind. So findet man unter
Beibehaltung der Glieder ersten Grades eine Erklärung für die

Drehung der Polarisationsebene ; behält man auch die Glieder zweiten
Grades bei, so lässt sich die Erscheinung der Dispersion erklären.
In der Theorie der Doppelbrechung kann man alle Potenzen von /*
vernachlässigen. Wir wollen nun zusehen, was in dieser Hypothese
aus den Gleichungen (1) wird, wenn man darin die Grossen f, 7, C
durch ihre Werthe (2) ersetzt und, da Q eine periodische Funktion
der Koordinaten ist, annimmt, dass L, M, N gleichfalls periodische
Funktionen sind.
Wir erhalten für 9:

S =
~fa+ 0jT+'öT

»

und wenn wir zur Vereinfachung setzen:

o) £+5I+i?=T'
(4)

so folgt

Aus diesem Ausdruck kann man ableiten:

Die Berechnung des zweiten Differentialquotienten -^ ergibt

82S fl8-L 8L \
z -i
= e l Q T + " i-H « o — u- K- Li\ ;cxl \8j;- ex l

durch Einführung von:

8L 8L, SM 8N
-
n
- = « -5 H /* ~o

- + y -Q—
On vx 8y 02

finden wir demnach für J ?:
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/•t'11

Für
g~.r
erhalten wir schliesslieh

8t2

Trägt man die Werthe von -^- , zl f , ^- in die erste der Glei
chungen (1) ein, so folgt:

(5)
— p2'

Vernachlässigt man die Glieder, welche p enthalten, so reducirt
sich diese Gleichung auf:

(6) JL- =0.
8.T

169. Diese Gleichung und die beiden analogen kann man in
eine andere Form bringen, wenn man die durch folgende Bezie
hungen deflnirten Grossen l, m, n einführt.

8N_ 8M

8y
"
A'

CQ

8L eN

oder

8M 8L
-j,— — -_—
OX 8y

Entwickeln wir nämlich Gleichung (6), so ergibt sich

<)*Ij ö^L ö~L C~L 8'M Ö^N
1_ , _ l . - L . Q

^=0.

In dieser Form ist die Gleichung, wie leicht ersichtlich, mit
der folgenden identisch:

8y 82

Die drei Bewegungsgleichungen liefern uns also die Gruppe
von Gleichungen:
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(II.

8« 8m _ _" "

8l

8m 8l _ _~
'

deren jede mit /, m, n in derselben Weise gebildet ist, wie diese
Grossen selbst mit L, M, N.
Aus Gleichung (5) können wir eine Beziehung zwischen den

darin vorkommenden Mittelwerthen ableiten. Da die Grossen L, M, N
periodische Funktionen sind und der Mittelwerth des Differential
quotienten einer periodischen Funktion Null ist, so erhalten wir

wo die mit dem Index Null versehenen Grossen die Mittelwerthe
der betreffenden Grossen darstellen. Ersetzt man Q durch seinen
Werth (4) und stellt die beiden analogen Gleichungen auf, die aus
der vorigen durch cyklische Vertauschung folgen, so ergibt sich die
neue Gruppe von Beziehungen:

(III)

V2 [Q L]„= L0 — « (« L0 + /! M0 + y N„) ,

V2 [e M]0 = M0- ß (« L„ + ß M0 + y N0) ,

V* [e N]0 = No - y (« L„ + ß M0 + y N„).
Die Bewegungsgleichungen (1) liefern uns schliesslich eine

letzte Relation. Wenn wir dieselben resp. nach .r, ,/, z differentiiren
und dann addiren, so finden wir

8

oder da die rechte Seite identisch Null ist

8 / 82J\ 8 / 8M 8

Für die durch die Gleichungen (2) definirten Werthe von
, f gilt nun (§ 1G8)



Doppelbrechung. 193

folglich kann man die vorhergehende Identität schreiben

oder

Wenn wir, wie oben, die Glieder mit p vernachlässigen, er
halten wir einfach:

(IV) . £,L + .£,M+£-,N= 0.

Zur Bestimmung der Grosse V, der Funktionen L, M, N und der
Mittelwerthe dieser Funktionen sind also die drei Gruppen von
Gleichungen (I), (II), (III) und die Identität (IV) vorhanden. Zu
nächst erscheint das Problem unbestimmt, da die Funktion p un
bekannt ist. Indessen werden wir später sehen, dass es gelost
werden kann, wenn man nur die bei experimentellen Messungen
wahrnehmbaren Grossen aufsucht; zuvor aber wollen wir zwei
Eigenschaften periodischer Funktionen ableiten, die uns die Perio-
dicität der Grossen l, m, n zu beweisen und ihre Werthe zu be
stimmen ermöglichen.
170. Eigenschaften der periodischen Funktionen. — 1. Sind

u und r zwei periodische Funktionen von z, so besteht zwischen
den Mittelweithen die Relation

8v] r e«"iH = — \*-s-\8~ „ l 0- J„

Das Produkt u v zweier periodischen Funktionen ist nämlich
ebenfalls eine periodische Funktion; demnach wird der Mittelwerth
des Differentialquotienten dieses Produktes Null. Es ist also

oder

l 8e L 8u],u-y- + v - = 0,
L 82 8z\0

t/'' l IV» Ä
«-•l + l" g; =0,

da der Mittelwerth einer Summe gleich der Summe der Mittelwerthe
der einzelnen Summanden ist.

2. Wenn Q und y zwei periodische Funktionen von x, y, z
darstellen, die der Gleichung

Poincare, Das Licht. 13
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8

genügen, so reducirt sich die Funktion 9 auf eine Konstante.
Nach der vorher abgeleiteten Eigenschaft ist nämlich

l 8 / 8-p\l l 8f 8T1
\<f -a— l p r, = — p n

- •
-a
- -

l 8x \* 8t]\0 lv ox 8x\0
und folglich

8 / 8»\, 8 8. 8

Nach unserer Annahme ist aber die linke Seite dieser Gleichung
Null, so dass

Wenn Q positiv ist, so ist der Klammerausdruck das Produkt
aus zwei positiven Grossen und sein Mittelwerth muss also positiv
sein; er kann daher nur Null sein, wenn

Dies erfordert aber, dass jedes Glied Null ist, d. h., dass

8y _ 8,r_ _ 8.r_ _
8*
~
"8y

~
8z
~

somit muss y eine Konstante sein.
Setzt man in der Gleichung, die nach unserer Voraussetzung

die Funktionen Q und y verbindet, p = 1, so erhält man Jgp = 0. Ist
also eine periodische Funktion <p derart beschaffen, dass A<p = 0,
so reducirt sich diese Funktion auf eine Konstante.

171. Werthe der Grossen l, m, n. — Die Gruppe der Glei
chungen (II) sagt aus, dass der Ausdruck

/ dx + m dy •+•n dz

ein vollständiges Differential ist. Bezeichnen wir dasselbe mit dy,
so haben wir

8f 8'f 8<r' = -Q , m= -Q-~i n==~o~'
9s 8y 8z
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Differentiirt man die erste Gleichung von Gruppe (I) nach x,
die zweite nach y, die dritte nach z, und addirt, so erhält man

oder nach Einsetzen der obigen Werthe von l, m, n

0V , SV , 0V .
0W*-*?*?? *

Wir wollen nun zeigen, dass y eine periodische Funktion ist.
Da nach der Voraussetzung L, M, N periodische Funktionen sind,
so ist dies nach den Gleichungen (I) auch für l, m, n der Fall, und
zwar ist der Mittelwerth der letzteren Null; die partiellen Differential
quotienten der Funktion y haben also die Form

^-

-x— =2 B sin (a x + b y + c 2 + «0 = 2 B sin

= 2 c sin e •

Differentiirt man die erste der Gleichungen nach jr, die zweite
p.1

nach x, so erhält man zwei Ausdrücke für dieselbe Grosse ^..j- ;

diese beiden Ausdrücke müssen identisch sein. Man findet also

A Ä cos 9 = B a cos e ,

und folglich
A6 = Ba.

In analoger Weise würde man erhalten

A c = Ca;
es ergibt sich also

M-4-».
und folglich

rfy =^ D (a rfx + * ''V + c <k) sin O = ^ D sin e rf e •

Durch Integration erhält man hieraus

cos H + Const.

13*



196 Doppelbrechung.

Demnach ist <p eine periodische Funktion, und da sie ausserdem
der Gleichung J y = 0 genügt, so muss sie sich nach der im Vorher
gehenden bewiesenen Eigenschaft periodischer Funktionen auf eine
Konstante reduciren. Es folgt hieraus, dass die partiellen Differen
tialquotienten !, m, n von <p den Werth Null haben.
172. Untersuchung der Grossen L, M, N. — Da die Grossen

l, m, n Null sind, so liefert uns die Gruppe (I) der Gleichungen die

Beziehungen

j)N_0M 8L-8® — n ^M-Jt' — n
8y 8z

~ '
~8s ~8x

~
8x 8y

'

welche aussagen, dass der Ausdruck

L dx + M dy + N dz
ein vollständiges Differential darstellt. Bezeichnet man mit rp das
Integral dieses vollständigen Differentials, so erhält man die Glei
chung

(1) L

welche die Gruppen (I) und (II) ersetzen kann. Wenn diese Funk
tion y bekannt wäre, so könnte man daraus unmittelbar die Werthe
von L, M, N durch partielle Differentiation nach x, y, z ableiten.
Wir wollen nun nachweisen, dass für gegebene Mittelwerthe L0,
Mo, N0 von L, M, N eine Funktion ty existirt, welche den durch
die Hypothese von Sarrau geforderten Bedingungen genügt, und
dass es nur eine solche Funktion gibt, wenn man die Integrations
konstante vernachlässigt.
Da L0, M0, N0 Konstanten sind, so ist

L0 dx + M„ dy + N„ <fe

ein vollständiges Differential. Demnach hat man:

(2) (L - L„) rf.r -4- (M - M0) dy + (N - N0) ffc = dx ,
wo dy das Differential einer Funktion % darstellt, welche periodisch
sein muss. Die partiellen Differentialquotienten L — L0, M—M„,
N— N0 dieser Funktion sind nämlich periodische Funktionen, da
nach der Annahme die Grossen L, M, N periodisch sind; der Mittel-
werth eines jeden dieser Differentialquotienten ist ferner offenbar

Null; die Funktion / muss also periodisch sein.
Die Integration der Gleichungen (1) und (2) ergibt

wenn gegebenen Werthen von L0, Mo, N0 mehrere Funktionen t/
)

entsprechen, so zeigt uns diese Relation, dass die Funktionen sich
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nur durch die periodische Funktion •/ von einander unterscheiden
können.

Zum Nachweis, dass es nur eine Funktion if
, geben kann,

genügt es demnach, zu zeigen, dass nur eine einzige periodische
Funktion % existiren kann.

Zu diesem Zweck betrachten wir Gleichung (IV); ersetzt man

darin L, M, N durch 5— , „' -. a-, so findet manex oy GZ

Wenn wir annehmen, dass es zwei Funktionen t/'1 und t/), gibt,
die dieser Gleichung genügen, so wird dies auch in gleicher Weise
für die Differenz t/',— t/', der Fall sein müssen. Nun ist nach dem
Vorhergehenden diese Differenz gleich der Differenz £, —%t der
periodischen Theile der Punktionen yt und y.2; sie muss sich also
auf' eine Konstante reduciren. Demnach unterscheiden sich die bei

den Funktionen t/<, und t/<, nur durch eine Konstante.
173. Wir wollen nun den Beweis führen, dass eine Funktion tf

,

existirt, die der Beziehung (3) genügt.
Der Mittelwerth der Funktion

e (L2 + M2 + N=)

ist positiv, da Q eine positive Grosse und der zweite Faktor eine
Summe von Quadraten darstellt. Ferner kann derselbe nicht Null
werden, denn es müsste dannL = M = N= 0 sein; dies ist aber un
möglich, da die gegebenen Mittelwerthe L0, M0, N0 im Allgemeinen
nicht Null sind. Dieser Mittelwerth muss also durch ein Minimum
gehen, dem ein bestimmter Werth der Funktion / entspricht. Er
hält % einen Zuwachs S/, so genügen die Zuwachse oL, oM, <JN
von L, M, N in Folge der Eigenschaft des Minimum der Gleichung

(4) [e(LtfL + M<TMH-NtfN)]„ = 0.

Nun ergibt der Werth von y

<
l, = L„ x + M0 y+ N0 z+ x

die Beziehung
tty = dx .

Man erhält demnach

und folglich
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tVdTx]
= [pN-^J
J„ L Oz Jo

Durch Addition dieser Beziehungen erhält man eine Gleichung,
deren linke Seite nach (4) Null ist; man findet also

Durch Umformung eines jeden Gliedes dieser Gleichung mit
Hülfe der im Vorhergehenden (§ 170) bewiesenen Eigenschaften perio
discher Funktionen erhalten wir:

Da diese Gleichung für jeden Werth von S% erfüllt sein muss,

so ist nothwendig

Es gibt also eine Funktion / und folglich auch eine Funktion if
,

von der Beschaffenheit, dass die daraus abgeleiteten Werthe von
L, M, N der vorhergehenden Gleichung genügen.
Man kann leicht beweisen, dass, wenn man

für L„ = l , Mo = N0 = 0 hat 1
i- = 0, ,

N„ = l , M» = L0 = 0 - ./
, = ^, ,

die allgemeinste Form der Funktion y ist

./
,= L„ ./.1+ Mo v-, + N0 v* .

Da nämlich •!/<,, t/'2, if,2 der Gleichung (5) genügen, so muss
dies ebenfalls für die Funktion if

l gelten. Die Mittelwerthe der par
tiellen Differentialquotienten von t/

< sind ferner gleich L0, M0, N0,
denn es gilt

] [80,1 [S-/,,l [S,/-,]== ^ \ l + ™fl + «„ "n" == L„i;J0 [8x J0 lö-rj„ l^-rj„

da nach unserer Annahme
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Ebenso kann man zeigen, dass die Mittelwerthe der partiellen

Differentialquotienten nach y und z bezw. gleich M0 und N„ sind.

174. Werthe der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. — Die

Beziehung
<p= L„ x + M0 l/ + No ~ + x

zeigt uns, dass t/
< linear von L0, M0, N0 abhängt; ebenso verhält es

sich also mit den partiellen Differentialquotienten L, M, N dieser
Funktion. Der Ausdruck q (L2 +W + N2) und sein Mittelwerth sind
also homogene Funktionen zweiten Grades von L0, Mo, N„. Durch

passende Wahl der Koordinatenaxen , die bisher beliebig waren,
können wir die nicht quadratischen Glieder des Mittelwerthes Null
werden lassen und erhalten so

Ertheilen wir L„ einen Zuwachs <SL0, so entsteht dadurch ein

Zuwachs -a—^ des Mittelwerthes von ? (L2 + M2 + N2). Anderer
seits hat dieser Zuwachs den Werth

2 [e (L rfL + M JM + N <fN)]fl ;

da nun gilt:
.ty,

so erhält man zunächst:

somit wird der letzte Ausdruck für den Zuwachs des Mittelwerthes
von

Das zweite Glied dieser Summe ist Null, da die Beziehung (5)
erfüllt sein muss. Durch Gleichsetzen der beiden Werthe für den
Zuwachs erhält man somit



200 Doppelbrechung.

und hieraus

Lfl

Für die Mittelwerthe von Q M und ^ N findet man ebenso die

rücke ,- , — • Werden diese Gr
o C

Gruppe (III) eingesetzt, so ergibt sich

Ausdrücke ,- , — • Werden diese Grossen in die Gleichungen der
o C

(V)

«

V2M„

aus diesen Beziehungen kann man die Grossen ableiten, die L0, M«,

N0 proportional sind.
Da die Perioden von L, M, N sehr kurz sind, so kommen nur

die Mittelwerthe dieser Grossen bei den Experimenten in Betracht.
Demnach wird alles so vor sich gehen, als wenn die Schwingungen
eine konstante Richtung hätten, deren Richtungskosinus proportional
L0, Mo, N„ wären. Wir brauchen also zur Untersuchung der ex
perimentellen Folgerungen aus der Theorie von Sarrau nur die
vorhergehende Gruppe der Gleichungen zu betrachten. Man kann
diese leicht in eine schon bekannte Form bringen, wenn man setzt

(6) L0 = Aa, M„= BÄ, N0 = Cc,

und

es folgt dann:

V2 A = a A — « H ,

(VI) V2 B = b B — ß H ,

V2 C = c C - y H .
Dies sind dieselben Gleichungen, die wir aus der Theorie von

Fresnel abgeleitet hatten; sie führen zu folgender Beziehung:

V2~^+ V2-6 + V^7 = °'
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aus welcher sich die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer ebenen
Welle ergibt.

175. Scliwingnngsrichtnng einer Wellenebene. — Bedeuten
A, B, C die Komponenten der Schwingung bei Fresnel, so sind
sie nach den Gleichungen (6) bei Sarrau

Aa, Bb, Cc.

Bezeichnet man ferner die Komponenten der Schwingung bei
Neumann mit A', B', C', so bestehen bekanntlich zwischen A, B, C,
A', B', C', a, ß, Y die drei Beziehungen

AA'+ BB' -(- CC'= 0.

Die beiden ersten Gleichungen sagen aus, dass die Schwin
gungen bei Fresnel und bei Neumann in der Wellenebene liegen,
die dritte, dass diese Schwingungen senkrecht zu einander stehen.
Mit Hülfe dieser drei Gleichungen lassen sich nun auch die Schwin
gungsrichtungen nach Sarrau finden.
Multipliciren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (VI) mit

A', B', C' und addiren sie, so erhalten wir

diese Gleichung reducirt sich aber nach den obigen Beziehungen auf

Hieraus geht hervor, dass die Schwingung von Sarrau senk
recht zu der von Neumann steht. Im Allgemeinen stimmt die
Schwingungsrichtung bei Sarrau nicht mit der bei Fresnel über
ein, da bei anisotropen Körpern a, b, c verschiedene Werthe be
sitzen; sie liegt daher auch nicht in der Wellenebene, vielmehr steht
sie, wie wir bald sehen werden, senkrecht zum Lichtstrahl. Bei
isotropen Körpern sind die Grossen a, b, c einander gleich, so dass
dann die Schwingungen bei Sarrau dieselbe Richtung wie bei
Fresnel haben und in die Wellenebene lallen.
Die Theorien von Fresnel, Neumann und Sarrau führen also

für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu derselben Gleichung; sie
unterscheiden sich nur durch die Richtung der Schwingung. In
isotropen Medien ergeben sie ausserdem für diese Richtung ent
weder den Schnitt der Wellenebene mit der Polarisationsebene oder
die Richtung der in der Wellenebene liegenden Normale auf der
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Polarisationsebene. Da die Beobachtungen nur in Luft, also einem
isotropen Medium, angestellt werden können, so lässt sich durch das
Experiment nicht entscheiden, welche dieser drei Theorien endgültig
angenommen werden muss.

Theorie von Boussinesq.

176. Bewegnngsgleichnngen. — Wir haben bei der Betrach
tung der Dispersion die besonderen Hypothesen von Boussinesq
auseinandergesetzt und haben gefunden, dass die Bewegungsglei
chungen eines Aethermoleküls lauten (§ 140):

82f 8» 82f,

hierzu kommen noch zwei analoge Gleichungen, die man durch
cyklische Vertauschung erhält. In diesen Gleichungen bedeutet Q
die Dichte des Aethers, Qt diejenige der Materie; f, y, C die Ver
schiebungskomponenten des Aethermoleküls, f, , ft, Ci diejenigen
des materiellen Moleküls. Diese letzteren Grossen müssen von der
Verschiebung und der Geschwindigkeit des Aethermoleküls, d. h.
von den Komponenten f, y, C und ihren Differentialquotienten ab
hängen. Bei der Theorie der Dispersion mussten wir diese Differen
tialquotienten berücksichtigen, bei der Doppelbrechung dagegen
darf man sie vernachlässigen und ?,, 1p,, Ci als Funktionen von
?, y, C allein betrachten. Da f, y, C sehr kleine Grossen sind, so
kann man mit sehr grosser Annäherung an Stelle von ?,, r^, d die
Glieder ersten Grades von der Entwicklung dieser Funktionen nach
f, y, £ nehmen. Die Verschiebungskomponenten eines materiellen

Moleküls werden dann lineare Funktionen der Verschiebungskom
ponenten des Aethermoleküls sein, und bei passender Wahl der
Koordinatenaxen wird man haben:

Durch Einsetzen dieser Wert-he in die Bewegungsgleichungen
erhalten wir

,, 821 8»

sowie zwei analoge Gleichungen.
Wenn wir dann setzen
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so folgt
l *f 8«
V8^~J4 ~fo-
l a2« , 8e-4f~'

177. Fortpflanzung einer ebenen Welle. — Bezeichnen f, 7, C
die Schwingungskomponenten einer ebenen Welle, so können wir
setzen

(2) st= L0ep, , = M0ep, C= N0ep.

Hieraus ergeben sich folgende Werthe:

woraus folgt

8^_
8x

und

Durch Einsetzen dieser Werthe von

82f 0«W -W Jl
in die erste der Bewegungsgleichungen (1) erhalten wir eine neue
Gleichung, aus der wir noch zwei analoge ableiten können:
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= L„ - ß (« L0 + ß M0 + y N„),

Es sind dies genau dieselben Gleichungen, welche wir aus den
Hypothesen von Sarrau abgeleitet haben (§ 174); die Theorie von
Boussinesq muss also zu denselben Folgerungen führen, wie die
Theorie von Sarrau.

178. Beziehungen zwischen den Schwingnngskomponent«n
nach Fresnel, Neuiuann nnd Sarrau. — Man kann den Bewegungs
gleichungen (1) eine andere Form geben, wenn man setzt:

v_ 8f 8,
" '--'

(D

n _
8x
'
8y
'

und

_ 8Z 8Y
=

ö
.y

"
8z

'

ex 8zw °— .,— «r-

Führt man in K, », «• die durch die Gruppe (I) gegebenen
Werthe von X, Y, Z ein, so findet man

und zwei analoge Gleichungen; dadurch gehen die Gleichungen (1)
über in
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8*J

(III)

82{

Wir wollen nun zeigen, dass, wenn ?, 1j, C die Schwingungs
komponenten von Sarrau bedeuten, die Grossen X, Y, Z den
Schwingungskomponenten von Neumann und u, v, w denjenigen
von Fresnel proportional sind.
Wenn wir in X, Y, Z die partiellen Differentialquotienten von

?, 15
,

C durch ihre aus (2) abgeleiteten Werthe ersetzen, so erhalten
wir z. B. für X

schreiben wir ferner

A'= /lN0-yM0l

(3) B' = yL0-ßN0,

C' = « M„ - ß L„ ,

so ergibt sich für X, Y, Z

V _ ^iTr ., p V ?f?W.* 7 — 2i'n _. pA=.— — A e , Y=—— B e , T~ '

d
.

h. die Grossen X, Y, Z sind proportional A', B', C'. Aus den
Gleichungen (3) lassen sich unmittelbar die beiden folgenden ab
leiten :

A' « + B' ß + C' y = 0

A'L„+B'M„+C'N0 = 0.

Die erste Gleichung sagt aber aus, dass eine Verschiebung,
deren Komponenten A', B', C' sind, zur Wellenebene gehört, die
zweite, dass diese Verschiebung senkrecht zur Schwingung von
Sarrau erfolgt; es müssen deshalb A', B', C' nach dem, was wir
über die Schwingungsrichtungen bei Neumann und Sarrau wissen
den Schwingungskomponenten von Neumann proportional sein.
Ebenso verhält es sich mit X, Y, Z.
Wir wollen nun die Grossen «, t', w in's Auge fassen. Diese

sind mit X, Y, Z in derselben Weise gebildet, wie die letzteren mit
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f, ij, C; wir erhalten also u, wenn wir in dem für X früher ge

fundenen Werth die Grosse X durch u, N0 durch - — C' und MQ
2 t 71

durch —r— B' ersetzen. Dadurch erhalten wir

oder für u, r, w

Diese Gleichungen zeigen, dass die Grossen u, r, w den Grossen
A, B, C proportional sind, welche durch die folgenden Gleichungen
definirt werden:

A = ^C' — yB',

B = yA'-«C',

C=«B' — ßA.'.

Hieraus ergibt sich leicht

AA'4-BB'+CC'=0.

Wenn also A', B', C' den Richtungskosinus der Schwingung
bei Nenmann proportional sind, so werden A, B, C und demnach
auch M, v, w denjenigen der Schwingung bei Fresnel proportional
sein, denn von den obigen Gleichungen drückt die erste aus, dass die
Richtung A, B, C mit der Wellenebene zusammenfällt, die zweite,
dass diese Richtung senkrecht zur Schwingung von Neumann steht.
In der elektro-magnetischen Lichttheorie findet man die drei

Gruppen von Gleichungen (I), (II), (III) wieder; in dieser Theorie
Og p Q*•

bedeuten -g-, -g'-, -&- die Komponenten der elektromotorischen

Kraft, X, Y, Z diejenigen der magnetischen Kraft und u, v, w
die der elektrischen Verschiebung.
179. Vertauschung der Koordinatenaxen. — Die Bewegungs

gleichungen in den verschiedenen Theorien der Doppelbrechung
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sind unter der Annahme specieller Axen, nämlich der optischen
Symmetrieaxen des Medium aufgestellt worden; die in die Form (III)
gebrachten Gleichungen bieten den grossen Vortheil, dass sie zur
Vertauschung der Koordinatenaxen geeignet sind und leicht die
Richtungskosinus der Schwingung bei Sarrau ergeben. Da nun
die Beziehungen zwischen den Schwingungsrichtungen bei Fresnel,
Neumann und Sarrau nicht von der Wahl der Koordinatenaxen
abhängen, so kann man aus den Gruppen (I) und (II) immer die
Richtungskosinus der Schwingungen bei Neumann und bei Fresnel
finden, wenn man die Komponenten ?, y, C der Schwingung bei
Sarrau kennt. Wir wollen nun untersuchen, was aus den Glei
chungen (III) bei einer Vertauschung der Koordinatenaxen wird.
Setzen wir:

a u2 -f- b r2 + c M'2= F (u, v, 10) ,

so können wir die Gleichungen (III) schreiben

(IV)
8t-
' ± 8F

2 8«
;

8F

Die Gleichung der Tangentialebene,
welche im Punkt P mit den Koordinaten
— M, — r, — w an das Ellipsoid F = l
gelegt wird, lautet

8u
„ 8F_
8v 8ia

und der Abstand O T (Fig. 19) des Mittel
punktes O des Ellipso'ids von dieser
Ebene ist: Fig. 19.

f(-;- + dlBJ

Trägt man also auf der Geraden OT eine Länge OS =
Q>p
ab,

8F 8F 8F
so werden die Koordinaten des Punktes S sein —a , — Q ' , — -5 i8u' 8c"

Da der Punkt S aus demd. h. das Doppelte von „ J , x-, , „ _ .

Punkt P durch eine geometrische Konstruktion hergeleitet wird, die
unabhängig von der Richtung der Axen ist, so haben die Werthe

von
B
-2, of, unabhängig von der Wahl der Axen, immer die
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selbe Form. Die Gleichungen (IV) werden also immer bestehen
bleiben, aber F wird im allgemeinsten Fall den Ausdruck annehmen:

F = a u2+ b v- + c w2 4- 2 d r «- -+- 2 e w u+ 2/u » .

Durch Entwicklung der rechten Seiten der Gleichungen (IV)
erhält man dann

82£
f
= — (o « + / v + e w),

= _(/„ + b v

8*t

dies sind die Gleichungen der Doppelbrechung, auf beliebige Axen
bezogen.

Wellenfläche. — Geradlinige Fortpflanzung des Lichtes.

180. Wellenfläche. — Wenn wir annehmen, dass der Aether
ursprünglich in Ruhe ist und dass am Zeitanfang die in einer Kugel
von sehr kleinem Radius enthaltenen Moleküle erschüttert werden,
so gehören die am Ende der Zeiteinheit in Bewegung befindlichen
Moleküle einer bestimmten Fläche an, die man die Wellenfläche
nennt.

Diese Fläche ist in einem isotropen Medium eine Kugel. Dehnt
man das Princip von Huyghens auf-»nicht-isotrope Körper aus, so
kann man die Gleichung der Wellenfläche in diesen Medien finden,
wenn man die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer ebenen Welle
kennt. Aber man kann gegen diese Ausdehnung des Princips von
Huyghens die Einwände erheben, die wir in dem Fall der iso
tropen Körper angegeben haben und wir müssten eigentlich, wenn
wir strenge verfahren wollten, für die anisotropen Körper den Beweis
wieder antreten, zu dem wir in Kapitel III gekommen waren. Wir
beschränken uns aber darauf, die Schlussfolgerungen von Huyghens
anzunehmen, ohne einen Beweis für dieselben zu suchen.
Wir betrachten nun eine Wellenebene P P' (Fig. 20), die durch

einen Punkt O eines anisotropen Medium hindurchgeht. Am Ende
der Zeiteinheit wird diese Welle mit der Ebene QQ' zusammenfallen,

die zu P P' parallel ist und von dieser Ebene um die Fortpflanzungs
geschwindigkeit V der Welle entfernt ist.
Andererseits wird die anfängliche Erschütterung des Punktes O

am Ende der Zeiteinheit die Moleküle des elastischen Medium in Be
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wegung versetzen, die nach der Definition der Wellenebene auf der
zum Punkt O gehörenden Wellenfläche liegen. Nun ist nach dem
Princip von Huyghens die Bewegung des Aethers in jedem Punkt
der Wellenebene QQ' die Resultante aus den Bewegungen, welche
alle zur Ebene PP' gehörigen Punkte OO' hervorrufen. Da die Ele
mentarwellen dieser Punkte S, S' .... sind, so kann jenseits der
diesen Wellen gemeinsamen Tangentialebene Q, Q,' keine Bewegung
existiren. Ferner tritt sicherlich in dem Punkte, wo diese Ebene

QiQi' die Fläche S berührt, Bewegung auf; denn Q, liegt ausser-
halb der anderen Wellenflächen S' etc.; die in Q( durch den Punkt
O hervorgerufene Bewegung kann durch die von den anderen
Punkten der Ebene PP' herrührenden Bewegungen also nicht zer
stört werden, und da andererseits die Bewegung nur in der Ebene

QQ' stattfinden soll, so müssen die beiden Ebenen QQ' und Q,Qi'
zusammenfallen.

Wie auch die Richtung der durch den Punkt O gehenden
Wellenebene P P' sein mag, immer wird die Wellenfläche dieses
Punktes die von der Wellenebene am Ende der Zeiteinheit einge
nommene Lage berühren, sie wird somit die Einhüllende der Wellen
ebenen in diesen Lagen sein.

a- Z'

Fig. 20. Fig. 21.

181. Richtung des Lichtstrahls. - Im Folgenden wollen wir

zeigen, wie man mit Hülfe des Huyghens'schen Princips die Rich

tung des Lichtstrahls bestimmen kann. In Fig. 21 bedeute P die
Lage der Wellenebene in einem bestimmten Augenblick, und P' die

neue Lage nach dem Verlauf der Zeiteinheit.
Wir nehmen an, dass nicht die ganze Ebene P in Schwin

gungen versetzt ist, sondern dass der erleuchtete Theil dieser Ebene

sich auf ein Element AB reducht, dessen Schwerpunkt sich in O
Polncar«, Das Licht. 14
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befindet, und das absolut genommen sehr klein, aber doch so gross
ist, dass man die Beugungserscheinungen vernachlässigen kann.

Den erleuchteten Theil der Ebene P' erhält man durch Kon
struktion der Wellenflächen, welche von den verschiedenen Punkten
von AB ausgehen; die Berührungspunkte dieser Flächen mit der
Ebene P' bilden ein ebenes Element A' B', dessen Schwerpunkt sich
in O' befindet; die Gerade OO' ist dann der gesuchte Lichtstrahl.
Hieraus ergibt sich folgende Regel:
Man erhält die Richtung des Lichtstrahls, wenn man den Punkt O mit

demjenigen Punkte verbindet, in welchem die zu 0 gehörende Wellen/lache eine
zur Wellenebene parallele Ebene berührt.

Wir wollen diese Regel anwenden ohne Berücksichtigung der
Einwände, die man gegen das Huyghens'sche Princip erhoben
hat. Später (§ 189) werden wir einen strengen Beweis dafür geben.

182. Es seien a, ß, j- die Richtungskosinus der Normalen zur
Wellenebene, und x, y, z die Koordinaten des Punktes, wo die
Wellenfläche von dem Lichtstrahl getroffen wird. Da dieser Punkt
zur Ebene gehört, die von der Welle am Ende der Zeiteinheit ein
genommen wird, so genügen seine Koordinaten der Gleichung

(1) ax + ßy+ yt = V,

und da er ebenso der Enveloppe dieser Ebene angehört, so folgt
weiter

(2)

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V liefern bekanntlich
alle früher betrachteten Theorien der Doppelbrechung die Gleichung

woraus man durch Differentiation erhält

o« 8ß oy 8V

Ersetzt man hierin rfV durch die linke Seite von Gleichung (2),
so wird diese Gleichung

, 0F\, L/8F^ 8F\ , / 8F öF\ ,+* Wr0+(v+SWr'H0y~+* Wry = a

Die Grossen a, ß, f sind ausserdem durch die Gleichung
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verknüpft, aus der man durch Differentiation erhält

(5) ad« + ßdß+ydy = 0.

Die beiden Gleichungen (4) und (5), welche für alle Werthe
von da und dß erfüllt werden, müssen identisch sein; wir erhalten
somit unter Einführung einer willkürlichen Konstanten K

8F 8F „.

(6)

Wir wollen nun den Werth der Konstanten K und der par
tiellen Differentialquotienten suchen, welche in diese Gleichungen
eingehen. Zu diesem Zweck ist in Betracht zu ziehen, dass die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit V den Gleichungen (§ 154)

AV2 = oA — «H,

(I)
BV2=AB-/3H,

C V8 = e C - y H ,
genügt, aus denen wir durch Elimination von H die Gleichung (3)
erhielten; hierbei ist

Wir finden nun aus (3)

8F 2«

a« v2 — o '

und wenn man darin V2 — a durch seinen Werth ersetzt, den man
aus der ersten Gleichung von Gruppe (I) ableiten kann,

8F _ 2A
~Q ~~tJ^

'

OK f*-

Ebenso erhält man

eF 2 B 8F 2C

~8ß~=

' W ~ö)T
= S

Für den Differentialquotienten nach V ergibt sich

14*
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Wenn der Punkt A, B, C auf dem Elasticitäts-Ellipso'id liegt,
so ist, wie wir in § 155 gesehen haben,

V y A2 + B2 + Cs ;

hieraus folgt

8F- __2_V J_ 2-W ~ ~H2" "V7
~ ~
VH2'

Zur Berechnung des Koefficienten K multipliciren wir ferner
die Gleichungen (6) mit a, ß, f und erhalten dann durch Addition

K = V « 8F + 8- 'S « x •

nun ist aber

2«— = -V-A« = 0du
~ ^ H

und nach Gleichung (1)

Hieraus ergibt sich
PF o

K =Wv = ~i^'

Setzt man diese Werthe für K und die partiellen Differential
quotienten in die Gleichungen (6) ein, so erhält man

A H + ',
J: = « ,

(I1) BH+-|-=/s)

Diese Gleichungen liefern uns die Koordinaten .r, y, r des
Punktes, in dem die Wellenfläche durch den Lichtstrahl ge
schnitten wird.
183. Beziehungen zwischen der Richtung des Lichtstrahls und

den Schwingungsrichtungen. — Betrachten wir die Schwingungen
nach Neumann, deren Richtungskosinus proportional A', B', C' sind,
so erhalten wir nach Multiplikation der Gleichungen (II) mit A', B', C'
für die Summe dieser Produkte
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Diese Schwingungen liegen übrigens bekanntlich in der Wellen-
ebene und stehen senkrecht zu der Fresnel'schen Schwingungs
richtung; demnach ist

AA'+BB'+CC' = 0,

und die vorhergehende Gleichung reducirt sich auf die folgende

A'.r + B'y+C'2 = 0;

diese besagt, dass die Xeumann'sche Schwingung senkrecht zum Licht

strahl gerichtet igt.

Bei der Schwingung nach der Theorie von Sarrau sind die
Richtungskosinus proportional zu A a, Eb, Cc. Multiplicirt man die
Gleichungen (II) mit diesen Grossen und addirt, so findet man

Tl '^L.^ A V i ^L.^ A ^kl »H > n AJ + - r > a A x = > A a «.— VM —

Da der Koordinatenpunkt A, B, C auf dem Elasticitäts-Ellipsoid
liegt , so ist 2 a Ay = l ; andererseits gilt nach Voraussetzung
H = 2' A a a. Die obige Gleichung reducirt sich demnach auf die
folgende

wonach auch die Sarrau'sche Schwingung senkrecht zum Lichtstrahl steht.

184. Gleichung der Wellenfläche. — Die Gleichung dieser
Fläche erhält man durch Elimination von a, ß, f, A, B, C und V
aus den Gleichungen der Gruppe (I) und (II), sowie aus der
folgenden :

(IV) a A x + h B // + c C --= 0 ,

die wir aus (II) abgeleitet hatten.
Die erste der Gleichungen (II) kann man schreiben

und die erste der Gleichungen (I) ergibt

«H = A(a-V2).
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Wir erhalten somit

r TT
^ = A (a -V -H2).

Zur Bestimmung von V2 + H2 entnehmen wir den Gleichungen

(II) die Werthe von x, y, : und bilden die Quadrate dieser Grossen;
dann finden wir

x = « V - A H V , x2 = <t2V2 - 2 A « H V2 + A2 H2 V2,
2/=/3V— BHV, 2/2=/32V2
s =xV — CHV, £2=y2V2 —

und folglich

x2 + 2
/2 + -2 = ^ = V2 - 2 H V2 ^ A «

Wie wir bereits früher sahen, ist

demnach erhalten wir für das Quadrat des Radiusvektors der
Wellenfläche

Setzt man diesen Werth von V2 + H* in den oben für -r^
erhaltenen Ausdruck ein, so ergibt sich

oder
x A V

r~--a ~ H '

und analog
—y_ BV
r2 -~b ~ TT '

z CV
r2 — c H

Diese Grossen sind also proportional A, B, C, und wenn man
sie an deren Stelle in Gleichung (IV) einführt, so folgt

r-ar-A)-2 — c

dies ist die Gleichung der Wellenfläehe in ihrer einfachsten Form.



Doppelbrechung. 215

Die Fläche, .scheint vom sechsten Grade zu sein; doch kann
man durch Entwicklung derselben leicht nachweisen, dass sie nur
vom vierten Grad ist.
Durch Beseitigung des Nenners erhält man nämlich:

2— 4)(r2 — c) = 0,

oder

~2)
= 0.

Der gemeinsame Paktor r2 aller Glieder kann weggehoben
werden, so dass sich ergibt

c) -r2+ a b e=

diese Gleichung ist aber nur vom vierten Grade.
185. Geometrische Konstruktion, der Wellenfläche. — Wir

wollen eine Wellenebene betrachten, und eine dazu senkrechte Ebene,

<F <T 0

S1

Fig. 22.

die durch die Fresnel'sche Schwingung geht, als Ebene der Zeich
nung wählen. Diese Schwingung sei durch die Gerade O F (Fig. 22)
dargestellt. Die Neumann'sche Schwingung liegt in der Wellen
ebene und steht senkrecht zu der Fresnel'schen, sie steht daher
auch senkrecht zur Ebene der Zeichnung und projicirt sich als
Punkt O. Der Lichtstrahl und die Sarrau'sche Schwingung sind
beide senkrecht zur Neumann'schen Schwingung und liegen daher
in der Ebene der Zeichnung; es sei OS die Sarrau'sche Schwingung
und OM der Lichtstrahl; beide stehen senkrecht zu einander. Die
Lage der Wellenebene nach Verlauf der Zeiteinheit wird durch ihre

Spur PM angegeben.
Die Berührungsebene zu dem Elasticitäts-Ellipso'id

a x2 + b y2 + c c2= l
im Punkte F, dessen Koordinaten A, B, C sind, hat die Gleichung
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Die Richtungskosinus der Normalen zu dieser Ebene sind pro
portional zu aA, 6B, cC, d.h. zu den Komponenten der Sarrau'-
schen Schwingung. Diese Tangentialebene steht also senkrecht zur
Ebene der Zeichnung, in der sie durch die zu O S senkrechte Gerade

FQ dargestellt wird. Dies Resultat lässt sich auch noch auf andere
Weise ableiten. Die Gerade OF ist eine Axe der Ellipse E, die
durch den Schnitt des Elasticitäts-Ellipso'ids mit der Wellenebene
entsteht; die Tangente in F zu dieser Ellipse steht also senkrecht
zu OF und da sie ausserdem in der Wellenebene liegt, die senk
recht zur Ebene der Zeichnung steht, ist sie auch selbst senkrecht
zu dieser letzteren Ebene. Die Tangentialebene zu dem Ellipso'id
in F, welche diese Tangente enthält, wird also auch senkrecht zur
Ebene der Zeichnung gerichtet sein.
Wir wollen jetzt die Kugel betrachten, welche um den Punkt O

als Mittelpunkt mit dem Radius Eins beschrieben ist. Tragen wir

auf der Geraden OQ eine Länge OS = QTT ab, so ist der Punkt S

der Pol der Ebene FQ in Bezug auf diese Kugel. Wenn der Punkt
F das Elasticitäts-EllipsoM beschreibt, so wird also der Ort des Punktes
S das Polarellipsoid sein, welches dem Elasticitäts-Ellipso'id reciprok
ist. Dies reciproke Ellipso'id hat somit die Gleichung

,.2 .,2 „2
—- +— +—= l .
a l{ c

Die Tangentialebene zu diesem Ellipso'id in S hat den Punkt F
zum Pol; sie steht demnach senkrecht zum Strahl OF und schneidet
die Ebene der Zeichnung in ST. Hieraus können wir ableiten, dass
die Gerade OS eine Axe der Ellipse E' ist, welche durch den Schnitt
des reciproken Ellipso'ids S mit einer zum Lichtstrahl senkrechten
Ebene entsteht. Die Tangente an diese Ellipse im Punkte S liegt
nämlich in der Schnittebene und in der Tangentialebene zum Ellip
so'id; da diese beiden Ebenen senkrecht zur Ebene der Zeichnung
stehen, so steht die Tangente ebenfalls zu dieser Ebene senkrecht
und demnach auch zu dem Radiusvektor OS, der dann eine Axe
darstellen muss.

Wir wollen nun nachweisen , dass O M = O S ist. Die Geraden
OM und OP stehen senkrecht zu OS bezw. OF, also sind die
Winkel FOS und PO1I einander gleich. Da nun die Fortpflan
zungsgeschwindigkeit OP der ebenen Welle gleich dem Reciproken
der Axe OF der Ellipse E ist, so erhalten wir

--- -
cos o 0 F cos «
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Andererseits folgt aber aus dem Dreieck OFQ

0 S =
(TQ
=WcöiT'

Demnach ist also in der That OM = OS.
Da nun M ein Punkt der Wellenfläche ist, so können wir diese

Fläche auf folgende Art konstruiren: Wir schneiden das reciproke
Ellipso'id S durch eine beliebige Ebene und tragen auf der Normalen
O M zu dieser Ebene Längen ab, die den Axen der durch den
Schnitt entstandenen Ellipse E' gleich sind.

186. Schnitt der Wellenfläche mit den Symmetrieebenen. — Als
Ebene der Zeichnung wollen wir eine der drei optischen Symmetrie-
ebenen des Medium wählen. Diese Ebenen sind die Hauptebenen
des Elasticitäts-Ellipsoids und daher gleichfalls die Hauptebenen des

Fig. 22. Fig. 24.

reciproken Ellipsoids S; eine zur Ebene der Zeichnung senkrechte
Ebene, die durch den Mittelpunkt dieses Ellipsoids geht, enthält also
die Axe desselben, welche senkrecht zur Zeichnung steht. Wenn
OS (Fig. 23) die Ebene des betrachteten Schnittes darstellt, so erhält
man die beiden entsprechenden Punkte der Wellenfläche, wenn man
auf der Normalen OM zu dieser Ebene die Länge OM = OS und
eine Länge OM' abträgt, die gleich der Länge der in O projicirten
Axe ist. Die beiden Punkte M und M' liegen in der Zeichenebene,
und man erhält den Schnitt der Wellenfläche mit dieser Ebene,
wenn man die Ebene OS um die durch O gehende Normale rotiren
lässt und die sämmtlichen Punkte M und M' in analoger Weise
konstruirt, wie oben beschrieben. Da sich die Länge der in O pro
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jicirten Axe nicht ändert, so wird auch die Grosse OM' konstant
sein und der Punkt M' einen Kreis beschreiben. Der Punkt M da

gegen beschreibt eine Ellipse, welche identisch mit der Ellipse AB
ist, die wir durch den Schnitt des reciproken Ellipso'ids mit der
Ebene der Zeichnung erhielten , nur sind die Axen derselben um 90°

gedreht.
Der Schnitt der Wellenfläche durch eine Symmetrieebene be

steht also aus einem Kreis und einer Ellipse. Die Kenntniss dieser
Schnitte gibt uns Aufschluss über die Form der Wellenfläche. Nehmen
wir an, dass a>b>c, so wird der Theil der Wellenfläche, der in
dem von den positiven Koordinaten gebildeten Raume liegt, die in
Fig. 24 abgebildete Form haben.
In dem speciellen Fall der einaxigen Krystalle ist das Elasti-

citäts-Ellipsoid ein Rotationskörper; dies gilt dann auch für das reci-
proke Ellipso'id und die Wellenfläche. Der Schnitt dieser Fläche
mit zwei Symmetriecbenen setzt sich in diesem Falle aus einem
Kreis und einer Ellipse zusammen ; der Schnitt mit der dritten Sym
metrieebene wird durch zwei Kreise gebildet. Die Wellenfläche
besteht dann aus einer Kugel und einem dieselbe berührenden
Rotations-Ellipso'id.

187. Nabelpunkte und singnläre Tangentialebenen der Wellen
fläche. — Für einen Kreisschnitt des reciproken Ellipso'ids werden
alle Radienvektoren gleich gross sein; demnach entspricht einer
Kreisebene nur ein einziger Punkt M der Wellenfläche. Aber zu
jeder Richtung OS einer Axe gehört eine Tangentialebene, die zu
der durch OS und OM gehenden Ebene senkrecht steht. Wir er
halten also eine unendlich grosse Zahl von Tangentialebenen in M;
derselbe ist somit ein konischer Punkt. Da zu jedem Kreisschnitt
zwei konische Punkte gehören, so erhalten wir vier reelle und acht
imaginäre konische Punkte. Man nennt diese Stellen auch die
Nabelpunkte der Wellenfläche.
Der durch die Tangentialebenen zur Wellenfläche in diesem

konischen Punkt gebildete Kegel ist vom zweiten Grad. Er kann
nämlich nicht vom dritten Grade sein, denn die durch zwei dieser
Punkte gehende Gerade würde sonst die Fläche in sechs Punkten
treffen, was nicht möglich sein kann, da diese Fläche nur vom
vierten Grad ist.
Die Betrachtung der Kreisebenen des Elasticitäts-Ellipso'ids führt

zu einer neuen interessanten Eigenschaft der Wellenfläche.
Wenn wir annehmen, dass die Wellenebene eine Kreisebene ist,

so wird jeder Radius des Kreises eine Richtung Fresnel'scher
Schwingungen darstellen. Jeder dieser Richtungen entspricht eine
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Tangentialebene PM zur Wellenfläche ; da aber OP = Qp, und da OF

konstant ist, so fallen diese verschiedenen Tangentialebenen zu

sammen. Dagegen sind ihre Berührungspunkte mit der Wellenfläche
nicht dieselben, denn jeder Richtung OF entspricht eine besondere
Richtung von OS und folglich auch von OM. Die einem Kreis
schnitt des Ellipso'ids entsprechende Ebene PM berührt demnach
die Wellenfläche in unendlich vielen Punkten. Diese Punkte bilden
eine Kurve zweiten Grades, denn da im Allgemeinen der Schnitt
einer Fläche durch eine singuläre Tangentialebene sich aus zwei
zusammenfallenden Kurven zusammensetzt, so ist der Grad jeder
dieser Kurven halb so gross, als derjenige der Fläche. Die Schnitt
kurve der Fläche durch eine singuläre Tangentialebene besteht aus
zwei zusammenfallenden Kreisen. Es gibt vier solcher singulären
Tangentialebenen, die reell sind, da ein Ellipso'id zwei Richtungen
von Kreisschnitten besitzt, deren jeder zwei singuläre Tangential
ebenen entsprechen.

Eine ganze Anzahl anderer Eigenschaften der Wellenfläche
wurden von verschiedenen Mathematikern untersucht; besonders

verweisen wir auf das sehr elegante Verfahren von Mannheim
zum Auffinden der Krümmungsradien und Krümmungslinien der
Wellenfläche. Aber wir wollen bei diesen Eigenschaften, die vom
Standpunkt der Optik kein Interesse besitzen, nicht länger ver
weilen. Nur die Betrachtung der Nabelpunkte und der singulären
Tangentialebenen ist von grosser Wichtigkeit. Bekanntlich wurde
Hamilton dadurch zur Entdeckung der inneren und äusseren
konischen Refraktion geführt, die später Lloyd mit Hülfe
schwieriger Experimente thatsächlich nachgewiesen hat.

Geradlinige Fortpflanzung des Lichtes.

188. Geradlinige Fortpflanzung des Lichtes in einem isotropen
Medium. — Wir haben früher (§ 181) die Richtung des Lichtstrahls in
einem krystallinischen Medium mit Hülfe des Huyghens'schen
Princips bestimmt; aber so wichtig und nützlich auch die Rolle ist,
welche dieses Princip in der Optik spielt, so kann man doch gegen
dasselbe, wie bereits erwähnt, eine ganze Anzahl von Einwürfen
erheben.

Es dürfte daher ganz angebracht sein, zu untersuchen, wie man
auch ohne das Huyghens'sche Princip und die zahlreichen dadurch
bedingten Schwierigkeiten die Richtung des Lichtstrahls in einem
isotropen oder anisotropen Medium bestimmen kann. Wir wollen
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dabei mit dem einfachsten Fall, nämlich dem der isotropen Medien,

beginnen und die Gleichungen der transversalen Bewegung in der
gebräuchlichen Form schreiben:

und

8 = 0.

Diesen Gleichungen suchen wir zu genügen durch

worin

Würden wir dabei A, B, C als Konstanten betrachten, so ge
langten wir wieder zu der gewöhnlichen Theorie der Fortpflanzung
einer unendlichen ebenen Welle, und es würde dann die Frage nach
der Richtung des Lichtstrahls nicht entstehen, da der ganze Raum
in gleicher Weise erleuchtet wäre. Wir müssen also voraussetzen,
dass nur ein Theil des Aethers in Schwingungen versetzt ist, und
dass demnach A, B, C Funktionen von .t, ?/, z und t darstellen.
Als Längeneinheit wählen wir eine unseren gebräuchlichen

Einheiten vergleichbare Grosse, so dass ^ einen sehr kleinen und
2 1 71- einen unendlich grossen Werth annimmt (wenn wir bei der

Theorie von Sarrau diese Grosse als sehr klein betrachtet hatten, so
geschah dies aus dem Grunde, weil wir uns auf eine Längeneinheit
von der Grossenordnung des Abstandes zweier materieller Moleküle
bezogen); dagegen wollen wir voraussetzen, dass die Funktionen
A, B, C und ihre Diflerentialquotienten verschiedener Ordnung end
lich sind.
Die folgenden Betrachtungen können also, wenigstens ohne

Modifikation, nicht auf den Fall angewandt werden, wo die Funk
tionen A, B, C einen Sprung erleiden und ihre Differentialquotienten
demnach nicht endlich sind; in diesem Fall treten nämlich Beu
gungserscheinungen auf, und der Lichtstrahl wird abgelenkt.
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Setzen wir die Werthe (1) in die erste der Bewegungsgleichungen
ein, so folgt

/V2 A 8A A-' 82A\ l 8A i2
p V2 A r- V -5- -r— ; • ---r = A + -— • -= -:—s1
\ )n Ot 4 n2 8t-) t n 0~ 47l1

Vernachlässigen wir die Glieder mit #" und bedenken, dass
oV2=l, so verschwinden die von A unabhängigen Glieder; man
erhält dann

und analog

Wenn wir die Werthe (1) in die Gleichung 9= 0 einsetzen, so
finden wir

2 i 7t _ 8A 8B SC— C+ 1- — l = 0:i 8x 8y 8z

diese Gleichung zeigt uns, dass C unendlich klein ist von derselben
Ordnung wie L Gleichung (2) hat nun das allgemeine Integral

A = willkürliche Funktion von *, y und (z — Vt).

Der Werth von A ist also zur Zeit t an dem Punkte mit den
Koordinaten x, y, z + V t derselbe, wie zur Zeit 0 am Punkt x, y, z.
Wenn am Zeitanfang nur im Innern einer kleinen Kugel mit dem
Mittelpunkt .r, y, z Licht vorhanden ist, so befindet sich zur Zeit t
nur Licht innerhalb einer kleinen Kugel mit dem Mittelpunkt
x, y. z + Vt. Mit anderen Worten, das Licht pflanzt sich in Rich-
tung der z-Axe, d. h. senkrecht zur Wellenebene fort.
Somit steht bei einem isotropen Medium der Lichtstrahl senkrecht zur

Wellenebene.

189. Geradlinige Fortpflanzung des Lichtes in einem aniso

tropen Medinm. — Wir wollen nun zu dem Fall krystallinischer
Medien übergehen und z. B. die Gleichungen von S a r r a u be
trachten :

l 8-£ 8»— . = ^ f — —
a OC 0X

— . 82' = J - 8*
h 'dt2 By

J

_1- 8-f ,t 8»
c
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Diese Gleichungen suchen wir zu erfüllen durch

wo L, M, N Funktionen von x, y, z und t darstellen.
Wären L, M, N Konstanten, die wir mit L„, M0, N0 bezeichnen

wollen, so müssten die letzteren und die Grosse V den Gleichungen

V2L„ V2 „ 0
(2)
—— = .L„ — a H , — — = M0 — ß H , —-—= N„ — y H

genügen, worin
H =

Wir setzen nun

L = L0/+<7, M=Mo/+A, N=No/,

und suchen die drei Funktionen/, g, h zu bestimmen.
Zu diesem Zweck führen wir diese Werthe an Stelle von

f , ij, C in die Bewegungsgleichungen ein, also
s= (W + 0)«P, , = (M0/+Ä)ep, f= N„/ep.

Wir erhalten auf diese Weise drei Differentialgleichungen
zwischen /, g und A. Diese Gleichungen sind nach ihrer Bil
dungsweise :

1. linear und homogen in Bezug auf die Grossen /, g, A und
ihre partiellen Differentialquotienten der ersten und zweiten Ordnung;

2. besitzen sie konstante Koefficienten, nachdem der gemein
same Faktor ep beseitigt ist.
Durch Elimination von g und A aus diesen drei Gleichungen

bleibt eine einzige Differentialgleichung zur Bestimmung von /.
Auch diese Gleichung ist linear und homogen und besitzt

konstante Koefficienten; aber sie wird von höherer als zweiter
Ordnung.
Die Grosse / ist nicht mehr darin enthalten, denn die Bewe

gungsgleichungen müssen auch für

/=!, ? = A = 0
erfüllt sein.
Die Gleichung ändert sich nicht, wenn man gleichzeitig ^, x,

y, z und t mit demselben Faktor multiplicirt, was darauf hinaus
kommt, dass man gleichzeitig und in demselben Verhältniss die
Längeneinheit und die Zeiteinheit ändert.
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Es sei nun

A . 3TP . D"1 /
ein beliebiges Glied der linken Seite unserer Gleichung; A ist eine

von X unabhängige Grosse und Dm/ ein partieller Differentialquotient
m1« Ordnung von /. Verändert man X, x, y, z und t in kX, kx, ky,

Icz und kt, so wird dies Glied mit km~p multiplicirt. Damit sich die

Gleichung nicht ändert, muss m — p denselben Werth für alle

Glieder der Gleichung haben. Wir multipliciren deshalb unsere
Gleichung mit einer Potenz von X, so dass m — p gleich 0 ist; dann
enthalten die Koefficienten der Differentialquotienten erster Ordnung
die Grosse X nicht; diejenigen der Differentialquotienten zweiter Ord

nung dagegen enthalten X; die dritter Ordnung X2 u. s. f. Da aber X

sehr klein ist, können wir die Glieder mit diesem Faktor vernach

lässigen; es bleiben dann nur noch die Differentialquotienten erster

Ordnung, und die Gleichung für / lautet

wo p, //, /*" Konstanten bedeuten.
Das allgemeine Integral dieser Gleichung wird sein

/ = -willkürliche Funktion von x — p t , y — p' t, z — p" t.
Dies bedeutet, dass die Richtungskosinus des Lichtstrahls pro

portional /JL, jl.', /JL", sind und dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit,
— in der Richtung des Strahls, nicht senkrecht zur Wellenebene ge
messen, — gleich

J/V 4- i*'2 + t*"2
ist.

Man könnte /*, //, /*" durch Ausführung aller angedeuteten
Rechnungen bestimmen, doch hätte dies keinen Zweck. Die Bewe

gungsgleichungen müssen nämlich erfüllt sein, wenn man f=ex~ilt
macht, so dass g und h sehr kleine Konstanten multiplicirt mit
ex—.ut Darstellen. Dabei ist

Hier sind L„', M0', N0' Konstanten, die sich sehr wenig von

L0, Mg, N0 unterscheiden. Man erhält dann
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Wenn wir setzten:

f, n und f = Const. cp,
wobei

2in ,

und A so gewählt war, dass o2 + ß2 + -f = l , so musste, wie wir
sahen, die Beziehung gelten:

„2 J-' „2
;=0.

V2 — a2 V2 — /3
2 V2 — y
2

Wir wollen, wie früher, die linke Seite dieser Gleichung mit

F («, ß, y, V)

bezeichnen. Wegen der Beziehung a2 + ß
2 + -f = l können wir

diese Gleichung auch schreiben:

Da die Gleichung (3) homogen in Bezug auf a, ß
, j und V

ist, so bleibt sie noch bestehen, wenn man gleichzeitig a, ß
,
f und

V mit demselben Faktor multiplicirt. Sie bleibt also ungeändert,
selbst wenn man auf die Annahme a2 + ß

2 + f3= l verzichtet.
Ebenso muss die Beziehung (3) noch erfüllt werden, wenn man

in ihr die Grossen a, ß
,
f und V durch die Koefficienten von

x, y, z und — t in dem Ausdruck für P' ersetzt, d. h. durch

A , V 4- A u
rt _!_. Ä */ n n H~T rt'-— t P i f UHvl —x—;

Man erhält somit

Diese Gleichung ist mit dem früher angenommenen Genauig
keitsgrad richtig, d. h. unter der Voraussetzung, dass X sehr klein
ist; vernachlässigt man A2, so ist
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= 2= l "*
\ in / 2 i n

und

~-
2t W -T &{U «\

— ——' V "
-—

"
"277T 2)7t

'

f| ^l-M* + r
endlich

Unter Berücksichtigung der Gleichungen (3) und (4) erhält
man somit:

0F eP „ 8F
0«-+#<'8V=BVW

_8P ,_8F^_ ÄV-8F_
8ß~

'" SV
~ ^ 8V '

_WHV|-W= ^.
öy ^^ 8V

~y
8V

Vergleicht man diese Gleichungen mit (6) in § 182, so sieht
man, dass der Punkt mit den Koordinaten /*, //, /*" kein anderer
ist als der, den wir in diesem Paragraphen mit O' bezeichnet hatten
(Fig. 21), und dessen Koordinaten x, y, z waren.
Da nach dem Vorhergehenden die Richtungskosinus des Licht

strahls den Grossen /JL, /*', /*" proportional sind, so ist die Gerade

0O' (Fig. 21) dem Lichtstrahl parallel; dies stimmt mit dem Resultat
überein, zu dem wir durch Anwendung des Huyghens'schen Prin-
cips gelangt waren.

Doppelbrechung in den hemiedrischen Krystallen.

190. Bewegungsgleichungen. — Die bisher besprochenen Theo
rien der Doppelbrechung können nur auf holoedrische Medien An-
Poincard', Das Licht. 15
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wendnng finden. Zur Erklärung der Erscheinungen in hemiedrischen,
doppelbrechenden Medien müssen wir, wie bei der Theorie der
Drehung der Polarisationsebene, die Hypothese des § 14 verwerfen.
Dort hatten wir angenommen, dass in den Ausdrücken von Df, Dif,
DC die Glieder, welche die Quadrate von Do.', Dy, Dz enthalten, ver
nachlässigt werden können. Setzt man dies nicht voraus, so ist,
wie wir sahen, die Funktion W2 eine homogene Funktion zweiten
Grades der partiellen Differentialquotienten verschiedener Ordnung
von f, y, ?, und es lauten die Bewegungsgleichungen

*f_P *' - n ^ R
*~8P- ' *'W **1 e ei*" '

wo P, Q, R lineare Polynome der Differentialquotienten verschiedener
Ordnung von f , 1j , C darstellen. Die Bildungsweise dieser Polynome
ist im § 124 angegeben.
Berücksichtigt man die Dispersion nicht, so braucht mau die

Differentialquotienten vierter Ordnung nicht einzuführen. Wir
setzen also

P=X + F, Q = Y + G, R= Z4-H,

wo X, Y, Z lineare Funktionen der zweiten Differentialquotienten
von f, y, * bedeuten und F, G, H ebensolche Funktionen der Diffe-
rentialquotienten dritter Ordnung.
Wählt man die Einheiten so, dass Q gleich l ist, dann lauten

die Bewegungsgleichungen

5-Y+G,
*f 7 + 1Tw=z + ll"

Für den Fall holoedrischer Medien müssen sich diese Glei
chungen notwendiger Weise auf diejenigen reduciren, die wir im
Anfang dieses Kapitels benutzt haben und die uns zur Erklärung
der Doppelbrechung in diesen Medien geführt hatten. Wir wollen
nun zeigen, dass die Grossen F, G, H dann thatsächlich aus den
obigen Gleichungen verschwinden.
Da die holoedrischen Medien drei optische Symmetrieebenen

und folglich auch ein Symmetriecentrum besitzen, so dürfen sich die
Gleichungen, welche die Bewegung eines Moleküls darstellen, nicht
ändern, wenn man die Zeichen von x, y, z und von f, ij, C umkehrt.
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Diese Bedingung würde aber nicht erfüllt sein, wenn die Bewegungs-
8lf

gleichungen einen Differentialquotienten dritter Ordnung, z. B. „ •,-g-

enthielten, denn dieser Differentialquotient würde sein Zeichen be-
02£

halten, während die Differentialquotienten -g
-
./ .... auf den linken

Seiten das Zeichen ändern. Uebrigens haben wir bereits in § 124
darauf hingewiesen, dass ganz allgemein die Bewegungsgleichungen.
in einem Medium mit einem Symmetriecentrum nur Differential-
quotienten gerader Ordnung enthalten können.

191. Die Koefficienten der verschiedenen Glieder der Polynome
F, G, H sind nicht unabhängig von einander; wir wollen zeigen,

PS

dass wenn das Polynom F den Faktor a -g—Ä— enthält, in dem Po-

02f
Ivnom G der Faktor — a -ö-«V~ enthalten ist.Sy oy
Nach der Bildungsweise des Polynoms P muss das Glied
03 o PS t

a forg" dieses Polynoms von dem Glied a S- • ^r^ oder mj'x £"y der

Funktion W, herrühren. Wenn wir nämlich diese Bildungsweise •

anwenden, so haben wir zuerst den Differentialquotienten dieses

Gliedes nach fjj zu nehmen, was uns a^'x liefert, dann den zweiten
P2

Differentialquotienten des Resultats nach x und y ; dies giebt a x ... g

•

Wenn wir nun die Glieder von G suchen, welche durch das
Glied ayz f^ der Funktion W2 geliefert werden, so erhalten wir
eines dieser Glieder, indem wir erst nach y

'x , sodann nach .r diffe-

rentiiren und dann das Zeichen umkehren. Durch Ausführung
8*f

dieser Operationen finden wir in der That — a „ a„ •

192. Fortpflanzung einer ebenen Welle. — Wir wollen bei der
Betrachtung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ebener Wellen in
einem hemiödrischen Medium von den Arbeiten Neumann 's und
Mac Cullagh's ausgehen.
Da die Axen, für welche die Bewegungsgleichungen gelten,

beliebig sind, so können wir die ebene Welle als parallel zur
r.y-Ebene betrachten. Dann hängen die Grossen f, 1j, C nur noch
von z und t ab, und die Differentialquotienten der Verschiebungen

nach x und y verschwinden aus den Bewegungsgleichungen. Wenn
die Polynome F, G, H Null wären, so würden die Schwingungen

n*.

transversal erfolgen; die Bedingung 9= 0 würde ergeben -^-=0,
und die Differentialquotienten von C nach z würden auch in den

15*
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Bewegungsgleichungen ebenfalls nicht auftreten. Im allgemeinen
Falle, wo F, G, H nicht Null sind, verhält es sich nicht mehr so,
da aber die Schwingungen noch nahezu transversal erfolgen, so

kann man diese Differentialquotienten vernachlässigen.
Unter diesen Bedingungen lauten die Bewegungsgleichungen

für die Wellenebene

8*£ - *£ , *17 8*f 8217

&1 , 8-f &n „ ö2£ . 8217
Q,., = o -=-= + c -5-5 — ß -g—i + y -a- 2 •8^ 8^2 8^2 8^* 8^s

Die Koefficienten der vorstehenden Gleichungen genügen in
Folge der Bildungsweise der rechten Seiten den vorausgesetzten
Bedingungen.
Dieselben vereinfachen sich, wenn man zur Axe der x und v•

die zu einander rechtwinkligen Richtungen der beiden Neumanu'-
schen Schwingungen wählt. Sie müssen dann für die Werthe von

? und TJ erfüllt sein, welche diesen Schwingungen entsprechen, wenn
man dabei die Differentialquotienten dritter Ordnung vernachlässigt.
Wählt man nun die Endkoordinaten f und y der zur j-Axe parallelen

Schwingung so, dass f= Ae , y = 0, so ergibt sich aus der
zweiten Gleichung 6 = 0. Durch diese Wahl der Koordinatenaxen
reduciren sich also die vorstehenden Gleichungen auf

8t2

193. Macht man ferner nach dem Vorgange von Mac Cullagh
besondere Annahmen über die Koefficienten der Glieder von W,.
welche. Differentialquotienten zweiter Ordnung enthalten und dem
nach die Glieder F, G, H der Bewegungsgleichungen liefern, so

gelangt man zu Gleichungen, bei denen a = ^ = 0. Wir können je
doch zeigen , dass auch ohne irgend eine Voraussetzung über die

Funktion W2 immer die Beziehung a = f= 0 gilt.
Nach der Bildungsweise der rechten Seiten der Bewegungs

gleichungen müsste das Glied von W,, das in dem Ausdruck von F

die Grosse a o 2 liefern könnte, von der Form a~gj'~g;f °^Qr

a *,
' f" sein. Suchen wir nun die zwei Glieder, welche hieraus in F
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entstehen, so erhalten wir

fo2 l a«;

S* l ,\
•1,8 «'* +

oder

ö-'j
Das einzige Glied von W2, aus dem man den Ausdruck -,,_:,

in der ersten Gleichung ableiten kann, ergibt demnach zwei Glieder,
Q^

die sich aufheben. Auf dieselbe Weise lässt sich zeigen, dass -g
j

in der zweiten Gleichung verschwindet. Man erhält somit

(D
V» - Pn _ 8^S

8t- 8j f 8s'1
'

194. Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. — Wir wollen diese
Gleichungen zu erfüllen suchen durch

Setzen wir diese Werthe ein, so finden wir

B V2 = c B —

2

-.— ß A ;

A

2 71
und nach Einführung von ß

' = ß - -

(2)
BVJ = cB-t/s'A.

Hieraus ergibt sich

(V- -o) A = i/3' B,
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und durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen

(3) (V2-a)(V2-c) = /?'2.

Diese Gleichung liefert zwei Werthe für die Fortpflanzungs
geschwindigkeit der Welle, welche beide reell sind; denn da ß sehr
klein ist, so gilt dies auch für ß'. Wir erhalten also zwei Lichtstrahlen,
deren Geschwindigkeiten V für a = c gleich Va ± ß' werden. Im All
gemeinen ist die eine derselben nahezu = V a, die andere ungefähr
= V~c.

195. Elliptische Polarisation der Strahlen. — Aus der zweiten
der Gleichungen (2) folgt

B —iß' ._
A
~~
V2 — c

das Verhältniss -v- ist somit eine rein imaginäre Grosse. Nehmen

wir also A als reell an, so hat B die Form t B, und die reellen
Theile von f und rf, die den Bewegungsgleichungen genügen, sind

i; = A cos -?"(_-_ W) ,

,= -B, sin -?-(--- V<) .

Die Bahn des schwingenden Moleküls ist durch die Gleichung

- =
A2
^
B,2

gegeben, welche eine auf die Axen bezogene Ellipse darstellt. In
den hemiedrischen Krystallen sind somit die Strahlen elliptisch
polarisirt und die Axen der Polarisationsellipse fallen mit den

Schwingungsrichtungen der geradlinig- polarisirten Strahlen in dem
holoedrischen Krystall zusammen.
Das Verhältniss der Ellipsenaxen ist gleich

_B, ^_
A V2 — c

'

Erhebt man diesen Ausdruck in's Quadrat und ersetzt ß'2
durch seinen Werth (3), so erhält man für das Verhältniss der

Quadrate der Axen
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Für eine Welle, deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit nahezu
gleich \!~^ ist, wird der Nenner nahe gleich a — c und der Zähler
fast Null; der Werth von R ist also sehr klein und die Ellipse sehr
lang. Für die Welle dagegen mit der ungefähren Fortpflanzungs
geschwindigkeit j/7' ist R sehr gross und die Ellipse ebenfalls
sehr in die Länge gezogen.
Im Allgemeinen wird demnach die Polarisation der beiden ge

brochenen Strahlen fast geradlinig sein. Damit eine merkliche
elliptische Polarisation stattfindet, muss die Differenz a — c sehr
klein sein; in diesem Fall sind nämlich die beiden Glieder des Ver
hältnisses R sehr klein, so dass dieses einen endlichen Werth an
nehmen kann.

Für c = a werden die beiden Gleichungen (2) bei Vernach
lässigung der Glieder mit ß'

AVJ = Aa und BVJ = Ba,
T>

sodass das Verhältniss — - unbestimmt ist; in diesem Fall erhält
A.

man also eine geradlinige Polarisation, während die Polarisations-
ebene unbestimmt bleibt. Die Fortpflanzungsrichtung fällt demnach
mit einer optischen Axe des Krystalls zusammen. Nach dem Vor

hergehenden wird bei einem hemiedrischen Krystall nur dann eine
merkliche elliptische Polarisation auftreten, wenn sich der Strahl
nahezu in Richtung der optischen Axe fortpflanzt, da nur unter
dieser Bedingung a — c sehr klein ist.
Betrachtet man eine Wellenebene, deren Fortpflanzungsrichtung

in einem hemiüdrischen Krystall in die optische Axe fällt, so wird
sie zwei Wellenebenen hervorrufen, da die Fortpflanzungsgeschwin
digkeiten y«+ß' und ya—ß' dieser Wellen verschieden sind. Diese
beiden Wellen werden ferner cirkular polarisirt sein, denn das Ver
hältniss R der Quadrate der Ellipsunaxen wird dann

V - a _
W=ä

Es tritt in diesem Fall also eine Drehung der Polarisations
ebene auf.

196. Wir wollen den Fall wieder aufnehmen, wo sich zwei
elliptisch polarisirte Wellen mit verschiedenen Geschwindigkeiten V
und V" fortpflanzen; es lässt sich dann nachweisen, dass die von
den schwingenden Molekülen in den beiden Wellen beschriebenen
Ellipsen einander gleich sind.
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit, welche nahezu gleich j/ a
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ist, mit V, so wird das Verhältniss R der Quadrate der entsprechen
den Ellipsenaxen grosser als l sein; der Werth von R, der das
Quadrat des Verhältnisses der grossen zur kleinen Axe angibt,
ist dann

V'-' —c

Für die andere Geschwindigkeit V" dagegen ist R kleiner als
l und das Quadrat des Verhältnisses der grossen zur kleinen
Ellipsenaxe ist in diesem Falle

V'"* -n
V"- - c

Sind die beiden Ellipsen gleich, so muss gelten

V" - c _ V "2--o
V" — a
~
Y"2^~c '

oder

Aus Gleichung (3) für die Geschwindigkeiten erhalten wir aber

V4 — (a + c) V2 + a e — ß'* = 0 ,

und es gilt in der That für die Summe der Wurzeln V- und V"2
dieser Gleichung die Beziehung

Die grossen Axen dieser beiden gleichen Ellipsen stehen senk
recht zu einander, da das Verhältniss R des Quadrates der nach
OX gerichteten Axe zu dem Quadrat der nach OY gerichteten Axe
von einem Werth kleiner als l zu einem Werth grosser als l über
geht, oder umgekehrt, wenn man V2 resp. gleich V'2 oder
V"8 macht.
Diese Ellipsen werden endlich in entgegengesetztem Sinn

durchlaufen, so wie es die Pfeile der Figur 25 andeuten. Zum Beweise
T>

hierfür braucht man nur zu zeigen, dass das Verhältniss .- der

Moduln von TJ und f mit dem betrachteten Strahl das Zeichen
8'

wechselt. Dies Verhältniss, welches den Werth y^- besitzt, wech
selt das Zeichen, wenn c zwischen den Werthen V2 und V"2 der

Quadrate der Geschwindigkeiten liegt. Die Einführung von c für
V2 in die Gleichung
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(V2-a)(V2 — c) — £'2 =

für die Geschwindigkeiten ergibt einen negativen Werth, während
man durch V2 = <*. und V2 = 0 eine positive Grosse erhält. Die
eine der Wurzeln ist somit grosser als c, die andere dagegen kleiner.

Flg. 25.

197. Man kann also auf Grund der Hypothesen von Sarrau
die Erscheinung der Doppelbrechung in hemiüdrischen Medien er
klären. Wir wollen uns indess nicht weiter mit dieser Theorie be
schäftigen, sondern verweisen auf die Abhandlung, welche Potier
hierüber in dem Bulletin de l'Association fran^aise pour l'avance-
ment des sciences l, S. 264 veroffentlicht hat.



Kapitel VII.

Reflexion.

198. Wenn ein Lichtstrahl auf die Trennungsfläche zweier
Medien trifft, so wird ein Theil des Lichtes durch diese Fläche
reflektirt und bleibt in dem ersten Medium; der andere Theil wird
gebrochen und gelangt in das zweite Medium. Man kann nun die
Frage aufwerfen, welcher Bruchtheil des einfallenden Lichtes reflek
tirt und welcher Theil gebrochen wird. Wenn andrerseits der ein
fallende Lichtstrahl polarisirt ist, so gilt dies für die reflektirten und

gebrochenen Strahlen in gleicher Weise, und es ist von Wichtigkeit,
die Polarisationsebenen derselben zu kennen. Mit anderen Worten,

die Aufgabe, welche wir uns stellen, ist die folgende:
Es sei die Richtung und Amplitude der einfallenden Schwin

gung gegeben und es soll die Richtung und Amplitude der ge
brochenen und der reflektirten Schwingung gefunden werden.
Wir nehmen dabei immer an, dass das erste Medium durch

sichtig und isotrop ist; doch wird die Losung der Aufgabe ver
schieden sein, je nachdem das zweite Medium 1. durchsichtig und

isotrop, oder 2. durchsichtig und krystallinisch oder 3. undurch

sichtig ist.

Diese drei Fälle, den der Glasreflexion, der Krystallreflexion
und der Metallreflexion, wollen wir nacheinander behandeln.

Reflexion an Glas.

Ueber die Reflexion an Glas sind drei Theorien aufgestellt
worden, die in gleicher Weise durch das Experiment bestätigt
werden; nämlich die Theorie von Fresnel, die von Neumaun und
von Mac Cullagh und diejenige von Cauchy.
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Theorie von Fresnel1).

199. Grnnd-Hypothesen. — Fresnel nimmt an:
1. dass die Schwingung senkrecht zur Polarisationsebene steht;
2. dass die Elasticität 6 des Aethers konstant und in den

beiden Medien gleich ist; die Dichte p des Aethers dagegen variirt.

Da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V gleich i/— ist, so müssen

wir somit annehmen, dass Q dem Quadrate des Brechungskoef-
ficienten proportional ist.
3. Fresnel betrachtet dann die Geschwindigkeiten zweier

Moleküle, die unendlich nahe an einander und an der Trennungs
fläche, aber zu beiden Seiten der letzteren liegen; er zerlegt jede
dieser Geschwindigkeiten in zwei andere, deren eine parallel zur
Tangentialebene an die Trennungsfläche gerichtet ist, während die
andere senkrecht zu dieser Ebene steht. Ferner nimmt er an, dass
die tangentialen Geschwindigkeitskomponenten der beiden Moleküle
nach Grosse und Richtung gleich sein müssen, dass hingegen die
normalen Komponenten verschieden sein können.

Diese Fassung der Hypothese über die Kontinuität kann als
willkürlich erscheinen und ist in der That von verschiedenen
Seiten so aufgefasst worden; doch nach meiner Meinung mit Unrecht.
Die Aetherschwingungen sind transversal und, wie wir gezeigt haben

(§ 45), kann man dies Verhalten auf sehr verschiedene Weise er
klären; nur zwei dieser Erklärungsweisen haben wir indess be
rücksichtigt. Man kann nämlich annehmen, dass die Transversalität
durch eine gewisse innere Verbindung bewirkt werde, und zwar so,
dass der Widerstand des Aethers gegen die Kompression endlich ist.
Diese Hypothese scheint Fresnel, wie wir früher erwähnten, bei
seiner Theorie der Doppelbrechung angenommen zu haben. Hier

dagegen macht er die entgegengesetzte Voraussetzung, welcher die
folgenden Bewegungsgleichungen entsprechen:

8-1 l . 8»

82; du
t •- =

') Oeuvres compli-tes I, S. 767.
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Der Widerstand des Aethers gegen die Kompression ist hierbei
Null. Unter diesen Verhältnissen steht aber der Annahme nichts
im Wege, dass die normalen Geschwindigkeitskomponenten unserer
unendlich nahen Moleküle verschieden sind. Wir wollen annehmen,
dass die Trennungsfläche der beiden Medien eine Ebene sei, und
wollen zwei Ebenen betrachten, die, auf beiden Seiten der Tren
nungsfläche liegend, dieser parallel und einander sehr nahe benach
bart sind. Wenn nun die senkrechten Geschwindigkeitskomponenten
der Aethermoleküle auf diesen beiden Ebenen nicht übereinstimmen,
so wird der Abstand dieser beiden Ebenen periodisch variiren; dies
hat eine abwechselnde Kompression und Dilatation des zwischen
beiden Ebenen befindlichen Aethers zur Folge. Da aber der Wider
stand des Aethers gegen die Kompression Null ist, so können diese

Vorgänge ohne Störung der Bewegung eintreten.

4. Endlich benutzt Fresnel das Princip der lebendigen Kraft.
200. Anwendung der obigen Principien. — Wir nehmen an,

dass die Trennungsfläche der beiden Medien und ebenso die ein
fallende. reflektirte und gebrochene Welle Ebenen sind. Ferner soll
der einfallende und folglich auch der reflektirte und gebrochene
Strahl vollständig polarisirt sein. Die Gesetze der Reflexion des
natürlichen Lichtes lassen sich nämlich leicht aus denen des polari-
sirten Lichtes ableiten, wenn man einen natürlichen Strahl als Ueber-

einanderlagerung zweier Strahlen von gleicher Intensität betrachtet,

die rechtwinklig zu einander polarisirt sind.
Die Trennungsfläche der beiden Medien wählen wir zur xy-

Ebene; ferner seien ?, y, C die drei Verschicbungskomponenten eines

beliebigen Moleküls und zwar f,, rn, £i für das einfallende Licht,
?2, ft, C2 für das reflektirte und ?2, %, C2 für das gebrochene Licht.
Man erhält dann im ersten Medium

und im zweiten Medium

f = 12 i n= n2, C— & .

Nach der Fresnel 'sehen Hypothese sind f und y kontinuir-
lichc Funktionen, dagegen ist C diskontinuirlich. Somit wird für
r = 0:

(1) f l + f2= Si , 1l + 1l = to •

Bei ebenen Wellen gelten folgende Gleichungen :
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ferner

wo

endlich

f, = A, cos (P, -l- »O ,

,,=8, cos (P, +<„,'),
C1=C1cos(P, + o),"),

P, = -2- («, * + /)
,
?/ + y, -- - V/) :;i

f 2 = A2 cos (P2 4- <o2) ,

% = B2 cos (P2 4- tu.,') ,

:, = c, cos (P2 + o22") ,

P2=— («2 *+ ß
, y+ y,: - V«);

*2

S
, = A, cos (P, + 102} ,

wo

Die Grossen A, B, C und m sind Konstanten; V als Fort
pflanzungsgeschwindigkeit im ersten Medium hat denselben Werth
für den einfallenden und den reflektirten Strahl; V bedeutet die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit im zweiten Medium, und es gilt die
Beziehung

wenn man mit n den Brechungskoefficienten bezeichnet.

Da die Schwingungen in der Wellenebene liegen müssen, so hat

man zu setzen

(2) o, f, + ßi 17,+ y, L, =«,f, + ,S
.

n. + y., :2

= «,f, + ß
2 ,2 + 72 f2= 0.

Die erste der Gleichungen (1), die für r = 0 gelten müssen,
ergibt
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(3) A, cos —- («, .r+ ß, y — Vt)
L '•-i

4- A2 cos —— («2 x + ß, y — V<) + ia,
l ** J

= A2cos

201. Fresnel führt an dieser Stelle die neue Hypothese ein,
dass <o1= oi2; zu dieser Hypothese gelangte er nicht durch theore
tische Betrachtungen, sondern durch das Experiment. Er fand näm
lich, dass im Fall der nicht totalen Reflexion das reflektirte Licht
geradlinig polarisirt bleibt, wenn dies beim einfallenden Licht der
Fall ist.
Dann aber kann die Gleichung (3) nur identisch erfüllt werden,

wenn man hat

,A) «L_«^_«2 ßt _ h _ A V _ V _ VW t • i
,

,
--", ~r~ ' j- --r~ ~~ T~ 'A| X2 X:! X] X» X2 X1 X2 /.j

tu, = <%= u,
A, + A2 = A2 .

Die zweite Gleichung von (1) würde uns ebenso geben

U,l' = 0)2' == .U2' ,
B, + B2 = B2 .

Aus den Gleichungen (4) erhalten wir

*1 = ^2 l "l = «2 ' ßl = ßl ,

Wir wollen die Einfallsebene zur *r-Ebene wählen, dann wird
/?i=0, und, wenn mit t der Einfallswinkel bezeichnet wird,

«, = sin i , }', = cos i .

Wenn ßl Null ist, gilt in Folge der Gleichungen (4) dasselbe
für ß2 und ß2. Dies heisst aber, dass die rencktirte und die ge
brochene Welle senkrecht zur .rr-Ebene stehen, oder mit anderen
Worten, dass der gebrochene und der reflektirte Strahl in der Ein
fallsebene liegen.

Da a, = a, ist, so muss auch

«2 = sin ;'
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sein, und

y, = de l^i — «22 — ßt = ± cos i.

Da ft nicht gleich fi sem kann, da sonst der einfallende und
der reflektirte Strahl zusammenfallen würden, so ist zu setzen

y„= — /] = — cos l .

Dies zeigt, dass der Reflexionswinkel gleich dem Einfalls
winkel ist.
Bedeutet ferner r den Brechungswinkel, so wird in gleicher

Weise gelten

«2 = sin r , y2 = cos r ,

und da a, = n 02 ist, so gelangt man zu dem bekannten Brechungs
gesetz

sin i = n sin r.

Die Fresnel'sche Theorie führt also auf sehr einfache Weise
zu den elementaren Gesetzen der Reflexion und Brechung.
Andererseits erhält man aus den Gleichungen (2)

A1 «, cos (P, 4- »,) 4- C, y, cos (P, 4- »,") = 0 ,

A2 «. cos (P2 4- ia2) 4- C2 y2 cos (P2 4- „V) = 0 ,

A2 «2 cos (P:, 4- <o2)+ C2 ys cos (P2 4- o,2") = 0 .

Diese Gleichungen können nur identisch erfüllt werden, wenn

folgende Beziehungen bestehen

A1 «, 4- C1 y, = A, «f» 4- C2 y2 = A2 «3 4- C3 y3 = 0 ,

Wenn der einfallende Strahl geradlinig polarisirt ist, hat man

<o,= <u,', so dass also die neun Grossen u, einander gleich sind; wir
können uns dann den Zeitanfang so gewählt denken, dass diese neun

Grossen Null werden.
Es bleiben somit zwischen den Grossen A, B, C folgende Be

ziehungen bestehen:

(5) A14-A, = A2, B14-B.. = B2'

A1«14-C1y, = 0,
(6) '

A2 «, + C , y., = 0 , A2 «2 4- C2 y, = 0 .

202. Anwendung des Princips der lebendigen Kraft. — Um
das Princip der lebendigen Kraft anwenden zu können, muss man
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annehmen, dass nur ein Theil des Aethers in Schwingung versetzt
ist; denn wenn der ganze Raum erleuchtet wäre, würde die ge-
sammtc lebendige Kraft unendlich sein und die Anwendung des
Princips illusorisch werden.
Wir setzen voraus, dass im Anfange der Zeit der schwingende

Aether sich in dem Raum eines rechtwinkligen Parallelepipeds
CDEF (Fig. 26) befinde, das begrenzt wird durch zwei zur Einfalls-
ebene parallele Ebenen, ferner durch zwei Ebenen, die der ein
fallenden Welle parallel sind, sowie durch zwei auf den vier ersten

flg. 26.

Ebenen senkrechte Ebenen. Ferner wollen wir annehmen, dass die
Dimensionen dieses Parallelepipeds sehr gross gegen die Wellenlänge
seien, so dass wir die Beugungserscheinungen nicht zu berücksich
tigen brauchen.

Es entsteht nun die Frage, was aus der Erschütterung des
Aethers nach Verlauf einer Zeit t wird. Die von einem Punkte m
des Parallelepipeds CDEF ausgehende Erschütterung pflanzt sich
zunächst in der Richtung des einfallenden Strahls fort, bis sie in /*
auf die TrennungsHäche trifft; hier theilt sie sich sodann in zwei
Wellen, deren eine von p nach m' in Richtung des reflektirten
Strahls verläuft, während die andere von p nach m" in Richtung
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des gebrochenen Strahls gelangt. Die Geschwindigkeit längs mji
und pm1 ist gleich V und längs pm" gleich V", so dass man erhält

m p um' m p
V ~T^: V

'

oder

(7) n .fLtm"=(* m' .

Das von dem Parallelepiped CDEF ausgehende Licht wird
also zur Zeit t zwei Parallelepipede erfüllen; das eine derselben,
C' D' E' F', welches dem reflektirten Licht entspricht, wird zwei zur
Einfallsebene sowie zwei zur reflektirten Welle parallele Ebenen
besitzen. Das zweite C" D" E" F" des gebrochenen Lichtes wird durch
zwei zur Einfallsebene und zwei zur gebrochenen Ebene parallele
Flächen begrenzt sein. In der Figur ist die Einfallsebene als Zeichen
ebene gewählt.
Sind nun qt , </2 und q2 die in diesen drei Parallelepipeden ent

haltenen Aethermassen, so wird der Mittelwerth der Energie einer
in Schwingung versetzten Aethermasse, z. B. des einfallenden Lichtes,
einerseits dieser Masse proportional sein, andererseits dem Ausdruck

(A18 4- B,2 4- C,2) ; durch das Theorem der lebendigen Kraft erhält
man dann also

?1 (A,2 4- B,2 4- C,2) = <h (A,2 4- B,2 4- C,2) 4- ft (A22 4- B22 4- C22).

Offenbar ist <Ii= q^ , und es handelt sich nun darum, das Ver-
hältniss von q2 zu </, zu bestimmen. Die Volumina der Parallel
epipede verhalten sich wie ihre Schnitte in der Einfallsebene, das
heisst wie die Parallelogramme CDEF, C" D" E" F". Da nun an
dererseits die optische Dichte im zweiten Medium n2 mal grosser, als

die im ersten Medium ist, so hat man

_VL 2
C" E" C-"D^

,/,

;
CE "CD

In Folge der Gleichung (7) gilt ferner

C"A J- -E"-A- J_
C' A

: =
n
' E' A

= =
»
'

also

C" E" =— C' E' = — C E.
H it

Andererseits ist

C" D" = AB cos r, C D = A B cos i,

Poincare, Das Licht. 16
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so dass folgt

92 _ cos r _ sin 2 cos r _ «, y,
'/1 cos t sin r cos i «, }/1

Das Princip der lebendigen Kraft lässt sich daher schreiben

-£- (A,2 4- B,2 + (V - A2-' - B22 - C,2) = -^- (A,2 + B22 + C22).
«l «2

Den einfallenden Strahl können wir in zwei andere zerlegen,
deren einer in der Einfallsebene, der andere senkrecht dazu polari-
sirt ist.

Für den ersten muss A,, C,, A5, C2, A2, C2 Null sein, für den
zweiten dagegen B,, B2, B2.
Das Princip der lebendigen Kraft muss für jeden dieser Strahlen

gesondert gelten, so dass die Gleichung für die lebendige Kraft in
zwei zerfällt:

(8)
-£- (B,2 - B,2) = -^ B,2,
«, «2

(9)
-^ (A,2 - A,2 + C.2 - (V) = ^- (V + C22).
«t «2

Die Gleichungen (5), (6), (8) und (9) genügen zur Bestimmung
von A,, B,, C2 und A2, B,, C2, wenn A,, B,, C, bekannt ist.
203. Folgerungen. — Dividiren wir Gleichung (8) durch die

zweite der Gleichungen (5), so folgt

(10) -?t-(B1-BJ)=-^*-B,.
«l «2

Wenn wir ferner in Gleichung (9) die Grossen Cn C2, C3
durch ihre aus (6) abgeleiteten Werthe ersetzen, so erhalten wir

oder nach Division durch die erste der Gleichungen (5):

oder endlich

A'-A* - A*
(11)

«, yi «2 Yl
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Die Gleichungen (8) und (9) können also durch die linearen
Gleichungen (10) und (11) ersetzt werden.

Unter Berücksichtigung der Beziehungen

.
"
«i "i

y2 = — Xn i2 = *i, -7-= -r
AI X3

lässt sich die Gleichung (10) schreiben

B,y, B,y2 _ B, y2
(12)

Ebenso kann man Gleichung (11) schreiben

'<
i

yi / \ «2 y2 / V «» y3

oder in Anbetracht der Gleichungen (6)

Al yi — G
1 «,

+
A, y2 — G

,

«2 _ A, ys — C, c,
«, «2 «2

Diese Gleichung, sowie die Gleichung (12) lassen sich in eine
symmetrische Form bringen, wenn man bedenkt, dass die Grossen ß

Null sind; man findet dann

(13;

lC, ft B, y,- G, fl,

i «i - A, y, C
2 «, — A, y, _ C, «, — A2 y,

«l X
g

X
2

hierzu kommt noch die Beziehung

A, ß, — B, g. A, ßt — B2 «2 — A2 ^
, — B, «,

die man aus der zweiten der Gleichungen (5) ableiten kann, da die

Grossen ß Null sind, und da - ,— = -r-= -y- •
«l "2 ''2

Bei dieser symmetrischen Form lässt sich leicht die Bedeutung
der Gleichungen (13) erkennen. Erinnert man sich nämlich daran,
dass wir die Grossen m Null gesetzt hatten, so ist

S , = A! cos P
,
, C
, = C, cos P
,
;

woraus folgt

16*
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Man findet also:

dt, o:, C, «, - A, y,
Q
---

O
"- ^ ?l--; '"H *l '

8r OX /1

M

so dass die zweite der Gleichungen (13) geschrieben werden kann

8s'_ _ 8f< j. Jü2 _ 8« = % _ JX'1
8z 8x <'z 8x ~8z 8x

O^ O'

Dies bedeutet, dass der Ausdruck -o~---o*- eine kontinuir-
0: ox

liehe Funktion darstellt, ebenso folgt aus den anderen Gleichungen
O Ow O). Q

(13), dass g*
—

g
*- und -g-

---S- kontinuirliche Funktionen sind.
Diese Bedingungen können also an die Stelle des Princips der leben

digen Kraft treten.
o-

Wir wollen nun nachweisen, dass auch ••- eine kontinuirliche

Funktion ist. Da nämlich ? und y kontinuirlieh sind, kann man leicht

P t P
einsehen, dass dies auch für -g "r und -g

7
-

der Fall ist. In Folge der

Transvcrsalität der Schwingungen muss aber für beide Medien gelten

8
y

"^ •-

somit ist auch -£ kontinuirlieh.

In der Hypothese von Fresnel sind also nicht nur ? und y
,

. ss 8; 8,, 8
f 8; d
,i

. 8;
sondern auch noch -5— - B:-, n

— a-, -a- — Q— und -3'- konti-0: OX Ox Ojl Gy Oz 0:

nuirliche Funktionen.
204. Theorem von Mac-Cullagh. — Multiplicirt mau die zweite der

Gleichungen (5) mit
-''- und vereinigt dieselbe so mit Gleichung (10),

dass B, eliminirt wird, so findet man

(14) 2 B
, -£- — B. ( 7l- + -?-l-} = 0.

«i \ «i «2 /

Ebenso erhält man durch Elimination von A2 zwischen der
ersten der Gleichungen (5) und Gleichung (11):

2 A, l—1- + — -l — A2 l~ + - '- + -*- + -'-) = 0
,

oder
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(15) 2A1-?'L-A4*- + ^) = -2A1^ + A,(-J- + -*-U«i \ «i «s / yi \ Xi Xs /

J'l "l «l «2

Durch Vergleichung der Beziehungen (14) und (15) ergicbt sich:

A, B, C,

«, o

= 0, oder symmetrischer:

A, B, C,

A., B2 C,

n

= o.

Diese Gleichung beweist, dass der einfallende Strahl, die ein
fallende Schwingung und die gebrochene Schwingung in derselben
Ebene liegen.
Mit anderen Worten: die einfallende Schwingung ist, nur der

Richtung nach, die Projektion der gebrochenen Schwingung auf
die einfallende Welle.
Ebenso könnte man nachweisen, dass die reflektirte Schwingung,

der Richtung nach, die Projektion der gebrochenen Schwingung auf
die reflektirte Welle ist.
205. Gesetz von Brewster. — Wir wollen nun voraussetzen,

dass der reflektirte Strahl senkrecht auf dem gebrochenen Strahl
stehe, d. h. dass die reflektirte Welle senkrecht zur gebrochenen
Welle gerichtet sei. Dann wird jede Gerade, die in der Ebene der

gebrochenen Welle liegt, auf die Ebene der reflektirten Welle so
projicirt, dass sie in den Schnitt dieser beiden Ebenen, d. h. in die
.y-Axe fällt.
Wie also auch die Richtung der gebrochenen Schwingung und

demnach auch die Richtung der einfallenden Schwingung sein mag,
die reflektirte Schwingung wird immer parallel zur y-Axe erfolgen.
Mit anderen Worten: Welches auch die Polarisationsebene des

einfallenden Strahls sein mag, der reflektirte Strahl wird vollständig
in der Einfallsebene polarisirt sein. Dies wird also auch stattfinden,
wenn das einfallende Licht natürliches Licht ist.
206. Totale Reflexion. -- Wenn das zweite Medium weniger

stark bricht, als das erste, also n < l ist, kann unter Umständen «2
grosser als l und deshalb f2 imaginär werden.
Der Brechungswinkel ist dann imaginär und das Licht kann

nicht in das zweite Medium gelangen, sondern wird vollständig
reflektirt; dies nennt man die totale Reflexion. In diesem Fall wer
den die Formeln von Fresnel illusorisch, 'da z. B. das Verhältniss
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j^

-jf- komplex ist. Wie wir sahen, hatte Fresnel im allgemeinen

Falle die Hypothese eingeführt, dass der gebrochene und der reflek-
tirte Strahl dieselbe Phase besitzen und dass also gilt

(U, = U)2.
A,

Dann liefern seine Formeln bei totaler Reflexion für A2 einenA,

komplexen Werth von der Form

cos .JT 4- .'sin if.

Fresnel nimmt nun an, dass der Modul dieses komplexen
A«

Ausdrucks, d. h. also l, den wahren Werth des Verhältnisses -.-
«.i

darstellt, und dass das Argument dieses Ausdruckes, d. h. <p, die
Phasenrlifferenz a)2 — ml angibt, die bis dahin Null gesetzt war.
Offenbar wurde er zu dieser kühnen Hypothese durch zwei

ältere Experimente geführt, die ihm gezeigt hatten, dass, wenn der
einfallende Strahl geradlinig polarisirt ist, der reflektirte, der dann

übrigens dieselbe Intensität besitzt, elliptische Polarisation zeigt.
Wie dem auch sei, seine Annahme wurde jedenfalls durch das

Experiment gerechtfertigt.
207. Einwürfe gegen die 'Theorie von Fresnel. — Die oben

entwickelte Analyse gab in den Händen Fresnel's zu hervorragen
den Entdeckungen Anlass; von diesem Standpunkt aus muss man
sie betrachten, ohne eine Strenge bei ihr suchen zu wollen, die ihr
nicht zukommt. Die Theoretiker haben zahlreiche Einwürfe mehr
oder weniger schwerwiegender Natur gegen diese Theorie erhoben,

die wir widerlegen müssen, wenn wir die Undulations-Theorie mit
den Versuchen vollständig in Einklang bringen wollen.

1
. Die Einschränkung, welche das Princip der Kontinuität

hinsichtlich der normalen Komponenten erfährt, erscheint sehr

willkürlich.

2
. Die oben eingeführte Annahme, dass ai, = a,2, scheint zu

nächst aus keinem theoretischen Grund gerechtfertigt zu sein.

3
. Die Formel für die totale Reflexion, welche durch das Ex

periment bestätigt wird, scheint mehr durch einen glücklichen Zufall,

als durch eine strenge Ueberlegung gefunden worden zu sein.

4. Wenn die Elasticität des Aethers konstant ist, wird seine
Dichte dem Quadrate des Brechungsexponenten proportional sein

müssen; da aber dieser Exponent von der Wellenlänge abhängt, so
führt diese für die Dichte des Aethers aufgestellte Formel je nach
der betrachteten Farbe des Lichtes zu verschiedenen Werthen.
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5. Endlich scheint es, dass man die vorhergehende Theorie
nicht in analoger Weise auf krystallinische Medien anwenden kann,
da der Brechungsexponent bei diesen Substanzen nicht konstant ist.
Wenn also die Dichte als konstant angesehen wird, kann sie nicht
proportional dem Quadrate dieses Exponenten sein.
208. Widerlegung dieser Einwürfe. — Wir wollen versuchen,

eine andere Erklärung der Fresnel' sehen Theorie aufzustellen,
welche uns gegen diese Einwürfe schützt, ohne uns jedoch von dem

Gedankengang des Autors zu entfernen.
Die Bewegungsgleiehungen schreiben wir in der Form

/ ., 0ft\

-"V*—ET)r

Dabei betrachten wir ( als konstant und o als variabel; wir
können dann die Einheiten so wählen, dass * = l ist. Den ganzen
Raum denken wir uns in drei Theile gctheilt; einer derselben wird
von dem ersten Medium eingenommen, und hier kann man Q als
konstant betrachten; der andere wird durch das zweite Medium er
füllt, wobei q einen vom ersten verschiedenen konstanten Werth
besitzt; zwischen diesen beiden Regionen befindet sich eine dritte

Zwischenregion, die wir „Uebergangsschicht" nennen wollen und
in der Q sehr schnell vom ersten zum zweiten Werth übergeht. Die
Dicke dieser Uebergangsschicht wird endlich sein, aber sehr klein
im Verhältniss zur Wellenlänge.
Wenn die Trennungsfläche mit der .ry-Ebene zusammenfällt, so

wird die Durchgangsschicht von zwei Ebenen z = 0 und z = h be
grenzt, die der Trennungsfläche parallel sind und ihr sehr nahe
liegen.

Unter dieser Voraussetzung ist die Dichte Q nur eine Funktion
von z und bleibt konstant von z= — °° bis : = 0, ändert sich dann
sehr rasch von z = 0 bis z = h und nimmt zwischen : = h und
z = + oo abermals einen konstanten , vom ersten verschiedenen
Werth an.
Das Vorhandensein einer derartigen Uebergangsschicht erscheint

natürlicher, als die Hypothese eines plötzlichen Wechsels in der
Natur des Medium, und sie befreit uns ausserdem von allen Schwie
rigkeiten, die mit dem Princip der Kontinuität zusammenhängen.
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Unter diesen Bedingungen suchen wir den Bewegungsglei-
chungen zu genügen durch

f = X e' (a * + * '', j7 = Y e* (° " + bt\ £= Ze'(a* + '' ' •';

hierin sind X, Y, Z komplexe Funktionen von r allein. Dann
werden f, 7, C ebenfalls komplexe Funktionen sein, deren reelle
Theile gemäss der oben gemachten Uebereinkunft die wahren Ver
schiebungen der Aether-Moleküle darstellen.
Die Bewegungsgleichungen gehen dadurch über in:

— it b- Z = — a2 Z — i'aX',

wobei die gestrichelten Buchstaben die Differentialquotienten von
X, Y, Z nach z bedeuten.
Da in jedem der beiden Medien die Dichte p konstant ist,

so findet man als Integral dieser Gleichungen

Y = B ** -+ B'

Z = C e'1 p Ä'~'~ ^ + C' e~ ' ~ .

Bezeichnen wir mit c den Werth von V^b2 — o2 im ersten Me
dium und mit c' den Werth derselben Wurzelgrosse im zweiten
Medium, so erhalten wir durch Vergleichung der hier angewandten
Bezeichnungen mit den früheren:

2 n «1 2 71<?._, 2 7Tf-
- —

-2 n V

Der Ausdruck für X besteht aus zwei Gliedern; im ersten
Medium entspricht das Glied el°: dem einfallenden und das Glied

e~

"

dem reflcktirten Strahl; im zweiten Medium entspricht das

Glied elc'~ dem gebrochenen Strahl; dem Glied e~'c,* dagegen ent
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spricht nichts, und der Koefficient desselben muss Null sein. Im
ersten Medium hat man somit

und im zweiten

X = A'VVz, Y = B'VV-~,

Vergleichen wir nun die Bezeichnungen dieser Entwicklung
mit den früher angewandten, so finden wir

Pt=ax + cr + bt, P, = aar — <-c+4<,

P2 = a .r + t' : + l, t .

A = A, e1'»' , B = B, e1'a"', C = C, e'"'",

A' = A2 eitt,2 , B1 = B, </"2, C ' = C, e1'1"2",

A" = A2e1'Bl2, B" =- E, t-'"2', C" = Czel'a,2".

Setzt man ferner

-ö-L_ 8, _ 8= _ 8; _ ^_ 8f__
öi/ '8/~ a- '8i'~:r, 8x ~8y

~

so erhält man die folgenden Bewegungsgleichungen

8-S _ 8o 8ir

woraus folgt
8a , 8«

-g—
= 2a«) + p A-i^, -g^

= — g6-^.

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die Differential-
rt p

quotienten -g— und -„- endlich sind; und da die Uebergangsschicht

ausserord entlich dünn ist, so werden die TVerthe von u und t- auf
beiden Seiten dieser Schicht nur sehr wenig von einander abweichen.
Demnach sind u und r kontinuirliche und folglich auch endliche
Grossen.
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Man hat ferner

8i' . . . 8,

W = v + ta-' ~07=~"-

Also sind auch die Differentialquotienten von f und ^ endlich
und kontinuirlich. Da andererseits

tC= .' a r; ,

so muss offenbar auch w kontinuirlich sein.
Durch Addition der drei Bewegungsgleichungen, nachdem sie

nach, x bezw. y und z differentiirt wurden, erhält man

.-. \-_ vt.

8x 8y

woraus sich hier ergibt

8 (p n = — taei.
lJto

Dies zeigt zunächst, dass Q£ eine kontinuirliche Funktion ist
und da p diskontiuuirlich ist, so kann C nur diskontinuirlich oder
Null sein.
Da ferner ? kontinuirlich ist, so folgt, dass

Q
•

ebenfalls kontinuirlich sein muss. In den beiden Medien ist aber Q kou-
y1f

stant, also dq = Q, so dass der obige Ausdruck sich auf -a- reducirt.

So finden wir also durch die vorhergehende strenge Rechnung-
dieselben Resultate, zu denen Fresnel durch eine glückliche In-

«»,

tuition gelangt war. Die Funktionen :, y- u, v, w und /- sind kon
tinuirlich, während T diskontinuirlich ist.
Aus diesen Bedingungen ergibt sich:

(15) A + A'= A", B + B'=B".

A c- Ca + A' c - C' o= A" c' — C" a , B t- - B' c = B" <•';
hierzu muss man noch die Bedingungen für die Transversalität hin

zufügen :
A a + C c = A' « + C' r= A" a + C" t' = 0 .

Die Bedingungen (15) genügen vollständig zur Losung der Auf
gabe. Wir haben also das Princip der lebendigen Kraft nicht zu
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Hülfe genommen, indessen lässt sich dies Princip entschieden auf
den vorliegenden Fall anwenden. Die Bewegungsgleichungen, von
denen wir ausgegangen waren, sind nämlich dieselben, die wir im
ersten Kapitel unter der Annahme erhielten, dass eine Kräftefunktion
vorhanden ist, und dann ist das Princip von der lebendigen Kraft
immer gültig.

209. Totale Reflexion. — Die Grosse c = ^4^- , die sich auf
*i

den einfallenden Strahl bezieht, ist immer reell; ebenso die Grosse c'
,

wenn das erste Mittel schwächer brechend ist als das zweite. Ist da
gegen n<l, so ist die Grosse c' nur reell, wenn der Einfallswinkel
genügend klein ist. Uebersch reitet dieser Winkel aber eine be
stimmte Grenze, so wird c' imaginär und es tritt totale Reflexion ein.
Solange c' reell bleibt, geben uns die Gleichungen (15) für die

Verhältnisse der Grossen A, B, C etc. reelle Werthe; dies kommt
darauf hinaus, dass sie alle das gleiche Argument besitzen oder dass
alle Grossen m unter einander gleich sind. Nimmt man an, dass
der Zeitanfang derart gewählt ist, dass wl Null ist, so werden die
neun Grossen uj Null. Auf diese Weise findet sich die Fresnel'sche
Hypothese gerechtfertigt.
Anders verhält es sich, wenn c' komplex ist und totale Re

flexion stattfindet; die Verhältnisse der Koefficienten A, B, C etc.
werden dann komplex. Man kann in diesem Fall nachweisen, dass
die Verhältnisse

A/ B' C1

A ' ~B

'

~C

den Modul l haben, d. h. dass die Intensität des reflektirten Strahls
die gleiche ist, wie die des einfallenden Strahls. Die Argumente
dieser Verhältnisse stellen die Phasendifferenzen des reflektirten und
des einfallenden Strahls dar. So führt uns also eine strenge Analyse,
die durch Anwendung imaginärer Exponenten sehr einfach gestaltet
wurde, zu dem gleichen Resultat, wie die kühnen Schlüsse von
Fresnel.
Wir wollen nun die Bewegungen des Aethers im zweiten Medium

betrachten. Wir finden z. B.

^ = reeller Theil von B" e*f« * 4- »<+ •'=) .

Da c' imaginär ist, so können wir setzen

c'= iA.

Hieraus ergibt sich, wenn wir den Zeitanfang so wählen, dass
das Argument von B" Null ist,
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Wie man sieht, dringt also eine gewisse Menge Licht in das
zweite Medium ein, und wenn dasselbe nicht wahrnehmbar ist, so
liegt dies an dem Faktor e~''z, der sehr schnell mit wachsendem r
abnimmt. Es folgt hieraus, dass die Intensität des gebrochenen
Lichtes nur in einer geringen Entfernung von der Trennungsfläche
merklich sein wird; diese Entfernung muss von derselben Grossen-
ordnung, wie die Wellenlänge sein.
Es ist durch folgenden Kunstgriff gelungen, das Vorhandensein

dieses gebrochenen Lichtes nachzuweisen1). Zwei Glasprismen wer
den durch eine ausserordentlich dünne Luftschicht getrennt, welche
sich zwischen zwei parallelen Flächen A B und A' B' befindet. Ein
Lichtstrahl geht durch das erste Prisma hindurch und trifft auf die
Fläche AB unter einem grosseren Winkel als der Grenzwinkel; das
gebrochene Licht dringt durch die Luftschicht und wenn diese dünn
genug ist, dass das Licht die Fläche A' B' erreicht, bevor es ver
nichtet ist, so tritt es in das zweite Prisma ein und verhält sich dann
regelmässig, so dass man das durch die beiden Prismen und durch
die Luftschicht hindurchgegangene Licht beobachten kann.
Dieser Versuch scheint von Fresnel angestellt worden zu sein2);

neuerdings ist derselbe von Quincke wiederholt und vervollständigt
worden. Die Erscheinung ist derjenigen der farbigen Ringe voll
ständig analog; aber man beobachtet in diesem Falle nicht die leb
haften Farben, welche gewöhnlich dünne Plättchen zeigen. Der
Grund hierfür ist leicht einzusehen. Bei der gewöhnlichen Theorie
der farbigen Ringe ist nämlich die Intensität der Strahlen von der

Wellenlänge ). proportional der Grosse sin -y- , wenn l die Dicke der

Schicht bezeichnet und a einen Koefficienten, der von der Richtung
des Lichtstrahls abhängt. Für bestimmte Werthe von ). wird dieser
Sinus Null, so dass die Strahlen gewisser Farben verschwinden und
eine lebhafte Färbung auftritt. In dem betrachteten Fall ist da
gegen a imaginär, und an die Stelle der gewöhnlichen Sinus treten

hyperbolische Sinus, die nur Null werden können, wenn / = 0 ist.
Die lebhaften Färbungen treten hier also nicht auf.
Wir wollen bei diesem Versuch nicht länger verweilen, sondern

uns auf die Bemerkung beschränken, dass die Resultate mit der
Theorie hinreichend übereinstimmen , dass indessen kleine Ab-

') Quineke. Pogg. Ann. Bd. 10.
2) Fresnel (?) siehe Verdet, Lu<;ons d'optique physique, 2, I,

(Deutsche Uebersetzung von Exner).
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Weichungen auftreten, die darin ihre Erklärung finden dürften, dass
die Dimension der Uebergangsschicht gegenüber der Wellenlänge
nicht vollständig vernachlässigt werden darf.
210. Einwände bezüglich der Dispersion. — Durch die vor

hergehenden Betrachtungen scheinen die drei ersten gegen die

Fresnel'sche Theorie erhobenen Einwände vollständig widerlegt
zu sein; auf den fünften werden wir gelegentlich der Untersuchung
der Krystallreflexion zurückkommen. An dieser Stelle wollen wir
noch den vierten Einwand besprechen, der sich auf die Dispersion
bezieht; zur Widerlegung desselben müssen wir auf das zurück
kommen, was über die Theorien der Dispersion gesagt worden ist.
Wir wählen z. B. die letzte der behandelten Theorien, bei

welcher die gegenseitige Wirkung der Aether- und materiellen
Moleküle in Betracht kommt. Nennt man f , y, £ die Verschiebungs
komponenten eines Aethermoleküls, f,, yl, £i diejenigen eines mate
riellen Moleküls, o die Dichte des Aethers qt diejenige der Materie,
M einen sehr grossen Koefficienten, so lauten die Bewegungs
gleichungen:

, ,, TVf/
0 -I = dn — - 4- M (17,— rj

]
; p, -- =M (1
7 — )?,),

9 , C^* »r/i. t.\

2

= JC - -- -4- M (f, - C) ; c,

(» . , fc.= M (C

- t,) .
M , ^ und Q

i müssen als Funktionen von : betrachtet werden, die
in jedem der beiden Mittel konstant sind, die sich aber in der

Uebergangsschicht sehr rasch ändern.

Diesen Gleichungen suchen wir zu genügen, indem wir setzen

c= z «'•

man hat dann

Hieraus folgt

Mf
~M— p, A2
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Setzen wir nun

M

so erhalten wir durch Einführung des Werthes von ? in die erste

Bewegungsgleichung

und ebenso

'
A2 l - 8 -p *~ '

8y
'

Alle Erscheinungen gehen somit so vor sich, als wenn jedes
der beiden Mittel homogen wäre und die Dichte Q' besässe; diese

fingirte Dichte p' hängt aber von b, d. h. von der Wellenlänge, ab.
Dies kommt also darauf hinaus, dass die Dichte des Aethers nicht
dieselbe ist für die verschiedenen Farben; der vierte Einwurf ist
damit also auch widerlegt.
Die Theorie von Briot, welche die Dispersion unter der An

nahme erklärt, dass Q nicht konstant, sondern eine periodische
Funktion ist, ermöglicht ebenfalls eine leichte Widerlegung dieses
Einwurfs; mit Hülfe der Theorie von Cauchy dagegen würde dies
nicht so leicht sein.

Theorie von Neumann und Mac-Cullagh.

211. Neumann und Mac-Cullagh bauten ihre Theorie auf
ganz anderen Hypothesen als Fresnel auf; dieselbe wird indessen
ebenfalls durch den Versuch bestätigt. Bei dem Studium dieser Theorie
wollen wir eine Entwicklung anwenden, die von derjenigen der
Autoren sehr verschieden ist, die aber den wahren Grund dieser
merkwürdigen Thatsache besser hervortreten lässt.
Es seien f, y, C die Projektionen der Verschiebung, die von

der Fortpflanzung einer beliebigen ebenen Welle herrühren; und
zwar sollen ?, y, C die reellen Theile von

Aeip, EeiF, (Vp

sein, worin

P = ^-(«x + ßy+ yz-Vt).
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Wenn man nun

3f 8n 8t 0^ _ 8n af
"
=~8y~~87'

'' =
8s~~8x~'

=
'8x ~8y'

setzt, so bilden u, v, w die reellen Theile von

AVP, BV'P, CVP;
hierin ist

Betrachtet man u, ?', w als die drei Projektionen der Ver
schiebung, die von der Fortpflanzung einer zweiten ebenen Welle
herrührt, so bestehen zwischen den beiden durch f, y, C und durch
u, v, w dargestellten Schwingungsbewegungen die folgenden Be

ziehungen :

1. Die Schwingungen (?, y, C) und (u, v, «
>
)

liegen beide in

der Wellenebene (welche für die beiden Schwingungsbewegungen
dieselbe ist), aber sie stehen senkrecht auf einander.

2. Beide Schwingungen haben eine Phasendifferenz von -

^

(in Folge des Faktors i in A', B' und C').

3
. Die Amplitude der Schwingung («, r, w) steht zu derjenigen

der Schwingung (f, 7, C) in dem Verhältnisse -r--

212. Wir wollen jetzt auf die Theorie von Fresnel zurück
gehen. Wie wir gesehen haben, wurde Fresnel durch theoretische
Betrachtungen dazu geführt, zwischen den Verschiebungskompo
nenten des einfallenden, des reflektirten und des gebrochenen
Lichtes £i, y{, C,; f,, ^,, C2; £2, %, f2 bestimmte, durch das Ex
periment bestätigte Beziehungen anzunehmen.

Man kann dann die Grossen u,, r,, «.-,; «2, t-,, to,; «2, r3, »-.,
auf folgende Weise bilden:

Wir wollen nun mit Nenmann und Mac-Cullagh annehmen,
dass die Schwingung parallel zur Polarisationsebene steht, also
senkrecht zur Fresnel'schen Schwingung.
Gleichzeitig sollen die drei Komponenten der einfallenden,
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reflektirten und gebrochenen Schwingungen bezw. u„ »„ «.,; u„, t'5) «>,;

"2, P2, lc2 sein, und diese Grossen sollen durch dieselben Beziehungen
wie in der Fresnel'schen Theorie verbunden sein.
Zunächst haben wir nachzuweisen, dass diese Hypothesen nicht

im Widerspruch mit dem Experiment stehen, d. h. dass die Resultate,
welche überhaupt durch den Versuch bestätigt werden können, die
selben sind wie in der Fresnel'schen Theorie.
Nun stehen die Schwingungen (?, T

J,

C
) und (u, v, «
.'
) senk

recht zu einander, woraus folgt, dass die Richtung der einfallenden,
reflektirten und gebrochenen Schwingungen in der Neumann'schen
Theorie senkrecht zu der Richtung steht, welche von der Fresnel'-
schen Theorie gefordert wird. Da wir aber gleichzeitig annehmen,
dass die Schwingung parallel zu der Polarisationsebene gerichtet ist
und nicht senkrecht, wie Fresnel voraussetzte, so ist die Polarisations
ebene, die allein dem Experiment zugänglich ist, in den beiden
Theorien die gleiche.
Es seien nun I, , I2 , I2 die Intensitäten des einfallenden, reflek

tirten und gebrochenen Lichtes in der Theorie von Fresnel; ferner
V, I,', I2' die Intensitäten derselben Lichtarten nach Neumann,
und endlich ^,, ^2, ^

2 die entsprechenden Wellenlängen. Da die
Intensitäten dem Quadrate der Amplituden proportional sind, so
werden die folgenden Beziehungen bestehen:

4 n- 4n2

Nun ist aber ^
1 = ^ = n^2, so dass man erhält

V—A V. »2 r>

V - i, ' I,"' ~V
Demnach ist das Verhältniss zwischen der Intensität des re-

tiektirten und der des einfallenden Lichtes in den beiden Theorien
das gleiche; in Folge dessen lassen die Versuche über dies Ver
hältniss keine Entscheidung zwischen beiden Theorien zu.

I ' I

Dagegen unterscheidet sich das Verhältniss —,- von -—; nimmt
*i i1

man aber z. B. an, das erste Medium bestehe aus Luft, das zweite
aus Glas, so kann man wohl die Intensität des einfallenden Lichtes
beobachten, aber es ist unmöglich, diejenige des gebrochenen Lichtes
im Glas festzustellen. Hierzu muss man den Lichtstrahl erst wieder
durch eine neue Brechung aus dem Glas austreten und von neuem
in Luft gelangen lassen. Die Intensität dieses Strahls ist dann bei
der Fresnel'schen Theorie I4, in der Neumann'schen I4

' und da
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die Wellenlänge wieder A, geworden ist (Wellenlänge in Luft), so
hat man

T'-4n2T4
17"

*

und

It.- Jll
I*
~~
I,
'

Ebensowenig kann man mit Hülfe der Interferenzversuche,
z. B. mit den zwei Spiegeln, entscheiden, welcher der beiden Theorien
man den Vorzug zu geben hat. Sollen sich zwei Strahlen durch Inter
ferenz aufheben, so müssen die Schwingungskomponenten ?, y, C
dieser beiden Strahlen gleiche Grosse, aber entgegengesetztes Vor
zeichen besitzen. Dasselbe wird dann offenbar der Fall sein für die
Werthe von

_jX__8,i _8s_ 8L =J?i_-8i
8y 8z

'
8z 8t ' 8x 8y

Die beiden Theorien stimmen also gleich gut mit dem Experiment überein.

213. Princip der Kontinuität. — In § 203 haben wir gesehen,
dass u, v, w kontinuirliche Funktionen sind. Da diese Funktionen
in der neuen Theorie die Verschiebungskomponenten darstellen, so

sind auch die letzteren kontinuirlich. Das Princip der Kontinuität ist also
frier nicht mehr der Einschränkung, wie bei der Fresnel'schen Theorie unter

worfen, wo die zur Trennungsfläche parallelen Komponenten kontinuir
lich sein mussten, während die dazu senkrechte Komponente diskon-
tinuirlich sein konnte.
Diese Bedingung der Kontinuität lässt sich so schreiben, dass

für r = 0

(1) «, + u2= «,; t'1 + t-
, = ty, «-, + ir, = ir2.

214. Dichte des Aethers. — Wir wollen nun zusehen, welche
Dichte der Aether in der neuen Theorie besitzen muss, und gehen
zu diesem Zweck auf das zurück, was früher über die Anwendung
des Princips der lebendigen Kraft gesagt worden ist (§ 202). Dies
Princip muss sich ebensogut auf die Hypothese von Neumann, wie
auf die von Fresnel anwenden lassen. Es seien r,, <'„ t'2 die
Volumina der drei Aether-Parallelepipede CDEF, C' D' E' F' und
C" D" E" F", ferner pi und p2 die von Fresnel im ersten und
zweiten Medium angenommene Dichte des Aethers, p

,' und p
2
'

die

selben Grossen in der neuen Theorie; nach einer Hypothese von
Fresnel ist dann

Poincar<-, Du Licht. 17
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Das Priucip der lebendigen Kraft lässt sich in der Fresnel'-
schen Theorie schreiben

(2) e1 (r, Ii — v» I2) = p2 1-212 ,

und in der Neumann'schen

ßj\ n ' (v I ' l' I 'l= o ' v I '

Die Gleichung (2) ergibt

woraus folgt
», I/ — r,!,1 =r2I2',

oder endlich durch Vergleichung mit (3):

Demnach muss also in rfer Neumann' sehen Theorie die Dichte des

Aethers ah konstant und die Elasticität desselben allein als veränderlich be

trachtet werden.

Die von uns angenommenen
Hypothesen kommen auf die fol
genden hinaus, die von Neumann
und Mac-Cullagh aufgestellt wor
den sind:

1. Die Schwingung ist parallel
zur Polarisationsebene gerichtet.

2. Die Dichte des Aethers ist

konstant.

3. Die drei Verschiebungs
komponenten sind kontinuirliche
Funktionen.

215. Theorem von Mac-Cnl-
lagh. — Durch einen Punkt O
(Fig. 27) der Trennungsfläche legen
wir drei Gerade OI, OR' und OR,

deren Projektionen auf die drei Axen resp. «,, »,, w1; ut, t',, tr2;

«si "si W2 sind. Diese drei Geraden stellen in der Neumann'schen
Theorie nach Grosse und Richtung die einfallenden, reflektirten und

gebrochenen Schwingungen dar. Nach den Gleichungen (1) ist OR
die geometrische Summe von OI und OR', d.h. die Diagonale des
auf OI und OR' errichteten Parallelogramms. Die drei Geraden Ol,
OR und OR' liegen also in derselben Ebene.
Diese Ebene wollen wir nun bestimmen. Es seien OF und OF'

Fig. 27.
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die Richtungen der einfallenden und der gebrochenen Schwingungen
in der Theorie von Fresnel, dann ist die Ebene IO F diejenige der
einfallenden Welle, die Ebene ROF' diejenige der gebrochenen
Welle. Nach einem früher bewiesenen Theorem (vgl. § 204) ist OF
die Projektion von OF' auf die einfallende Welle. Die beiden
Ebenen IO F und F'OF stehen also senkrecht aufeinander; da ferner
der Winkel IOF ein rechter ist, so steht OI senkrecht zur Ebene
FOF' und folglich auch zu OF'; OF' steht somit gleichzeitig senk
recht auf OI und OR und ist deshalb senkrecht zur Ebene ROI.
Die Ebene ROI und die Ebene der gebrocheneu Welle stehen also
senkrecht aufeinander und die Ebene der drei Schwingungen OI, OE
und OR' geht daher durch den gebrochenen Strahl.
Mit Hülfe dieser Thatsache kann man die folgende Aufgabe

losen: Wenn die einfallende Schwingung OI (in der Neumann'-
schen Theorie) bekannt ist, die reflektirten und die gebrochenen
Schwingungen zv\ konstruiren.
Durch OI und den gebrochenen Strahl legen wir eine Ebene,

welche die reflektirte Welle in einer gewissen Geraden OR' und die

gebrochene Welle in der Geraden OR schneidet. Ferner legen wir
durch den Punkt I eine Parallele zu O R', die in R mit OR zu
sammentrifft, sodann durch R eine Parallele zu OI, die OR' in R'
schneidet. Auf diese Weise finden wir die Geraden OR und OR'
nach Grosse und Richtung.
Wenn man dies Theorem ausdrücken will, ohne die Schwingungs

richtung in Betracht zu ziehen, so muss man sagen:
Die Polarisationsebene des gebrochenen Strahls schneidet die Polarisations

ebene des einfallenden Strahls in einer Geraden, die senkrecht auf dem ein

fallenden Strahl steht, und die Polarisationsebene des reflektirten Strahls in

einer zu diesem Strahl senkrechten Geraden.

Theorie von Cauchy1).

216. Cauchy geht bei seiner Theorie von dem Princip der
Kontinuität aus, das er in keiner Weise beschränkt; nicht nur f, y, C

a£ 8,i
müssen kontinuirliche Funktionen sein, sondern ebenso -g—, -gj

Qfc

und -g- , wenn man die .ry-Ebene als Trennungsebene annimmt.

Diese Bedingungen wären nicht erfüllbar, wenn man nicht die

Annahme machen würde, dass neben den wahrnehmbaren transver-

') Nouvoaux exercices de mathematiqucs, Comptes rendus, 18.",6 und

1839. Oeuvres completes (1) 4, besonders S. 112 ff.; (1) 5, S. 111.
17*
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salen Schwingungen auch noch longitudinale Schwingungen auf
treten, die nur durch das Experiment nicht nachgewiesen werden
können. Wir dürfen also nicht voraussetzen, dass die Fortpflanzungs
geschwindigkeit der longitudinalen Strahlen Null ist; sie kann aber
auch nicht reell sein, da sonst ein Theil der lebendigen Kraft des
einfallenden Lichtes durch diese longitudinalen Wellen absorbirt
werden müsste, während doch der Versuch keine Spur eines solchen
Verlustes an lebendiger Kraft zeigt.
Man wird also zu der Annahme geführt, dass diese Fort

pflanzungsgeschwindigkeit imaginär ist; sie sei z.B. ie im ersten
und i s' im zweiten Medium. Die Grossen e und s' werden übrigens
sehr klein sein. Auf diese Weise verschwinden die longitudinalen
Wellen (§ 53) und absorbiren keine lebendige Kraft.
Sind nun f,, ij, , d die Verschiebungskomponeuten der trans

versalen Schwingungen, ?2, yt, J', diejenigen der longitudinalen
Schwingungen, so erhält man

£= Ji + fz, n= n1 4- 1?», C= fi + &•

Diese Bedingungen suchen wir wie früher (§ 210) dadurch zu
erfüllen, dass wir setzen

; _Y ftlax + l,t) -Y ,<(«* 4- '.« ,- _ 7 „H»i — «M« , 17i— • *i e , L1 •— u1 e

-Y ,t(ax + bt) f _ 7 i(12- * 2 e , t2 - ljie
wo die Grossen X, Y, Z nur Funktionen von z darstellen.
Im ersten Medium, d. h. für z < 0, finden wir

und im zweiten Medium, d. h. für z > 0

Da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im ersten Medium i e ist,

so erhält man

6
2

— «
2 oder A =
a* — A2

Auf dieselbe Weise ergibt sich

*2
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Wenn also t und «' sehr klein sind, wird A und A' sehr gross.
Demnach sind die Faktoren eh~ (im ersten Medium, wo 2<0) und
e
— h'~
(im zweiten Medium, wo : > 0) sehr klein, wenn nicht die

absoluten Werthe von z ebenfalls sehr klein sind. Das longitudinale
Licht ist daher nur in der unmittelbaren Nachbarschaft der Trennungs
ebene merklich, so dass es sich der Beobachtung entzieht und keine
lebendige Kraft absorbirt.
Die Bedingung dafür, dass die Schwingung (?2, ij,, C2) longitu-

dinal ist, lautet

,o, 8t2 _ _0172_ Sf,, __% _ _8ft __8f2_ _ n
~8.y

"
8^ "8s'

'
8x" 8x~ 8y

~ "

G.. O

Hieraus geht hervor, dass -^ --4- kontinuirlich ist; dasselbe
O* Cl

gilt für
ß
---g-, da nach dem Princip von Cauchy die Grossen

f, ij, C ebenso wie ihre Differentia^iuotienten erster Ordnung kouti-

• ,-. i i , u 0fi ^'i ^f, 8-, 8171 efinuirhch sind. Also ist auch -R--- -a - sowie -Q--- 0-, -Q--- o •öy öü 02 ox ex oy

kontinuirlich. Wenn man somit nur das transversale, der Beob
achtung zugängliche Licht betrachtet, so sind die früher mit u, r, M-
bezeichneten Grossen wie in der Fresnel'schen Theorie kontinuir-
liche Funktionen.
Die Bedingungen (2) können auch geschrieben werden

ih

Hiemach ist ij2 = 0, und da r, kontinuirlich ist, wird dies auch,
wie in der Theorie von Fresnel, für rn der Fall sein.
Man erhält somit im ersten Medium

und im zweiten Medium

oder, was auf dasselbe hinauskommt, im ersten Medium

8*

'

v a* 8*

und im zweiten Medium
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(4)
__
ox

Da die Schwingung (?,, rn, C
,) transversal ist, erhält man für

beide Medien

Q£ ' '

g

*'- + -g!-
= 0 (1

5
,

hängt nicht von y ab) ;

8i" 0;
und da -a*- H—0— kontinuirlich ist. so muss dies auch fürex Cz

-J
-

+ -J
-

der Fall sein.

Nennen wir also ?2° und C2° die Weithe von f, und C, im ersten
Medium unendlich nahe an der Trennungsfläche und ebenso ?2

'

un<i

Q dieselben Werthe im zweiten Medium unendlich nahe an der
Trennungsfläche, so erhalten wir

SS f. o. e»° - 8felj~-W
"8x "8z" 8x "" fö '

die Gleichungen (3) und (4) ergeben dann

(5)
_

ar Ox b2 \ Ox ö
Würde die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen

Schwingungen in allen Medien gleich gross sein, so wäre t = t'
;

die

rechte Seite von Gleichung (5) würde dann Null werden und somit
PC Pt
•
g*2- kontinuirlich sein. Hieraus würde folgen, dass -^- und also auch

^ kontinuirliche Funktionen sind, und es würde vollständige Ueber-
einstimmung mit der Fresnel'schen Theorie bestehen.
Indessen ist es natürlicher, anzunehmen, dass « 2g«'; da « und

t' beide sehr klein sind, ist in diesem Fall die rechte Seite von (5)
nicht mehr Null, sondern nur sehr klein, und die Uebereinstimmung
mit der Fresnel'schen Theorie ist nur noch angenähert. Ausserdem
müsste der reflektirte Strahl Spuren elliptischer Polarisation zeigen.
Die Theorie von Cauchy schien seiner Zeit eine sehr gute

Bestätigung zu erfahren, als die Versuche von Jamin das Vorhan
densein von Spuren elliptischer Polarisation zeigten, die Cauchy
vorausgesehen hatte. Indessen besteht nach neuen Versuchen des

selben Physikers keine Uebereinstimmung mehr mit diesen theore
tischen Forderungen Cauchy's.
Sind nämlich i«, !V, i t" die Geschwindigkeiten des longitudi

nalen Lichtes in Luft, in Wasser und in Glas, so würde sich aus
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den Beobachtungen Jamin's über die Brechung an Luft in Wasser

das Verhältniss -rr ergeben; ebenso müsste man aus der Beobach

tung der Brechung an Luft in Wasser und an Wasser in Glas die

Verhältnisse —7- und -fr finden.
Das erste Verhältniss müsste also gleich dem Produkt der beiden

anderen sein, doch ist dem nicht so.
Auch die Theorie von Cauchy hat man deshalb heutzutage

verlassen und zieht es vor, die von Jam i n beobachteten Erschei
nungen durch die Annahme zu erklären, dass die Dicke der Ueber-
gangsschicht (§ 208) gegenüber der Wellenlänge nicht vernachlässigt
werden darf.

Krystall-Reflexion.

Es gibt hauptsächlich zwei Theorien über die Krystall-Reflexion;
die eine ist eine Erweiterung der Theorie von Neumann und Mac-
Cullagh, die andere ist die Theorie von Sarrau, welche als eine
Verallgemeinerung der Theorien von Cauchy und von Fresnel
angesehen werden kann.

Theorie von Neumann und von Mac-Cullagh1).

217. Grund -Hypothesen. — Neumann und Mac-Cullagh
machen dieselben Voraussetzungen, wie bei der Glas-Reflexion:

1. Die Schwingung erfolgt parallel zur Polarisationsebene.
2. Die Elasticität des Aethers ist veränderlich und seine Dichte

konstant.

3. Das Princip der lebendigen Kraft ist gültig.
4. Die drei Verschiebungskomponenten ?, ij, C sind kontinuir-

liche Funktionen.
218. Gleichungen der Lichtbewegnng. — Wir wollen zunächst

auf die Gleichungen der Doppelbrechung, die auf beliebige Axen
bezogen sind, zurückgehen (vgl. § 178).
Es seien X, Y, Z die drei Komponenten der Schwingung nach

Sarrau; ?, ij, C dieselben Grossen nach N e um a n n und u, v, w die
jenigen nach Fresnel, so erhält man:

') Neumann, Sitzungsberichte der Berliner Akademie; 7. Dec. 1835.
Mac-Cullagh, Transaction ofthe royal Academy of Ireland 18 und Journal
de Liouville (1) 7 S. 217.
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Wir wollen nun wieder auf die Hypothese der Uebergangs
schicht zurückgehen, die wir früher (§ 208) auseinandergesetzt haben,
und wollen zeigen, dass diese Hypothese mit derjenigen von Neu
mann gleichwerthig ist.
Bei der Theorie der Doppelbrechung betrachtet man die Koeffi-'

cienten von W2 als Konstanten ; aber hier haben wir kein homogenes
Medium mehr, so dass wir die Koefficienten a, b, c, e, J, g als ver
änderlich ansehen müssen.
Wir wollen stets annehmen, dass die beiden Medien durch eine

äusserst dünne Uebergangsschicht getrennt sind; diese Schicht wird
von zwei parallelen Ebenen begrenzt, nämlich von der Ebene xy
und einer unendlich nahen Ebene. In jedem der beiden Medien
behalten die Koefficienten von W2 konstante Werthe; in der Ueber
gangsschicht dagegen verändern sie sich sehr rasch. Wenn eine der
Ebenen, welche die Uebergangsschicht begrenzen, als iy-Ebene ge
wählt wird, so sind die Koefficienten nur Funktionen von r.
Man erhält dann z. B.
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und
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Diese Gleichungen sollen nun den Annahmen von Neumann
und Mac-Cullagh entsprechen.
219. Dichte des Aethers. — Zunächst enthalten die obigen

Gleichungen das Princip der lebendigen Kraft und die Konstanz der

Aetherdichte. Wenn nämlich Q die Dichte des Aethers und J W2rfr
die Kräftefunktion darstellt, so lautet, wie wir im 1. Kapitel gesehen
haben, die Bewegungsgleichung

02f- 8 /8W,\ 8 I8W,\ 8 /8W,\
e a2
- ~

8x 1 8,r)
~
87 1-8ij-)
-
"8i rS1fJ

'

Das Vorhandensein einer Kräftefunktion bedingt die Anwend
barkeit des Princip der lebendigen Kraft. Ausserdem muss man,
um die Gleichungen (1) und (2) zu identificiren, (?= 1 annehmen,
d. h. die Dichte des Aethers als konstant betrachten, was genau
der Neumann'schen Theorie entspricht.
220. Princip der Kontinuität. — Ferner haben die oben auf

gestellten Bewegungsgleichungen die Kontinuität von f, ij, C zur
Folge, welche Neumann als zweite Hypothese angenommen hatte.
Nehmen wir nämlich au, dass man den Bewegungsgleichungen
genügt, indem man, wie bei der Glasreflexion, setzt:

wo X,, T,, Z,; ?1, ft, C,; u,, v,, «-, nur Funktionen von r sind, so
erhalten wir aus den Bewegungsgleichungen

-8- = -' _8X== +.aZ C==<-„Y

8
1
7

8f
-g— = — «i rQ

•= » -H l «r f . "' =

CJ 8c

Diese Gleichungen zeigen:

1. Dass die Differentialquotienten von :, y, X, Y endlich und
dass diese vier Grossen demnach kontinuirlich sind;



266 Reflexion.

2. dass C und w bis auf einen konstanten Faktor t« gleich Y
und y sind, sodass also auch £ und w ebenso wie Y und ij kontinuir-
lich sein müssen.
Wir erhalten somit das Resultat:
1. die drei Schwingungskomponenten ?, ij, C nach Neumann

sind kontinuirlich;
2. die beiden Schwingungskomponenten nach Sarrau, die der

Trennungsfläche parallel sind, d. h. X und Y, sind ebenfalls kon
tinuirlich.

221. Experimentelle Bestätigungen. — Durch die Bedingung,
dass X, Y, f, y, C kontinuirlich sein sollen, erhält man eine hin
reichende Zahl von Gleichungen zur Bestimmung der reflektirten
und gebrochenen Schwingungen nach Grosse und Richtung, wenn
man die einfallende Schwingung kennt. Wir wollen aber hier nicht
diese linearen Gleichungen aufstellen und wirklich auflosen; denn
es handelt sich dabei nur um eine recht lange, aber keineswegs
schwierige algebraische Rechnung. Vielmehr wollen wir uns auf die

Angabe beschränken, dass die Folgerungen aus der Theorie durch
das Experiment bestätigt worden sind.
Bei allen Versuchen war das erste Medium isotrop und

das zweite krystall inisch; wir wollen auch in den folgenden Ent-
wickelungen immer annehmen, dass dies der Fall sei. Eine Haupt
schwierigkeit rührt daher, dass alle bekannten Substanzen sehr
schwach doppelbrecheud sind; hierans folgt, dass die Polarisations
ebene im Allgemeinen von derjenigen in einer isotropen Substanz
nur wenig abweicht. Diese Schwierigkeit hat man dadurch um

gangen, dass man als erstes Medium eine Flüssigkeit anwendete,
deren Brechungsquotient sich nur wenig vom mittleren Brechungs-
quotient des Krystalls unterscheidet; unter diesen Bedingungen
kann man sehr beträchtliche Ablenkungen der Polarisationsebene
beobachten. Diese Ablenkungen scheinen mit den berechneten
Werthen genügend übereinzustimmen.
Allerdings weisen gewisse Krystalle Anomalien auf; so tritt

z. B. bei dem Diamant, der zum kubischen System gehört und sich

demnach wie ein isotroper Körper verhalten müsste, eine starke
elliptische Polarisation auf.

222. Uniradiale Brechung. — Wenn ein Lichtstrahl auf einen
Krystall auffallt, so theilt er sich in einen reflektirten und zwei ge
brochene Strahlen; die letzteren sind vollständig polarisirt. Nehmen
wir nun an, dass der einfallende Lichtstrahl durch ein Nikol pola
risirt ist, so verändern sich die Intensitäten der beiden gebrochenen
Strahlen, wenn man dies Nikol dreht, und in einer Stellung des
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selben verschwindet der eine gebrochene Strahl, in einer anderen
Stellung dagegen der zweite Strahl. Es findet dann, wie man sagt,
uniradiale Brechung statt. Die Richtungen der einfallenden
Schwingung, welche der Auslöschung eines gebrochenen Strahls ent
sprechen, werden die beiden uniradialen Richtungen genannt.
228. Theorem von Mac-Cullagh. — Das Theorem von Mac-

Cullagh (§215) ist vermöge seiner Eleganz einer bedeutenden Ver
allgemeinerung fähig1); doch werden wir dieselbe nur anführen,
ohne die Beweise dafür zu erbringen.
Zunächst wollen wir die Definition für die Polarebene einer

der gebrochenen Schwingungen aufstellen. Wir betrachten zu diesem
Zweck eine dieser Schwingungen und
legen durch einen beliebigen Punkt 0
(Fig. 28) derselben eine Parallele ON zur
Schwingungsrichtung von N e u m a n n
und eine Parallele OM zum Strahl; so
dann konstruiren wir die Wellenfläche
mit dem Mittelpunkt O, welche in M
den Lichtstrahl schneidet In diesem
Punkt M legen wir ferner eine Tan
gentialebene zur Wcllenfläche und fällen
von O eine Senkrechte OP auf diese
Tangentialebene. Wir bezeichnen nun
mit R den Weg, den das Licht im ersten
Medium während der Zeit durchläuft,
die im zweiten Medium eine von O ausgehende Erschütterung
braucht, um nach M oder einem beliebigen anderen auf der Wellen
ebene liegenden Punkt zu gelangen.
Auf der Verlängerung von OP wählen wir dann einen Punkt

T in einer solchen Entfernung von O, dass

OT = R2
OP '

und ziehen die Linie MT; die durch ON zu MT parallel gelegte
Ebene heisst dann die PoliIrebene des betrachteten gebrochenen
Strahles.

Aus dieser Definition ergibt sich Folgendes: Wenn man die
Richtung der Trennungsfläche ändert, indem man gleichzeitig dem
einfallenden Strahl eine solche Richtung gibt, dass diejenige des

gebrochenen Strahls unverändert bleibt, so ändert sich die Polar-

') Mac-Cullagh, Journal de Liouville (1) 7, 1842.
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ebene auch nicht, vorausgesetzt, dass der Brechungskoefficient des
ersten Mediums derselbe bleibt; die Richtung dieser Ebene hängt
dagegen von dem Brechungskoefficient des ersten Medium ab.
Das Theorem von Mac Cullagh besteht nun im Folgenden:
In dem Fall der uniradialen Brechung erhält man die Ver

schiebung eines beliebigen Punktes des ersten Medium durch Zu
sammensetzung der Verschiebungen, die von der einfallenden und
der reflektirten Schwingung herrühren; die Verschiebung eines
Punktes des zweiten Medium reducirt sich auf die Verschiebung
der allein anftretenden gebrochenen Schwingung, da nach unserer
Annahme das Nikol so orientirt ist, dass die zweite gebrochene
Schwingung ausgeloscht wird.
Wenn wir also in einem Punkt der Trennungsfläche drei

Gerade ziehen, die nach Grosse und Richtung die gebrochene, die
einfallende und die reflektirte Schwingung darstellen, so wird die
erste die geometrische Summe der beiden anderen sein. Diese drei
Geraden liegen also in einer Ebene.

Die Rechnung von Mac-Cullagh :eigt, dass diese Ebene mit der Polar

ebene der gebrochenen Schwingung identisch ist.

224. Wir wollen uns nun folgende Aufgabe stellen:
Wenn die einfallende Schwingung nach Grosse und Richtung

gegeben ist, sollen die beiden gebrochenen und die reflektirte
Schwingung konstruirt werden.
Die Huyghens'sche Konstruktion gestattet uns zunächst, wenn

wir die Ebene der einfallenden Welle kennen, die Ebenen der
reflektirten und der beiden gebrochenen Wellen zu finden; wir
kennen dann ebenfalls den reflektirten und die beiden gebrochenen
Strahlen.

Hieraus können wir die Richtungen der beiden gebrochenen
Schwingungen OR' und OR" (Fig. 29) ableiten, da nach der Xeu-
mann'schen Theorie die gebrochene Schwingung in der zum Strahl
senkrechten Wellenebene liegen muss (§ 215).
Sodann konstruiren wir die Polarebenen der beiden gebroche

nen Schwingungen ; diese Polarebenen schneiden die Ebene der ein

fallenden Welle in den beiden uniradialen Richtungen.
Die gegebene einfallende Schwingung OI zerlegen wir in zwei

Komponenten OT und O1", die den beiden uniradialen Richtungen
parallel sind.
Die erste Polarebene, welche durch O R' und Ol' geht, schneidet

die reflektirte Welle in einer Geraden OS'. Wir ergänzen nun das
Parallelogramm Ol'R'S', dessen eine Seite OI' ist und dessen
andere Seite und Diagonale in die Richtung O E' und O S' fallen.
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Dann stellt O R' nicht .allein der Richtung, sondern auch der Grosse
nach die erste gebrochene Schwingung dar, und OS' nach Grosse
und Richtung den Betrag der reflektirten Schwingung, der ent
stehen würde, wenn sich die einfallende Schwingung auf OI'
reducirt.
In gleicher Weise konstruiren wir ein zweites Parallelogramm

0I" R" S", dessen eine Seite OI" ist; die Diagonale O R" desselben
stellt nach Grosse und Richtung die zweite gebrochene Schwingung
dar, die zweite Seite O S" dagegen nach Grosse und Richtung den

Theil der rertektirten Schwingung, der von der Komponente O I"
der einfallenden Welle herrührt.
Man braucht dann nur noch OS' und OS" geometrisch zu

sammenzusetzen, um die ganze reflektirte Schwingung OS zu er
halten.

225. Bemerkung. — Nach dem Vorstehenden ist leicht einzu
sehen, warum die Erscheinungen der Krystall-Reflexion um so mehr
von denen der Glas-Reflexion abweichen, als der Brechungskoef-
ficient des ersten Medium sich dem mittleren Koefficienten des
Krystalls nähert. Der Unterschied zwischen den beiderlei Erschei
nungen wird nämlich um so grosser sein, je mehr die oben dcflnirte
Polarebene von der Ebene NO P verschieden ist, d. h. je näher der
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Winkel PTM gleich 90° ist. Da die bekannten Substanzen nur
schwach doppel brechend sind, so ist der Winkel POM und daher
auch die Strecke PM klein. Damit nun der Winkel PTM nicht
klein ist, nmss P T klein sein. Nun besteht aber die Beziehung

PT-^-OP;
O P

es muss also O P sehr nahe gleich R sein. Da aber - R- das Ver-
hältniss der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der gebrochenen zur ein

fallenden Welle darstellt, so müssen also diese beiden Geschwindig
keiten sehr nahe gleich sein. Hieraus folgt, dass die mittleren Bre

chungsquotienten der beiden Medien sich nur wenig unterscheiden

dürfen.

Theorie von Sarrau1).

226. Sarrau setzt voraus:
1. dass die wirkliche Schwingung die Grossen zu Komponenten

hat, die wir früher mit X, Y, Z bezeichneten.
2. Ausserdem nimmt er die Hauptprincipien der von Cauchy

aufgestellten Reflexionstheorie an, nach der die drei Verschiebungs

komponenten ebenso wie ihre Differentialquotienten erster Ordnung
kontinuirlich sein würden, allerdings unter der Bedingung, dass

neben den transversalen Strahlen, welche der Beobachtung zugäng

lich sind, auch die nicht wahrnehmbaren longitudinalen Wellen be

rücksichtigt werden.
Wir haben früher (§ 216) die Folgerungen der Principien von

Cauchy näher in's Auge gefasst. Wenn £lt yit Ci die drei Ver-
schiebungskomponenten des transversalen Lichtes bedeuten (wobei
die .rr-Ebenc als Einfallsebene und die .ry-Ebene als Trennungs
ebene gewählt wird), so sind die Grossen

®>L _ -8'.' 8fi_ 8f, A'i _ JÜ,*"
8y fc ' ~'dz ~8x' 8x 8y

kontinuirliche Funktionen. Auch f, ist eine solche Funktion , wenn
die imaginäre Geschwindigkeit der longitudinalen Wellen in allen

Medien dieselbe ist; aber selbst wenn diese Bedingung nicht erfüllt
wird, bleibt £1 wenigstens noch angenähert kontinuirlich.
Die drei Komponenten der wirklichen Schwingung sind hier

X, Y, Z, so dass also X, Y und

') Journal de Liouville (2) 13.
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-8Z_ _8Y~"~"'
kontinuirlich sind. Dies sind aber genau dieselben Resultate, zu
denen die Theorie von Neumann und von Mac Cullagh geführt
hatte; es besteht somit eine vollkommene Uebereinstimmung zwischen
beiden Theorien.
Bei den anisotropen Medien ist es von Wichtigkeit, genau zu

bestimmen, was man unter dem longitudinalen Strahl zu verstehen
hat; die longitudinalen Schwingungen fallen hier nicht in die Rich
tung des Strahls, sondern sie stehen senkrecht zur Wellenebene.
Die Theorie von Sarrau würde zu demselben Resultat führen,

wenn man, anstatt von den Annahmen Cauchy's auszugehen, das
Vorhandensein einer Uebergangsschicht und eine kontinuirliche
Aenderung der Koefficienten des mit W2 bezeichneten Polynoms
vorausgesetzt hätte.

Vereinigt man die Theorie der Doppelbrechung von Fresnel
(§ 149) mit den Principien der Reflexions-Theorie von Cauchy, so
gelangt man dagegen zu Resultaten, die mit den Beobachtungen
unvereinbar sind.
Anders verhält es sich aber, wenn man annimmt, dass die

wahre Schwingung diejenige von Fresnel sei, und dass eine Ueber
gangsschicht vorhanden ist; die Resultate, zu denen man auf diese
Weise geführt wird, unterscheiden sich nicht von denen, die man
aus den beiden anderen Theorien ableiten kann.
Durch die Annahme einer Uebergangsschicht kann man aus

den Erscheinungen der Krystall-Reflexion keinen Schluss über die
Richtigkeit einer der drei Theorien ziehen, welche über die Doppel
brechung aufgestellt worden sind; die Gleichungen des § 218 be
halten nämlich immer dieselbe Form, unabhängig davon, welche von
den drei Theorien angenommen wird; nur die physikalische Deutung
ist verschieden. Bei Fresnel stellen die Grossen X, Y, Z, bei
Nenmann f, iJ, C und bei Fresnel u, v, w die Komponenten der
wahren Schwingung dar, aber die analytische Form der Gleichungen
und folglich auch die Erscheinungen, welche der Beobachtung zu
gänglich sind, bleiben in allen drei Fällen dieselben.

Metall -Reflexion.

227. Fortpflanzung des Lichtes in einem absorbirenden
Medinm. — Die undurchsichtigen Medien, wie z. B. die Metalle,

dürfen nicht als absolut undurchlässig für das Licht betrachtet
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werden, da dünne Blättchen eine gewisse Durchsichtigkeit besitzen ;
man muss vielmehr annehmen, dass sie ein sehr grosses Absorptions
vermögen besitzen.

Wir wollen nun sehen, in welcher Weise man die Fortpflanzung
des Lichtes in einem derartigen Medium zu verstehen hat.
Die drei Verschiebungskomponenten werden die reellen Theile

von Funktionen der Form

sein, wo

Die Grossen A, B, C, welche der Amplitude der Schwingung
proportional sind, müssen in dem Maasse, als der Strahl sich fort
pflanzt, sehr rasch abnehmen. Die natürlichste Annahme wird sein,
dass A, B, C die Form

besitzen, wobei

und A„, B0, C„, l, m, n Konstanten sind.

Wie man sieht, hat man bei der Fortpflanzung einer ebenen
Welle in einem absorbirenden Medium zwei Ebenen zu betrachten,
die eine wichtige Rolle spielen; nämlich die Wellenebene

m + ßy+ y ~= 0

und die Absorptionsebene

l x + m i/ + n z = 0.

Die Ausdrücke für f, r,, C kann man noch schreiben

wenn man setzt

-[('f.-.^ + (.:,-,.),

Es geht also alles so vor sich, wie wenn die Wellenebene die

Gleichung hätte
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und wie wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit die Form hätte

V

Wir wollen die Ebene P" = 0 die komplexe Wellenebene und
die Geschwindigkeit V die komplexe Geschwindigkeit der Welle
nennen.

Damit der Strahl in dem Maasse, als er sich fortpflanzt, immer

schwächer wird, ist es nöthig und hinreichend, dass die Normale
zur Wellenebene, die in Richtung der Fortpflanzung des Strahls
fällt, und die Normale zur Absorptionsebene in Richtung der Aus-
loschung des Lichtes einen spitzen Winkel bilden. Diese Bedingung
wird ausgedrückt durch

Der imaginäre Theil von -yi-a- ist nun gleich

— ^yi (al+ßm + yn);

dieser Theil muss also negativ sein.
Ein absorbirendes Medium verhält sich demnach so, wie wenn

sein Brechungskoefficient komplex wäre. Dieser Koefficient sei

m (cos/ — t sin/).

Da der Brechungskoefficient umgekehrt proportional der Ge

schwindigkeit ist, d. h. hier proportional -y,-, und da der imaginäre

Theil des Quadrates von -y— negativ sein muss, so wird der Winkel

% zwischen 0 und -„- liegen.

228. Nach diesen Voraussetzungen wollen wir uns folgende
Aufgabe stellen:
Ein Lichtstrahl falle unter einem Einfallswinkel y auf eine

Metallfläche ; es soll dann die Richtung der komplexen Wellenebene,
der Wellenebene, der Absorptionsebene und der Absorptionskoef-
flcient bestimmt werden.

Poincari-, Das Licht. IS
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Die Absorptionsebene kann nur die Trennungsebene der Medien
sein, die wir als ar </-Ebene wählen; die Einfallsebene nehmen wir
zur «-Ebene.
Es sei r' der Winkel der komplexen Wellenebene mit der

xy- Ebene, d. h. der komplexe Brechungswinkel, ferner r der Winkel
der reellen Wellenebene mit der x )/-Ebene, d. h. der reelle Brechungs
winkel.
Die komplexe Wellenebene muss die Gleichung haben

.r sin r' + z cos r' = 0
WO:

(1) sin r' = ——— (cos x + i sin /).

Andererseits ist

P= —- (x sin r+ s cos r — V t) ,
und

wenn x den Absorptionskoefficient bedeutet.
Die Gleichung der komplexen Wellenebene lautet dann

2 71
x '— sin r + z l—- cos r — i x l = 0 ;

es ist also

- sin r
tang r' =

271
cos r — i x

Aus Gleichung (1) ergibt sich leicht cot r' in der Form

cotr'=A — 2B;
man hat dann

2 7tB sin r
cot r = A , •/.= — — ;

hierdurch ist der reelle Brechungswinkel und der Absorptionskoef-
ficient bestimmt.

229. Bewegungsgleichnngen des Lichtes in einem absorbiren-
den Mediuni. — Man hat verschiedene Formen für die Bewegungs
gleichungen in einem absorbirenden Medium vorgeschlagen. Eine
der allgemeinsten ist diejenige von Voigt1), welche lautet:

') Göttingrr Nachrichten 1884, S. 137 ff.
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n ,

und zwei analoge Gleichungen für 1j und C, zu denen man noch die
Bedingung für die Transversalität, 9= 0, hinzufügen muss.
Die elektromagnetische Lichttheorie hat Maxwell zu einer

Gleichung von derselben Form geführt, bei der aber die Kocfn-
cienten a, c und e Null sind.
Diese Gleichungen oder andere analoge können über die Fort

pflanzung des Lichtes in den wenig absorbirenden Medien, die ein
Linien- oder Bandenspektrum erzeugen, offenbar keinen Aufschluss

geben; so viel partielle Differential quotienten von f man auch ein
führen mag, man wird doch niemals der grossartigen Mannigfaltig
keit dieser Spektra Genüge thun können. Dagegen scheinen diese

Gleichungen die optischen Erscheinungen, welche die Metalle zeigen,
hinreichend gut zu erklären.
Wir suchen die Gleichung (2) zu erfüllen durch

Der reelle Theil dieser Exponentialgrosse wird dann der wahre
Werth von f sein; r ist die Periode der Schwingung, V die kom
plexe Fortpflanzungsgeschwindigkeit, a', ß' , / die Richtungskosinus
der komplexen Wellenebene, so dass man hat

" 2=(3) «'S + /S

Setzt man diesen Werth von ? in (2) ein, so findet man unter
Berücksichtigung von (3)

Diese Gleichung zeigt, dass die komplexe Geschwindigkeit V
von T und demnach von der Wellenlänge abhängt, dagegen nicht
von der Richtung der Wellenebene.

Der komplexe Brechungskoefficient ^
- ist daher eine Kon

stante, die von der Farbe abhängt, aber nicht von dem Einfalls

winkel. D

Fall sein.

winkel. Dies würde bei dem reellen Brechungswinkel - nicht der

18'
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230. Theorie von Cauchy1). — Cauchy nimmt an, dass die
Hypothesen, auf denen die Theorie der Glasreflexion beruht, auch
noch auf die Metallreflexion angewendet werden können.
Aus diesen Hypothesen folgt, wie wir sahen, dass die Funk

tionen

®L-h. äL-.JtL J!*__.?f_
n '

~Sy ~fc
'

~8z 8x
'
8x Sy

kontinuirlich sind, wenn man die Trennungsebene zur xy- Ebene
wählt.

Wir haben gefunden, dass in einem metallischen Medium die
Bewegungsgleichungen dieselben sind, wie wenn der Brechungs-
koefficient komplex wäre. Andererseits sind nach den Vorstellungen
von Cauchy die Grenzbedingungen dieselben, wie in dem Fall der
Glasreflexion. Man braucht also die Rechnungen nicht wieder auf
zunehmen, da die Formeln der Glasreflexion anwendbar bleiben;
es genügt, in denselben den Brechungskoefficienten durch seinen

komplexen Werth zu ersetzen.
Bekanntlich führt bei der Glasreflexion die Theorie von Cauchy

und diejenige von Fr esnel zu denselben Resultaten. Fresnel zeigt,
dass das Verhältniss der reflektirten zur einfallenden Schwingung
gleich

sin (r — if )
sin (r + ij)

ist, wenn das Licht in der Einfallsebene polarisirt ist, und gleich

tang (i
f, — r)

tang(7, + r)
'

wenn das Licht senkrecht zu dieser Ebene polarisirt ist.
Die Winkel y und r sind der Einfalls- und der Brechungs

winkel. Bezeichnet man mit N den Brechungskoefficienten, so sind
diese beiden Verhältnisse gleich

cos</, — K N2 — sin2 71 , , N2 cos T — KN8 — sin2 <fA=--— — und A = — --— •

cos f + V N2 — sin2 7, N2 cos ,f -+- V N2 — sin2 7

Diese Formeln lassen sich leicht aus den früher (§ 203) mitge-
theilten ableiten.

Wenn a, ß
,
f die Richtungskosinus der reflektirten Welle,

A die Wellenlänge und V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im

') Nouveaux exercices de mathematiques, Journal de Liouville (1)

7
, S
.

338.
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ersten Medium bedeutet, so wird die Verschiebung, die von der
reflektirten Welle herrührt, der reelle Theil von

Aeiv oder A'eip

sein, wobei
Sl'n

ist. Geht man zur Metallreflexion über, so muss man der Grosse N
einen komplexen Werth geben; A und A' sind dann imaginär und
man hat

Die Verschiebung für das reflektirte Licht wird dann

A„ cos (P + v-),

wenn die Polarisationsebene mit der Einfallsebene zusammenfällt, und

A„' cos (P + ,//),

wenn dieselbe senkrecht dazu steht.

Es findet also elliptische Polarisation statt, und die Phasen
differenz der beiden Komponenten des reflektirten Strahls wird
gleich ty— ip'.
Der Versuch bestätigt die Formeln von Cauchy hinreichend gut.



Kapitel VIII.

Astronomische Aberration.

231. Bei den bisherigen Betrachtungen der verschiedenen

optischen Erscheinungen haben wir immer vorausgesetzt, dass die
Schwingungsbewegung, auf der das Licht beruht, in einem beson
deren Fluidum, dem Aether, stattfindet, das in allen durchsichtigen
materiellen Medien ebenso, wie in dem Weltenraum ausgebreitet
ist. Es ist schlechterdings unmöglich, die Fortpflanzung des Lichtes
von der Sonne zur Erde zu begreifen, ohne dass man das Vorhan
densein eines elastischen Medium annimmt; dagegen erscheint es

überflüssig und vielleicht sogar unphilosophisch, das Vorhandensein
des Aethers in den materiellen Medien vorauszusetzen. Indessen
scheint die Thatsache der astronomischen Aberration, welche die
relative Bewegung des Aethers und des von ihm durchsetzten pon-
derablen Medium klar beweist, der Zurückweisung dieser Hypothese
entschieden entgegenzustehen; oder man würde wenigstens, wenn
man diese Hypothese verlassen wollte, bei der Erklärung der astro
nomischen Aberration so bedeutenden Schwierigkeiten begegnen,
dass es vorzuziehen ist, sie aufrecht zu erhalten. Wir wollen nun
einige Worte über die Erscheinung selbst sagen.
Wenn man einen Stern durch ein Fernrohr betrachtet, so be

findet sich bekanntlich der Stern nicht auf der Geraden, welche das
optische Centrum des Objektivs mit dem Schnittpunkt des Faden
kreuzes verbindet, d.h. nicht auf der optischen Axe des Instruments:
wir sehen also den Stern nicht in seiner wahren Richtung. Der
Winkel, den diese Richtung mit der optischen Axe des Fernrohrs
bildet, heisst die Aberration; derselbe kann bis zu 20" erreichen.

232. Erklärung von Bradley. — Die erste Erklärung der Ab-
errationserscheinung rührt von Bradley her; dieselbe gründet sich
übrigens auf die zur damaligen Zeit angenommene Emissionstheorie.
Es sei OA (Fig. 30) eine Gerade, die nach Grosse und Richtung die
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Geschwindigkeit darstellt, mit der die vom Stern ausgehenden Licht
partikelchen behaftet sind; der auf der Erdoberfläche befindliche
Beobachter, der an der Bewegung derselben Theil nimmt, kann nur
die relative Geschwindigkeit der Partikelchen wahrnehmen.
Diese Geschwindigkeit erhält man durch Zusammensetzen der

wirklichen Geschwindigkeit OA und der Geschwindigkeit OB, die
gleich, aber entgegengesetzt gerichtet derjenigen Geschwindigkeit
ist, mit welcher der Beobachter sich fortbewegt; diese relative Ge
schwindigkeit ist also OC. Der Beobachter wird den Stern in der
Richiung CO anstatt in der Richtung AO sehen; die Aberration ist
also gleich dem Winkel y. Dieser Winkel erreicht offenbar ein
Maximum, wenn das Parallelogramm OACB rechtwinklig wird; in
diesem Fall erhält man

OB
O A

Eie Lichtgeschwindigkeit OA beträgt nun ungefähr 300000km
in der Sekunde und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Punktes
der Erdoberfläche 30 km , so dass man ange
nähert findet

30- 1-
SOO'OOO

~~
10 000

'tang ,f -.

Der Winkel y, welcher diesem Werth
entspricht, beträgt, wie gesagt, ungefähr 20".

—Jla
Flg. So. Flg. 21.

233. Elementare Erklärung nach der Undnlationstheorie. —

Auch mit Hülfe der Undulationstheorie ist die elementare Erklärung
der Erscheinung einfach. Es sei A (Fig. 31) der optische Mittelpunkt
eines Fernrohrob.jektivs, B der Fadenkreuz-Schnittpunkt und AE die



280 Astronomische Aberration.

Richtung eines von einem Sterne E kommenden Lichtstrahls. Wenn
die Erde unbeweglich wäre, würden die drei Punkte E, A, B auf

einer Geraden liegen; in Folge der Erdbewegung ist aber der

Punkt B in der Zeit, welche der Lichtstrahl zum Durchlaufen des

Weges AB' braucht, nach B' gelangt. Der Lichtstrahl, der das Auge
des Beobachters trifft, hat also die wirkliche Richtung EAB', während
seine scheinbare Richtung mit der optischen Axe zusammenfällt, d. h.

mit einer durch B' gelegten Parallelen zu BA; die Aberration is; so
mit der Winkel B AB' = <p. Bezeichnen wir mit V die Fortpflanzungs
geschwindigkeit der Lichtwellen in dem unbewegten Aether und mit
v die Geschwindigkeit eines Punktes der Erdoberfläche parallel zu

B B', so erhalten wir

BB^ v t _y_
™'r — AB'

~~
V t
~= V"

Da der Winkel y sehr klein ist, kann man den Werth desselben

mit seiner Tangente oder seinem Sinus vertauschen ; demnach finden

wir für das Maximum von y denselben Werth, wie bei der Erklärung
von Bradley.
Diese Ueberlegung setzt voraus, dass der in dem Fernrchr ent

haltene Aether im Baum unbeweglich ist, dass er also nicht an der

Erdbewegung theilnimmt. Wenn nämlich ein elastisches Medium sich
verschiebt, so nehmen die von ihm fortgeleiteten Schwingungen an
dieser Bewegung Theil. So hängt bekanntlich die Schallgeschwin
digkeit in bewegter Luft von der Geschwindigkeit der Luft ab, und
der Einfluss des Windes auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Schalles ist ein deutlicher Beweis für diese Thatsache. Wenn dem
nach der in dem Fernrohr enthaltene Aether sich mit diesem be

wegen würde, so wäre die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes
in dem Fernrohr die Resultante der Geschwindigkeit V und der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit v des elastischen Medium. Da aber
andererseits der Beobachter an der Erdbewegung theilnimmt, so wäre
die relative Lichtgeschwindigkeit für ihn die Resultante aus V und
— v, d. h. V. Die beobachteten Erscheinungen würden also die

selben sein, wie wenn der Beobachter und der Aether unbewegt
wären; demnach würde im Widerspruch mit dem Versuch keine Ab
erration auftreten.

234. Der in einem bewegten Medium enthaltene Aether wird
theilweise mitgenommen. — Ist nun aber der Aether thatsächlich

unbeweglich, wenn er ein stärker brechendes Medium als Luft
durchsetzt? Ein Versuch auf der Greenwicher Sternwarte gibt hier

auf die Antwort, dass der Aether theilweise mitgenommen wird,
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und dass die Geschwindigkeit dieser Bewegung von dem Brechungs-
koefficienten der betreffenden Substanz abhängt, durch welche das
Licht hindurchgeht. Auch in der Luft müsste eine partielle Mit
nahme des Aethers stattfinden, die allerdings sehr gering ist, da die
Luft nur schwach bricht; damit wir aber die vorige Erklärung in
aller Strenge anwenden können, müssen wir voraussetzen, dass das
Fernrohr luftleer ist.
Der Versuch auf der Greenwicher Sternwarte bestand darin,

dass man einen Stern mit einem luftgefüllten Fernrohr anvisirte und
sodann dieses Fernrohr mit Wasser füllte;
es wurde dabei festgestellt, dass in beiden
Fällen die scheinbare Lage des Sterns die
selbe bleibt. Wir wollen diesen Versuch ana-
lysiren und die Folgerungen desselben auf
suchen.

Es sei EAB' (Fig. 32) die Fortpflan
zungsrichtung des Lichtes in dem als luft
leer angenommenen Fernrohr nach der Hypo
these, dass der Aether nicht an der Bewegung
der Erde theilnimmt. Wenn wir annehmen,
dass dasselbe auch bei dem in Wasser ent

haltenen Aether stattfindet, so würde der
Strahl E A, der schief in dieses Medium ein
tritt, in der Richtung AB" gebrochen, die
näher an der Normalen liegt; das Bild des
Sternes würde also in B" entstehen. Da sich
nun das Licht in dem Wasser langsamer als
in dem leeren Raum fortpflanzt, so wird sich
der Schnittpunkt B des Fadenkreuzes in Folge
der Erdbewegung in einem Punkt B'" rechts
von B' befinden, wenn die Lichtschwingungen in die Ebene des
Fadenkreuzes gelangt sind. Da die Punkte B" und B'" links und
rechts von B' liegen, so können sie nicht zusammenfallen, und das
Bild des Sternes würde sich folglich nicht mehr im Schnittpunkte
des Fadenkreuzes befinden. Um also mit dem Experiment im Ein
klang zu bleiben, müssen wir annehmen, dass der Aether, in dem
sich das Licht fortpflanzt, im Wasser durch die Erdbewegung wenig
stens theilweise mitgenommen wird.
Wir wollen nun die Geschwindigkeit bestimmen, mit welcher

der Aether mitgenommen wird. Bezeichnet man mit i und r den

Einfalls- und den Brechungswinkel des Lichtes, wenn dasselbe durch

das mit Wasser gefüllte Fernrohr hindurchgeht, so ist

S STSt
Fig. 22.
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sin »— . = n.
smr

Da die Winkel i und r sehr klein sind, so können die Sinus
mit den Tangenten vertauscht werden, und die vorstehende Be
ziehung wird

tangt tangBAB' BB'
" =
lang r

= =
längBAB77~

~
BB"~

'

Hieraus folgt

(1) BB" = — BB'.
n

Nennen wir andererseits V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des Lichtes im Wasser und v die Geschwindigkeit der Mitnahme
desselben im Fernrohr, und drücken wir die Thatsache aus, dass
das Licht in B'" ankommt, wenn B dahin gelangt, so erhalten wir

woraus folgt

AB'" - _V^_
TrB"r

~ =T"
'

Auf dieselbe Weise findet man

AB' V_
BB' ==~tT'

Wenn wir die wenig verschiedenen Längen AB' und AB'" als
gleich ansehen und die vorigen beiden Gleichungen durch einander
dividiren, so erhalten wir

oder, da der Brechungskoefficient gleich dem Verhältniss der Ge
schwindigkeiten ist,

(2) B B'" = n B B'.

Damit die Schwingungen des in dem Wasser enthaltenen Aethers
zu derselben Zeit in B'" ankommen, wie der Schnittpunkt des Faden
kreuzes, muss die Mitnahmegeschwindigkeit des Aethers derart sein,
dass der Punkt B" die Strecke B" B'" während der Zeit durchlaufen
hat, die das Licht braucht, um von A nach B'" zu gelangen. Die
Gleichungen (1) und (2) geben uns für den Werth von B" B'"

B" B"1 = B B'" — B B" = L — —\ B B' = (l — ~\ B B'";
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da aber BB"' = rt' ist, so erhalten wir

B» B'» =
(l—l-)rt'.

Die Mitnahmegeschwindigkeit des Aethers hat also den Werth

235. Fizeau stellte Versuche zu dem Zwecke an, die Mit
nahme des Aethers durch ein materielles bewegtes Medium zu be

weisen. Bei diesen Versuchen gehen zwei von derselben Lichtquelle
kommende Strahlen durch zwei parallele, mit Wasser gefüllte Röhren,
die ungefähr 1,50m lang sind; an den Enden derselben entstehen
Interferenzstreifen, die man mit einem Mikrometerokular beobachtet.
Lässt man nun das Wasser in beiden Röhren in entgegengesetzter
Richtung stromen, so tritt eine Verschiebung der Streifen ein. Diese
Verschiebung betrug bei einer Geschwindigkeit des Wassers in den
Röhren von 7 m 2,4 Mikrometertheile, oder fast eine halbe Streifen
breite, da einer ganzen Streifenbreite 5 Mikrometertheile entsprechen.
Die Berechnung nach der Hypothese, nach welcher die Mitnahme

geschwindigkeit des Aethers durch den Ausdruck 11 —
-^
l e ge

geben ist, führt für die Verschiebung zu einem Werth, der dem

obigen sehr nahe kommt. Ausserdem fand die Verschiebung nach
rechts oder nach links statt, je nachdem das Wasser sich im einen

oder anderen Sinne bewegte.
Die Streifenverschiebung musste wohl von dieser Bewegung her

rühren, denn dadurch, dass man die beiden Lichtstrahlen vor dem
Interferiren derselben mit Hülfe von Spiegeln durch beide Röhren

hindurchgehen liess, konnte man die Gangunterschiede vermeiden,

die von ungleichen Acnderungen der Temperatur und des Druckes
in den Röhren hätten herrühren können.
Als man dieselben Versuche in der Weise wiederholte, dass

man das Wasser durch Luft ersetzte, erhielt man ein negatives
Resultat; auch die Rechnung führt zu einer unmerklichen Streifen

verschiebung selbst für beträchtliche Werthe der Luftgeschwindigkeit,
Kürzlich nahmen zwei amerikanische Physiker, Michelson

und Morley, die Versuche von Fizeau mit einem Apparat von
grossen Dimensionen wieder auf')- Das Wasser stromte hierbei in

Röhren von 6 m Länge unter einem Druck von 23 m Wasserhöhe.
Die Verschiebung des mittleren Streifens betrug fast eine ganze

') Ainericnn Journal of Science, 31. Mai 1886.
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(0,899) Streifenbreite. Wurde statt des Wassers Luft mit einer Ge
schwindigkeit von 25 m in der Sekunde angewendet, so war die
Streifenverschiebung unmerklich. Die Versuche von Fize au werden
also dadurch vollständig bestätigt.

236. Lichtgeschwindigkeit in einem bewegten Medinm. — Wir
haben zwei Arten von Lichtgeschwindigkeiten zu betrachten, deren
eine auf Axen bezogen ist, die im Baume fest sind, während die
andere sich auf bewegliche Axen bezieht, die mit dem bewegten
Medium unveränderlich fest verbunden sind.
Um die Geschwindigkeit in Bezug auf feste Axen zu erhalten,

müssen wir die absolute Geschwindigkeit mit der Mitnahmegeschwin-

digkeit (l r) » des Aethers zusammensetzen. Wenn y den Winkel

dieser beiden, durch AB und BC (Fig. 33) dar
gestellten Geschwindigkeiten bezeichnet, so
wird die gesuchte Geschwindigkeit

= V'cosA v cos C.

Flg. 22.

Da der Winkel A sehr klein ist, können
wir seinen Kosinus Eins setzen; dadurch ver

nachlässigen wir die Grossen zweiten Grades
der Aberration. Hierzu sind wir berechtigt,
denn die Aberration beträgt im Maximum 20"

oder -TOQQQ, das Quadrat davon ist der
'

Theil von 20", oder '/soo Sekunde. Wir
halten somit

er

AC=V + v
(!
—

-i
-) cos <f.

Betrachten wir jetzt Axen, die mit dem bewegten Medium
verbunden sind, so müssen wir in dem vorhergehenden Ausdruck

die absolute Mitnahmcgeschwindigkeit eil ,) ersetzen durch die

relative Geschwindigkeit

Demnach erhalten wir für die Lichtgeschwindigkeit in Bezug
auf diese Axen

V - r' cos v.
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297. Zeit, welche das Licht gebraucht, um von einem Punkt
eines bewegten Medium zu einem anderen zu gelangen. — Wir
wollen einen Lichtstrahl betrachten, der von einem Punkt A0 zu
einem Punkt A„ eines bewegten Medium auf der gebrochenen Linie
A0, A, ... Aa gelangt (Fig. 34). Für den Weg von A[ nach A,

, A,
wird der Strahl eine Zeit brauchen. Durch Entwick-V — v' cos <f
lung dieser Grosse nach wachsenden Potenzen von v' und unter Ver
nachlässigung der höheren Potenzen erhalten wir

A, A, cos .fA, A,
V

Wenn wir eine Gerade xy parallel zur Geschwindigkeit des

bewegten Medium legen, so ist der Winkel, welchen die verschie
denen Theile der gebrochenen Linie mit dieser Geraden einschliessen,

a; «i
Fig. S4.

genau der Aberrationswinkel <p, der in den vorigen Ausdruck eingeht;
demnach ist A, A, cos y gleich der Projektion A/ A,' von A, A2 auf
x y und die Zeit, welche das Licht zum Durchlaufen der Strecke A, A,
braucht, wird

A.A., A,' A^
yi y'2 » •

r V
Nun ist »' = -.,- und V = —

n' n
wo r die fortschreitende Ge

schwindigkeit des Medium und V die Lichtgeschwindigkeit im leeren
Raum bedeutet; ersetzt man die Grosse v' und V in der vorigen
Summe durch ihre Werthe, so erhUlt man

1 2
yi

c

"V2'

Die Zeit, die das Licht braucht, um von A„ nach A„ zu ge
langen, wird die Summe von ähnlichen Grossen sein, d. h.
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2^'yi

2
A A—W— stellt die Zeit dar, die das Licht bei

dem in Ruhe befindlichen Medium brauchen würde, das zweite hängt
nur von der Lage der Endpunkte ab, dagegen nicht von dem Wege,
den das Licht durchläuft, um von dem einen zu dem anderen Punkte
zu gelangen.

238. Optische Erscheinungen in einein bewegten Medium. —

Eine wichtige Folgerung aus der vorhergehenden Formel ist der
Umstand, dass die Gesetze der Reflexion und Brechung, sowie die

W e

Fig. 25.

Interferenzerscheinungen durch die Erdbewegung nicht beeinflusst
werden.

Wir wollen speciell die Brechung betrachten. Wenn A und
B (Fig. 35) zwei Punkte sind, die in verschiedenen Medien liegen,
so ist der vom Licht eingeschlagene Weg ACB so beschaffen, dass
die zur Zurücklegnng dieses Weges gebrauchte Zeit ein Minimum
ist. Um zu zeigen, dass die Brechungsgesetze dieselben bleiben,

wenn die beiden Medien in Ruhe sind oder sich bewegen, braucht
man nur zu zeigen, dass ACB auch der kürzeste Weg ist, wenn die
beiden Medien sich in gleicher Bewegung befinden.
Es sei T die Zeit, die das Licht bei ruhenden Medien braucht,

um auf dem kürzesten Wege von A nach B zu gelangen, ferner T'
die Zeit zur Zurücklegung eines unendlich nahe liegenden Weges
AC'B. Ist ACB der Weg, welcher den Brechungsgesetzen entspricht,
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so hat man T < T'. Nach dem früher Gesagten sind nun die Zeiten,
die zum Durchlaufen der Wege ACB und AC'B in dem Fall ge
braucht werden, wo beide Medien eine Geschwindigkeit v besitzen,
gleich

wenn A' B' die Projektion von AB auf eine zur Geschwindigkeit v
parallele Gerade bedeutet. Ist also T < T', so gilt auch T, < T,',
und der kürzeste Weg bei ruhenden Medien wird auch noch der
kürzeste sein, wenn die Medien sich in Bewegung befinden. Die
Gesetze der Brechung sind folglich in beiden Fällen dieselben.
Auch die Interferenzerscheinungen der Lichtstrahlen hängen

nicht von der Bewegung des Medium ab, in dem sie entstehen.
Sind T und T' die Zeiten, die zwei Strahlen brauchen, um von
einem Punkt Ao zu A„ zu gelangen, wenn das Medium sich in Ruhe
befindet, so werden diese beiden Zeiten um dieselbe Grosse ver
mehrt, wenn man ein bewegtes Medium annimmt. Die Differenz der

Zeiten unterscheidet sich demnach in beiden Fällen nicht, und die
Interferenzerscheinungen bleiben ungeäudert.

Die optischen Erscheinungen können somit nur durch die rela
tiven Bewegungen der Lichtquelle und der ponderablen Materie
gegenüber dem Beobachter beeinflusst werden. Dies tritt bei der
Aberration ein, wo der Beobachter und der beobachtete Stern nicht
dieselbe Geschwindigkeit haben; ebenso bei dem Versuche von
Fizeau, wo das in den Röhren enthaltene Wasser sich in relativer
Bewegung zu dem Beobachter befindet.

239. Hypothesen von Fresnel. — Die Erklärungen, die wir von
der Aberration gegeben haben, und die Folgerungen aus der. Glei
chung für die vom Licht in einem bewegten Medium gebrauchte
Zeit beruhen auf der Hypothese, dass die Mitnahmegeschwindigkeit

des in einem Medium enthaltenen Aethers gleich v 11 -- -j-J ist. Der
Brechungskoefficient n ist aber keine Konstante, sondern er variirt
mit der Farbe des Lichtstrahls und ist in einem doppelbrechenden
Medium nicht derselbe für den ordentlichen und den ausserordent-
lichen Strahl. Es folgt hieraus, dass die Mitnahmegeschwindigkeit
des Aethers nicht dieselbe ist, wenn man einen ausserordentlichen
oder einen ordentlichen Strahl, oder auch zwei Strahlen verschie
dener Farbe betrachtet. Durch hinreichend genaue Versuche konnte
man auch thatsächlich beweisen, dass der ordentliche und der ausser-
ordentliche Strahl nicht in gleichem Maasse mitgenommen werden.
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Auch darf man nicht, wie es Fresnel zu thun scheint, annehmen,
dass die Mitnahmegeschwindigkeit des Aethers .unabhängig von der
Wellenlänge des Lichtes und gleich dem Mittelwerthe aus denjenigen
Werthen ist, die man für unendlich viele verschiedene Wellenlängen
erhält.

Fresnel setzt voraus, dass bei einem durchsichtigen, bewegten
Medium die durch die Bewegung desselben mitgenommene Aether-
masse gleich dem Ueberschuss der in dem bewegten Medium ent
haltenen Masse über die in einem gleichen Volumen der Umgebung
befindliche Masse sei. Nennt man Qa die Dichte des Aethers in
letzterem Fall, Q die Dichte desselben in dem bewegten Medium,
so wird ^— QÜ die Dichte des mitbewegten Aethers sein. Um die
scheinbare Geschwindigkeit der Mitbewegung des in dem bewegten
Medium enthaltenen Aethers zu finden, brauchen wir nur die Ge
schwindigkeit des Schwerpunktes der beiden Moleküle M und M'
zu suchen, deren eines M von der Masse QO in Ruhe bleibt, während
das andere M' von der Masse Q— QO die Geschwindigkeit v des be
wegten Medium besitzt. Bezeichnen wir mit v, die Geschwindigkeit
des Schwerpunktes, so erhalten wir durch Anwendung des Theorems
von den Bewegungsgrossen

(e
—
p„ + e„) »i = (Q — </„)«+ eo x 0 ,

und hieraus

,.!=»..

Nun ist nach der Fresnel 'sehen Theorie, wenn man mit V0
und V die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Lichtwellen in den
Medien von der Dichte QO und Q bezeichnet,

demnach erhält man für die scheinbare Geschwindigkeit der Aether-

bewegung

Es ist dies nur ein kurzer Ueberblick, mit dem man sich
schwerlich zufrieden geben kann, doch wollen wir suchen, die An
schauung Fresnel's durch eine strengere Analyse zu rechtfertigen.
240. Fortpflanzungsgeschwindigkeit in einem bewegten Me

dium. — Man kann sich von der scheinbaren Mitbewegung des
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Aethers Rechenschaft geben, wenn man die Fortpflanzung einer

ebenen Welle in einem bewegten Medium betrachtet, und annimmt,

dass die Verschiebung der Aethermoleküle von der Verschiebung
der materiellen Moleküle abhängt. Bezeichnen wir die .r-Komponenten
der Verschiebungen der Aethermoleküle und der materiellen Mole
küle resp. mit ? und f,

,

so erhalten wir in dem Fall, wo das mate
rielle Medium in keiner fortschreitenden Bewegung begriffen ist, die

folgenden Gleichungen (vgl. § 142):

(D e-g-.«— g + Mfc-0

(2) fc-SJ-M<i-f,).

Nun wollen wir annehmen, dass der Aether sich, in Ruhe be
findet, dass aber das .materielle Medium eine fortschreitende Be

wegung von einer zur Wellenebene senkrechten Geschwindigkeit v

besitzt; als xy-Ebene wählen wir eine zur Wellenebene parallele
Ebene und sehen zu, was aus den vorhergehenden Gleichungen wird.

f, ist nur eine Funktion von z und t; wenn das Medium sich
in Ruhe befindet, ist die Geschwindigkeit des materiellen Moleküls

zur Zeit t gleich -„r1 ; aber in Folge der fortschreitenden Bewegung,

die dieses Medium erfährt, wächst die z-Koordinate der Gleich
gewichtslage des Moleküls in der Zeit dl um v dt. Der Zuwachs
von ?i wird demnach für einen Zuwachs dt der Zeit

und die Geschwindigkeit des materiellen Moleküls hat zur Zeit t

den Werth
SS, , 0f , „" = ~a/- + -r.— V .

Ot 8:

Die Beschleunigung ist zu demselben Zeitpunkt

t/tP _ Cic Oir d:
W == ~Öt~ "8i 'W '

Ersetzt man in diesem Ausdruck «. durch seinen Werth, so
erhält man für die Beschleunigung

*f, e2s, a2&

W~' '~8s8T~

9

fc2
•

Poincarti, Das Licht. jg
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Die Bewegungsgleichung des materiellen Moleküls lautet also
unter Vernachlässigung des Quadrats von v

Diese Gleichung muss an Stelle von (2) treten. Gleichung (1)
reducirt sich bei dem angenommenen Axensystem auf

da f auch nur von z und t abhängt.
Durch Addition der beiden letzten Gleichungen eliminirt man

M und erhält so

(5) <?l
Wir nehmen an, dass M sehr gross ist; Gleichung (4) zeigt

dann, dass M (f— f,) endlich ist. Hieraus folgt, dass ?t— f sehr klein
ist und wir können in erster Annäherung ? = ?, setzen. Gleichung

(5) wird dann

Die Bewegungsgleichung für das Vakuum erhält man aus der
vorigen Gleichung, wenn man pi = 0 annimmt; bekanntlich ist in
diesem Fall die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

v=A -
VQ

Nimmt man an, dass die Lichtbewegung sich in einem ruhen
den materiellen Medium fortpflanzt, so muss man in Gleichung (G)
c = 0 setzen und erhält dann für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
den Werth

l

Der Brechungskoefficient der Substanz ist demnach

— •W p~*~pi

-l »'
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Um die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in dem Fall zu finden,
wo sich das materielle Medium in fortschreitender Bewegung in

Richtung der r-Axe befindet, wollen wir die Gleichung (6) durch
den Werth

zu erfüllen suchen. Wir erhalten dann

woraus folgt

Dieser Werth von V unterscheidet sich wenig von der Fort
pflanzungsgeschwindigkeit in einem unbewegten Medium; deshalb
können wir auf der rechten Seite der vorhergehenden Gleichung

l
V durch seinen angenäherten Werth ~^-

- ersetzen, und erhalten so

e + di (o, + p) VG + ei

oder, da wir die Grossen, welche das Quadrat von » enthalten, ver
nachlässigt haben,

y . 1

Alles geht so vor sich, wie wenn der Aether mit einer Ge
schwindigkeit gleich

mitgenommen würde. Diese Gleichung kann man übrigens schreiben

.(1—!-);\ e+ft/

oder, da n = T/ — - - ,

Man findet also wieder denselben Ausdruck wie bei der Theorie
von Fresnel. Dies ist aber nur eine erste Annäherung, da ?1 — f

19*
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nicht Null, sondern nur sehr klein ist; die Differenz ist von der
Ordnung der Dispersion.

Die Analyse in § 142 zeigt, dass das Verhältniss -j-, das nahe

gleich eins ist, von der Wellenlänge abhängt. Um die Versuche zu
erklären, die, wie wir sahen, für die Geschwindigkeit der Mitbewe

gung v (l j-
l

ergeben, wo n der Brechungskoefßdent für die be

trachtete Farbe ist, muss man annehmen, dass dies Verhältniss für
jede beliebige Farbe unabhängig von v ist; wir kennen aber keine
Theorie, welche diese Annahme rechtfertigt.



Schlußfolgerungen.

241. Bei der Untersuchung aller Erscheinungen haben wir
mehrere Theorien parallel neben einander betrachtet, die gleich gut
die beobachteten Thatsachen erklären. Diese Theorien lassen sich
stets in eine der beiden folgenden Gruppen bringen: diejenigen,
wo die Elasticität des Medium als konstant angenommen wird,
wie bei Fresnel, und diejenigen, bei denen man mit Neu-
mann annimmt, dass die Dichte Q des Aethers konstant ist. Wir
fanden keinen Grund dafür, einer dieser Hypothesen den Vorzug
vor der anderen zu geben. Nur die Erklärung der Aberration durch
theilweise Mitbewegung des Aethers kann zu Gunsten derFresnel'-
schen Hypothese sprechen, denn die Mitbewegung des Aethers setzt
voraus, dass die Dichte des Aethers nicht in allen Medien dieselbe
ist. Doch ist es, wie bemerkt, schwierig, die Aberrationserschei

nungen ausreichend zu erklären, und keine Theorie genügt voll

ständig. Auch hier ist also kein Grund vorhanden, sich für eine
Theorie zu entscheiden.
Die Unmöglichkeit, eine Entscheidung zu treffen, zeigt uns,

dass die mathematischen Theorien der physikalischen Erscheinungen
nur als ein, allerdings sehr werthvolles, Hülfsmittel betrachtet werden
können ; wir dürfen also nicht zu Sklaven derselben werden, sondern
müssen sie verwerfen, wenn sie sich im formellen Widerspruch mit
den Versuchen befinden.

242. Es gibt einen ganz allgemeinen Grund, aus dem
wir zwischen den besprochenen optischen Theorien keine Wahl
treffen können. Bekanntlich sind die Bewegungsgleichungen in
einem elastischen isotropen oder anisotropen Medium linear und
haben konstante Koefficienten. Eine allgemeine Eigenschaft der

Gleichungen dieser Art ist die, dass, wenn ft und ?, zwei Integrale
einer solchen Gleichung darstellen, die Grosse A ?, + B f2 im Allge
meinen ebenfalls eine Losung ist. Wir können also den optischen
Problemen auf unendlich viele Arten genügen.



294 Schlnssfolgerungen.

Ausserdem ist, wie wir sahen, eine der Bewegungsgleichungen
in einem elastischen isotropen Medium

Wenn wir die beiden Seiten dieser Gleichung nach einer be
liebigen Variablen differentiiren, erhalten wir

W = Jr+S«l.
&2 a*

Genügt also eine Funktion der Gleichung (1), so ist dies für
einen beliebigen Differentialquotient dieser Funktion ebenfalls
der Fall.
Bezeichnen wir nun mit f, ij, C die Verschiebungskomponenten

eines Aethermoleküls in der Fresnel'schen Theorie, die den Be
wegungsgleichungen von der Form (1) genügen, so werden dies in
gleicher Weise die Difterentialquotienten s^., £y, s!, y

'x . . . . thun,

und man kann leicht zeigen, dass dies auch mit den Binomen

C
,; —

1
5 1 , ?; — ;;, -,
,'
, —

<
?,
;

der Fall ist.
Nun sind aber bekanntlich die Verschiebungskomponenten eines

Aethermoleküls in der Neumann'schen Theorie mit diesen Binomen
identisch, folglich werden auch sie Losungen der Bewegungsglei
chungen darstellen. Man kann also sicher sein, dass alle Erschei
nungen, die sich durch die Fresnel'sche Theorie erklären lassen,
ebensogut durch die Neu mann 'sehe Theorie erklärt werden können;
auch das Umgekehrte ist natürlich der Fall.
Unter Umständen indessen traten in den Bewegungsgleichungen

variable Konstanten auf, so z. B. bei der Theorie von Sarrau und
bei der Betrachtung der Uebergangsschicht bei der Reflexion. Da

uns aber das Gesetz der Veränderung der Koefficienten vollständig
unbekannt ist, so genügen einige Annahmen, um die Theorie mit
den Versuchen in Uebereinstimmung zu bringen, und wir können
über die Berechtigung der Theorie keine Entscheidung treffen.
243. Die Betrachtung einer besonderen Erscheinung, der

Polarisation durch Beugung, schien eine Entscheidung zwischen
der Theorie von Fresnel und der von Neumann möglich zu
machen. Man glaubte durch Rechnung zu dem Resultat gekommen
zu sein, dass die Drehung der Polarisationsebene in beiden Theorien
nicht denselben Werth hat. Die Rechnungen waren aber sicher un
genau, denn da die Bewegungsgleichungen konstante Koefficienten

haben, so kann, wie wir schon hervorhoben, kein Unterschied
zwischen den Resultaten der beiden Theorien auftreten. Doch wurden
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in Folge dieser Rechmmgen nach dieser Richtung Versuche unter
nommen. Dieselben sind sehr schwierig, da die Ablenkung eines

gebeugten Strahls sehr gering und die daraus entstehende Drehung
der Polarisationsebene ausserordentlich klein ist. Um die Ablen
kung des gebeugten Strahls zu vergrossern, wendete man Gitter an,
aber die Erscheinung wird dann verwickelter, da gleichzeitig Beu

gung und Brechung oder Reflexion auftritt; auch zeigten die Ver
suche weder Uebereinstimmung unter einander, noch mit den Fol
gerungen aus der Theorie von Fresnel oder der von Neumann.
Kürzlich nahm G o u y dieselbe Aufgabe ohne vorgefasste

Meinung wieder auf und erhielt eine beträchtliche Ablenkung des

gebeugten Strahles, indem er die Lichtquelle, welche durch den
Brennpunkt einer Sammellinse gebildet wurde, an den Rand eines
Schirmes brachte. Die Resultate seiner Versuche für den Werth der
Drehung der Polarisationsebene zeigen keine bessere Uebereinstim-
mung mit den beiden Theorien über die Polarisation. Auch die
Theorie der Beugung findet sich nicht bestätigt, denn Gouy stellte
fest, dass die Erscheinungen von der Form des Schirmrandes und
der Natur dieses Schirmes abhingen. Diese Abweichung der Ver
suche Gouy 's von der Theorie Fresnel's darf uns nicht über
raschen, denn wir hoben hervor, dass es unmöglich ist, eine Losung
der Gleichung

J£+«2f— 0

zu finden, die genau den Bedingungen des Problems entspricht.
Die Theorie der Diffraktion, die wir aufstellten, konnte nur ange
nähert genügen, aber die Annäherung ging unter den gewöhn
lichen Bedingungen der Beugungsversuche sehr weit, denn die ver
nachlässigten Grossen sind dann ausserordentlich klein. Dies ist
jedoch nicht mehr bei den Bedingungen der Fall, unter denen
Gouy seine Versuche anstellte.
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