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On vous & sans dowte souvent demandé i quoi servent les mathé-
matiques ot si ces délicates constructions que nous tirons tout entivres
de notre esprit ne sont pas artificielles et enfantdes par notre capriee,

Parmi les personnes qui font cette question, je dois faire une
distinction; les gons pratiques réclament seulement de nous le moyen
de gogner de Vargent. Ceux-li ne méritent pas quon lewr réponde;
c'est & cux plutdt qu'iil conviendrait de demander i quoi bon aceu-
muler tant de richesses et si, powr avoir le temps de les acquériv, il
fant négliger Yart ot In science qui seuls nous font des ames capables
d’en jouir :
et propter vitam vivendi perdere causas.

D'gilleurs une science uniquement faite en vue des applications est
impossible; les vérités ne sont ficondes que si elles sont enchaindes
. les unes oux subres. Bi Von s'attache sentement & celles dont on
attend un résultat immédiat, les anneaux intermédinires mangueront,
ct il o'y aura plus de chaine,

Les hommes les plus dédaigneux de ln théorie y trouvent suns
s'en douter un aliment guotidien; si Von était privé de cet aliment, le
progres sarrdlerait rapidement et nows nous figerions bientot dans
Vimmobilité de la Chine.

Mais cest asses nous occuper des praticions intransigeants. A

edté d'eux, il y o ceux qui sont seulement curienx de In nature ot qui
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nous demandent si nous sommes en étet de la lewr mieux faire
connattre.

Pour leur répondre, nous n'avons qu'i leur montrer les denx mo-
naments déjic ébauchds de In Méeanique Céleste et de la Physique
Mathématique.

Ils nous concéderaient sans doute que ces monuments valent hien
Ia peine qu'ils nous ont cottée. Mais ce wost pas assez.

Les mothdmatiques ont un triple but. Elles doivent fournir un
instrument pour 'étude de la nature.

Muais ce n'est pas tout: elles ont un but philesophigue et, jose
le dire, un but esthétique.

Elles doivent aider le philosophe & approfondir les notions de
nombre, d'espace, de temps.

Et surtout lears adeptes y trouvent des jouissances analogues &
celles que donment la peinture et la musique, Ils admirent la délicate
harmonie des nombres et des formes; ils s'émerveillent quand une dé-
couverte nouvelle leur ouvre une perspective inattendue; et la joie
quiils éprouvent ainsi n'a-t-elle pas le carnctere esthétique, bien que
les sens n’y premnent aucune part? Pen de privilégiés sont appelés i
In gonter pleinement, cela est vrai, mais n'est-ce pas ee gui arrive
pour les arts les plus nobles?

Cest pourquoi je n'hésite pas & dire que les mathématiques méritent
d'étre cultivées pour elles-mémes et que les théories qui ne peuvent
étre appliquées & ln physique doivent l'ibre comme les autres.

Quand méme le but physique et le hut esthétique ne seraient pas
solidaires, nous ne devrions sacrifier ni un ni Yautre.

Mais il y a plas: ces deux buts sont inséparables et le meilleur
moyen d'atteindre l'un c'est de viser l'autre, ou du moins de ne jamais
le perdre de vue. Clest ce que je vais wm'efforcer de démontrer en
précisant la natare des rapports entre la science pure et ses ap-
plications.

Le mathématicien ne doit pas étre pour le physicien un simple

fournisseur de formules; il faut qu'il y ait entre enx une collaboration

plus intime.

Ln physique mathématique et Fanalyse pure ne sont pas- seule-
ment des puissances limitrophes, cntretenant des rapports de bon
voisinage; elles se pénétrent mutuellement et leur esprit est le méme.

Cest ce que Fon comprendra micux guand jaurai montré ce que
Ia physique re¢oit de In mathématique et ce que la mathématique, en
retour, emprunte & In physique.

e T
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Le physicien ne peut demander & lanalyste de lui révéler une
vérité nouvelle; tout au plus celui-ci pourrait-il nider & In pressentir.

Il y « longtemps que personne ne songe plus & devancer lex-
périence, ou i constraire le monde de toutes pitees sur quelques hypo-
theses hitives. De toutes ces comstructions od V'on se complaisait
encore naivement il y a un sieels, il ne veste plus anjourdhui gue
des ruines.

Toutes les lois sont done tirées de Vexpérience; mais pour les
énoncer, il faut une langue spéeisle; le langage ordinaire est trop
pauvre, il est daillears trop vague, pour exprimer des rapports si
délicats, si riches ot si préeis.

Voila donc une premidre raivon pour laquelle le physicien ne
peut se passer des mathématiques; elles lui fournissent la seule langue
qu'il puisse parler.

Et ce n'est pas une chose indifférents qu'unc langue bien faite;
ponr ne pas sortir de la physique, Phomme inconnu qui & inventé le
mot chaleur & voné hien dez générations & lerrewr. On a traité ln
chaleur comme une substance, simplement paree quelle étuit désignée
par un substantif, et on I'a crue indestructible.

En revanche, celui qui a inventé le mot dlectricité a en lo
bonheur immérité de doter implicitement ln physique d’une loi nou-
velle, colle do la conservation de V'électricité, qui, par un pur hasard,
s'est trouvée exacte, du moins jusqu présent.

Eh bien, pour poursuivre la comparuison, les éerivains qui embel-
lissent wne langune, qui ln traitent comme un objet d'art, en font en
méme temps un instrument plus souple, plus apte & rendre les nuances
de In pensée. .

On comprend alors comment Vsnalyste, qui poursuit un but pure-
ment esthétique, confribue par cela méme & créer une langue plus
propre & satisfaire le physicien. |

Mais ce n'est pas tout; la loi sort de l'expérience, mais elle n'en

gort pas immédiatement. L'expérience est individuelle, la loi qu'on en
tire est générale, Vexpdrience n'est gu'approchée, la loi est précise ou
du moins prétend Vétre. L'expdricuce se fait duns des conditions tou-
Jours eomplexes, I'énoncé de la loi élimine ces complications. Clest ce
qu'on appelle ccorriger les errenrs systématiquess.

En un mot, pour tirer la loi de Pexpérience, il funt géndraliser;
c'est une nécessité qui s'impose & Vobservateur le plus cireonspeet.

o
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Mais comment géndraliser? toute vérité particulidre peut évidem-
ment dtre étendue d'une infinité de maniores. Botre ces mille chemins
qui s'ouvrent devant nous, il faut faire un choix, au moins provisoire;
dans ce choix, qui nous guidera?

Ce une pourrn &tre que Uanalogie. Mais que ce mot est vagne!
L'homme primitif ne connait que les analogies grossivres, celles qui
frappent les sens, celles des couleurs ou des soms. Ce n'est pag hui
qui auratt songé & rapprocher par exemple lo lumitre de la chaleur
rayonuante,

Qui nous & appris i connnitre les analogies véritables, profondes,
celles que les youx ne voient pas et que In raison devine?

C'est l'esprit mathématique, qui dédaigne lo matidre pour ne s'at-
tacher qud la forme pure. Clest Ilui qui nous a enseigné & nommer
du wméme nom doe tres qui pe different que par la matitre, & nom-
mer du méme nom par exemple In multiplication des quaternions et
colle des nombres entiers.

Si les quaternions, dont je viens de parler, n'avaient 6 si
promptement utilisés par les physiciens anglais, bien des personnes
n'y verraient sans doute qu'une réveric oiseuse, et pourtunt, en nous
apprenant & rapprocher ce que les apparences séparent, ils nous
nursient déji rendus plus aptes i pénétrer les secrets de la nature.

Voild les services que le physicien doit attendre do Vanalyse, mais
pour gque cette science puisse les lui rendre, il faut qu'elle soit cultivée
de la fagon In plus large, sans préoccupation immédiate d'utilits, il
faut que le muthématicien ait travaillé on artiste.

Ce que nous lui demandons c'est de nous aider i voir, & discerner
notre chemin duns le dédale qui s'offre & nous. Or celui qui voit le
mieuy, c'est celui qui s'est élevé le plus haut.

Les exemples abondent, et je me borners. aux plus frappants.

Le premier nous montrern comment il suffit de changer de
langnge pour apereevoir des généralisations qu'on n'avait pas d'abord
soupgonnées.

Quand Ia loi de Newton s'est substitude & celle de Képler, on ne
connaissait encore que le mouvement clliptique. Or, en ee qui con-
cerne ¢e mouvement, les deux lois ne différent que par la forme; on
passe de I'une it I'sutre par une simple différentiation.

Bt cependant de la loi de Newton, on peut déduire, par une
généralisation immédiate, tous les effets des perfurbations et toute la
méeanique céleste. Jamais an contraire, si 'on avait conservé I'énoned
de Képler, on n'surait regurdé les orbites des planctes troublées, ces
courbes compliquées dont personne n'a jamais éerit Péquation, eomme
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les généralisations naturelles de lellipse. Les progrés des observetions
n'uuraient servi qu's faive croire au cheos.

Le second exemple mérite également d'dtre médité.

Quand Maxwell & commeneé ses travaux, les lois de D'éleetro-
dynamique admises jusqu' lui rendeient compte de tous les fuits con-
wus, Ce n'est pns une expérience nouvelle qui est venue les infirmer.

Muis en les cnvisageant sous un biais nouvenu, Maxwell n re-
connu que les dguutions deviennent plus symétriques quand on y
ajoute un terme, ot d'antre part ce terme était trop petit pour produire
dos effets appréciables avee les méthodes anciennes.

On sait que les vies & priori de Maxwell ont attendu vingt ans
une confirmation expérimontale; ou st vous aimez mieux, Maxwell o
devancé de vingt ans Vexpérience.

Comment ce triomphe a-t-il éié obtenu?

Cest que Maxzwell était profondément imprégné du sentiment de
la symétrie mathémaetique; en aursit-il été de méme, si d'antres n'avaient
avant lui recherché cette symétrie pour sa beauté propre?

C'est que Maxwell éfnit habitué & epenser en vectewrs» et pour-
tant ei les veeteurs se sont introduits dans Panelyse, clest pur la
théorie des imaginaires. Bt ceux qui ont inventé les imaginairves ne se
doutaiont guere du parti quon en tirernit pour Udtude du monde véel;
le nom qu'ils leur ont donné le prouve suffisamment.

Maxwell en un wmot n'était peut-étre pas un habile analyste, mais
cette babilet¢ n'aurnit été pour lui qu'un bagage inutile et genant.
Au contrnire il avait au plus haut degré le sens inthme des anu-
logies mathématiques. C'est pour cele qu'il o fuit de honne physique
mathématique.

L'exemple de Maxwell nous apprend encors autre chose.

Comment faut-il traiter les dquations de la physique mathéma-
tiquo? devons-nous simplement en déduire toutes les conséquences, cb
les regarder comme des réalités intangibles? Loin de li; ce qu'elles
doivent nous apprendre surtout, c'est ce qu'on peut et co qu'on doif
y changer. Clest comme cela que nous en tirerons quelque chose
Futile, | |

Le troisitme excmple va nous moutrer comment nous pouvons
apercevoir des analogies mathématiques entre des phénomenes qui n'ont
physiquement aucun rapport mi apparent, ni réel, de telle sorte que
les lois de l'vu de ces phénoménes nous aident & deviner celles de
Fautre.

Une méme équation, celle de Laplace, se rencontre dans la théorie
de Vattraction newtonicnne, dans celle du mouvement des liquides,
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dans celle du potentiel électrique, dans celle du magnétisme, dans celle
de la propagation de lu chaleur et dans bien d'auires encore.

Qu'en résulte-t-il? Ces théories semblent des images cnlqudes
Pune sur l'nutre; elles w'éclairent mutuelloment, en s'emprontant leur
langage; demandez aux électriciens g'ils ne se félicitent pas d’avoir in-
venté le mot de flux de force, suggéré par Vhydrodynamigue et Ia
théorie de la chaleur.

Ainst les analogies mathématiques, non seulement peuvent nous
faire pressentir les analogies physiques, mais encore ne cessent pas
d'étre utiles, quand ces derniéres font défaunt.

En vésumé le but de In physique mathématique n'est pas seule-
ment de faciliter au physicien le calenl numérique de certaines con-
stautes ou Uintégration de certaines dquations différentiolles.

Il est encore, il est surtout de lui faire connaitre Vharmouie
cachée des choses en les lui faisant voir d'un nouvean biais,

De toutes les parties de Panalyse, ce sont les plus élevées, ceo
sont les plus pures, pour ainsi dire, qui seront les plus fécondes entre
les mains de ceux qui savent s'en servir.

I

Voyons maintenant e¢e quo l'analyse doit & la physique.

I fandrait avoir complétement oublié I'histoire de ln seience pour
ne pas se rappeler que le désir de connaitre la nature a eu sur le
développement des mathématiques influence Is plus constanto et In
plus heurouse.

En premier lien, le physicien nous pose des problémes dont il
attend de nous lu solution. Mais en nous les propesant, il nous a
payé largement d'avance le service que nous powrroms Ilui rendre, si
nous parvenons i les résoudre.

Si lon veut me permettre de poursnivre ma comparaison avee
les beaux-arts, le mathématicien pur qui oublierait Yexistence du
monde extérienr, sernit sembluble & un peintre qui saurait harmonieuse-
ment combiner les couleurs ot les formes, mais. & qui les modeles
foraient défaut. Ba puissance créntrice serait bientdt tavie.

Les combinaisons ¢ue pouvent former les nombres et les symboles
sont une multitude infinic. Dans eotte multitude, comment choisivons-
nous eelles qui sont dignes de retenir notre attention? Nous laisserons-
nous uniquement guider par notre caprice? Ce caprice, qui lui-méme
dailleurs ne tavderait pas & se lasser, nous entrainorait sans doute bien
loin les uns des zutres et nons cesserions promptement de nous entendre
entre nous.
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Muis ce n'est I& que le potit cOté de la question.

Lo physique nous empéchora sans douto de nous dgarer, mais elle
nous présorvern nussi d'un danger bien plus redoutable; elle nous
ompéchera de touwsner sans cesse dans le méme corcle.

L'histoire le prouve, la physique ne nous a pas seulement foreés
de choisir entre les probldmes qui se présentnient on foule; elle nous
en & imposé auxquels nons n'purions jameis sougé sans olle.

Quelque varide que soit limagination de homme, lu nature est
mille fois plus riche encore. Pour la suivre, nous dovons prendre dos
chemins que nous avious ndgligés ot ces cheming nous conduisent
gouvent i des sommets d'odt nous découvrons des paysages nouveaux.
Quoi de plus utile!

Il en est des symboles mathématiques comme des réulités physiques;
c'est on comparant les uspects différents des choses que nous pourrons
on comprendre Pharmonie intime, qui seule est belle ot par conséquont
digne do nos cfforis.

Lo promicr oxemplo que jo citorai est tellement ancion qu'on sorait
tenté de Voublier; il w'en est pas meins le plus important de tous.

Le seul objet naturel de la pensde mathdmutique, cest e nombre
entior. C'est le monde extérieur «ui nous a imposé le conting, quo
nous avons inventé sang doute, mais qu'il nous « foreés & invonter.

Sans lui il 'y aursit pas d'analyse infinitésimale; toute la science
mathdmatique se réduirait & larithmétique ou & la théorie des sub-
stitutions.

Au contraire nous avons consacré & I'étude du continu presquo
tout notre tomps et toutes nos forces. Qui le regrettera; qui croira
que co tomps ot ces forcos ont été perdus?

L’analyse nous déroule des perspectives infinies que Parithmnétique
no soupconne pas; elle vous montre d'un coup d'ail un ensemble
grandiose, dont Fordounance est simple et symétrique; au contraire,
dans I théorie des nombres, ot yégne Vimpréva, In vue est pour aiusi
dive arrétée @ chaque pas.

Sans doute on vous dira qu'en debors du nombre entier, il n’y a
pas de rigueur, ok par conséquont pas de vérité mathématique; que
partout il se cache, ¢t qu'il faut s'offorcer de rendro transparents les
voiles qui le dissimulent, dOt-on pour cola se résigner & d'intor-
minables redites.

Ne soyons pas si puristes et soyons reconneissants ru continu qui,
si tout sort du nombre entier, était seul capable d'en faive lanf sortir.

Ai-je besoin d'ailleurs de rappeler que M. Hermite a tiré un purti
surprenant de V'introduction des varisbles continues dans ln théorie
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des nombres? Ainsi le domaine propre du nombre enticr est envahi
lui-mdme of cette invasion u établi Fordre, I8 ot rédgnait le ddsordre.

Voild co que nous devons au continu et par conséquont & ls
nature physique. .

La sérioc de Fourier est un instrument précieux dont Panalysto
fuit un usago conbinuel; si Fourier a inventde, c'est pour résoudre un
probleme de physique. Bi ee problimo ne #'était posé naturcllement,
on waurait junais osé rendre an discontine ses droits; on aurait long-
temps cncare vegardé los fonctions continues comme les seules fonctions
véritables.

La notion de fonction s'est par Iy considérabloment étendue ot a
regu de quelques analystes logiciens un développoment impréva. Ces
anelystes so sont ainsi uvenfurds duns des régions ol rigne Vabetraction
In plus pure ct se sont éloignés autant qu'il est possible du monde
réel. Clest copendant un probléme de physique qui leur en a fowrni
Yoceasion.

Dorritre la série de Fourior, d'autres séries analogues sont entrdes
daus lo domaine de Tanalyse; olles y sonb entrées par la méme porte;
elles ont été imagindes on vue des applications. Il me suffirs do citor
celles qui ont pour éléments los fonctions sphériques, on les fonctions
de Lumé,

Lu théorie des dquatione sux dérivées partiolles du second ordre
# ou une histoire analogue; cllo gest dévoloppée surtout par et pour
lw physique.

Si les analystes s'étaient abandonnés i lours tendauces naturolles,
voiei probablement comment ils auraient envisagé ces équations et
commont ils auraient choisi les conditions aux limites.

Supposons par exemple une équation entre doux variables z ot g
et nne fonction F* de eces deux variables. Ils se serniont donné F' ot

.
“= pour x==0. Clst cc qu's fait par exemple M= de Kowalovski
dans son célebre mémoire.

Mais il y & une foule d'autres manidres de poser le probleme.
On pent se donner F tout le long d'un contour fermé, comine dans
- lo probléme de Dirichlet, ou se donner le rapport de I & %{E comme
dans la théorie de la chaleur.

Toutes ces fagons de poser le probléme, c'est & la physique que
nous les devons. On peut donc dire que sans elle, nous ne connaitrions
pas les équations aux dérivées partielles.

Il est inutile de multiplier les exemples. Jen ni dit assez pour
pouveir conclure: quand les physiciens nous demandent la solution



A. Vortriige der ersten Hauptveraunmlung. K}

d'un probleme, ¢o west pas une corvée qu'ils nous imposent, c'est nous
auw contraire qui lewr devons des rvemerciments.

IV.

Mais ce n'est pas tout; la physigue ne nous donne pus sculement
Poceasion de résoudre des problemes; elle nous aide & en trouver les
moyens, et cela de deux maniéres.

Ello nous fait pressentir la solution; elle nous snggere des raisonne-
wents,

Fai parlé plus haut de I'équation de Lauplace gue lon rencontre
duns une foule de théories physiques fort éloignées les unes des autres.
On lIa retrouve en géométrie, dans lu théorie de In représentation con-
forme ot en analyse pure, dang celle dos hnaginaives.

De cette fagon, dans l'étude des fonetions de variables complexes,
Ianalyste, & coté de limage géomdtrique, qui est son instrument
habituel, trouve plusieurs images physiques dont il peut faire usage
avee le méme succes.

(Giriice it ces images, il peut voir d'un coup d'wil ce que la déduetion
pure ne lui montrernit que successivement. Il russemble ainsi les
éléments dpars de la solution, et par une sorte d'intuition, devine
avant de pouvoir démontrer.

Deviner avant de démontrer! Ai-je besoin de rappeler que cest
sinst que se sont faites toutes les découvertes importantes?

Combien de vérités que les unalogies physiques nous permettent
de pressentir et gue nous ne sommes pas cncore en état d'établir par
un raisonnement rigoureux!

Poar exemple, la physique muthématique introduit un grand nombre
de développements en séries. Ces développements convergent, per-
sonne n'en doube; mais In certitude mathématique fait défunt.

Ce sont autant de conquites assurées pour les chercheurs qui
viendronb aprés wous.

La physique, d'auntre part, ne nous fournit pas sculement des
solutions; elle nous fournit encore, dans une certuine mesure, des
raisonnements. ‘

Il me suffire de rappeler comment M. Klein, dans une question
relativo nux surfuces de Riemnun, a eu recours aux propriétés des
courants électriques.

Il est voui que les raisonnemncnts de ee genre ne sont pas
rigoureux, au sens que lanalyste attache & ce mot.

Et, & ce propos, une question se pose: comment une démonstra-
tion, qui n'est pas assez rigourcuse pour l'unalyste, peut-elle suffire an
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physicien? II semble quil ne peut y aveir deux rigueurs, que Ia
rigueur est ou n'est pas, et que, li od elle nest pas, il ne peut y avoir
de raisonnement. On comprendra micux ce paradoxe apparent, en se
rappellant dans quelles eonditions le nombre s'applique aux phénomenes
naturels.

D'ot proviennent en général les difficultés que l'on rencontre
quand on recherche la rigneur? Ou s'y heurte presque toujours en
voulant établir que telle quantité tend vers telle limite, ou que telle
fonetion est continne, on gu'clle n tne dérivée,

Or les nombres que le physicien mesure par Vexpérience ne lui
sont jamais connus quapproximativement; ef, d’autre part, une fonction
quelconque differe fowjours aussi peu que lon veut d'une fonction
discontinue, et en méme tempe olle differe amssi pen que Yon veut
d’ane fonction continue.

Le physicien peut donc supposer & son gré, que la fonetion
étudide est continue, ou quelle est discoutinue; qu'elle & une dérivde,
ou quelle n'en a pas; et cela sans erninte d'étre jamais contredit, ni
par expérience actuelle, nt par aucune expérience future. On congoit,
quavee cette liberté, il se joue des difficultés qui arrétent l'mnalyste.

I peut toujours raisonner comme si toutes les fonctions qui
s'infroduisent dans ses caleuls étaient des polyndmes entiers,

Ainsi T'apercu qui suffit & la physique west pas le raisonnement
quexige l'analyse. I ne sen suit pas que l'un ne puisge aider &
trouver P'nutre.

On a déjiv transformé en démonstrations rigourenses tant d'aperpus
physiques que cette transformation est anjourd’hui facile.

Les exemples abondernient si je ne craignais, en les citant, de
futiguer votre attention et si cette conférence n'était déjn trop longue.

Jespere en avoir assez dit pour montrer que Panalyse pure et
ln physique mathématique peuvent se servir Fune l'sutre sans se faire
Fune & Pautre umcun sacrifice et ue chacune de ces denx sciences doit
se réjouir de tout ce qui éleve son assoeide,
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