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Sur tes rapports de t'unatyse pure et de la physique

ma.tMm&tiqac.

Par

H. PontCAKÉà Par:)!.

I.

On vous a sans doute souvent demandé il quoi servent les mathe
matiques et si ces délicates constructions que nous tirons tout entières
de notre esprit no sont pas artificielles et enfantées par notre caprice.

Parmi tes personnes qui font cette question, je dois faire une

distinction; les gens pratiques reclament seulement de nous le moyen
de gagner de l'argent. Ceux-ta ne méritent pas qu'on leur réponde;
c'est à eux plutôt qu'il conviendrait de demander a quoi bon aeen'
ma!er tant de richesseset si, pour avoir le temps de les acquérir, il
faut négliger l'art et la science qui seuts nous font des âmes capables
d'en jouir

et prepto-fitam vivendipefttMMcausas.

D'ailleurs une science uniquement faite en vue des applicationsest

impossible; les vérités ne sont fécondes que si elles sont enetMMnees
tes unes aux antres. Si t'en s'attache seulement celles (tout on
attend immédiat, les anneaux intermédiaires manqueront,
et il n'y aura p!us de chaîne.

Les hotomes les plus dédaigneux de la théorio y trouvent sans
s'en douter un aliment quotidien; si t'en était privé de cet aliment, le

progrès s'an-cteratt rapidement et nous nous agerions bientôt dans
l'immobilité de la Chine.

Mais c'est assez nous occuper des praticiens intransigeante A
côté doux, il y a ceux qui sont seulement curieux de la natur.' t.t qui"ot_ ."0



82 !L Tci!: WtMemchftfUicheVortdtgc.

nous demandent si nous sommes en état de la leur mieux faire

connaitre.

Pour leur répondre, nous n'avons qu'a leur montrer les deux mo-

numents déjà ébauches de la Mécanique Céleste et de la Physique

Mathématique.
Ils nous concéderaient sans doute que ces monuments valent bien

la peine qu'ils nous ont coûtée. Mais ce n'est pas assez.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir un

instrument pour l'étude de la nature.

Mais ce n'est pas tout: elles ont un but philosophique et, j'ose
le dire, un but esthétique.

Elles doivent aider le philosophe & approfondir les notions de

nombre, d'espace, de temps.
Et surtout leura adeptes y trouvent: des jouissances analogues &

celles que donnent la peinture et la musique. Ils admirent la délicate

harmonie des nombres et des formes; ils s'émerveillent quand une dé-

couverte nouvelle leur ouvre une perspective inattendue; et la joie

qu'ils éprouvent ainsi n'a-t-elle pas le caractère esthétique, bien que
les sens n'y prennent aucune part? Peu de privilégiés sont appelés &

la goûter pleinement, cela est vrai, mais n'est-ce pas ce qui arrive

pour les arts les plus nobles?

C'est pourquoi je n'hésite pas &dire que les mathématiques méritent

d'être cultivées pour elles-mêmes et que les théories qui ne peuvent
être appliquées & la physique doivent l'être comme les autres.

Quand même le but physique et le but esthétique ne seraient pas

solidaires, nous ne devrions sacrifier ni l'un ni l'autre.

Mais il y a plus: ces deux buts sont inséparables et le meilleur

moyen d'atteindre l'un c'est de viser l'autre, ou du moins de ne jamais
le perdre de vue. C'est ce que je vais m'efforcer de démontrer en

précisant la nature des rapports entre la science pure et ses ap-

plications.
Le mathématicien ne doit pas être pour le physicien un simple

fournisseur de formules; il faut qu'il y ait entre eux une collaboration

plus intime.

L<t physique mathématique et l'analyse pure n6 sont pas seule-

ment des puissances limitrophes, entretenant des rapports de bon

voisinage; elles se pénètrent mutuellement et leur esprit est le même.

C'est ce que l'on comprendra mieux quand j'aurai montré ce que
la physique reçoit de la mathématique et ce que la mathématique, en

retour, emprunte it la physique.
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n.
Le physicien ne peut demander 11.l'analyste de lui révéler une

vérité nouvelle; tout au plus cetui-ci pourrait-il l'aider & la pressentir.
Il y a longtemps que personne ne songe plus a devancer l'ex-

périence, ou a construire le monde do toutes pièces sur quelques hypo-
thèses hMves. De toutes ces constructions o& l'on se complaisait
encore naïvement il y a un siècle, il ne reste plus aujourd'hui que
des raines.

Toutes les lois sont donc tirées de l'expérience; mais pour les

énoncer, il faut une langue spéciale; le langage ordinaire est trop

pauvre, il est d'ailleurs trop vague, pour exprimer des rapports si

délicats, si riches et si précis.
Voita donc une première rai'mn pour laquelle te physicien ne

peut se passer des mathématiques; elles lui fournissent la seule langue

qu'il puisse parler.
Et ce n'est pas une chose indifférente qu'une tangue bien faite;

pow ne pas sortir de ts physique, l'homme inconnu qui a inventé le

mot c&o~etM'a voué bien des générations ù t'erreur. On a traite ht

chaleur comme une substance, simplement parce qu'elle était désignée

par un substantif, et on t'a crue indestructible.

En revanche, celui qui a invente te mot e~/M'pt/c a eu le

bonheur immérité de doter implicitement ta physique d'une loi nou-

velle, celle de la conservation de t'eteetrieite, qui, par un pur hasard,
s'est trouvée exacte, du moins jusqu'à présent.

Eh bien, pour poursuivre la comparaison,les écrivains qui onbet-

lissent une langue, qui la traitent comme un objet d'art, en font en

même temps un instrument plus souple, plus apte &rendre les nuances
de la pensée.

On comprend ators comment t'anatyste, qui poursuit un but pure-
ment esthétique, contribue par cela même à créer une langue plus

propre à satisfaire le physicien.
Mais ce n'est pas tout; la loi sort de l'expérience, mais elle n'en

sort pas immédiatement. L'expérience est individuelle, la loi qu'on en

tire est générale, l'expérience n'est qu'approchée, la loi est précise ou

du moins prétend t'être. L'expérience se fait dans des conditions tou-

jours complexes, t'énonce de la loi élimine ces complications. C'est ce

qu'on appelle < corriger les erreurs systématiques:.
En rut mot, pour tirer la loi de l'expérience, il faut généraliser;

c'est mw nécessite qui s'impose a l'observateur le plus circonspect.
C
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le- ,Je. -.1" 1Maiscommentgénéraliser' toute veriMparticulièrepeut évidem-
ment i'tre étendued'une infinitéde manières.Entrecesmittechemins

qui s'ouvrentdevantnous,il tttut faire un choix,ait moinsprovisoire;
dansce choix,qui nous guidera?

Ce ne pourra être que l'analogie. Mais que ce mot est vague!
L'hMnmeprimitifne eonnaitque les analogiesgrossières,cottesqui
frappent les sens, celles des eouk'Hrson des sons. Ce n'est pas lui

qui aurait songé tt rapprocherpar exempteht lumièrede la chatcut-

rityonuattte.
Qui nous a appris it eonn<uh-eles anatogiesvéritables,profondes,

cellesque les yeux ne voientpas et que!a raisondevine?
C'est l'esprit mathématique,qui dédaignela matièrepour nes'at-

tacher qu'à la forme pure. C'est lui qui nousa enseignéà KomnMr
du mêmenom d~ ctres qui ne din~rentque par la matière, à nom-
mer du ntêmenom par exempleta multiplicationdes quaternionset
celledes nombresentiers.

Si les quaternions, dont je viens de parler, n'avaient été si

promptementutitises par les physiciensanglais, bien des personnes
n'y verraientsans doute qu'unerêverieoiseuse,et pourtant, en nous

apprenant n rapprocherce que les apparencesséparent, ils nous
auraientdéjà rendusplus aptesa pénétrerles secretsde la nature.

Voilàles servicesque le physiciendoit attendrede i'tmatyse,mais

pour que cette sciencepuisseles lui rendre,il fautqu'ellesoit cultivée
de la tacon la plus large, sans préoccupationimmédiated'utilité, il
faut que te mathématicienait travailleon artiste.

Ce que nou~lui (lemandonsc'estde nousaidera voir, &discerner
notre chemindans le dédalequi s'onretenous. Or celui qui voit le

mieux,c'est celui qui s'est élevéte plus haut.

Les exemplesabondent,et je me bornent auxplus frappants.
Le premier nous montreracomment il suffit de changer de

langagepour apercevoirdes généralisationsqu'on n'avaitpas d'abord

soupçonnées.
Quant!ta loi de Newtons'est substituéeà cettede Képler,on ne

connaissaitencoreque le mouvementelliptique. Or, en ce qui con-
cernace mouvement,les deuxlois ne différentquepar la ibnne; on

passede l'une à l'autre par unesimpledinerentiation.
Et cependantde la loi de Newton, on peut déduire, par une

généralisationimmédiate,tous les effetsdes perturbationset toute la

mécaniquecéleste.Jamais au contraire,si l'on avait conservet'éNonce
de Kepler, on n'aurait regardeles orbitesdes planètestroublées,ces
courbescompliquéesdont personnen'a jamaisécrit t'equtttioo,comme
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tM généralisations naturelles de t'otlipse. Les progrès des observations

n'auraient servi qu'à faire croire KMchaos.

Le second exemple mérite également d'être médité.

Quand Maxwell :t commence ses travaux, tes lois de l'électro-

dynamique admises jusqu'à lui rendaient compte de tous les iaits con-

nus. Ce n'est pas une expérience nouvelle qui est venue les infirmer.

Mais en tes envisageant sous un biais nouveau, Maxwell tt re-

connu que tes équations deviennent plus symétriques quand on y

ajoute un terme, et d'autre part ce terme était trop petit pour produire
<toseffets apprëeiabtes avec les méthodes anciennes.

On sait que tes vues a priori de Maxwell ont attendu vingt ans

une confirmation expérimentale; ou si vous aimez mieux, Maxwell a

devance de vingt ans l'expérience.
Comment ce triomphe a't it été obtenu?̀?

C'est que Maxwell était profondëmott imprègne du sentiment de

la symétrie mathématique; en aurait-il été de mémo,si d'autres n'avaient

avant lui recherche cette symétrie pour sa beauté propre?
C'est que Maxwell était habitué a «penser en vecteurs~ et pour-

tant si les vecteurs se sont introduits dans l'analyse, c'est pur la

théorie des imaginaires. Et ceux qui ont inventé tes imaginaires ne se

doutaient guère du parti qu'on eu tirerait pour l'étude du monde réel;
le nom qu'ils leur ont donné le prouve suffisamment.

MaxweU on un mot n'était peut-être pas un habite analyste, mais

cette babilotM n'aurait été pour lui qu'un bagage inutile et gênant.
Au contraire il avait au plus haut degré le sens intime des ana-

logies mathématiques. C'est pour cela qu'il a tait de bonne physique

mathématique.

L'exemple de Maxwell nous apprend encore autre chose.

Comment faut-il traiter tes équations de la physique mathéma-

tique? devons-nous simplement en déduire toutes les conséquences, et

les regarder comme (les réalités intangibles? Loin de là; ce qu'eites
doivent nous apprendre surtout, c'est ce qu'on peut et ce qu'on doit

y changer. C'est comme cela que nous en tirerons quelque chose

d'utito.

Le troisionc exemple va nous montrer comment nous pouvons

apercevoir des analogies mathématiques entre des phénomènesqui n'ont

physiquement aucun rapport ni apparent, ni rëet~ do telle sorte que
les lois de l'un de ces phénomènes nous aident à deviner celles de

l'autre.

Une même équation, celle de Laplaee, se rencontre dans ta théorie

de t'attraction newtonienne, dans celle du mouvement des liquides,
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danscelle du potentielélectrique,danscolledu magnétisme,dans celle

de la propagationde lu chaleuret dansbien d'autresencore.

Qu'en resalte-t-it? Ces théories semblentdes images catquees
l'une sur l'antre; elles s'éclairentmutuellement,en s'empruntantleur

langage;demandezaux électricienss'ils no se félicitentpas d'avoirin-

vente le mot de iiax de force, suggérépar l'hydrodynamiqueet la

théoriede la chaleur.

Ainsi les analogiesmathématiques,non seulementpeuvent nous

faire pressentirles analogiesphysiques,mais encorene cessent pas
d'être utiles, quandces dernièresfont défaut.

En résumele but de la physiquemathématiquen'est pas seule-

ment de faciliterau physicienle catcatnumériquede certainescon-

stautesou l'intégrationde certaineséquationsdifférentielles.

H est encore, il est surtout do lui faire connaitret'harmonie

cachéedes chosesen les lui faisantvoird'un nouveaubiais.

De toutes les parties de l'analyse,ce sont les plus élevées, ce

sont les plus pures, pour ainsi dire,qui serontlesplus fécondesentre

les mainsde ceuxqui savents'en servir.

m.

Voyonsmaintenantce que l'analysedoit la physique.
JI iaudraitavoir complètementoubliél'histoiredo ht sciencepour

ne pas se rappelerque le désir de connaîtrela nature a ou sur le

développementdes mathématiquesl'influencela plus constanteet la

plus heureuse.

En premierlieu, le physiciennouspose des problèmesdont il

attend de nous ht solution. Maisen nous tes proposant,il nous ?

payé largementd'avancele serviceque nous pourronslui reudrc, si

nousparvenonsù les résoudre.

Si l'on veut me permettrede poursuivrema comparaisonavec

tes beaux-arts, le mathématicienpur qui oublierait l'existencedu

mondeextérieur,sentit setnbhtbteit unpeintrequi sauraitharmonieuse-
ment combinerles couleurset les formes, mais.it qui les modèles

feraientdetaut. Stt puissancecréatriceseraitbientôttarie.

Les combinaisonsque peuventformerles nombreset les symboles
sont une multitudeinfinie. Danscottemultitude,commentchoisirons-

nouscellesqui sontdignesde retenirnotreattention? Nouslaisserons-
nousuniquementguider par notre caprice? Cecaprice,qui lui-même

d'ailleursne tarderaitpas &se lasser,nousentramorititsansdoat~bien

loinlesuns desautreset nouscesserionspromptementde nousentendre
entre nous.
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Maisce n'est ta que le petit côté de la question.
La physiquenousempêcherasans doutedenouségarer,maiselle

nous préserveraaussi d'un danger bien plus redoutable;oMenous

empêcherade tournersans cessedans le mentecercle.

L'histoirele prouve,la physiquene nousa pas seulementforcés

de choisirentre les problèmesqui se présentaienton toute; elle nous

en a imposéauxquelsnous n'aurionsjamaissongesanselle.

Quelquevariéeque soit l'imaginationde l'homme,ta nature est

millefois plus richeencore. Pour la suivre,nousdevonsprendredes

cheminsque nous avions négliges et ces cheminsnous conduisent

souventa des sommetsd'o~ nous découvronsdes paysagesnouveaux.

Quoide plus utile!

Il enest dessymbolesmathématiquescommedest'éditesphysiques;

c'eston comparanttesaspectsdi<ierentsdes chosesquenouspourrons

en comprendrel'harmonieintime,qui seuleest belleet par conséquent

dignedo nos otforts.

Le premierexempleque je citeraiest tellementancienqu'onserait

tente de l'oublier;il n'en est pas moins le plus importantde tous.

Le seul objetnatureldo la penséemathématique,c'est le nombre

entier. C'est le mondeextérieurqui nousa imposéle continu,que

nousavons inventéaansdoute, maisqu'il nousn forcés&inventer.

Sans lui it n'yaurait pas d'analyseinnnitesimate;toute !a.science

mathématiquese réduiraitMl'arithmétiqueou à la théoriedes sub-

stitutions.

Au contrairenousavons consacréMl'étudedu continupresque

tout notre temps et toutes nos forces. Qui k regrettera;qui croira

que ce tempset ces foreesont été perdus?

L'MMttysenousdéroutedes perspectivesinfiniesque l'arithmétique

no soupçonnepas; elle vous montre d'un coup d'o&iiun ensemble

grandiose,dont t'ordonnanceest simpleet symétrique;au contraire,

dansta théoriedes nombres,où règne l'imprévu,ta vueest pourainsi

dire arrêtée&chaquepas.
Sansdoute on vousdira qu'ondehorsdu nombreentier, il n'y aa

pas d&rigueur,et par conséquentpas de vérité mathématique;que

partout il se cache,et qu'il faut s'eSbrcerde rendre transparentsles

voiles qui le dissimulent,dût-on pour cela se résignera d'intor-

minablesredites.

Ne soyonspas si puristeset soyonsreconnaissantsau continuqui,

si ?«<sort du nombreentier, était seul capabled'en faire tant sortir.

Ai-je besoind'ailleursde rappelerqueM.Hermitea tiré un parti

surprenantde l'introductiondes variablescontinuesdans la théorie
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(tesnombres?Ainsi ta domainepropredu nombreentier est envahi
lui-mêmeet cette invasionetabti l'ordre,? of! régnaitle desordre.

Voita ce que nous devonsait continuet par conséquentà la
naturephysique.

Lit sériede Fourier est un instrumentprécieuxdont t'anatysto
fait un usitéecontinuel;si Fouriert'a inventée,c'est pourrésoudreMM

probtemodo physique. Si ce problèmene s'était posénaturellement,
on u'aunHtjamaisosé rendreau discontinusesdroits; on aurait long-
tempsencoreregardétes fonctionscontinuescommetesseulosfonctions
véritables.

Lit notionde tbnctions'est par !&consideraMementétendueet a

rc<u de quelquesanatystestogicieManu développementimprévu. Ces

analystesse sontainsidentures dtmsdesrégionsoa règnet'ttbstntction
la plus pure et se sont éteignestmtttntqu'il est possibbdu monde
réel. C'esteependfmtun proMemedophysiquequi leur en iburHi
roccasion.

Derrieroht série de Fourier,d'autressériesiumtoguossont entrées
dans le domainede t'anittysc;ellesy sontentréespar ta metnoporte;
ellesont été imaginéeson vuedesapplications.H masuffirade citer
cellesqui ont pour élémentsles fonctionssphériques,ou los fonctions
de Lame.

Lit théoriedes équationsaux dérivéespurtioUes<!usecondordre
:t ou une histoireana!ogue;elle s'est développéesurtout par et pour
ta physique.

Si les analystess'étaientabandonnésà leurs tendancesnaturelles,
voici probablementcommentils auraientenvisagéces équations et
commentils auraientchoisiles conditionsaux limites.

Supposonspar exempleuneéquationontredeux variaMes et y
et une fonction de ces deuxvariables.Ils se seraientdonne2**et

pour ;e ==0. C'est ce qu'a fait par exempleM* de Kowatovstd

dans son célèbremémoire.
Mais il y a une foule d'autresmanièresde poser le problème.

On peut se donner2'' tout le long d'uncontourfermé, commedans

te proMemede Diriehlet,ott se donnerte rapportde F &die comme

dans la théoriede la chaleur.

Toutesces façonsde poserle problème,c'est à la physiqueque
nousles devons.Onpeut doncdirequesanselle,nousne connaitrions

pas les équationsaux dérivéespartielles.
JI est inutile de multiplierles exemptes.J'en ai dit assezpour

pouvoir conclure:quand les physiciensnous demandentta solution
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d'un probtoue, ce n'est pas une corvée qu'ils nous imposent, c'est nous

au eoutruiro qui leur devons des remercmMnts.

IV.

Mais ce n'est pas tout; !a physique ne nous donne pas seutoment

t'occasion de résoudre des probiëmes; elle nous (tide à en trouver les

moyens, et eeht de deux manières.

Elle nous tait pressentir lit sotution; elle nous suggère des raisonne-

ment!}.

J'ai parlé p!us haut de l'équation de Laplace que t'un rencontre

dnns une foule do théories physiques fort éloignées les nnexdes autres.

On ttt retrouve en geotnetrio, dons ht théorie de ht représentation con-

forme et en {ma!ys<*pHre, d<mscoUe des imaginaires.
Do cette façon, dans Fetude des fonctions de variables complexes,

t'Kntt!yste, a côte de l'inmge géométrique, qui est son instrument

habitue!, trouve plusieurs images physiques dont il peut faire usage
avec le même succès.

Grâce a ces images, il peut voir d'un coup d'œit ce que la déduction

pure ne lui montrerait que successivement. Il rassembto ainsi les

etements épars de ht solution, et par une sorte d'intuition, devine

avant de pouvoir démontrer.

Deviner avant de démontrer! Ai-je besoin do rappeler que c'est

ainsi que se sont fitites toutes les découvertes importantes'
Combien de vérités que les Mudogies physiques nous permettent

de pressentir et que nous no sommes pas encore on état d'établir par
un raisonnement rigoureux!

Par exemple, la physique mathématique introduit un grand nombre

de devotoppements en séries. Ces développements convergent, per-
sonne n'ett doute; mais la certitude mathématique M)t defuut.

Ce sont autant de conquêtes assurées pour les chercheurs qui
viendront âpres nous.

La physique, d'autre part, ne nous fournit pas seulement des

solutions; elle nous fournit encore, dans une certaine mesure, des

misonnements.

ït me suffim de rappeler comment M. Kteiu, dans une question
relative aux surfaces de Kiemann, tt eu recours aux propriétés des
courants électriques.

H est Tnii que les raisonnements de ce genre ne sont pas

rigoureux, au sens que l'analyste attache à ce mot.

Et, à ce propos, une question se pose: comment une démonstra-

tion, qui n'est pas assez rigoureuse pour Fanatyste, peut-elle sumre an
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physicien? Il semble qu'it ne peut y avoir deux rigueurs, que la

rigueur est ou n'est pas, et que, !&o(~elle n'est pas, il ne peut y avoir

de raisonnement. On comprendra mieux ce paradoxe apparent, en se

rappeUant dans queUesconditions le nombre s'appliqueaux phénomènes

naturels.

D'où proviennent en général les difncultes que l'on rencontre

quand on recherche la rigueur? On s'y heurte presque toujours en

voûtant etaMir que telle quantité tend vers telle limite, ou que telle

fonction est continue, ou qu'oMoa une dérivée.

Or les nombres que le physicien mesure par t'cxpenentc ne lui

sont jamais connus qu'approximativementi et, d'autre part, une fonction

quelconque di(îcre toujours aussi peu que l'on veut d'une ibnction

discontinue, et en même temps elle diffère aussi peu que l'on vent

(l'une HmctioHcontinue.

Le physicien peut doue supposer & son gré, que !tt fonction

étudiée est continue, ou qu'elle est discontinue; qu'elle a une dérivée,

ou qu'elle tien a pas; et ce!a sans crainte d'être jamais contredit, ni

par l'expérience actuelle, ni par aucune expérience future. On conçoit,

qu'avec cette liberté, il se joue des difficultés qui arrêtent lanalyste.
Il peut toujours raisonner comme si toutes les fonctions qui

s'introduisent dans ses eaku!'< étuient des polynômes entiers.

Ainsi l'aperçu qui suffit a !a physique n'est pas le raisonnement

qu'exige l'analyse. Il ne s'en suit pas que l'un ne puisse aider à

trouver l'autre.

On a déjà transforme en démonstrations rigoureuses tant d'aperçus

physiques que cette transformation est aujourd'hui facile.

Les exemples abonderaient si je ne craignais, en les citant, de

fatiguer votre attention et si cette conférence n'était déjà trop longue.

J'espère en avoir assez dit pour montrer que !'ana!yse pure et

ht physique mathématique peuvent se servir t'une l'autre sans se faire

rune a Fautrc aucun sacrifice et que chacune de ces deuxsciencesdoit

se réjouir de tout ce qui élève son associée.


