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CINEMATIQUE

PREMIERE PARTIE

CHAPITRE PREMIER

CINEMATIQUE

Définition. — La cinématique est I'étude de tous les mouve-
ments possibles considérés en eux-mémes, c’est-a-dire indépen-
damment des causes qui les produisent.

Aux notions géométriques ordinaires la cinématique adjoint la
notion de remps. '

Toute figure mobile pouvant étre regardée comme un systeme
de points mobiles, il est naturel d’étudier d’abord le mouvement
du point isolé.

MOUVEMENT RECTILIGNE ET UNIFORME

Un point mobile est dit animé d’un mouvement rectiligne ct
uni[orme quand il se déplace sur une ligne droite de telle sorte
(ue’les longueurs parcourues soicnt proportionnelles aux temps
employés a les parcourir.

Loi de mouvement. — La loi du mouvement d'un point est la
fonction du temps qui permet de calculer, a chaque instant, I'are

o M X

Fig. 1.
de la trajectoire qu’il décrit, compris entre un point fixe, appelé
origine des déplacements, et la position actuelle du point.

Soit X'X {fig. 1) la droite ou trajectoire déerite par le point M, x

PoINCARE. Cinémalique. i
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2 CINEMATIQUE

la mesure de la distance qui, a 'instant t, sépave le point M du
point origine O. Les accroissements de la distance x devant étre
proportionnels aux accroissements du temps t, x est une fone-
tion linéaire de t, par suite

1) x=at 4 b.

\

Pour t =19, x="»0; si donc a I'instant 0 le mobile M est en O,

la lot du mouvement s’éerira

X — at.

Vitesse. — On appelle vitesse d’un mouvement uniforme ct
rvctilignc la distance franchie par le mobile dans l'unité de

temps.
Si dans la formule (1), t recoit la variation 1, x varie de Ia

constante a, donc a mesure la vitesse du mobile.

Vecteur vitesse. — On rcprésentc la vitesse par un segment de
droite ayant pour mesure a. Ce segment a pour origine le point
mobile M, pour direction celle de la trajectoire et pour sens le

sens du mouvement.
Cette représentation de la vitesse, en intensité direction et

sens, est ce que 'on nomme le cecteur vitesse.

MOUVEMENT RECTILIGNE VARIE

On dit que le mouvement du point M sur la droite X'X est
varié lorsque la loi de son déplacement n’est pas linéaire. On
peut la représenter par la formule

M.

s

X —

-G

Dans ce cas la vitesse du mobile a l'instant t a pour mesure

la valeur que prend la dérivée

dx A

A

a instant t.
A chaque instant on représente la vitesse du mouvement rec-
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MOUVEMENT RECTILIGNE VARIE 3

tiligne varié par un vecteur défini comme précédemment. Ce
vecteur a une longueur et un sens qui peuvent varier.

Accélération. — Dans le mouvement varié on considére une
seconde qualité du mouvement a laquelle on a donné le nom
d'accélération. Elle a pour mesure, dans le mouvement rectiligne,
la valeur que prend a chaque instant la dérivée seconde.

d3x
dt?

Mouvement uniformément varié. — Lc¢ mouvement rectiligne
varié le plus simple est celui pour lequel I'aceélération conserve
une valeur constante; c’est le mouvement rectiligne uniformé-
ment varié.

Désignons par J a mesure de 'accélération, ona

d>x

=,

d?

par suite, puisquo J est une constante

dx a4
— A\ Y
dt 0
et
l 2 . .
X :-7)-.“ —+ vt 4 x,.
La loi du mouvement rectiligne uniformément varié est donc
exprimée par un trinéme du second degré par rapport au temps.

Vitesse initiale. — A l'instant t=o0, on a
dx
W =v, ¢t X=X

donc v, mesure la vitesse du mobile i U'instant zéro, c’est-a-dive
ce que 'on nomme la vitesse initiale da mobile; x, mesure la dis-
tance initiale OM,.

La constante J peut &tre positive ou négative : dans le premier
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i CINEMATIQUE

cas le mouvement est dit uniformément accéléré, dans le second
il est uniformément retarde.

Vecteur accélération. — L’accélération J du mouvement recti-
ligne varié est représentée par un segment de droite ayant pour
mesure J, appliqué au point mobile M dirigé suivant la trajec-
toire et dans le sens du mouvement ou en sens opposé selon
que J est positif ou négatif : c’est le vecteur accélération.

Unités. — La mesure a d’une vitesse provient de la division
de la mesure d’'une longueur par celle d’un temps.

Le nombre a dépend donc des unités de longucur et de temps
choisies.

Soient % et 7 les rapports des anciennes unités de longueur
et de temps aux nouvelles. Soient 1, et t, les mesures d’une lon-
gueur et d'un temps, on a:

Or, avee les nouvelles unités la longueur est mesurée par

]n = ]u"‘
De méme :
t,=1ts,
done
1, 1 -
a,— —_— et {lul,‘: .
t, t=

La nouvelle mesure de 'accélération serait de méme :

J, =171

MOUVEMENT CURVILIGNE

Un mouvement est curviligne lorsque la trajectoire du point
est une ligne courbe.

La trajectoire et la loi du mouvement se trouvent définies si
I'on donne les fonctions de t qui permettent de calculer a chaque
instant les coordonnées x, v, z du point mobile.
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MOUVEMENT CURVILIGNE 5

On peut aussi se donner géométriquement la trajectoire, la loi
du mouvement et la position du mobile a un instant déter-
miné.

La loi du mouvement pourra s’écrire s=1_ t}, s désignant la
longueur de I'arc de trajectoire parcouru a linstant t a partir
de l'origine.

Vitesse. — La vitesse a pour mesure i chaque instant la valeur
st S . .
de la dérivée o cet instant. On a donc :
- d
ds
V= —
dt

Par définition cette vitesse est dirigée suivant la tangente i la
trajectoire au point ol se trouve actuellement le mobile. Le vee-
teur vitesse est donc un segment appliqué au mobile ayant pour

direction celle de la tangente, pour sens le sens du mouvement

ds
ct pour mesure ——.

dt

Composantes de la vitesse suipant les trois arves. — On appelle

[A

Y

Fig. 2.

composante de la vitesse suivant une direction OX (fig. 2}, la
projection sur OX du vecteur vitesse.

Supposons la trajectoire rapportée a trois axes rectangu-
laires OX, OY, OZ, et soit MV la vitesse. Comme la vitesse MV
est dirigée suivant la tangente cette semi-droite forme avec les
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6 CINEMATIQUE
axes des angles 2, 3,~ qui ont respectivement pour cosinus
dx dy dz

ds’ ds’ ds’

X, ¥, z ¢tant les coordonnées du point M.
Désignons par V., V,, V,.les composantes cherchées, on a
d’apres le théoreme des projections,

/ ; . _dsdx . dx
‘\l) \‘-——\ C()S.l—--zﬁ-'m_.:ﬁl—.
\2) V.=Vcos. 3= ds dy dy

A ds o de

3 V — \ cos. v e ds . dz dz

Wt ds T dt

r

La connaissance des composantes YV, V,, V, détermine Ia
vitesse en grandeur, direction et sens. En effet en ajoutant les
égalités précédentes apres en avoir élevé les deux membres au

arré on a,
Vi Vi V=V

égalité qui détermine la grandeur V de la vitesse. Les égalités
1), 12), {3) déterminent d'autre part les angles a,
leur cosinus.

ltésultante de plusieurs pitesses. — Soient V, V/, V7. W des
vitesses appliquées a un méme point; on dit (ue la vitesse W est la
somme géométrique des vitesses V, V... si I'on a entre les com-
posantes de ces diverses vitesses les trois relations :

[N N "
2 et 7 pt

W, =V, 4+ V4 V.
W, =V, Vi VI
W=V, VI V)

On résume ces trois égalités dans la suivante :
W=V V4 V..

a laquelle on donne le nom d’égalité géométrique. On dit encore
I g
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MOUVEMENT CURVILIGNE 7

(ue WY est la résultante des vitesses V, V', V"'... onque V, V', V",
sont les composantes de la vitesse .

Ces considérations s’étendent aux accélérations oua un groupe
de vecteurs d’origine (uelconque.

Construction d’une résultante. — Soient les trois vecteurs MY,
MV, MV” (fig. 3). Par le point V menons la ligne VA égale et

7 w
A
|\
| \
Y
[N
oA
A
L AA
[P
A 1
: |
|
1 1 |
| 1 1 |
| ] ] |
| ] 1 ]
| ! ! i
| | 1
1 1ot '
' ;’L H ';1 | s
X' 0 1 ! 171 X
I/’ | ,l [ //
b L T
1, 7 /
I I,
'’ : /
Y Fig. 3. vV

parallele a MV’; par A menons le segment AW égal et paralléle
a MV”. Le vecteur MWV est la somme géométrique cherchée.
En effet projetons sur un axe quelconque XX’ parallelement &
un plan quelconque le contour MYAWM ; on obtient ainsi les
points m, v, a, w. On a entre les projections obtenues la relation

mMmw = mv -} va -4 aw

les segments VA et AW sont égaux et paralleles aux vecteurs MV’
ct MV on a par suite

va=V_, aw ==V,
D'ailleurs mv =YV, donc
mw=V 4V, 4V
or mw est la projection W_ sur XX’ du vecteur MW, done

W=V, + V4V

Google



8 CINEMATIQUE

Comme I'axe XX’ a été choisi d’une maniére uelconque, la
méme relation s’applique aux axes OY et OZ; donc le vec-
teur MV est la résultante des vecteurs V, V', V.

E] ’

On déduit de 1a la regle du polygone : Pour trouver la somme
géométrique de n vecteurs on construit un polygone plan ou
gauche de n41 cotés dont les n premiers céotés sont égaux et
paralleles aux vecteurs a composer; le (n 4 1)*™ coté qui ferme

le polvgone est la résultante cherchée.

ReyarqQue. — Cette regle comprend comme cas particulier
celle du parallélogramme qui correspond au cas de deux vec-
teurs a composer et celle du parallélépiptde qui correspond an
cas de trois vecteurs i composer.

Décomposition d’un vecteur suivant des directions données. —
Soit a décomposer le vecteur MV [fig. 4} en deux autres diri-
gés suivant MA et MB.

Fig. . Fig. 5.

D’apres ce qui précede le probleme n'est possible qu’autant
(que les trois droites MWV, MA et MB sont dans un méme plan.
En menant alors par W des paralleles a MB et a MA, on obtient
les deux composantes cherchées MV et MV,

Pour décomposer MW en trois vecteurs dirigés suivant les
trois droites MA, MB et MC (fig. 5) on ménera par le point W
extrémité du vecteur donné, trois plans respectivement paral-
liles aux trois plans AMB, BMC, CMA. On détermine ainsi un
parallélépipede dont les ardtes MV, MV’ et MV” sont les com-
posantes cherchées.
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ACCELERATION D'UN POINT MOBILE 9

Si les directions MA, MB et MC sont deux a deux rectangu-
laires, le parallélépipede est rectangle et les trois arétes MV, MV’
et MV" sont les projections de M. Cette propriété explique Ia
dénomination de composante donnée aux projections de MWV
sur les trois axes.

ACCELERATION D'UN POINT MOBILE DANS UN MOUVEMENT CURVILIGNE

L’accélération du mobile & I'instant t est un vecteur ayant le
point M pour origine et dont v
les composantes suivant trois
axes rectangulaires OX, OY,
OZ ont pour mesure

d3x d*v d3z
ATEN e e

On peut donner une autre
définition de Taccélération.
Soit OC (fig. 6) la trajectoire
du mobile, M sa position a
I'instant t, MV sa vitesse ; a 'instant t 4~ dt le mobile est en M’
et a pour vitesse M'V'. Les vecteurs MV et MV’ ont respective-

A4
dt
Fig. 6.

ment pour composantos :

dx dv dz
“dt dt dt

dx dx dy dv\ dz dz
(3rv) ¢ ¢ (@) 2+ (—dt‘) o (T) |
Par le point M menons le vecteur MV égal et parallele

a M'V’ puis le vecteur YV”| on a

MV7 = MV - VV7;

(MV)

done

par suite
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10 CINEMATIQUE

Désignons par J,, J,, J, les composantes de 'accélération )

on a
VYV =], dt.

De méme,
v
\ y = J). dt.

YV =1, dt.

En conséquence VV/=J.dt. Ainsi en portant a partir du
W2

on ob-

yoint M dans la direction VV” une longueur égale i
I ]

dt

tient le vecteur accélération du point mobile pour la position M.

AreLications. — 1° Déterminer la vitesse et Uaccélération d’un
point qui décrit une circonférence
d’un mouvement uniforme.— Choi-
sissons comme unité de longueur
le rayon de la circonférence, soient
OX et OY (fig. 7) les deux axes
rectangulaires adoptés et M la
position du mobile a I'instant t.
S1 w mesure 1'an gle XOM les coor-
données de M sont -

X=C0sw, y==sinw.

Fig. 5. Le mouvement étant uniforme

I'angle w décrit par le rayon mo-

bile OM est proportionnel au temps, on peut done poser v = at,
et éerire

X==cosat, v=sinal.

Les composantes de la vitesse sont :

. dx .
W\ =t — == —, sinul
dt
. dv
V.=—" -= 2. cos xt.
’ dt

Par suite V = 4.
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ACCELERATION D'UN POINT MORILE 11

Cette vitesse est appliquée en M et est perpendiculaire i OM.
I’accélération a pour composantes :

d3x ) :
—— %, COS L
* dt?
d3y 2 gin at
== — 22, sin at.
: dt?

Donc J2 = 2*, d'out ] = .

Montrons que I'accélération est dirigée de M vers le centre O
de la trajectoire c'est-a-dire est centripete. Les cosinus direc-
teurs de OM sont x et y, c’est-a-dire cos at et sin at; ceux

] I3 P A' ‘]! v k] N . .
de I'accélération sont —— et —~, c’est-a-dire — cos at et — sinat;

J J
comme ils sont égaux et de signes z
contraires a ceux du vecteur OM
I'accélération est dirigée de M C)

vers O.
2° Cas ol le mobile décrit une
hélice d’'un mouvement uniforme.

— Prenons comme axe des z I'axe T
du cylindre de rayon r sur lequel NLI}YV

est tracé 1'hélice (ﬁg. 8. Prenons i
comme plan des xy le plan de la E
section droite, et pour axe desx 0\!\
St X

le rayon qui rencontre I'hélice. >
Soient x, v, z les coordonnées Fie. 8
de la position M du mobile, m sa ¥ £
projection sur le plan des xy. On a, en désignant par » I'angle
XOm, -

X=1c¢osw

y=r sin 0.

Comme dans une hélice 'ascension du point M est propor-
tionnelle & la rotation de sa projection m, on a

z=—huw.

Dmlleurs si le mouvement est uniforme le mobile met des
temps égaux a parcourir des ares égaux, mais des arcs égaux
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12 CINEMATIQUE

pris sur I'hélice correspondent a des arcs égaux sur la circon-
férence de base, donc on peut écrire w==t. En conséquence les
coordonnées du mobile sont définies par les relations suivantes :

X =r cos at, v=rsinat, z=hoat

Par suite les composantes de la vitesse sont :

. dx . . .
\‘=—lt = —ra sin at, V,=racosat, YV, =ha,
d y

et celles de 'accélération sont :

d2x . .
= —— = —1r22 cos at, J, = — ra*sin at, J,=0.
dt? !

Ce dernier résultat montre que l'accélération est dans le plan
de la section droite du cylindre menée par le point M. De plus
ses cosinus directeurs sont égaux et de signes contraires a ceux
du vecteur Om. Donc 'accélération du point M, étant dans le
plan de la section droite et rencontrant 'axe, ést normale au

cylindre.

DECOMPOSITION DE LA VITESSE ET DE LACCELERATION
DUN MOUVEMENT

1° Cas de la vitesse. — Supposons la trajectoire plane et
soient OX, OY (fig. g) les deux axes choisis, M la position du mobile ‘
al'instant t, rlalonguecur du vecteur OM et w I'angle polaire XOM.
Calculons les composantes de la vitesse MV suivant le rayon vee-
teur OM et la perpendiculaire MP sur ce rayon. Les coordon-
nées du point M sont : x==r cosw, y=r sinw, par suite les
composantes de la vitesse ont pour valeur

dx ) dw + dr
— =T Sl ) —— CcOS ) ——
dt dt dt’
dv dw s dr
—— == TICO0s W SIn W —— -

dt dt dt

Désignons par A et B les composantes de la vitesse suivant OM
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DECOMPOSITION DE LA VITESSE D'UN MOUVEMENT 13

et MP, on a V=A-4B. Cette égalité donne en considé-
rant les projections sur OX et OY.

dx .
— —=Acosw—DBsinw
dt

dv . .
——=Asin w 4 B cos w;
dt

dy

ax . .
en l'emplugunt ——‘lt et ’—d't par leurs valeurs il vient :
(

. dw dr .
— rsin W —— 4 —— c0s » =\ cosw — B sin w.
dt dt
dw dre . .
I os © —o- -+ qr Sine = A sin w -+ B cos v.
« (

0

Fig. g.

Ces deux égalités sont simultanément satisfaites en pre-
dr . dow
nant A=——, B=r
/

dt’ dt -’

. . dr w
Ainsi I etr T sont les mesures des composantes MQ ct

MP de la vitesse suivant le ravon vecteur et la perpendiculaire
au rayon vecteur.

2° Cas de Paccélération. — Calculons d’abord les composantes
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V'ITESSE AREOLAIRE 15
t 4+ dt, TI'airve MOM' Dbalavée pendant le temps dt a pour

mesure - r*dw, on a done

4

dll = i} r*do

et par suite

dIl 1, do
—_— T ——
dt 2 dt
RemarQue. — On peut exprimer aisément la vitesse aréolaire

en utilisant les coordonnées x, y du mobile. En effet les coordon-
nées du point M sont x, v celles du point M, x + dx, y + dv
enfin celles du point O sont 0,0. L'aire dIl du triangle est don-

née par le déterminant

X Y 1
1 1, .
| X+ dx vdvl | = 5 (xdy — vdx)
0 0 1
done
dIH | dv dx )
Bk (A A
dt 2 dt < dt
Loi des aires. — Dans certains mouvements naturels umpor-

tants la. vitesse aréolaire est constante, a la condition de choisir
convenablement le pole O. On dit dans ce cas que le mouvement
du point obéit a laloi des aives par rapport au point O ; dans de
tels mouvements les aires balayées par le ravon vecteur OM,
complées a partir d'une position OM, de ce vecteur, sont propor-
tionnelles aux temps employés i les parcourir. On exprimera que
le mouvement obéit & la loi des aires en éerivant que 'on a i
chaque instant
¥ , do

r—=2=C
dt K

ou si l'on utilise les coordonnées x et v :

dv dx .
Xx—- — v—m=2C(,
dt Y dt

C étant une constante.
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15 CINEMATIQUE

TuforkME. — Si un mobile décrit une trajectoire plance en
satisfaisant a la loi des aires, son accélération est constamment
dirigée suivant le rayon vecteur MO.

Il suflit, pour démontrer ce théoreme, de vérifier que la com-
posante P de I'accélération normale au rayon vecteur est constam-
ment nulle dans le cas considéré.

Puisque la vitesse aréolaire est constante on a :

dw .
12 == (.
dt
d’otr
L odr do , dPw
2 LS 4 S0 g,
dt dt dt?
en divisant par r il vient :
dr dw d*w
P/ W =0,

dt  dt dt?

Or, le premier membre de cette égalité est I'expression de la
composante I’, done

P = 0.

On démontrerait la l'écipl'oque en répétant le méme caleul en
sens inverse.

ExeErcice 1. — Etant donnée une cllipse dont les demi-axes
sont a et b, on peut représenter les coordonnées du point M

Fig. 1o,

rapporté aux axes OX et OY (fig. 10; de Tellipse par les équations
X = a cos 5, vy ==Db sin 2. Quelle doit étre la lonction 3 du
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VITESSE AREOLAIRE 17

temps pour que le point M décrive 'ellipse de facon que le rayon
vecteur OM satisfasse a la loi des aires? Calculer 'accélération du
mobile?

Puisque le mouvement satisfait & la loi des aires,on a

dy dx
X—% — vy — = (};
dt < dt ’
d’ol, en remplacant x, v dx dy 1 Jewr
: acant x, v, ——, —— par leurs vi 'S
? pla¢ Y ar P ’
d» C . . .
— " =—r" =K, donc s =Kt4+ K'.
dt ab :

En choisissant I'origine des temps de facon que z =0 pour
t = o, les coordonnées x et v du point M sont :

x==acosKt; y=Dh sinKt.

L’accélération est dirigée suivant MO, soit R sa valeur. En
projetant sur OX on a

done R = — K-*r.

L’accélération est dirigée vers le point O et est de plus pro-
portionnelle a la longueur OM.

Exercice 2. — Calculons I'aceélération du mouvement précé-
dent en supposant (ue le pole, au lieu d’étre au centre de
I'ellipse, coincide avee 'un des foyers F.

En prenant comme axe polaire la portion de Taxe diri-
gée vers le sommet S le plus voisin de lellipse, I'équation

de Vellipse est r = fp—, p désignant le parameétre
l—ecosw

de la courbe et e son excentricité. Puisque lavitesse aréolaire est

constante, I'accélération se réduit a la composante R dirigée sui-

vant le rayon vecteur, elle a pour expression

d’r do \?
2 R=gz— ()
POINCARE, Cinématique. 2
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18 CINEMATIQUE

D’autre part

. d3x
(2) — =R cosw,
\ dt-
En remarquant que x = r cos » I'équation de Dellipse peut
s'éerire
I —ex = p

Cette égalité donne en prenant deux [ois la dérivée

d*r d3x
e =

. d3r dix .. )
En remplacant I et e par leurs valeurs tirées des équa-
d dt?
tions (1) et (2) il vient :
dw \ 2
R{l—ecosw)tr (T) —0.
dt
P ’ . . 3 .
Or 1 — e cos & = ——; d’autre part, puisque la vitesse aréolaire
v
du mobile est constante, on a
, do .
12— =(
dt ’
par suite
dm)2 c?
dt r
on peut donc écrire :
ol
r r ’
d'ott
¢ 1
R — —
p

Done si Y\ satisfaitalaloi des aires, Uaccélération est dirigée vers
le foyer et elle varie en raison inverse du carré de la distance du
mobile au foyer, par conséquent I'accélération est maximum en S
ct minimum en §’; elle reprend la méme valeur pour deux
points M, M’ de Vellipse symétriques par rapport au grand axe.

Ces conclusions s’appliquent au mouvement des planétes : on
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ACCELERATIONS NORMALE ET TANGENTIELLE. 19

sait en effet, par les observations de Kepler, que les planttes
décrivent des ellipses dont le soleil occupe 1'un des foyers.

EXPRESSION DES COMPOSANTES NORMALE ET TANGENTIELLE
DE LACCELERATION DANS LE CAS D'UN MOUVEMENT CURVI-
LIGNE.

Soit MV la vitesse du mobile a I'instant t et M’ V/ sa vitesse a
Pinstant t 4 dt; menons par le point M une ligne MV" égale et
parallele a MY/, on détermine ainsi un plan YMY". Lorsque le
point M’ tend vers le point M, ce plan tourne autour de la tan-

Vv,

>V’

el v

Fig. 11,

gente MV et tend vers une position limite a laquelle on a donné
le nom de plan osculateur a la trajectoire au point M (fig. 11).

L'accélération du mobile en M est parallele a la direction
limite YV, elle est donc dans le plan osculateur, par suite I'accé-
lération n’a pas’&é composante perpendiculaire au plan osculateur.
Il y a seulement a exprimer : 10 la composante T suivant la tan-
gente MV ou composante tangentielle; 2° la composante N dirigée
dans le plan osculateur suivant la normale & la courbe : c’est 1'ac-
célération normale.

Calcul de T. — Abaissons du point V" une perpendiculaire VA
sur MY, on a :

ou encore
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20 CINEMATIQUE

Prenons la tangente MV comme axe de projection, la projection
de AY” est nulle, celle de MYV est égale a v, la projection de
AV est égale & AV ou Tdt, celle de M'V’ est égale a (v 4 dv)
cos YMY”, ou v 4 dv, car l'angle VMV” a pour limite zéro.
Par suite, dv = AV;

dv

done —_—
dt

Calcul de N. — On a AV = Ndt, or VV'= VA + AVY". Pro-
jetons sur AY”; la projection de AY” est Ndt, la projection de
VA est nulle, celle de VV” est égale a celle de MV”, c’est-a-dire
a (v 4 dv) dx, en désignant par dz I'angle infiniment petit AMY”
qui est I'angle de contingence en M; on a done

Ndt = {v 4 dv} da = vda,

car le produit dv dz est un infiniment petit du second ordre.
Ainsi

da

T

N:\‘

En désignant par 2 le rayon de courbure de la trajectoire en M.
on a, d’apres la définition méme du rayon de courbure,

o da = ds,
par suite
da ds
G —— = —— == V’
ode dt
d’ou
da v
dt ¢

. . da , . .
En substituant cette valeur i —— dans I'expression de N il

dt
vient :
v
N _—
°
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En remarquant que la direction de l'accélération normale est

celle de VV” on voit que I'accélération est toujours dirigée du
coté du centre de courbure.

ReMARQUE. — Si le mouvement est uniforme, la mesure de la

. . dv e
vitesse est indépendante du temps, —— est nul, Paccélération se

dt
réduit i sa composante normale. En conséquence, si un mobile
décrit une trajectoire (uelconque plane ou gauche d'un mouve-
ment uniforme, son accélération est toujours dirigée suivant la
normale principale a la courbe; la réciproque est évidente.

Sila trajectoire présente des points d’inflexion, comme le rayon
de courbure 3 est infini en de-tels point v est nulle et 'accéléra-
tion se réduit & sa composante tangen-
tielle. 0

Réciproquement, lorsque N prend la
valeur zéro, ou bien p est infini et la tra-
jectoire présente des points d’inflexion,
ou bien v est nul : or v s’annule pour
changer de sens, donc de tels points de
la trajectoire sont des points de rebrous-
sement.

N

Calcul de T et de N. — Llilisation des Fig. 12.

formules de Frénet. — Soit M (fig. 12) la
position du mobile, MT la tangente en M, MN la normale prin-
cipale, c’est-i-dire contenue dans le plan osculateur, MO Ia binor-
male ou perpendiculaire au plan osculateur.

Soient T, N et O les composantes de I'accélération suivant ces
-trois axes rectangulaires.

La vitesse en M a pour mesure i clle est dirigée suivant MT
C
dx dy dz

dont les cosinus directeurs sont ——, —>- et ——. On a done
ds 7 ds ds

dx _ ds dx dy  ds dy - dz _ ds dz

“dt dt ds ~ dt  dt ds = dt dt ds
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22 CINEMATIQUE

Par conséquent, les composantes de I'accélération ont pour
expression :

d2x d2x /ds\? dx d3

HE*’(I) Lirrr
by Oy Syl
dt*  ds® dt) ds dt?
d?z d3z /ds 2+ dz ili
dtz — ds? (I) ds dt?

Ces trois égalités montrent que I'accélération en M peut étre
considérée comme la résultante de deux autres accélérations
ayant pour composantes suivant les trois axes : I'une

dx d) dy d* dz d’

A0 ds A ds o Al ds T de

Pautre

) d3x (ds)2 d’y ( (15)2 ﬁ(ﬁ)z

\= TR W Py A PR W TR AL PR W T
. 125
S1l'on porte sur MT un vecteur ayant pour mesure T = (ii}.;

on obtiendra l'accélération tangentielle, car les projections d’un
tel vecteur sur les axes sont exprimées par les valeurs (1) puisque

dx dy dz
ds* ds’ ds

En désignant par » le rayon de courbure M. Frénet a éta-
bli que les cosinus directeurs X, x, v de la normale principale
sont donnés par les formules :

sont les cosinus directeurs de MT.

; d3x d3y dz?
= —— =1 > V=0~
Cods?? 8 ods?? v ods?

Ces cosinus sont donc proportionnels aux composantes du vec-
teur (2), que nous désignerons par N, donc le vecteur N est
dirigé suivant la normale principale.

Puisque 'accélération peut étre décomposée en deux vecteurs
dirigés suivant MT et MN, elle est nécessairement contenue dans
le plan osculateur TMN; par suite, sa composante suivant la
binormale MO est nulle.
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ACCELERATIONS NORMALE ET TANGENTIELLE 23

. . . d3s
Expression de T et de N. — On a trouvé T = i comme
di
ds = v, on peut écrire T = dv
e P Tode T
Dc méme on a trouvé
N d3x /ds\?
T dg \dt /)’
or
(l"’x )\
ds? 5
done
3 2o/7ds\2 o1 /ds\?2
A\x"'—_‘ — _— ) — —— H
5 \ dt 5\ dt
) )
par suite
. 1 (ds\? v
x:_(T> v
? t e
ArpLicaTions. — 1° Etude du mouyement uniforme sur une

hélice quelconque. Rayon de courbure en un point de Uhélice. —
Prenons comme plan des xy (fig. 13) une section droite du cylin-

Z

M

M,
Fig. 13.

dre rencontrée en My par I'hélice. Soit M la position du mobile
a 'instant t, et m sa projection sur le plan des xy. Puisque la
courbe est une hélice, la distance z = Mm est proportionnelle a
I'arc M, M de I'hélice. S1X, Y, Z sont les coordonnées de M on a:

Y ¢ PR Y 7 ___ .
o X=13s), Y =xs), 7 =1s;
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ACCELERATIONS NORMALE ET TANGENTIELLE 25

Démontrons que les accélérations des points M et m sont
égales et paralleles. En effet, les relations (1) et (2) montrent que
les composantes de ces deux accélérations sont égales; comme
d’ailleurs la composante suivant les génératrices du cylindre
est nulle,les accélérations des points m et M sont contenues dans
les sections droites qui correspondent a ces points. L.es mouve-
ments des points M et m étant uniformes, les composantes tan-
gentielles des accélérations sont nulles, donc les accélérations
sont dirigées suivant les normales au cylindre puisqu’elles sont
contenues dans une section droite et qu’elles sont de plus nor-
males & une ligne tracée sur le cylindre.

Soient ¢ et o’ les rayons de courbure des trajectoires des
[} [} . e
points M et m, les accélérations de ces points son' -et—-;

. o
. b

comme elles sont égales on a

'\.'2 ‘2
PR
d’on
: v
o v [—a?

En conséquence le ravon de courbure en un point M de I'hé-
lice est proportionnel au rayon de courbure de la section droite
au point m projection de M.

2° Calcul du rayon de courbure en un point d'une ellipse en
ntilisant le mouvement Képlerien. — Le pole est au foyer I
(fig. 14), le mobile est en M a l'instant t, son accélération est

(lirigée de M vers I et a pour valeur —.
¥

1t v? .
La composante normale de I'accélération est — , par conséquent

v
+ K
=—. COs 6,

-

.0!

6 mesure l'nngle formé par le rayon vecteur I’ M avec la nor-
male en M, par suite,

O

— Kecosh
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CHAPITRE 11

MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE INVARIABLE
GLISSANT SUR UN PLAN

On dit qu'une figure est invariable lorsque la distance de deux
quelconques de ses points reste constante,

Mouvement de rotation. Vitesse angulaire. — Une ﬁgure
plane est animée d’un mouvement de rotation sur un plan lors-
que P'un de ses points reste fixe |y
sur ce plan ; le point fixe s'appelle M
centre de rotation.

Direction de la vitesse. — DPre-
nons le centre de rotation pour g
origine et comme axes deux droites " X
rectangulaires OX, OY tracées sur
leplan fixe (fig. 15). Soient M et M’
deux points quelconques de la figure mobile, r, v, 1,0’ leurs coor-
données polaires; leurs coordonnées rectilignes sont :

Fig. 15.

X =T COs W, X' =1’ cos v’

y=rsinw, v i=1'sin v'.

Comme les points O,M, M appartiennent a la figure invariable
les deux distances r et r’ sont constantes, par conséquent

dr 0 dr’ 0

dat 77 dt

Or ces dérivées mesurent les composantes de la vitesse des

points M et M’ suivant les rayons vecteurs OM, OM'. Ces com-
Pposantes étant nulles, il en résulte que les vitesses des points M
sont perpendiculaires sur les rayons vecteurs tels que OM.

Google



28 CINEMATIQUE
Vitesse angulaire. — Puisque la figure MOM’ est invariable,
I'angle MOM' est constant, par suite

o — w =",
d’oli
do’ do
dt — dt

do
[.a valeur constante — mesure ce que I'on nomme la vitesse

dt
unguluil‘e de rotation de la figure a 'instant t.
Il est facile d’exprimer les composantes de la vitesse du point M

par exemple suivant les axes OX, OY. On a en eflet

dx - dw dw

—_— = —TSsinw —_—— Vv ——

dt dt v dt
dy dow dom
—— == ]' COS © = X ——.
dt dt dt

Translation. — Supposons que le centre de rotation, au lieu
de coincider avec l'origine des axes choisis, ait pour coordon-
nées a, 5 par rapport a ces axes. En désignant par X'y’ les nou-

velles coordonnées du point M, on a

x=a2+4x, y=32+4Yy.

. X dw
D’autre part, o= —y Sk done
dx’ , (%)
—_— 9 —
dt W Cod !
ou encore
dx , n do
—_— Y — 5 .
dt Ao [ dt ’
de méme
dy , )
- == X— % —-
dt ‘ “dt

Supposons que les coordonnées a ct 3 tendent vers 'infini en

dow X
méme temps que i tend vers zéro, ct supposons de plus que
C
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MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE INVARIABLE 29

. dow dw .. .
les produits '3T ) & tendent vers des limites finies b et a,
d ¢

on aura alors
dx dy

—_—==—0D ——==a.
dt ! dt

Dans de telles conditions tous les points de la figure ont des
vitesses égales et paralleles. On dit que la figure est animée
d’'un mouvement de translation sur le plan fixe, ou encore que
le centre de rotation est i l'infini. Si 'une seulement des coor-
données x, 3 tend vers l'infini, le centre de rotation s’éloigne &
I'infini parallelement & un des axes.

Tutori:Me. — Quelle que soit laloidu mouvement d’une figure
plane sur un plan fixe, on peut toujours la {aire passer par un
mouvement de rotation de la posi-
tion P qu’elle occupe al'instant t
a la position P’ qu’elle occupe &
I'instant t - dt.

Y M

|
h\
1
!
[}
I

1° Démonstration analytique. —
‘Tracons sur le plan fixe deux axes
rectangulaires OX, OY {fig. 16, et -0
sur la figure mobile deux axes rec- ’
tnngu]aires 0’5,0'r,. A un instant /7
(uelconque un point M peut étre A

AN
[ e s
v

considéré, soit comme apparte- Fig. 16.
nant au plan fixe : il a alors pour

coordonnées x, v, soit comme appartenant au plan mobile : il a
alors pour coordonnées § et .

Un lieu de points M appartenant au plan fixe aura unc
équation telle que f (x,y)==0, tandis qu'un lieu de points M
appartenant au plan mobile aura une équation telle que
2 (8 1) =0.

Pour déterminer completement le mouvement de la figure
50, il suffit de donner les fonctions du temps qui définissent
les coordonnées a, b du point O ainsi que 'angle 2 que forme
I’axe mobile O’ avec 'axe fixe OX.

On désignera par a/, b', 2'les dérivées des lonctions a, b, a du
temps.
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30 CINEMATIQUE

Calculons les composantes de la vitesse du mobile M sui
vant OX et OY. Les formules de transformation de coordonnées
fournissent les relations suivantes :

x=Z%cosa—mnsinata; v==3%sina—+rcosa4b

On a, en remarquant qucE et 7, sont des constantes :

dx .
T (& sina—7,cosa) o' 4 a'.
C
d\' e
. % —_— . \ o/ 7
q = scosa—rsinax —+b'.
En remplacant les parenthéses par leurs valeurs y — b, x —a 1l
vient :
dx dy
- ’ N Lt I4 14 2 ! /
—_—=—{v—Db 2 4 b; L —(x—a o b,
dt. \J / ’ (.lt \ ’

S’il y a a I'instant t un point de la figure dont la vitesse soit
nulle, on pourra dire que ce point est fixe a 'instant t, et que la
vitesse de chacun des autres points de la figure est la méme que
si celle-ci tournait autour du point fixe.

Déterminons le centre de rotation. Ses coordonnées x, v,
doivent vérifier les deux équations :

b W =0,
(x,—a 2’4 b =0.

— (¥

Ces équations résolues donnent

! '1[
€
XO__‘_ a/) }'0=b+ ar'

Comme les coordonnées x,, vy, sont en général des fonctions du
temps, la position de ce point change a chaque instant; on lui
donne pour cette raison le nom de centre instantané de rotation.

Calculons la vitesse angulaire du mouvement de rotation ins-
tantané qui correspond au centre x,y,. Ona

dx dy

! e - Y.
=—a (y—VY,);

dt ‘“ : dt

=o' (X —X,).
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MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE INVARIABLE 31

Par conséquent la vitesse angulaire de rotation autour du
. , e o !
pomt x, v, est mesurcée par o',

ReMARQUE. — Pour 2’ = o le mouvement est une translation,
car les coordonnées x,, y, deviennent infinies et tous les points
mobiles ont des vitesses égales et paralleles.

2° Démonstration géométriqgue : Lemymg p’Evier. — ILtant
. R 0yt ) 1o v "ge
données deux positions quelconques P et P dig. 17) prises

par une figure plane mobile sur un plan fixe, on peut toujours
faire passer la figure de la position P a la position P’ par un
mouvement de rotation effectué autour d’un centre convena-
blement déterminé. °

Considérons trois points A, B, C de la figure dans la posi-
tion P; ils sont en A/, B/, C’' dans la position . Comme la
figure mobile est invariable, les deux triangles ABC et A’ B/ C
sont égaux ; de plus cette figure se déplacant sans uitterle plan.
on doit rencontrer les sommets identiques dans le méme ordre
lorsqu’on tourne dans le méme sens.

Tracons les lignes AA’ et BB’ et élevons au milicu de chacune
d’elles des perpendiculaires dont le point de rencontre est en I.
D’aprés la construction les triangles AIA’, BIB' sont isoscéles,
par suite les triangles AIB, A'IB’ sont égaux comme ayant les
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3a CINEMATIQUE

trois cotés égaux chacun i chacun; les angles en I dans ces deux
triangles sont donc égaux. En ajoutant a ces angles égaux
I'angle BIA' on obtient respectivement les angles égaux AIA’ BIB'.
Les triangles AIA’, BIB' sont donc égaux. Par conséquent en fai-
sant tourner la figure P autour du point I de I'angle AIA’ le
point A se rendra en A’ et le point B en B', le point C tombera
aussi en C' : en effet, lorsque AB coincide avec A'B’ les points
C et (' doivent ¢tre du méme coté par rapport i A'B’. Les deux
triangles ABC et A'B'C’ étant égaux, et ayant un cété en coinci-
dence par les sommets identiques, coincideront eux-mémes
puisque les points C et C' sont d'un méme cété par rapport
a A’B’. Donc la rotation considérée amene C en C'.

Centre instantané de rotation. — On peut dire que le point 1
est le centre géométrique de rotation relatil aux deux posi-
tions P et P’. Deux autres positions P,, P, donneront un second
centre 1. Si les positions P et I sont infiniment voisines, le
point 1 se nomme centre instantané de rotation.

Propriété géométrique du centre instantané de rotation. — Si
a linstant t on joint les différents points mobiles au centre
instantané de rotation correspondant,
on obtient des droites normales aux
trajectoires décrites par les points mo-
biles sur le plan fixe.

En effet soit M {fig. 18) un point mo-
bile, I le centre instantané de rotation.

A l'instant t le point M peut étre con-
/ sidéré comme tournant autour du
1 point I, sa vitesse MY est donc per-
pendiculaire sur MI. D’autre part la
vitesse MV du mobile est dirigée sui-
vant la tangente en M & sa trajectoire,
done MI est la normale en M a la trajectoire du point.

\!

v M M

Fig. 18.

Arvricatiox. — Tracé de la tangente a Uellipse. — Soient OX,
OY {fig.19) deux droites rectangulaires, AB une droite de longueur
fixe qui se déplace dans le plan XOY de facon que les points
A et B restent toujours sur OX, OY. Soit M un point fixe de la
droite mobile tel que MB=a et MA=D.
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Lorsque la droite AB fait I'angle ¢ avec OX, les coordonnées
x et y du point M sont : x =2 cos © ; y =Db sin 2. Done
lorsque o varie, le point M
décrit une ellipse dont les
demi-axes sont a et b.

A l'instant t les extrémités g Qe e 1
mobiles de la droite sont en A ~ /?
et B; les normales corres- @ :
pondantes aux trajectoires N :
OX, OY de ces points se ren- M E
contrent en I, donc I est le VR
centrede rotation al'instantt, §— - 4‘1 ?{i At
par suite IM est la normale
au point M de Uellipse; la
perpendiculaire MT a MI est la tangente en M a Tellipse.

Fig. 19.

Tutori:ME. — Etant donnée une courbe C (fig.20) invariablement
liée a la figure mobile et enveloppe E des positions successives
qu’elle occupe ; la tangente i 'enveloppe au point de contact M
avec la courbe C coincide avec la tangente en M a la trajectoire
décrite par ce point considéré comme invariablement lié a la

figure mobile.

1° Démonstration analytique. — Soit 7 (5, 1,) =0 I'équation de
la courbe C, elle devient, en remplacant $ ct 7 par leurs valeurs
tirées des formules de transformation de coordonnées p. 3o,
F (x,y,t)=0.
Les différents points M de l'enveloppe E vérifient les deux
équations :
oI

—_— =
ot (

Fix,y,t; =0 et

A Tlinstant t—+dt le point M de l'enveloppe sera en un
point M, de coordonnées x -+ dx, y+ dy. Les variations dx ct dy

. . . OF or
des coordonnées satisfont a la 1'elat|on—0—‘ dx + Ree dy =0
qui peut s’écrire : ‘
0 OF oF dy —0;
VX oy dx

POINCARE. Cinématique.
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3 CINEMATIQUE
dy

—l"-— est le coeflicient angulaire de la tangente en M aI'enveloppe.
dx :

Le point de la courbe C qui est en M a I'instant t est, a U'ins-
tant t 4+ dt, en un point M’ de coordonnées x—4ax, y - ov.
D’ailleurs les variations 9x, Jy et dt satisfont & la relation

oF . oF . oF oF .
— x4+ — oyt —dt =0. Or — = 0 a l'instant t pour les
fiXe ? oy *) + ot ot P
. . ol o off | . .
points M, par suile ox + NS ov = 0 relation qui peut
s'écrire : )
oF ol <ov

i""“ < :O :

T =+ dy ox ’
oy .. . X i
% est le coellicient :mgu]mre de la tangente en M a la trajec-
oX

toire du point M. En comparant les égalités (1} et (2) on voit
que
dy oy

_— ’

dx oX

done les tangentes en M a Uenveloppe et a la trajectoire -du
point M coincident puisqu’elles ont un point commun, et méme
direction.

Conorraee. — Lanormale en M al'enveloppe passe parle centre
instantané de rolution‘(‘()rrcspondant.

En effet la normale en M a I'enveloppe coincide avee la nor-
male en M a la trajectoire de ce point.

2" Démonstration géométrique. — Sotent C et € {_lig. 20’ deux
positions infiniment voisines de la courbe mobile ¢t E 'enveloppe
des positions successives prises par la courbe C. Soit M le point
de contact des courbes C et E a Tinstant t, ¢t M, leur point de
contact a I'instant t - dt.

Le point M de C est en M a l'instant t 4 dt. Tracons les
sccantes MM, et MM'; lorsque M, tend vers M, MM, tend vers la
tangente en M a I'enveloppe, tandis que MM devient la tangente
en M a la courbe déerite par lIe point M. 11 faut démontrer que
ces deux positions limites coincident. Soit T'T" Ia position limite
de MM, et MN la normale commune aux courbes C, E. Des
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points My et M’ abaissons les perpendiculaires Mm, M'm’sur la
normale.

On a Mm’ =Mm, 4+ m '

L angle M, MT’ est infiniment petit puisque MT" est la position
limite de MM,, or Mm, =MVM, ><dx, en posant da =M MT’,
done Mm, est un infiniment petit du second ordre.

D’autre part m; m’ = M, M'sin MM, m,. Or I'angle M'M m,
est infiniment petit, car il est égal i In somme de deux angles

Fig. o,

infiniment petits, a savoir MM, m, et MM, M. Donc m, m’ est un
mfiniment petit du second ordre ; il résulte de la que Mm' est
un infiniment petit du second ordre. Or on a

Mm/ = MM sin M'MT’.

MM’ est un infiniment petit du premier ordre, par conséquent
I'angle M'MT’ est un infiniment petit du premier ordre, done la
position limite de MM’ coincide avee MT’.

Arrrications. — 1° Tungente a la conchoide. — Soit C fig. 21°
une courbe quelconque, O un point fixe, OM un rayon vecteur. A
partir du point M portons sur ce rayon unc longuecur cons-
tante MM’ =1, le lieu du point M’ se nomme une conchoide de Ia
courbe C. La conchoide M’ peut ¢tre considérée comme engendrée
par le point M d’une droite assujettie a passer constamment par
le point fixe O, un méme point M de cette droite se déplacant le
long de la courbe C. L’enveloppe des positions de la droite D) est
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36 CINEMATIQUE

le point O, donc le centre instantané de rotation qui correspond
a la position OD de la droite est a 'intersection de la normale
menée au point O & la droite D et de la normale menée au point M
a la trajectoire C de ce
point, il est donc en I;
par suite la droite IM’
est normale en M a la
trajectoire de ce point,

c’est-a-dire a la con-
0 choide. La perpendicu-
laire M'T a IM’ est tan-
gente i la conchoide
en M.

2° Un angle de grandeur fixe se déplace sur un plan de facon
(ue ses cotés restent tangents i deux courbes données C et
(ﬁg. 22).

Tracer la tangente i la trajectoire du sommet S de P'angle.

Fig. 21.

S M S

Ml

\C' Fig. 2a. Fig. 23.

La courbe C est I'enveloppe des positions du eété SM, donc le
centre instantané de rotation est sur la normale MN a C.

Pour la méme raison il est sur la normale M’'N’ a C/, 1l est done
en I.

Par suite la ligne SI est normale & la trajectoire du point S,
donc la perpendiculaire élevée sur SI est la tangente ST de-
mandée.

Revaroue. — Comme cas particulier, les deux courbes C et C/
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MOUVEMENT D'UNE COURBE MOBILE INVARIARLE 37

peuvent se réduire &t deux points C et C’ (fig. 23). La construction

est la méme.
Si I'angle S est droit, 'un des cotés de I'angle restant tangent

a une courbe C’ et I'autre coté passant par un point fixe O [fig. 24’

o M
7/ . o /\
/ AN .

T ~. e
~ e
~ 4
~ -7
“w’
L Pl
- \‘
-
- ~
' ‘\
r’ -
. N
[} 2 T T I
Fig. aj

le lieu du point S est ce (ue I'on nomme la podaire de la courbe

C’ par rapport au point O.

La tangente ST & la podaire au point S est aussi tangente en S
a la circonférence décrite sur OM comme diameétre, car la
figure OSMI étant un rectangle, le centre du cercle de dia-
meétre OM est sur le milieu P de SI, donc PS est un rayon de la
circonférence, et comme ST est perpendiculaire a I'extrémité de

ce rayon, c’est une tangente i la circonférence.

MOUVEMENT D'UNE COURBE MOBILE INVARIABLE
ASSUJETTIE A RESTER TANGENTE A UNE COURBE FIXE

LeMye. — Etant donné un triangle ABC (ﬁg. 25idont les cotés
sont infiniment petits du premicr ordre et dont'angle A est infini-

B

oF —-—-

Fig. 23.

ment petit, on peut écrire BC = AC — AB. De plus ou bien le
c6té BC est un infiniment petit du second .ordre, ou bien

Pangle C est infiniment petif.
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38 CINEMATIQUE

Comme dans un triangle quelconque un coté est plus grand
que la différence des deux autres, on a BC > AC — AB. Du point
Acomme centre avec AB pour rayon décrivons I'are BD. On a CD
= AC—AD, et d'autre part BC =< CD 4 BD. Or BD est un
infiniment petit du second ordre car BD := AB >< BAD. Donc on
pourra le négliger et écrire BC == CD ouencore BC == AC— AD.
En conséquence on peut écrire

o AC—AD= BC> \C —AB,

\

or AD:= AB puisqu’on a décrit du point A comme centre avec AB

pour ravon l'are BD, donc les inégalités (1' exigent que lon
ait :

BC=AC—AB

Les cotés dun  triangle étant proportionnels aux sinus des

anglos opposés on a

BC( - AB
sin A\ sin(
par suite
9 BC — .\B.sm‘.'\ .
v sin (.

Si l’:mgle C est fini il en est de méme de sin €, par
suite BC est un infiniment petit du second ordre car AB ¢t
sinus A sont des infiniment petits, du premier ordre. Si au con-

. - . . . S !
traire C est infiniment petit le rapport ——
sin (.

est fini et par suite

BC est du méme ordre que AB.
La formule (2) montre que si BC est un infiniment petit du

second ordre. AB étant un infiniment petit du premier ordre, il

. sinA . . . . .
faut que o Csmt un infiniment petit du premier ordre et par
s1

suite que A soit infiniment petit, I'angle C étant fini.

Roulement et glissement. — Soit I la courbe fixe fig. 26,
Cet C deux positions de la courbe mobile, M et M, leurs points
de contact avee E. Soit A Torigine des ares mesurés sur . B

Porigine des ares comptés sur la courbe C. A 'instant t on a

AM 50 BM s
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On dit que la courbe C roule sur la courbe E lorsque l'on a

ds ds’

dv - de
Cette égalité entraine la suivante : s —s'=c".

Iin choisissant convenablement les origines A et B on pourra
écrire s =s’

On dit quil y a glissement de la courbe C sur la courbe K

- ds ~ ds
si 'on a— S ——.
dt > dt

Tukorkme. — Lorsqi’une courbe C roule sur une courbe E le
point de contact M des deux courbes a Uinstant t est le centre
instantané de rotation a Uinstant (.

Pour démontrer ce théoreme il faut établir que la vitesse du
point M est nulle. Soient C
et C' (fig. 26, deux positions
infiniment voisines de la
courbe mobile, M et M,
sont les deux points de
contact et M’ la position
(que prend le point M de
la courbe C lorsque celle-
ci vient en C'. Considérons Fig. 20.
le triangle MM, M’ dont
~les cotés sont infiniment petits. Comme les sécantes M, M’, M, M
ont pour limite la méme droite a savoir la tangente commune
en M, aux deux courbes C’ et E, I'angle en M, est infiniment
petit; on peut donce écrire d'apres le lemme :

MM =MM, — MM,
dou

MM MM, MM,

dt dt dt

Or MM, = ds et M'M, == ds', done
MM ds ds’

o ‘vitesse du point M Tt T
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. ds ds’
S'il y a roulement — = I

dt

nulle, c’est le centre instantané de rotation.

S'il y a glissement, la vitesse du point M est différente de
zéro, par suite MM’ est un infiniment petit du premier ordre,
d’aprés le lemme l'angle en M est infiniment petit; d'ou il
résulte que la vitesse du point M est dirigée suivant la tan-
gente MT a la courbe E.

, la vitesse du point M est donc

Expression de la vitesse angulaire de rotation dans le mouye-
ment de roulement. — Soit E la courbe fixe et C une position de la

Fig. »=

T

courbe mobile {fig. 27); on sait que le point M est le centre instantané
da

dt

tion de la figure autour du point M. Toutes les droites de la
figure mobile tournent dans le temps dt du méme angle da. Or
la droite MT vient en M'T’ par cette rotation, donc I'angle de
ces deux droites est égal & dx; le triangle formé par les tan-
gents MT, M,T,, M'T’ donne

angle (MT, M'T") = angle (MT, M,T,) + angle (M,T,. M'T")

de rotation. Désignons par 2’ = la vitesse angulaire de rota-

Mais angle (MT, M,T,) = d2 angle de contingence de la
courbe E au point M. Angle M,T,, M"I" = d7 angle de contin-

171
gence de la courbe C’ au point M’; par suite :

do = d% +ds.
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MOUVEMENT DE ROULEMENT 1
Cette ¢galité peut s’écrire :

da < d3 dc) ds

dt ~ \ds " ds/dt’
Or .

d3 L d» 1

ds :_:o—’ ds *-io—"’

2 et 5’ désignant les rayons de courbure MO, MO’ des courbes E
et C au point M. La vitesse angulaire de rotation a done pour
expression :

(L 1Y\ds
“—<T+;f—)m"

ds . . .
—— représente Ia vitesse du point de contact M sur la courbe

dt

fixe E.

REDUCTION D'UN MOUVEMENT PLAN A UN MOUVEMENT DE ROULEMENT

Tukorkne. — Quelle que soit la loi du mouvement d’une figure
plane sur un plan fixe on peut toujours ramener celui-ci & un
mouvement de roulement. La loi du mouyement initial influe sur
la nature et la position de la courbe fire E et de la courbe
mobile C ainsi que sur la vitesse angulaire de rotation instan-
tanée.

On a établi précédemment que dans le mouvement d'une
figure plane sur un plan fixe la vitesse d’un point quelconque
est la méme, & chaque instant, que si la figure tournait autour
d’un point appelé centre instantané de rotation dont les coor-
données sont :

) b’ a
X, = — “":b+-1—"

Ces coordonnées sont des fonctions du temps, on peut done
éerire :

. v ) e vy
X —Y \t)’ }U—/- \ll'

L eliminati o
Jélimination de t entre ces deux egulltcs donne :

S LN D
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MOUVEMENT DE ROULEMENT 13

Soit B la base {fig. 29), R la position de la roulette a lins-
tant t et R’ sa position a 'instant t 4 dt. Le point M de la rou-
lette qui appartient a la base a P'instant t est en M’ & 'instant t
-+ dt. Le triangle MM'M,, M, étant le point de rencontre de R’
et de B i I'instant t 4 dt, a ses cotés infiniment petits. Comme
d’ailleurs le point M est centre instantané de rotation a l'ins-

MM/
dt

infiniment petit du second ordre; d’apres le lemme préliminaire

tant t, sa vitesse est nulle par suite = (0, donec MM’ est un

I'angle M, est :1101:5 mfiniment
petit. Or les cotés M, M, M| M
de cet angle different infini-
ment peu des tangentes en M,
aux courbes B et R'. Donc
I'angle formé par ces tangentes
est infiniment petit, par suite
les deux courbes R’ et B sont

tangentes en M,. comme d’uil-
leurs le point M, est quelconque la roulette et la base sont cons-
tamment tamgentcs.rl):ms le triangle infinitésimal MM M, langle

—

en M, étant infiniment petit, on a

MM = MM, — MM,
[$11]
MM L MM, MM,
dt e dt

Or M étant un centre instantané de rotation, MM est du second
ordre, done

MM, MM,

0= —
dt dt 7
comme MM, == ds, M'M, := ds" on a
0 ds _ ds
dt dt

done pendant le mouvement de la figure mobile la courbe R
roule sur la courbe B. Cette propriété justifie les noms de base
et de roulette donnés i ces deux courbes.
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Détermination de la base et de la roulette dans quelques cas
simples. — 1° Le mouvement du plan mobile est défini par le
glissement des extrémités d’une droite de longueur constante
sur deux droites fixes rectangulaires ox, oy (fig. 30"

Fig. 3o.

Construisons le centre instantané I qui correspond a la posi-
tion AB. La base est le lieu des points I'sur le plan xoy, comme
Ol a une longueur constante et que le point O est fixe, le lien
des points I sur le plan fixe est une circonférence de centre O et
de rayon OI = AB. Quelle que soit la position de AB on voit AB
du point I sous un angle droit. Le licu des points I du plan mobile
desquels on voit AB sous un angle droit est une circonférence
décrite sur AB comme diametre. La circonférence de diametre Ol
est donc la roulette. ‘

Ainsi au mouvement de la figure mobile défini par le glisse-
ment de AB sur les axes x oy, on peut substituer le mouvement
é¢quivalent défini par le roulement de la figure R sur la circon-
[érence B.

2° Le mouvement de la figure mobile est défini par le dépla-
cement d'un angle constant APB (fig. 31) dont les cotés sont
assujettis & passer par deux points fixes A et B.

Puisque les points A et B sont fixes, le segment AB est cons-
tant. Comme 'angle P est constant il en est de méme de 'angle
en I formé par les deux droites Al et IB perpendiculaires en A
et B aux droites P\ et PB; or T est le centre instantané de
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MOUVEMENT DE ROULEMENT 45

rotation, donc le licu du point I sur le plan fixe, ¢’est-i-dirve la
base du mouvement est le segment capable de 1'angle 1 décrit
sur AB. Comme les angles
en A et Bsontdroits, PI est
un diametre de la base,
donc PI est une longueur
constante quelle que soit
la position du point P,
donc le lieu des points I
sur le plan mobile est une
circonférence de centre I
et de rayon PI : c’est la
roulette.

3° Le mouvement de la
figure mobile est défini par
les conditions sulvantes :
Une droite D’ (fig. 32) sc

déplace de maniére a pas-

Fig. 31.

ser constamment par un point lixe O, un autre point déterminé O’
' de cette droite décrivant

N unedroite fixedonnéeD.

Le centre de rotation

, 1 est al'intersection des
4 B /D perpendiculaires éle-
- —_h-—P—_—-‘T —————— e vées en O et O’ aux
\ droites D’ et D. Pre-
\ ‘ nons comme axes fixes
\‘% OX perpendiculaire sur
0 = A X D et OY parallele a D,

-~ ¢t pour axes mobiles la

Y

v ¥ig. 3a D droite D’ et la perpendi-
culaire O'Z iicette droite.
Les coordonnées du point I sont, sur le plan fixe :

X, =—a.1g" v, v, = a.lgw;

.. , . . ' .
w désigne Tangle que forme la droite D, avee OX et a la
distance OA.
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En éliminant tg o entre ces deux équations, il vient:
v, 4 ax, =0.

Cest I'équation d'une parabole, done la base est une parabole.
Les coordonnées du point I pav rapport aux axes mobiles sont :

asinw acos o

dVY

|

"U Pp—

cos®w costw

en ¢liminant @ on obtient 'équation de la roulette :
ra PO RS R
(S0t 1o) 2" =1,

La roulette est done une courbe du quatrieme degré.,
4° Le mouvement du plan mobile est défimi par les conditions
33 est tel que T'un des

suivantes : un angle droit mobile O’ (fi

.,
D

Fig. 33.

¢Oolés passe par un point fixe A pris sur une droite fixe OX, de
plus un point B de Tautre coté de Tangle droit déerit Ta per-
pendiculaire oy sur ox, enfin O\ == 0'B.

Le centre instantané de rotation est au point I, cherchons le
licu des points 1 sar le plan fixe xoy; pour ccla prolongeons BoY
Jusqu’asa rencontre en Cavee ox. La figure NIBC est un parallé-
logramme puisque les ¢otés opposés sont paralleles, comme
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MOUVEMENT DE ROULEMENT i7

R S
0\ =0'B ce parallélogramme est un losange, par suite Bl =<1\
donce les points I sont a une distance égale de la droite fixe oy
ct du point fixe A, ils appartiecnnent done & une parabole ayant
la droite oy pour directrice et le point A pour fover. Comme la
diagonale CI est bissectrice de I'angle I, Ia droite CI est tangente
au point I a la parabole.

Cherchons maintenant Jla roulette, ¢’est-a-dire le lieu des
points I sur le plan mobile.

Le point I est a égale distance de la droite O'A et du point B
du plan mobile, done la roulette est une parabole avant O'\ pour
directrice et le point B pour
foyer. Comme les deux para-
boles, base et roulette ont méme M
parameétre clles sont égales ;
clles sont dailleurs symétriques
par rapport a la droite Cl: w

Accélération d’'un point inpa- / ‘/

riablement lié au plan mobile.

— On a trouvé que les compo-
santes de la vitesse d'un point M

du plan mobile suivant les axes Y
dx o
oX et oy ont pour mesure —— Fig. 3.
. dy , . . lonmées d
=—2a/(y —},(,), a0 = a (x — X, X, V, ¢tant les coordonnées du

centre de rotation a l'instant considéré et o' la vitesse angulaire
de rotation. Les composantes de accélération suivant les mémes
axes ont pour mesure :

d*x . ) , dy 4 dy,
— =0 v — v ) — =}
de? . i dt dt
d*y " . , dx , dx,
=g’ (x — x o —— —a —L.
dt? ( ot dt dt

A Tinstant t on peut prendre comme origine des coordonnées
le centre instantané I de rotation, pour axe des x la tangente enl
a la base et pour axe des v la normale “lig. 34). Dans ces con-
ditions

dx ds dv
X — 0 ' [ L e
\0 (1 .\u - (“ (ll ) (“ .
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par suite les composantes de Paccélération du point choisi M
suivant les axes Ix et Iy ont pour expression, en remarquant

que dx v et dy 'x
—_ Vv et ——=—=—=aX
LTS N ’
d2x dy , ds

” )
=N — %N — % ——

144 !
——'y —a'ix; .
g ’ dt

dt

dts

En désignant par r ct @ les coordonnées polaires du point M,

on a
X==Trcosw; V=rsinw.

It par suite :

d*x v "
—5 =—2"rsinw— a”r cos ©
dt
d?y . o . , ds
——— "1 cos w —2*r sin w—1 .
dt? dt

Ces deux derniéres égalités montrent que 'on peut regarder
I'accélération du point M comme la somme algébrique de trois

accélérations ayant respcctivement pour composantes, sur ox :

—arsinw; —a%rcosw; 0
sur ov :
" . , ds
—+o'rcosw; —oarsinw;—o
dt
Les cosinus directeurs de la droite MI sont : — cos w ¢t

— sinw. Ceux de la perpendiculaire MT a MI sont donc : — sin ©
¢t cosw; donc la premiére composante de Yaccélération est
dirigée suivant MT et a pour mesure 2"r. La deuxiéme compo-
sante 2/%r a poui‘ cosinus directeurs — cosw et — sin w, elle
est donc dirigée suivant MI. Enfin la troisieme composante est

. . . S .
parallele i la normale 1y a la base et a pour mesure —a’-(ﬁ- . Cette

composante peut étre considérée comme la résultante de deux
accélérations dirigées 'unce suivant la tangente i la trajectoire du
point M ct l'autre suivant la normale. Ces composantes tangen -
ticlle et normale ont pour mesure :

ds

dt

s .
— 2 ——cosw ct4-o sin o,

dt
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11 résulte de la que I'accélération du point M a respectivement
pour projection sur MT et sur MI :

. , ds Yy ds .
z21r—aod — COS W 2.°r 2 ——SInh W,
dt ’ dt

Lieu des points du plan mobile dont Uaccélération tangenticlle
est nulle a un instant donné. — D’aprés le caleul précédent la
composante tangenticlle de I'accélération d'un point du plan mo-

. , ., ds
bile de coordonnées r et w a pour mesure «'r — o/ T cos w. Les
C

coordonnéesdes points cherchés sontdonc définies parla condition *

ds
a'r — o —— cos w =0.
dt
On déduit de la
a ds
I==————COS W,
o dt
. o ds ye .
A un instant donné o' ,2" et T sont des constantes, 'équation
C
du lieu est donce de la forme Y
r==A\cos w.
v I | X
C’est.un cercle passant par Vorigine I et

tangent a 'axe des y qui est la normale en

K
a la base (fig. 35). ‘x\ﬂ
Lieu des points du plan mobile dont U'accé- ) G
{¢ration normale est nulle a uninstant donné. Fig. 35

— Comme I'accélération normale d’un point

de coordonnéesr, w, (I'origine étantle centre instantané de rotation

. . ) ds
ct I'axe polaire la tangente a la base), a pour mesure o’r 4o/

dt
sinw, le licu des points cherchés est défini par la condition
, ds .
2% 4o sin @ =0,
dt
on déduit de 1a :
1 ds .
= — — sSin o,
o dt
roINCARE. Cinématique. Y
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Le lieu a donc une équation de la forme r =Bsinw. C'est une
circonférence passant parle point | et tangente i I'axe Ix (ig. 35}

Point d'accélération nulle. — Les deux circonlérences que I'on
vient d’obtenir se coupant au point I se coupent en un second
point K. Comme ce point n’a ni accélération tangentielle ni accé-
lération normale 1l a une accélération nulle.

Cercle des inflexions. — L’accélération normale d'un point P

T3

du plan mobile a pour expression .

o}

)
Si P appartient & la circonférence lieu des points d'aceéléra-
T2
tion normale nulle on a — =0.

- ‘ v . . .

Lorsque P ne coincide pas avee I, V est différent de zéro par
suite o est infini. En P la trajectoire du point ayant un rayon
de courbure infini présente un point d'inflexion. Cette propriété
a fait donner au cercle considéré le nom de cercle des infle.rions
. 9. . . . . .
a l'instant t. La circonférence des inflexions sera placée
au-dessous de la tangente Ix si ' est positif, elle est placée
au-dessus si o' est négatif. Son diametre IG a pour mesure

1 ds . . . ds
——— ou c¢ qui revient au méme ——.
o’ dt da

Construction du centre de courbure en un point de la trajec-
toire de M. — Soit 1 (fig. 36) le centre instantané de rotation i
I'instant t, Ix la tangente a la base, Iy la normale, IG le cercle
des inflexions et M la position du point mobile considéré. Le
rayon vectcur MI prolongé rencontre la circonférence en un
point D. Soit C le centre de courbure relatif a la trajectoire du
point M, on a

ds ds

1 done 1D = T

16 =

sin m.

Posons z==MC et soit V la vitesse du point M a Tlinstant t.
]

L'accélération normale de M a pour mesure d'une part—;—cl
\

, ds . . .. .
d’autre: part a'fr 4 o' — sinw. Dailleurs V*=2"r?, on a done

dt

132
a2r? " ,ds L
=21+ 2 ——sinw,
o dt
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d’ou
, r? ds .
1 —— =14 ——sinuw,
A e da
C g ,ods .
On a (fig. 36; r==1IM, >:-=MC(, ilism w = 1D, done la rela
da.

tion (1) peut s’éerive :

2

m.

A = 1M+ 1D = M.

Iin résumé le point C est déterminé par la relation :

M = MC.MD.

Sa construction exige la connaissance du point G diamétrale-

ment opposé du centre instan- "
tané I sur la circonférence des 1
. . /
inflexions. /
/
M
c/ /
o
Vo
|
W 1 'y
! X N
N ‘/
A Y
/%E‘
D NN
AN l,
\
\\ D II
( N \\\ /
N 7
\\ /
Y Y6
Fig. 30. Fig. 35.

Pour effectuer la construction on joint le point M (fig. 37)
au point I, on éléve en I une perpendiculaire IN sur MI, cette
perpendiculaire rencontre la droite MG en un point H. La
parallele & IG menée par I coupe la droite MI au centre de
courbure C. En effet les triangles semblables MIG, MCII

donnent :
MI MG

MC MIT
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D’autre part les triangles semblables MI et MDG donnent :

MG MD

NI T ML

Des deux éga]ités précédentes on tire

d’ob :

MI MD

MC T M

TS 32

1M = MC.MD.

Donc le point C déterminé par la construction précédente est

bien le centre de courbure cherché.

Areprications. — 1° Construction du centre de courbure relatif
a un point M d’une ellipse. — On peut considérer Pellipse

Y

X

Fig. 38.

comme engendrée par le point M de la
droite AB [fig. 38) dont les extrémités
glissent sur les deux droites rectangu-
laires ox et oy. Soicnt .a et b les me-
sures des segments MA, MB. Aux
points A ct B des trajectoires oy et ox
les rayons de courbure sont infinis,
donc ces points appartiennent a la cir-
conférence des inflexions. Comme celle-
ci passe par le centre instantané I de
rotation elle estdéterminée et le point G
coincide avec l'origine O. Soit D le
pied de la perpendiculaire abaissée de O

sur IM, et P le point oi IM rencontre OB. Elevons en P une per-
pendiculaire PII sur IM puis menons par H ol cette perpendicu-
laire rencontre OM une parallele i oy ; cette parallele coupe IM
en un point C qui est le centre de courbure cherché. Pour
justifier cette construction il faut démontrer que I'on a :

1M? = MC.MD.

[es lriunglcs semblables MHP et MOD donnent :

Google
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On a d’autre part (triangles MHC et MGQ; :

MG MQ
MIT — MG

Done

MQ MDD _ _
! —= —  — —douMQ. MP == MC. MD. -
1) NG 3P d'ou MQ. Ml IC.MD

D’ailleurs les triangles AMI et PMB d'une part, IMB, AMQ

d’autre part, donnent :

MP MB MI
MI T MA T MQ

d'ou :

On peut donc écrire en tenant compte de Ia relation (1) :

IM° =)MC. MD

ReMarque. — La construction s’applique a une ellipse tracée
(fig- 39) car IM est la normale au point considéré M de cette
ellipse dont les axes sont ox et oy. x

—

’,

o7 U e

D

Fig. 39. Fig. jo.

2° Construction du centre de courbure en un point de Uenye-
loppe d'une droite invariablement liée a la figure mobile.

Soient D et D’ (fig. 40 les positions de la droite mobile aux
instants t et t + dt; | et I’ les centres instantanés correspon-
dants. Les perpendiculaires abaissées des points I et I sur les
droites D et 1)’ rencontrent ces droites aux points I’ et P’ ou
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elles touchent leur enveloppe. Le point d’intersection C des per-
pendiculaires détermine le centre de courbure demandé.

Cercle des rebroussements. — 11 est facile d’obtenir I'équation
du lieu des points C relatifs a I'instant t i toutes les droites du
plan mobile. Prenons II' (fig. 40) comme axe des x. Le point C
a pour coordonnées polaires :

IC=r, NIC=o.

D’ailleurs les angles 1CI’, DAD™ sont égaux a la rotation infini-
ment petite da.
Le triangle ICI' donne :

1'C 11
sinow  sin(C’
done
. sinw
1'C=1I" ———-.
sin CC

I’C a pour limite r, I'angle en C est égal & da et 1I'=ds, on
peut donc écrire :
ds

=
da

Sill )

Comme le cercle des inflexions a pour équation dans le méme

. ds . . . . .
systéme r==— —— sin w, on voit que le licu cherché est une cir-

da
conférence symétrique de la circonlérence des inflexions par rap-
port a I'axe 1X. Ce lieu est appelé cercle des rebroussements.
Cette dénomination s’explique aisément. Si en effet I'enveloppe
d’une droite mobile présente un point de rebroussement, le ravon
de courbure étant nul pour ce point, le centre de courbure cor-
respondant coincidera avec le point de rebroussement lui-méme
. et par suite ce point de rebroussement de I'enveloppe d’une
droite mobile appartiendra a la circonférence licu des centres
de courbure a l'instant considéré.

RemarQUE. — Pour la méme raison, si unc droite mobile passe

par un point fixe, ce point appartient au cercle des rebrous-
scments.
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Aepricatiox. — Centre de courbure d’une conchoide de drotte.
— Soit la conchoide décrite par le point M de la droite OM
(fig. 41). Elle est définie par la condition O'M = 1. On connait
trois points de la circonférence des inflexions, i savoir : le centre
instantané 1, le point d’'inter-

- . . D
section (' de la droite mobile
OM et de la droite fixe AD, et G,
. N . . TP /,/ \
enfin le point B s_\,me.tuquc - "
de O.par rapport au point I : " N
le point O appartient en effet Y ,/‘,M
alacirconférence des rebrous- ‘l\;\._a_—y——- !
sements, et on sait que les \/ !
. . . . i
circonférences des inflexions 0 A P X

et des rebroussements sont

symétriqucs par rapport au Fig. 41.
point I. Le point G diamétra-

lement opposé de I sur la circonférence des inflexions est done a
I'intersection de la perpendiculaire ¢levée en B sur OB et de Ia
droite fixe AD.-On est ainsi ramené a la construction générale

(fig. 38.

Tnionkve. — Le liew des points d'inflexion de toutes les con-
choides engendrées par les divers points M est une parabole
semi-cubique.

En effet, si M est un point d'inflexion, le quadrilatere BIO'MG
est inscrit dans la circonlérence des inflexions (fig. 41). On a
par suite :

1) OM.00' == 0B.OL.

i

Désignons par x et y les coordonnées OP et MP du point M,
puis par z et o ses coordonnées polaires, on a

00 = 2 Ol==a 22 0B=20I

COs w COs™
en sorte que I'équation (1" s’éerit

cteost w==2az" sin* v,
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ou en coordonnées rectilignes x*= 2ay?, équation d'unc para-
bole semi-cubique.

Construction du cercle des inflexions connaissant les centres de
courbure correspondants de la base et de la roulette.

Soit B (fig. 42) le centre de courbure de la base et A celui de 1a
roulette. La circonférence des inflexions a son centre sur AB el

Fig. 2.

passe par le pointl; elle serait donc déterminée sil'on connaissait
le point G diamétralement opposé au point I. Or la vitesse angu-

laire instantanée a pour expression avec une convention de signe
convenable :’

do ( 1 1 ) ds
W\ ) ar
d’olt
da. 1 1
B
as e ¢
Comme IA =5, IB=7" et IG=— %’ Pégalité précédente
devient :
1 1 1

16 ~TA T

Le probleme revient donc a déterminer sur une droite donnée
un point G satisfaisant i la condition précédente, les trois
points I, A, B étant donnés sur la droite.

1° La roulette est une droite. — Dans ce cas (fig. 43, le rayon de
courbure de la roulette est infini et la formule générale se réduit

.1

G = TR donc 1G==1B, par suite le point G est symétrique
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du point B par rapport au centre instantané. 1l résulte de la
que le point B, centre de courbure de labase, appartient au cercle
des rebroussements.

Tout point M de la roulette décrit une courbe (ue I'on nomme
développante de la base, celle-ci se nomme la développée de ces

16

\
\
\
\
\
\

Fig. 33,

courbes. On peutdonc dire que le centre de courbure de la déve-
loppée en un point est sur le cercle des rebroussements relatif &
ce point.

Remarquons encore que la développée est le licu des centres
de courbure d’une développante.

En effet, le centre instantané de rotation est i I'intersection de
deux normales infiniment voisines de la développante.

Cette propriété résulte encore de la relation déja établie :

IM? = MC.MD.

Iin effet, comme les points I et D) (intersection de la droite MI
avec le cercle des inflexions) se confondent, IM = MD et

par suite IM = MC.

2° La base est une droite. — ILa formule devient alors :

1 —
G

(fig. 44) coincide avec le centre de courbure de la roulette.

% puisque IB est infini. Comme 1G =1\ le point G

ReMaroue. — Si la roulette est unc circonférence le mouve-
ment est cycloidal. Comme I\ est alors constant il en est de
méme de IG, parv suite le point G décrit une ligne droite paral-
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lele ala base. Le cercle des inflexions a pour diamétre le rayon
de la roulette.

3° Le mouvement est défini par le déplacement d’un segment de
longueur constante dontles extrémités s’appuient sur deww droites
fr.res.

Les points A, B, I {fig. 45) appartiennent i la circonférence des
inflexions, comme les angles OAT et OBI sont droits, la circon-

)| 0'(‘-, B
Fig. 44. Fig. 13.

férence des inflexions passe par le point O et a pour diamétre Ol

le point O étant diamétralement opposé au point I, coincide avee

le point G. Comme la roulette est le cercle de diamétre OI on
voit (ue la roulette coincide avec
le cercle des inflexions. La ligne
droite étant la seule ligne dont
tous les points sont des points d’in-
flexion, les différents points de la
roulette décrivent des lignes droi-
tes passant par O.

X On peut raisonner autrement.
Soit E [fig. 46 un point de la
roulette ; comme celle-ci passe
par le point E et que dans le mou-

Fig. i6. vement le point B se déplace sur

la droite fixe OX, le point E se

déplacera de facon que 'on ait a chaque instant arc BE = C'* par

suite I'angle BOE sera constant ¢t le point E se déplacera sur
la ligne fixe OU.

Deux points diamétralement opposés D et E déerivent deux

droites rectangulaires, puisque l'angle inscrit EOD intercepte
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une demi-circonférence. Le segment DE a une longucur cons-
tante et égale a Ol, donc on peut substituer au glissement de AB
sur les lignes obliques OX, OY le glissement du segment cons-
tant ED =0I sur deux droites rectangulaires OE, OD.

4° Le mouvement est défini par le déplacement d’un angle cons-
lant P dont les cdtés passent par dewr points fives A et I3,

On a établi que la base de ce mouvement est la circonférence
circonscrite au quadrilatere PAIB (fig. 31), et la roulette le cercle
décrit de P comme centre avec I pour rayon.

Tugorime. — Toute droite de la figure mobile enyeloppe une
circonférence. — Soit D (fig. 31) une droite du plan mobile, parle

point P menons une parallele a la droite D et soit C le point
ou elle rencontre la base du mouvement. Ce point est fixe, car le
point B est fixe et Varc BC est constant, la droite D) enveloppe
donc une circonférence ayant le point C pour centre et la dis-
tance de cc point a la droite comme ravon.

Tuéorkme. — Un point quelconque du plan mobile décrit un
limacon de Pascal. — Joignons le point considéré M (fig. 47) au

point P. La droite obtenue MP rencontre la
base au point fixe C; d’autre part la distance
MP est constante puisque les points M et P
sont deux points donnés de la figure mobile.
Donc dans le mouvement la droite CM tour-
nera autour du point fixe C, le 1)oi11t P se ¢
déplacera sur la base et I'on obtiendra le lieu
du point M en prolongeant la corde CP d’une
longueur constante PM, par suite le licu du

R . Fig. s,
point M est un limacon de Pascal.

Construction du point . — Remarquons d’abord que dans le
mouvement counsidéré le cercle des rebroussements est la base
elle-méme. En effet, toutes les droites qui passent par le
sommet P de I'angle ont un point fixe situé sur la base ; ces
points fixes sont donce les enveloppes ou encore les centres de
courbure des enveloppes des diverses droites issues de P : la
base est donc le cerele des rvebroussements. On obtiendra le
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point G cn prenant le symétrique du sommet P de I'angle par
rapport au centre instantané.

Remareue. — Ce résultat peut s’obtenir en utilisant la for-
mule générale
1 1 1
TG -TA T
qui donne ’
1 1 1 2 1 1

G 10 1 1 e 1w’
d’ou

1G = 1P

le segment 1G étant positif, doit étre porté a partir du point I
dans le sens opposé a IP.

5° La base du mouvement est une courbe quelconque et la rou-
lette une courbe symétrique de la base par rapport & une tangente
en un point de la base.

TuéoriMe. — Pendant le mouvement la base et la roulette
restent symétriqucs par rapport a la tangente commune.
Soient HT, I'T" (fig 48) deux tangentes & la base B, R et R’ les

Fig. i8.

symétriques de B par rapport a HT et a 1T'; il faut montrer que
I'on peut passer de R a R’ par un roulement. Cette propriété
résulte de I'identité des trois courbes B, R, R’ et de 'égalité des
deux arcs III, H'I symétriques par rapport i la tangente IT'.

TutorikMe. — Les trajectoires des différents points de la figure
mobile sont semblables aur podaires de la base.
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En cffet, soit P (fig. 49) un point fixe et Q son symétrique
dans le plan mobile par rap-
port alatangente HT. Lorsque
la roulette passe de R en R/,
Q va en Q' symétrique de P
par rapport a IT' puisque R
et R’ sont des courbes symé-
triques de B par rapport aux
tangentes HT et IT; or le
point K décrit la podaire de
la base relative au point P, et

comme PQ'=2PK, Q' décrit une courbe semblable a cette po-

daire.
Construction d int G I.a formul 1 — 1 —+ 1
A (G T W |©
donne dans ce cas = = ]:A-’ d’oil[G:—é——, donc le point G

est au milieu du rayon de courbure de la roulette. L

AvprLicatiox. —  Liew du sommet de la parabole roulette
Exercice page 406).

Le point S (fig. 33) est symétrique du sommet S de la parabole
de base par rapport i la tangente, il décrit donc une parabole
semblable a la podaire du point S, c’est-a-dire une cissoide.

Remarque. — Le symétrique O’ dupied O (fig. 33) de la directrice
de la parabole base décrit une strophoide puisque la podaire du
point O par rapport a la parabole de base est une strophoide.

Construction du centre de courbure d’une parabole.— On con-
nait {fig. 50) les deux points I ¢t K du cercle des inflexions;
de plus, le point G doit se trouver a 'intersection de I'axe OY
et de la perpendiculaire élevée au point I sur IC, car IG étant
an diameétre du cercle des inflexions, langle IKG est droit. En
prolongeant IG d’une longueur 1G’ = 1G, on obtient le diamétre
de la circonférence des rebroussements; cette circonférence passe
par le point fixe II. Comme on a trouvé IA = 2IG, on obtiendra
le centre de la courbure A de la roulette cn prolongeant le seg-
ment IG d’une longucur égale i lui-méme. De méme, on
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obtiendra B centre de courbure de la base, en prolongeant le
segment IG' d’unc longueur égale a lui-méme.
De ce qui précede découle la construction suivante : Soit M

1
1
AN |Y
v
A
G
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
, ‘,_K_____:ﬂ]
0’ P
NP / \
7/ b
X 4 \
/’// \\ 4 \
},’/ N A
¢ o] H \ X
\
\
\
\
\
\ ]
VG
\
\
\
\B
I \
Fig. So. \

(fig. 51} un point d'une parabole définie par sa directrice et son
foyer; on tracera la normale en M i la parabole, elle coupe la
directrice au point G, et on portera sur la normale vers l'inté-
rieur de la parabole une longueur MB = 2MG, B est le centre
de courbure cherché.

Resanques. — 1° Comme les triangles MKG, MHG' sont
égaux, on peut encore diriger la construction comme l'indique
la figure 51, c’est-a-dire joindre au foyer le point d’intersection
de la tangente en M et de la directrice; cette ligne coupe la
normale en M au point G'. On déterminera ensuite le point B en
doublant la longueur MG'.

2° Si la base et la roulette sont deux circonlérences égales, les
différents points de la figure mobile décrivent des limacons de
Pascal. En effet, les deux courbes basc et roulette sont symétri-
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(ues; par suite, les trajectoires des points mobiles sont sembla-
bles aux podaires de la base, et par conséquent sont des lima-

cons de Pascal.

.Condition pour que la trajectoire d'un point du plan mobile
présente un point de rebroussement. — Il faut qu’en un certain

point la vitesse soit nulle sans que I'accélération le soit,

=

Fig. 51,

car

alors la projection de la vitesse sur un axe quelconque change de
signe et par suite le mobile rebrousse chemin. I étant le centre
instantané de rotation a I'instant t, la vitesse du point considéré

M a pour mesure
dax

M——.
M dt
Or,

Mo da ds
dt  ds dt’

donc la vitesse du point M peut s’éerire

dz ds

M T~ a0

Au point de vue géométrique, on peut toujours supposer
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le centre instantané I déerit la base d’un mouvement uniforme de

. . . da .
vitesse V. La vitesse du point M a alors pour mesure IM. e V.
s
Pour que M soit un point de rebroussement, il est nécessaire
. dz
(que l'on ait IM = 0 ou o = 0.
ds

Dans le premier cas M coincide avee le centre instantané, ce
qui a lieu successivement pour les divers points de la roulette;
la tangente de rebroussement est d’ailleurs normale & la base.

.. ’ . d 1 1 ]

Dans le deuxiéme cas, comme on sait que T =T1¢. 16 doit

s 1G, 1G
¢tre nul, ce qui impose la condition JA = 1B. Ce résultat montre
(ue le centre de courbure de la roulette coincide avec celui de la
base, en d’autres lermes la roulette et la base sont alors oscula-
trices. Pour cette position de la roulette et de la base, les trajec-
toires de la figure mobile présentent simultanément un point de

rebroussement.

Distinction des  points de rebroussement de  premicre et de

deuxieme espece. — Caleulons le rayon de courbure correspon-
dant au point M a instant t. On a
.M M
MC o —— — - —
MD 1D — M1
Or
ID =1G cos w,
done :
i Tk
M ==7"—=
1G cos w—MI
.. da .o . . .
Lorsque la condition T = 0 est satisfaite, 1G est infini; par
ds
suite MC = 0. On a donc en général des points de rebrousse-

s

5
devient infini le produit IG. cos w est indéterminé; dans ce cas,
le point M appartient & la tangente 1T et le rayon de courbure
est fini, ce qui prouve que le rebroussement est de deuxieme

lorsque 1G

ment de premiere espece. Cependant, si w =

cspece.

ExempLE. — La roulette ¢tant une droite, clle deviendra oscu-
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latrice a la base si elle peut devenir une tangente d’inflexion:
MC est alors indéterminé et la trajectoire d'un point M de la rou-
lette présente un point de rebroussement de deuxieme espece.

En général, si lna base et la roulette deviennent osculatrices,
toutes les trajectoires ont des rebroussements de premiére espece,
a I'exception des trajectoires des points de la tangente commune
a la base et a la roulette qui ont des rebroussements de deuxieme
espece.

MOUVEMENT EPICYCLOIDAL

Dans le mouvement épicycloidal la base ct la roulette sont des
circonférences. On appelle épicyeloide la trajectoire d'un point
quelconque du plan mobile : selon que le point est a intéricur
de la roulette, sur la roulette ou a Iextérieur, I'épicyeloide est
dite raccourcie, ordinaire ou allongée.

Expression des coordonnées d'un point de Pépicycloide. — Soit BB
tfig. 52) le centre de la base, A le

centre de la roulette, M le point
considéré, I le point de contact de
la base et de la roulette, et AP le
rayon dela roulette (ui passe parle

Y

point M. Prenons comme axe des y
le rayon BQ de la base, le point Q

étant choisi de facon que arc 1Q
=arc IP. L’axe des x est le dia-
metre perpendiculaire a BQ. Po-
sons BQ =R, AP=r, QBA =7,
PAL:=§ et AM=5.

En projetant le contour BAM sur les axes, on trouve comme
expression des coordonnées x et y du point M :

Fig. 52.

X= R4 1 sinz—psin (i 4 2
y=R4-1rjcosp—pcos 14z

D'ailleurs la condition de roulement, arc I == arc 1Q, est
exprimée par : rff = Rz. En posant R + r —= ar, cette condi-
tion devient :

b —+ 7T =23,

“t

POINCARE. Cinématique.
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ct les coordonnées x et y prennent la forme :
X=arsin g — 3 sin a3

.

y ==arcos  — 5 cos az.
L’épicycloide, licu du point M, est raccourcie, ordinaire , ou
allongée sclon que I'on a

p<r, p=r, g>r.

Condition pour que I’épicycloide présente des points de rebrous-
sement. — D’aprés ce qui précede (p. 63) la trajectoire présen-
tera un point de rebroussement lorsque le point M coincidera avec
le centre instantané. Cette coincidence n’est possible (ue pourles
points de la roulette, done les épicycloides ordinaires présentent
seules des points de rebroussement.

Condition pour que I’épicycloide présente des points d’inflexion.
— Le diametre 1G ([ig. 53) du cercle des inflexions (p. 50) est

donné par la formule

1 L 1 - 1
IGT 1A TB°
donce
Rr
1G = R—4r

La trajectoire du point M présentera un point d’inflexion lorsque

Mp-P--2A

Y N

B X
Fig. 53. Fig. 5.

M viendra sur la circonférence de rayon IG, ce qui exige que
satisfasse aux inégalités suivantes : AG <g<r.
Comme 7 doit étre plus petit que r, les épieveloides raccour-

cies présentent seules des points d’inflexion.
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Tangentes 4 I'épicyclofde menées par le centre B de la base. —
Soit BM (fig. 54) une tangente a la courbe, M le point de contact,
comme I est le centre instantané de rotation, I'M est une normale ¢t
par conséquent le point M est sur la circonférence de diamétre Bl:
cette condition exige que P'on ait :

roga R+,

On ne peut done pas mener de B des tangentes a 'épicyeloide
raccourcie,

De I'analyse précédente il résulte que Iépicveloide peut pré-
senter les trois formes indiquées par la figure 55.

Reyaneue. — Si la roulelte est tangente intérieurement i la
base, les coordonnées x et v de la trajectoire du point M s’ex-
priment encore par les formules (1) et 21 dans lesquelles la
mesure r du ravon de la roulette est aflectée du signe —.

Cas panticeriers, — Pour z == 0 le point M coincide avee le
centre A de la roulette, sa trajectoire est alors une circonférence
de rayon R 4-r.

Si le rayon de la roulette croit indéfiniment, celle-ct devient
une droite, et les épicycloides ordinaires deviennent des déve-
loppantes de la circonférence de base.

Si au contraire la base devient une ligne droite le mouvement
devient cvcloidal.

Lorsque la base et la roulette sont des circonlérences ¢gales,
R =r, les trajectoires des points mobiles sont des limagons de

Yascal.

Google



68 CINEMATIQUE

R . .
Pour r =— —-la roulette est tangente intérieurement a la

2

base et a pour diamétre le rayon de la base, ses différents points
décrivent des diametres de la base, les autres points du plan
mobile décrivent des ellipses.

Pour r = — 2R, cas du mouvement d'un angle de grandeur
constante dont les cotés passent par deux points fixes (p. 44} les
trajectoires sont des limacons de Pascal,

Construction du rayon de courbure en un point de 1'épicycloide.
— Démontrons d’abord le théoreme
de Savary.

Tutorkme. — Si, par un point fixe |
(fig. 56) pris a I'intéricur d'un angle
MIIB, on méne une sécante variable,
rencontrant les cétés de I'angle en P
eten Qona:

/11y .
(W+m> prt

s désignant 'angle variable PIIL
In effet. les triangles HIP et HIQ donnent :

Fig. 56.

, 111 sin {2 45 .
1 -—:-—‘——*_—: sin s cotg a cos 5.
Wb > 8
: 11 sin 2
. HI sin (s — % . te 3
X =" " —§in 7 cotg 3 — cos 7,
b 1Q sin 3 ot
done
| ] | 1,
[ /o . o
(v + T(T) T T Cotgr T eotgd.

L.e second membre de cette égulité est une constante car le
segment HI et les angles x et { sont des constantes.

Construction du centre de courbure. — Soient A et B (fig. 57,
les centres de courbure de la roulette et de la base, 1 le centre
instantané, M un point quelconque du plan mobile et 1G le
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diametre de la circonférence des inflexions déterminé par Ia
relation :
1 1 1

1G~ 1A 1B

Tracons la normale IM ct élevons en I la perpendiculaire sur IM;
elle rencontre MA au point H. Joignons le

point H au point B; la ligne obtenue ren- . _ H
contre la normale en un point C qui est le \}:&A‘L
AR

centre de courburc cherché.

~
~

Bl T
\ S»
oL oM

Désignons par D la projection du point G \ Py
sur la normale, et par w l'angle BGD; le ,/C)‘\/l
point C sera centre de courbure si 'on mon-  ~
tre que la relation (I)W2 = MC. MD est

\
]
satisfaite (p. 51). Transformons d’abord la \

[}
\

condition (I) de maniére i y faire figurer les B
rayons IA et IB. Pour cela remplacons MC o
et MD par leurs valeurs MI4-1C et MI —ID Fig. 57
puis divisons par le produit IC. IM. ID, on obtient alors :
1 1 1
[ TV

Or le triangle rectangle IDG donne 1D = IG sin w, done
/1 1 1
™= (ﬁ+ W) sin o
ainsi le point C sera centre de courbure si 'on a :
1 1 1 1 1
T “sme <"1T+’1§)‘

En appliquant la remarque de Savary aux transversales MDIC
et AIBde I'angle MIIB on a

(2 —l——l— d_ 1 ‘cotg o 4 cotg
v 1M 1IC Iy e” S
car I'angle 7 étant droit, sin 7 == 1 et

1 L 1 1 ¢ .
3 ) = colga4-colg 2.
N (1.\ + IB> i ITHCAL L
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Les égalités [2) et (3) donnent :

1 + r 1 1 n 1)

1C IM  sinw (l;\ IRYA
par suite le point C construit comme 1l a été indiqué est bien
un centre de courbure. '

Cas de I’épicyclolde ordinaire. — Dans le cas de I'épicycloide
ordinaire le point M (fig. 58) étant sur la roulette le point H se
trouve a I'extrémité du diametre qui passe
par M ; par conséquent il suflira pour obtenir
le centre de courbure C de joindre le centre
de la base au point de la roulette diamétra-
lement opposé i M, la normale IM coupe
cette ligne en C.

ProsrLizme. — Démontrer 1¢ que le lieu du
point C est une épicycloide ordinaire, 2° que

le rapport ~§ﬁ est constant.

Fig. 58. Prolongeons BA jusqu’en K (fig. 58), puis
tracons les lignes KH et HI. Comme les angles KHI et HIM sont
droits, HM et KI étant deux diamétres de la roulette, les deux
droites KH et IC sont paralleles, par suite les triangles HBK

et CBI sont semblables et donnent :

BC  BI ou R
BHE~ BK  R-+2r

Le point C décrit done une courbe semblable a la trajectoire du
point II, ¢’est-a-dire une épicycloide ordinaire.
Les deux triangles 1IBK et CBI donnent encore :

BI _IC 1C
BK — Ik "M

Done,
1€ R

M REF2r
¢t par suite

MC 2R+

M~ RH2r
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Cas panTictLiERs. — On a

MC  2(R+r)
MI — R+2r

Lorsque r tend vers l'infini (développante de cercle) le rapport
MC

N tend vers 1, done le centre de courbure est au centre ins-
tantané de rotation.

/

C
Mi = 2.

On obtiendra donc le centre de courbure en prolongeant MI

Dans le mouvement cycloidal R est infini et par suite

d'une longueur égale & MI.

. { . Al . Y e . :

Sir= —Tlc point C est rejeté a 'infini car le rapport \“‘
est infini ; I'épicycloide se réduit a une droite.
MC 4

Pour la cardioide R = r, donc On prolongera

M 3
MI d'une longueur égale au tiers de sa valeur pour déter-
miner le centre de courbure C.

Sir=—21R ¢

N = ,—;—, les trajectoirves sont alors des lima-

cons de Pascal.

Enveloppes de diverses courbes de la figure mobile (Mouvement
épicycloidal).

1° La courbe est un diamétre de la
roulette. — Soit AP (fig. 59) le dia-

metre considéré; il touche son enve-

loppe au pied M de la perpendiculaire A
abaissée de I sur AP. Le point M ap- P
partient donec a la circonférence de

1

diametre Al. En désignnnt par 6§ I'an-
gle IAP, on a :

arc IP =19, ﬂl'Cl.\l:——%—ng):Bl‘, ¢
B
d’ott arc IP = arc IM =arc IQ, donc Fig. 59.

on peut considérer la trajectoire de M
comme engendrée par M dans le roulement de la circonférence
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s2 CINEMATIQUE

de diametre Al sur la base, par suite la trajectoire du point M
¢'est-i-dire I'enveloppe du diamétre AP est une épicycloide.

2° La courbe est une développante de cercle.
— L’enveloppe d’une développante de cercle de
centre A est une autre développante de cercle.

En effet, menons une tangente IP (fig. 60 a
un cercle de rayon AK concentrique a la rou-
lette et dont on envisage une développante.
Comme IP est tangente & la développée, IP est
normale en M a la développante mobile, elle

sera done aussi normale a I'enveloppe cherchée.
Fig. 6o. De plus la perpendiculaire BQ abaissée de B sur
la ligne PI prolongée est constante : les deux

triangles semblables AIP ct BIQ donnent en effet :

% :%, d'oun BQ = ¢';

donc les normales aux différents points de l'enveloppe d'une
développante sont tangentes a une
circonférence fixe, par suite cette
enveloppe est une développante de
cercle.

Y

Calcul de la longueur d'un arc
dépicycloide ordinaire. — Désignons
par V la vitesse du point M (fig. 61)
sur sa trajectoire. L’élément d’arc a
alors pour expression ds = \Vdt; or
le point M peut étre considéré comme

Fig. 61. tournant autour du point I avec la

vitesse angulaire v, donc V=IM.w.

Comme la droite mobile AM fait avec la droite fixe By Pangle
h 4 =, la vitesse angulaire w a pour expression

donce

ds =1M 'd% 4 dz .
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MOUVEMENT EPICYCLOIDAL ~3
D’ailleurs

.0h
IM == 2rsin R

par suite

b,
(ls - 2[' sin ":‘)-' \(lg + (l-.?: .
De la condition de roulement rf == Rz, on tire

r
dz :d'ﬁl—{—-

-

d'ol enfin

r .6
ds =2r {1 4+ —) sin — df.
( R 2
Entre deux points de rebroussement conséeutifs § varie de 2=z,
I'are qui sépare les deux points a doune pour longueur

a2z

r

s :.] 2r <1 +F> sin %d‘).

L'intégrale indéfinie étant

<

— Ay (1 +l_l{_> cos %,

on a
— 2 . ---—l‘
S==0O1 (l + l{ )

Cas particeLiens. — Pour Ia eycloide R est infini, done s =38r.
L’arc de cycloide limité par deux points de rebroussement con-
sécutifs a donc une longueur égale a huit fois le rayon du cercle
générateur. L'arc correspondant de la cardioide est égal a 16r,
car dans ce cas R =rr.
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CHHAPITRE III

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE INVARIABLE

On appelle corps solide invariable un corps tel que la distance
de deux quelconques de ses points reste constante.

Si M et M, (fig. 63’ sont deux points du corps solide de coor-
données x,y. z: X,. v,, z, on a par définition :

n N [y — s ) =
En différenciant cette relation, 1l vient :
, ./ dx dx
2} ?(x—x,i »————'):O.
AT pa ’ (lt dl /
dx | dx, . " .
—— ¢t — mesurent les vitesses des projections des points M

dt dt

et M, sur I'axe des x.

Les relations telles que (2] étendues a tous les points du sys-
teme expriment que le mouvement est compatible avee I'invaria-
bilité du corps solide.

COMPOSITION DES MOUVEMENTS

Soient i ct i’ deux mouvements possibles du corps solide.
Désignons par X, Y, Z et X, Y/, 7’ les composantes de la vitesse
d’'un point M dans les deux mouvements. On dit que le corps
solide est animé du mouvement résultant de p et ' lorsque les
composantes de la vitesse du point M ont pour expression :

N =XA4X; Y=YV W=7

Pour un second point M, on aurait de méme :

Xi'=X,+X;: YW=Y+Y; Z/=171 47,
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COMPOSITION DES MOUVEMENTS 75
Montrons que le mouvement ainsi défini est compatible avec

I'invariabilité du corps solide. Les mouvements w et u' étant

supposés possibles, on a d'aprés (2)
Sx—x) (X—X)=0

;

14

‘v A A
(x —x,» (X\'— X, ==0.
En ajoutant ces ("gulit("s membre i membre. il vient :

Ex—x,) (N4 X7 —(X,+ Xi;=0
ou

Ve LN 7] A

Y(x—x, (X\"—X/, =0.

Cette derniére équation étendue aux divers points du systeme est
la condition de possibilit¢é du mouvement résultant.

Mouvement de translation. — Un solide est animé d'un mou-
vement de translation lorsque les vitesses de tous ses points sont
a chaque instant égales et paralleles. Les projections X, Y, Z de
la vitesse sont alors indépendantes des coordonnées du point

considéré. On peut donc écrire :

.\L——a, Y:l), 7. =c.

Ce mouvement satisfait aux conditions de possibilité, car les
différences X\ — X, Y — Y. Z — 7, sont nulles.

Moupement de rotation. — Un solide est animé d'un mouve-
ment de rotation lorsque tous les points d'une certaine droite
invariablement liée au corps restent fixes. Cette droite est
appelée axe de rotation.

E.rpression des composantes dela vitesse d’un point.— Prenons
I'axe de rotation comme axe des z et pour axe des x et des y deux
droites rectangulaires menées perpendiculairement i oz au pointo
(fig. 62).

En désignant par o et o’ les angles (ue font les plans déter-
minés par oz et M, oz et M avec le plan xoz. on a:

X=recosw; V=rsinw; z==z;
ct

’ L 4 / !
X=r'cosw; y=rsino; 2=z
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=6 CINEMATIQUE
r et ¥ mesurent les distances MB et M'B’ des points M et M’ &

I'axe oz.
Comme le tétracdre MBB'M’ doit étre invariable, OB est con-

.. dz , . ,
stant, par suite —— = 0. De méme BM et 'angle diedre d’aréte

dt

BB’ sont constants, donc

dr dw do’ ,
— = et ——— 0.
dt dt dt
(l(l) . . .
La constante q== Tt— se nomme la vitesse ungu]an'c de rotation
(

du systeme. Les composantes de la vitesse sont :

. dx .
N\ = jt— = SN © == — (Y.
d'Y 1 0s
—_ — =) S () — (IX,
It qc ) &Y
7 4z
. dt

La vitesse d’un point quelconque M est done perpendiculaire
au plan déterminé par ce point et I'axe de rotation, elle a pour

do | . Y
mesure P T étant la distance du point a I'axe.

Tutorime. — St a un instant donné deux ‘points B et B’ de
I'axe des z ont une vitesse nulle, la vitesse d’un point quelconque
du corps solide est Ia méme que dans un mouvement de rotation
autour de oz.

En effet, soient x, y, z les coordonnées d’un point quelconque
M; X, Y, Z les composantes de sa vitesse. Les points B et B/ ont
respectivement pour coordonnées o, o, z,; 0, 0, 2.

Les conditions d’invariabilité du systéeme sont :

ANA4-¥Y 4 (z—2z) 2 =0
XX 4 ¥Y 4 (z — z5)z =0.
Ces relations sont simultanément satisfaites si 'on a :

0.

o XNN—+3yY=0 et Z=
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COMPOSITION DES MOUVEMENTS 77

I.’équation (1) est vérifiée par les valeurs X =—qy et Y = - qx;
( étant une constante. Cette constante est la méme pour tous les
points du corps. Supposons en effet qu'elle ait pour valeur (
pour le point M et ¢’ pour le point M, on aurait d’aprés les con-
ditions d’invariabilité,

— =X {qy—a¥)+ (y =) (qx—qx =0.

Cette relation exige que F'on ait = ('. Donc le corps solide
peut bien étre considéré comme animé d'un mouvement de rota-
lion instantané autour de BB’.

VA 7 o
g
|
|
i |
. P |
' | [
I My :
1 | | 0’
, | T S X
| | ! | :/ |
| 1 0 : [ ,' X
o e
0 } ! X v 1/
@ w' | "} | v
1 [}
m f )
Y ™m Y m,
Fig. Ga. Fig. 63.

Expression des composantes de lu vitesse, la.xe os étant paral-
lole ¢ Uaxe de rotation. — Soient X = X,. Y = ¥, les équations
de I'axe de rotation o'z’ (fig. 63). En prenant pour axes o'z, o'y,

o'x, on a:

dx’ , dy’ ,
= —(V —— == (X .
dt L dt I
En passant aux axes ox, oy, 0z, on a :
! ! . !
X =Xx—x, ¥Y—=y—v, z=—1z—2,
par suite
dx
—_— = — ([ V— 1V | == X
dt 1y—x,) )
dv . .
— — 4 qgix—x)=Y
dt (I L (A
dz .
=0 ="17.
dt ‘
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Représentation des translations et des rotations par des gran-
deurs géométriques. — 1° Translation. — Dans la translation,
tous les points du corps ont des vitesses égales et paralltles, il
est donc naturel de représenter un tel mouvement par un segment
de droite égal, parallele et de méme sens que cette vitesse com-
mune. Ce segment peut étre déplacé pm-alli'menf a lui-méme
sans cesser de représenter la méme translation.

2° Rotation. — Soit OD {fig. 64) l'axc de rotation, ( lu vitesse
angulaire. Ou représente le mouvement par un segment OB de
g
I'axe avant pour mesure , et on 'affecte d’un
D J l l’
AB B sens fixé par la convention suivante : un ob-
3

servateur ayant les pieds en O et la téte du

¢oté de la fleche & marquer doit voir le mou-

Ao vement du corps s’effectuer dans le sens di-
1

rect, c’est-a-dire dans le sens de marche des
Fig. 6. aiguilles d’une montre ou encore de sa gauche
vers sa droite. On peut transporter le segment
OB le long de I'axe, mais on ne peut pas le déplacer parallele-
ment a lui-méme et I'amener en O,B,, car O,B, représente une

rotation s’effectuant autour de O, B, et non autour de OB.

. Composition des translations. — Soient deux mouvements de
translation représentés par OT et OT’ {iig. 65). Un point M par-

’ l‘ \'

\) ™ M » \'"

T Fig. 65. v
ticipant & la translation OT est anmimé d'une vitesse MY égale et
parallele a OT. La translation OT’ lui imprime unc vitesse égale
et parallele & OT', done le mouvement résultant donnera par
définition au point M une vitesse ¢gale a MV”, somme géomé-
trique des deux vitesses MV et MV’ Le mouvement résultant de
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deux translations est done une translation représentée par la
diagonale du parallélogramme construit

, e B"A
sur les segments l'epresentutlls OT et
OT’ des translations composantes.

Composition des rotations. — 1° Les
deur axes sont paralléles. — Prenons
pour axe des z une paralléle a la direc-
tion commune des axes de rotation OB o
ct OB’ des rotations composantes

0’

. . Fig. 66,

(fig. 66). Soient x = X,, y = Yo; X= S

X, Y=1,, les équations de OB ¢t O'B’. On a dailleurs OB= ¢
et O’ B’ = (. Les composantes des vitesses dues aux rotations
OB, O’ B’ sont respectivement :

N=—qiy—y); Y=q—x); Z=0.
N=—q (y—vyo; Y=q(x—xp); Z'=0.
Les composantes de la vitesse dans le mouvement résultant sont
donce par définition :
N'=—qiy — ) —q (¥ =

Y = q(x—x,)+ q(x—x .

7' =0,
En posant
P 0 ol 6 TP | /% k| A
‘\0 - - 1 > }U —_—
q-+q q-+q
on peut écrire :
N (g ) (v — s V=) x—s)s A =0,

Ces résultats montrent ue le mouvement résultant de deux
rotations paralleles de vitesses angulaires ( et ¢ est une rota-
tion parallele de vitesse angulaire - ' s’elfectuant autour
d’un axe ayant pour équations

o ’ -’ - ’ .‘
N qx,—+ 4'xo ot qv, +q v
Ny =——F— 7 o

q+q q-+q

s Vo —
Le point O” de coordonnées x,”, v,” divise le segment déterminé
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par les points O et O" de coordonnées x4, v,; x,/, v,/ en deux
0“0 q .
segments tels que¢ 00 —+; donc pour trouver la rotation
C
résultante en position, grandeur et sens, on opérera comme s'il
s'agissait de composer deux forces paralleles représentées par les
rotations paralleles données.

Cas parrticvLier. — Pour g =— — (', I'axe des z coineidant de

B plusavee OB et OX avec OO’,ona:

o N'=0, Y'=—qx, et Z'=0.
O’

Ces composantes étant constantes,
le solide est animé d’un mouve-
B Fig. 6-. ment de translation. Ainsi deux

rotations égales et contraires se
composent en une translation perpendiculaire au plan du couple
des rotations OB, O'B’ {fig. 67) ct dont la grandeur est égale au
produit de la vitesse augulaire de rotation par la distance des
deux axes. Le sens est fixé par le signe de Y.

Composition d’une rotation OR et d’une translation OT perpen-
diculaire & la rotation. — Par OR (fig. 68) menons un plan per-
pendiculaire a OT et considérons dans ce plan le couple de rota-
tion (OR’, O"R”; OR — OR" = O"R". Soit de plus 00" = —g%

En composant les rotations ORY,
O"R” on obtient d’apres le para-

]

Qe ~m—m———

3

graphe précédent une translation
dirigée suivant OT perpendiculai-
rement au plan du couple et égale
a OR >< 00" : c’est done OT.

En remplacant OT par le couple
de rotation OR’, O"R”, ce qui est
possible, et remarquant que les
rotations OR et OR' égales et con-
traires se détruisent, on voitqu’une

=
=Y

A

L o N \
%

\
\
\
\
N
N\

Fig. os.

rotation OR et une translation perpendiculaire OT se composent
en une rotation unique O"R” qui est la rotation OR déplacée
parallelement a elle-méme de OO”.
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COMPOSITION DES MOUVEMENTS 81

Composition de deux rotations concourantes OR, OR. — l.c
mouvement résultant de deux rotations s’effectuant autour de
deux axes concourants est une rotation représentée par la diago-
nale OR” (fig. 69) du parallélogramme construit sur OR et OR'.
Pour établir cette propriété, il sulfit de montrer que deux points
de la diagonale OR” ont des vitesses nulles et qu’un point (uel-
conque du corps a une vitesse angu- ,
laire égale a OR". Mo

Lt d’abord le point O a une vitesse
nulle comme appartenant aux deux
axes de rotation OR et OR'. le
point R” a aussi unc vitesse nulle :
en effet les vitesses du point R”, con-
sidéré successivement comme animé
des rotations OR et OR/, sont per-
pendiculaires au plan ROR’ et oppo- 0
sées ; elles sont de plus égales, car
les i)l'odllits OR >< R"M et OR’ < R"W qui les expriment four-
nissent tous deux aire du parallélogramme R7ROR'.

Etablissons maintenant qu'un p'oint quelconque du systeme
a une vitesse angulaire égale i OR". Considérons le point R', la
vitesse due @ la rotation R’ cst nulle, la vitesse résultante se
réduit done a OR. R'M”, elle a méme mesure que la surface du
parallélogramme de cotés OR, ORY. Or, cette surface peut s’ex-
primer par le produit OR".R'P, P étant la projection du point R’
sur la diagonale, donc OR” est bien la vitesse angulaire du mou-
vement résultant.

Fig. Gy.

Les rotations concourantes se composent comme les forces
concourantes,

Expression des composantes de la vitesse d’un point, I'axe de
rotation passant par Porigine. — Soientw = OR (fig. 70) la vitesse
angulaire de rotation et =, 3, v les cosinus directeurs ce
I'axe OR. Les composantes de celte rotation sont :

sur Ox, wa2==n
sur Oy, wBi==p

sur Oz, oy =(.

PoiNcarE. Cinématique. 6
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Ces trois votations n, p, q, peuvent remplacer la rotation OR.

7 )
/
K
X
. X
0
Fig. -o.

L.es composantes des vitesses dues a ces diverses rotations sont :

pour , X=—qy, Y=qx, Z=0,
pourn, X=0, Y=—nz, Z=ny
pourp, X=pz, Y=0, Z=-—px.

I.es composantes de la rotation résultante OR sont par suite :

X=pz—qy; Y=qx—nz; Z=ny—px.

Remarotve. — Tous ces résultats sont @ l'approcher de ceux
¢lablis en statique dans I'é¢tude de la composition des forces et
des moments.

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE

Préliminaires. — Soit O le point fixe (fig. 71), ox, oy, oz,
irois axes rectangulaives fixes, et O3, Ov, O trois axes rectangu-
L.

laives invariablement liés au solide. Désignons par a,, 8, 7,; %,

By a3 %y B, v, les cosinus directeurs des demi-droites _OE, Or,,

0%, rapportés aux axes fixes. Les coordonnées x, v, z d'un
point M par rapport aux axes fixes sont des fonctions du temps.
Les formules de transformation de coordonnées dans lespace
permettent d’éerire

. r ) v

X =— 1‘5 + 12’1 + a;;ﬁ

I - N . [

Y= ;J,~=+ R -+ 23

»

v
[ — ar - 4
l_.i'l; ol —+ \‘35.
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Le mouvement le plus simple que puisse prendre le corps est
un mouvement de rotation autour d'un axe passant par le point
fixe qui est ici I'origine O. .

En désignant par n, p, les composantes de la rotation sui-

4 X

Fig. -1,

vant ox, oy, oz, les composantes de la vitesse du point M ont pour
expression :

X=pz—qy; Y=qx —nz; Z=ny—px.

Dans le cas le plus général un point quelconque M du corps
restant a une distance constante du point fixe O, décrit une tra.
jectoire tracée sur une sphere de
centre O et de rayon OM. En d’autres
termes les trajectoires de tous les

S

points du solide sont des courbes
sphériques.

L’¢tude du mouvement du corps
peut étre ramenée a I'étude du mou-
vement d’une courbe sphérique sur
une sphere.

Si on coupe cn effet le corps par
unc sphére ayant son centre au
point O on obtiendra une section S
(fig. 72) qui restera sur la sphire tracée et dont la position déter-
mine celle du corps.

0 Fig. -a.
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TuioriME. — A un instant quelconque la vitesse des divers
points du solide est la méme que si ce corps tournait, a cet ins-
tant, autour d’un axe passant par le point fixe auquel on donne
le nom d’axe instantané de rotation.

1° Démonstration géométrique. — Soient P et P’ fig. 73) deux
positions quelconques de la courbe sphérique S; on peut toujours
passer de P i P/ par une rotation convenablement choisie. En effet,
soient A, B, C trois points de P qui viennent en A’,B’,(”, lorsque
P vient en I”. En joignant ces points par des arcs de grand
cercle on obtient deux triangles sphériques égaux. Par AA’ d’une

C

LT

-

/
0/ Fig. 73.

part et BB’ d’autre part, faisons passer des arves de grand cercle,
puis par les milicux I et K des arcs A\" et BB’ menons des
arcs de grand cercle respectivement perpendiculaires a AA’
et BB’. Soit I leur point d'intersection. Le point I est équidis-
tant des points A et A’ d’une part, et des points B et B’ d’autre
part. Tracons les ares de grand cercle Al, A’l, BI, B'l; on a
arc IA =arc I\, arc IB =arc IB'. Les triangles sphériques AlB,
A'IB’ sont donc égaux comme ayant leurs trois cotés égaux, par
suite, angle AIB —=angle AIB, En ajoutant auxangles égaux AIB,
A'IB’ le méme angle A’'IB on obtient les angles égaux AIA/, BIB'.
Joignons le point I au centre O de la sphere et faisons tourner la
figure P autour de la droite obtenue OI d’un angle égal a AIA’ le
point A vient alors en A’ et le point B en B’. Le sommet C vient
aussi en C'. En effet, supposons qu’il vienne en C” les deux
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triangles sphériques A'B'C”, A'B'C’ sont égaux, ont un c¢oté com-
mun et les sommets sont rangés dans le méme ordre si on con-
tourne les triangles dans un sens donné, donc ils coincident.

La rotation effectuée autour de OI a donc amené tous les points
de la figure sphérique de la position P & la position P'. La posi-
tion de OI dépend des positions P et P’ considérées. Si ces deux
positions sont infiniment voisines, Ol est 'axe instantané de ro-
tation a linstant counsidéré; le point I se nomme pole de la
rotation.

2° Démonstration analytique. — Le théoreme sera démontré
si on établit qu'a un instant quelconque les composantes de la
vitesse d'un point quelconque M peuvent s'écrire :

X =pz—qy
Y = qx— nz
7, = nyv — px

Des formules de transformation p. 82 on tire :

. dx

X=T=1{5+1Q7‘.+15:
’ v d}' nr a’ Ad
1) \=—d—t‘=s‘|§+§z'ﬂ+ias

) dZ ’ '

[4 — —dt p— T]E + ai»’.q + Y;:

Comme d'ailleurs la distance OM est constante, on a:
x'! _+_ .‘,‘2 + Z‘Z —_— Cle,

par suite
dx dy dz

@ Ty tr =0

X

t dt

Cette ég:\lité peut encore s’écrire :

(2 XX—+yY 4 zZ = 0.

Supposons les axes mobiles choisis de telle sorte qu'ils coinci-
dent avec les axes fixes a I'instant considéré, on aura alors :

X =

gy

’ y:’r‘; Z=E; al=l:=.‘t’3=1'
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D’ailleurs la relation (2) donne

e

[
]

3) XE+4- Y 4 7£ = 0.

Considérons le point { =1, =0, {==0. L’égalité (3} devient
X =0; mais d’aprés (1), X=a,F+ 2’4 4+ &/ §, donc o/, = 0.
On établirait de méme que 3',=0 ct +/,—=10. Considérons main-
tenant le point §=1,7 =1, {=10. Dans ce cas l'identité (3)
devient : '

Or, on aen tenant compte de ce que o', = 3', =+~/, =0, X =4a/,
’ [ 1 3 2
Y == B3|, donc

o,

—
__——pl_q.
Pour §=1,7=0, {=1on a: XN+ 7Z=20,dou:

%

||
!l
u

Enfin pour §=0,7n=1, =1 on a Y47 =0, par suite

N

‘3=—[3/3==n.

En portant les valeurs trouvées pour o', o, «;; ¥,, 8, P
N ati 1) il vient :
71y V'ay T dans les relations (1) il vient :

X=pE—q'n; \"—_—'qg-—-n:; Z—'_J-n‘f‘——pE,

Comme les valeurs de &, #,§ sont les mémes que celles de
X, ¥, z & 'instant considéré puisque les axes mobiles coincident
avec les axes fixes, on a:

-~
-~

X=pz —qv; Y = px — nz; ; =ny — px

Donc la vitesse du point M a I'instant considéré est identique
a celle que prendrait ce point si le corps tournait autour d’un
axe passant par O et tel que le segment représentatif de la rota-
tion porté sur cet axe ait pour projection n, p, (, sur les axes
fixes.

Définitions. Roulement et glissement. — Considérons deux
courbes sphériques : I'une B {fig. 74) fixe, 'autre R mobile sur
la sphere, invariable et constamment tangente i B. Soient A un
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point fixe sur B, C un point fixe sur R et s, s’ les mesures des
arcs Al et CI, T étant le point de contact des deux courbes.
On dit que R roule sur B si

, ds ds’ .
'on a — = —; dans le cas
dt dt

contraire il y a glissement de
R sur B,

En joignant le centre O de A
la sphére aux divers points des
courbes B et R on obtient deux cones ; on dit que le cone R
roule sur le céne B lorsque la courbe R
roule sur la courbe B.

Fig. 73,

Construction de la tangente a la trajec-
toire d’un point donné. — Considérons le
point M {fig. 75) il se déplace sur une
sphere de centre O. Si I est le pole de
rotation instantané, Ol est I'axe instan-

0 tané de rotation. La vitesse du point M

Fig. =3. ui est tangente a la trajectoire est per-

pendiculaire au plan MOI. L’intersection

de la sphere par ce plan estun grand cercle normal a la trajectoire
de M,

REDUCTION A UN ROULEMENT DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE
AYANT UN POINT FIXE

Tuiorkme I. — Quelle que soit la loi du mouvement d’un corps
solide autour d'un point fixe, on peut toujours le ramener au
mouvement d’une courbe sphérique invariablement liée au solide
sur une courbe sphérique fixe.

Rappelons d’abord que le lieu des points de la sphere qui
deviennent tour i tour des poles instantanés se nomment base.

Le licu des points de la figure mobile qui deviennent succes-
sivement des poéles instantanés se nomme roulette.

La proposition I sera démontrée si 'on établit le théoreme
sulvant :
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TukoriMe. — La roulette est constamment tangente a la base et
roule sur la base pendant que la figure mobile se déplace.

1o Les dewrx courbes sont tangentes. — En effet, soient B (ig. 70)
la base, R la roulette, I leur point
de rencontre qui est le pole de
rotation au temps t. Au temps
t 4+ dt la roulette est en R/, le
point I de laroulette est venuen I,
et 1 est le nouveau poéle de rota-

tion. En désignant par A et C
B deux points donnés de la base ct

Fig. -G.

de la roulette, et par €' la position
du point C a l'instant t 4 dt, on a

Al=5s; Cl=s"y Al=s—+ds; (Cl'=s"+4ds;
Cl,=Cl =5

Considérons le triangle sphérique I1 1. L'are 11, est le dépla-
cement du péle instantané pendant le temps infiniment petit
dt, or la vitesse du point I est nulle, donc pendant un temps
infiniment petit du premier ordre son déplacement est du second
ordre. On a d’aillcurs

sin 1T,

(1) sin ['= sinl,.

sin 11’

Sin 1I; est un infiniment petit du second ordre, sin 11" est du
premier et sin I, est au plus égal a 1, done le second membre de
Iégalité (1) est infiniment petity il en est par suite de méme de
sin I’et de I’; 'angle I' étant infiniment petit la roulette est tan-
gente a la base.

2° La courbe R roule sur la courbe I3. — 11 sullit pour I'établir
de démontrer qu d = de1 u bie ds = ds’
o que = = —- ou bien que ds =ds".

Or dans le triangle II,T on a (Lemme page 37) :
H=1—I1I=>1I,.

En négligeant 11, qui est un infiniment petit du second ordre
on a

0=1"—1I'>0.
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La différence 1I'—1,1’ devant étre a la [ois inférieure ou égale
a 0 et supérieurc ou égale a 0 est nécessairement nulle, on a

donce
II'=1F, c¢'est-a-dire ds =ds’.
RemaRrQuE. — En joignant le point O a la base et it la roulette

on obtient deux cones. Le cone OR roule sur le cone OB pendant
le déplacement du corps solide.

Accélération angulaire instantanée. — On appelle accélération
angulaire instantanée une grandeur géométriquc OJ passant par

le point O et dont les projections sur les axes sont i'l (—]l—)- i(! :

dt 7 dv’ dt’
n, p et q étant les composantes de la rotation R suivant les axes
fixes ox, oy, oz.

Expression des projections de I'accélération d’un point sur les
‘axes fixes dans le mouvement général autour de 0. — Les projec-
tions de la vitesse d’'un point sur les axes fixes X, v, z sont :
dx dv dz

Ttr-pz—qy; —d'té—qu—nz; Wr:_ny—px.

Les projections de 'accélération du point M sont done :

d?x dp dq dz dy
i Tk reb l U el ST
d’y dq  dn dx dz
A TER TR TR S T T
d’z  dn dp _ dv dx

de — dt Y T e Xt — P

Ces équations montrent que I'accélération d'un point M dans
le mouvement d'un corps solide autour d’un point fixe est la
somme géométrique de deux autres accélérations ; la premicre
ayant pour projcctions sur les axes :

dp dq ~ dq dn  dn  dp
YT wEH w T w
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se nomme accélération due a Paccélération angulaire ; la seconde
avant pour projcctions sur les axes:

dz dy dx dz dy dx
Py — T3 T@w "T "W Par

se nomme accélération centripbte.

Remanoue. — Les projections de I'accélération dues a I'aceé-
lération angulaire se déduisent des projections de la vitesse eny
remplacant n, p, ( par leurs dérivées.

Direction et intensité de ’accélération due a l’accélération angu-

laire. — En prenant I'axe oz suivant 1'accélération angulaire
on a

dp dn

—_— —— == 0

dt dt

dc¢ . e . -
ct ltl mesure I'aceélération angulaire elle-méme. Considérons un
«

\

point M [fig. 77) dans le plan des x z, pour un tel point y=
" ¢t les projections de I'accélération (1)
sont 1'cspectivement :

------------ M 0 ~dq 0
JA N Ty '

L aceélération considérée est done

0 X parallele @ oy, c’est-a-dire perpendicu-
. laire au plan déterminé par le point M
SR ct par 'accélération angulaire OJ. Elle
.. . .. dq . e
a d'ailleurs pour intensité x T produit de I'accélération angu-
d

laire par la distance du point M & celle-ci.

Direction et intensité de l'accélération centripdte. — Supposons
qu’a I'instant considéré I'axe instantané coincide avec I'axe des z,
(fig. 78) on a alors n = p = 0 et ¢ est la vitesse de rotation
elle-méme. Faisons passer le plan des xz par le point M, les
coordonnées du point M sont x, o, z et les projections de sa vitesse
ont pour expression :

dx ) dv _ dz

T Tl AL ek
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Dans ces conditions les projections de 'accélération centripete

sont sur ox,—(

Cela montre que I'accélération
centripete est paralléle a ox, c’est-

a-dire dirigée suivant la perpen-

diculaire MQ abaissée du point M
sur l'axe instantané de rotation;

elle a pour intensité g’x, c’est-i-

LY ou — q’x, sur oy — o, sur oz — o.
dt .
Z
M
______ -—
Q
: ) ) . 0 3
dire le produit de la vitesse ins- v X
Fig. -8

tantanée de rotation par la distance
du point considéré a 1'axe instan-
tané. Le signe — indique que 'accélération centripete est dirigée

A . »
vers 'axe instantané.

Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant da a Rivals :

Tuéonrime, — L’accélération d’un point M (ﬁg. 79 appartenant
2 un corps solide mobile autour d’un point fixe O est la somme

VA
R
J
9
/’/ M
P ,4"’
N
J X
Y
Fig. -q.

géométrique de deux accélé-
rations : la premiére due a
Paccélération angulaire est
égale a l'accélération angu-
laire OJ multjplié¢e parla dis-
tance MP du point M a la
droite OJ, elle est dirigée
suivant la droite MN perpen-
diculaire au plan MOJ; la se-
conde est 'accélération cen-

tripete : elle est égale au

produit du carré de la rotation instantanée OR par la distance MQ
du point M a I'axe instantané, elle est dirigée suivant MQ de M

vers Q.

RevanrQue. — Le théoreme de Rivals permet de construire le
plan osculateur a la trajectoire du point M et le rayon de cour-

bure sphérique.

>

Go 8"‘
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MOUVEMENT EPICYCLOIDAL SPHERIQUE

Cas panTicuLiers. — 1 Lorsque la base et la roulette sont deux
petits cercles d'une sp]l'cre)les cones OR et OB sont de révolu-
tion, et les points de la figure sphérique mobile décrivent des
trajectoires appelées épicycloides sphériques.

2° Si la roulette devient un grand cercle le cone OR se réduit
a un plan, les courbes décrites par les divers points de la figure
mobile prennent alors le nom de développantes sphériques.

Expression des composantes de la rotation instantanée dans le
mouvement épicyclofdal sphérique. — Prenons pour axe des z
I'axe du cone fixe (fig. 80), soit  son demi-angle ausommet, Ol est
I'axe du cone roulant et 7 son

Z . .
deml-angle au sommet. L’axe ins-

=

tantané de rotation étant la géné-
ratrice commune OR aux deux
cones, est situé dans le plan ZOII
et [ait les angles O et » avec OZ et
avec Oll. En désignant par w 1'an-
gle formé parles plans ZOR, ZOX,
les cosinus directeurs de OR ont
pour expression :

=

X

sin fcos w, sinf sinw, cosh.

4
D el el SR

-\
<~/

Si R est la longueur qui repré-

Fig. 8So. .
sente la rotation, les composantes

de celle-ci suivant les axes sont :
(1) n=Rsinfcosw; p=Rsinbsinw; q=~Rcosh.

Pour déterminer R considérons un point H de 1'axe du cone
mobile tel que Oll =1.
Le point I a pour coordonnées :

x=sin(§4+z)cosw; y=sin(h+ z)sinw; z=cosH4 7).

I décrit un cercle uy:mt‘pour ravon sa distance IIK a T'axe

Google



MOUVEMENT EPICYCLOIDAL SPHERIQUE 93

des z; or IIK = OH sin (64 %}, donc la vitesse du point 1I
w
dt -’

Comme d’autre part le point Il tourne autour de OR avec la
vitesse angulaire R, sa vitesse a aussi pour mesure R.TIP, IIP étant
la distance du point H a I'axe instantané OR ; mais lIP = Oll sin 2,
donc la vitesse du point II a pour mesure R sin ».

En égalant les deux expressions de la vitesse du point Il on a

R— do sm(ﬁ—{-"a)'

dt sin

a pour mesure sin (§ 4 7)

En portant cette valeur de R dans les égalités (1) on obtient les
valeurs cherchées des composantes n, p et ¢ de la rotation ins-
tantanée.

dw : . . .
Lorsque T C* la vitesse angulaire de rotation R est
¢

aussi constante.

Expression de l'accélération angulaire dans le mouvement

do . .
épicyclofdal. — Supposons que I~ SOt constant, il en est de
C
méme de R, ct l'on tire des formules (1)
dn oo . dw
——-=— Rsin ) sinw — —
dt ‘ dt
d .
PR osin® cos o
dt
dq
dt
Comme
do sin
dt —  sin (0 4+ 3)
on peut écrire,
dn . sin = sin §
dn L OR? S.lllf sin 3
dt sin {04z
1 sin 2 sin 0
P cos w liz—g.m—‘gl—!]—\.
dt sin 0+ )
dq
— =0.
dt
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La projection de OJ sur I'axe des z étant nulle, OJ est paral-
lele au plan des xy.

Comme les projections de OJ sur ox ¢t oy sont proportion-
nelles i — sinw et & cos w l'accélération angulaire OJ est per-
pendiculaire au plan ZOII; elle a d’ailleurs pour intensité

, sinpsinf

sin (§ 4 =)

POSITION, APRES PLUSIEURS ROTATIONS SUCCESSIVES,
D'UN SOLIDE AYANT UN POINT FIXE

Considérons un corps solide ayant un point fixe O. Soit R une
premiére rotation d’angle fini qui fait passer le corps de la posi-
tion P dans la position P’ et R, une seconde rotation qui fait
passer le corps de P’ en P,

Sion fait successivement les deux rotations le corps passera
de I’ en P,

D’apres le théoreme d'Euler on peut passer directement de P
en P” par une scule rotation R,.

Etant données les rotations R et R, proposons-nous de trou-
ver la rotation résultante R,.

Remarquons d’abord que Pordre dans lequel on prend les com-
posantes R et R, n’est pas indifférent, il le serait pour des rota-
tions infiniment petites.

Une rotation finie est entierement déterminée parla direction
de son axe et par I'angle de rotation.

Soient a, b, ¢, les cosinus directeurs du semi axe qui représente
la rotation et 29 Pangle de rotation.

Posons :

h=-cosf; u=uasinl;v=Dsin0; p=csin §

Nous avons ainsi (uatre paramétres qui définissent la rotation,

car connaissant 2, &, v, ¢ on peut calculer a, b, ¢ et §.la somme

des carrés des quatre parameétres est égalc al:

R4 w44 ot=1

Google



POSITION D'UN SOLIDE AYANT UN POINT FIXE 95
Une rotation nulle § =10 a pour paramétres :

=1 p=0 vy=0 =0
Lorsque deux rotations sont égales et de sens contraires, il sul-
fit pour passer de I'unc a l'autre de changer § en — 0§ : % ne
change pas, les autres paraméetres changent de signe.

-~
i~

Quand la rotation est de 180°, on a 20 ==, d'oit § =—- les

(3]

parametres sont: o, «, b, c.

Si on change les signes des quatre paramétres on ne change
pas la rotation, car si on faittourner le corps de 26 ou de 2= 42
la rotation au point de vue géométrique ne change pas.

Probleme. — LLtant donnés les parameétres :

hy , v, o de la rotation R.

Ly s vy 7, de larotation R

caleuler les parametres 2, v, v,, 2, de la rotation R,

Composons d’abord deux rotations de 180° autour de O\ et OA
(hig. 81L.

Par le point O menons OC perpendiculaire
a OA et ON. Démontrons que OC est l'axe de
rotation résultant.

Pour cela il suflit de faire voir qu'un point  © |
quelconque de cet axe est immobile dans la '

ratation résultante.

De M (fig. 82} abaissons une perpendicu- ‘,\.
laire OM sur A\ clle est aussi perpendiculaire Fig. $1.
sur OA’ puisque M est sur la droite OC. La
premiere votation autour de O améne Men M'symétrigque de M par
rapportau point O. La seconde rotation raméne le point M"en M.
Donc dans la rotation résultante M n'a pas bougé.

Done OC est 'axe de la rotation résultante.

Reste a trouver l'angle de rotation.

Soit I’ un point du plan AON. La premicre rotation de 180°
autour de O\ améne P en P’ symétrique de P par rapporta o\;
la scconde rotation de 180 autour de O améne P’ en P7 symé-
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trique de " par rapporta O.\’. L’angle de rotation autour de OC
est égal a POP” ou 2 AON.

Done la rotation résultante de deux rotations de 1800 a son axe
perpendiculaire aux axes des rotations
composantes et son angle de rotation est
¢gal & deux fois I'angle des deux axes.

De la résulte qu’une rotation quel-
conque peut se décomposel- en deux rota-
tions de 180e.

St par exemple 'axe de rotation est OC
et I'angle de rotation 2§ en menant par

un point quelconque O de OC deux droites
OA et OA’ perpendiculaire a OC et faisant entre elles Vangle 9) On
obtient les axes de rotation de 180°. 4
Cette décomposition peut se faire d’unc infinité de maniéres.
Deux rotations de 180° autour du méme axe se détruisent, c’est-
a-dire qu’elles ramenent le corps a sa position primitive.

Calcul des paramétres b, 1,y v,y &,.
Soient :
2, 3,y les cosinus directeurs de OA.

2, 3, ¥' les cosinus directeurs de OA'.

On a :

R By =], @t =1

1°OA et OA’sont desrotations de 180°. Soient %, u, v, 5 les para-
métres de la rotation résultante ; § 'angle des deux axes de rota-
tion O\, O.\'. § mesurant la demi-rotation, on a :

)\ == COS 0

ct par suite
h=ag 4 53 4y
on a aussl

=2 sin 0.

Supposons qu’on prenne sur O\ et sur O\ deux longueurs OA
et OA’ telles que O\ = O = 1.
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. , 1 . .
La surface du triangle AOA’ a pour mesure = sin §, par suite
y..—-—— 2a. AOA'. ¢

a est le premier cosinus directeur de OC;
¢’est aussi le cosinus de 1'angle du plan des )
vz avec le plan AOA’. Projetons le triangle
AOA’surle plandes vz, il se projette en BOB’

Les coordonnées de A sont a 3 v.

— B— of83v. A A
— Al— o3 Fig. §3.

/ nr.
— B'— o 3.

L’aire du triangle BOB' est égale a AOA. a ou

1 o 1 1
" AON o — ar -
BOB' = AOQ\'. a= 5 o0 3 vi= ) (93 ;lJ).
111
Donc :
o, Lt
*= Y-

On écrira les valeurs de v et de o par symétric. On trouve ainsi
les quatre équations :

— a’ Rar ars
ho=oax 4 33+

) nt

(1) = M
v =~va' —ay

o =al — Ba

Résolvons ces équations par rapport a a, 3, v; pour cela multi-
plions la premiere par «/, la seconde par o, la troisieme par +”. la

p——

quatrieme par 3 et ajoutons, nous avons :

~ 1 ) Al
A= AL — ¥ + 33
(2) Par symétrie 8=733"— sz’ 4 vy’

ar 3 a,t nl ’
;= — S - va
A l'aide des équations (1) formons encore la quantité

A
3) 8= pal v 4 g

on trouve :

o
|
o

roINCARE. Cinémalique.
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Probleme général. — Soient R (3, u, v, 2) et R (A, u;, v, 2,)
les rotations données.

Décomposons R en deux rotations S ct S’ de 180° et R, en
deux rotations également de 180° S'; et S".

On peut choisir abitrairement 'une des deux rotations pourvu
que I'axe de cette rotation soit perpendiculaire a I'axe de larota-
tion a décomposer.

Choisissons pour S', et S’ la méme rotation.

I’axe de S’ est perpendiculaire au plan des deux axes
donnés.

On a ainsi R = résultante de S et 5. Ce que l'on éerit
R = S.9'.

De méme

R,=1¥8.8"
Alors
R,=R,k=S.5".5.5".

Mais lorsqu’on fait deux fois une rotation de 180° autour d’un
médme axe, ces deux rotations se détruisent, les deux rotations S’
sc détruisent donce et il reste :

R,=S.5".

Soient a, 3, v les cosinus directeurs de I'axe de rotation S,
o, ¥, ¥ ceux de §'.
Et ), u, v, g les paramétres qui définissent R.
On a entre ces quantités les relations (2) et (3) écrites ci-dessus.
Soient o, &, v les cosinus directeurs de I'axe de rotation S”
et X, %, v,y 7, les paramétres qui définissent R,.
Ona de mémc les relations :

) I II+§!O[+VY

— ()/ 1 /o//
2 =
v — \: o — !{ U.
S 1 Y] "ot
‘ 1 =4 ‘J —_ \‘J

De ces (f‘(ll]llliOl]S on tire comme pl‘écédcmment :

1 ! o ., u" b .,f N
% _)‘11 + v 21i? s i? "nJ —+ 2, o R i)
7 ol ar ol NG ' R .
M '_)‘ll'+§’“lij 1% et o = o +v;d oYy =
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sagit de ealculer les quatre paramétres #,, w,, v,, 5, qui défi-
I s’agit d lculer 1 1at res 2,y 4y, Yy 2, léf
nissent la rotation résultante R,.

Ona:

Ny

3 Y LN

hy=— 02 =35 vy — 0o
le produit oo’
En remplacant 5” par sa valeur il vient :

"est identiquement nul.

- o ) a2 22
)‘2= (")'t — *H _Wx_i‘r‘:) e 27+ e

les autres termes se détruisent, et comme

a4 Bty =1.

I1 reste :
hy==hhy— Bk — V1 — 33,

Nous avons cncore :

0.7 fart R far ] 7
W, == G B B G 5
Ay 2 V2 Y 18 A A

7 75

ar les deux termes a2’ et 2”¢ sont nuls. Nous avons ainsi :

B 5 - 2 RN
== A, A oy —vp) (27 4= 374y

Done

Les paramétres )\2, Uyy Vyo 2, de la rotation finale sont des fone-
tions linéaires ¢t homogines des parametres des rotations ini-
tiales,

Si au lieu de deux rotations & composer on en avait trois, on
appliquerait deux fois la formule, on verrait que les quatre para-
meétres qui déterminent R, sont des fonctions linéaires et homo-
genes des parametres des rotations composantes dounées.

Probleme. — Considérons une droite quelconque D passant
par le point O{fig. 84). Appliquons au corps unc rotation R, D vient
en . On se donne les cosinus directeurs &, 7, § de D et les para-
meétres &, @, v, pde R. 11 s’agit de trouver les cosinus directeurs
2,1, Y de D’ apres la rotation.

Considérons la rotation R, définie par les parametres ), u,v, 5
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et la rotation inverse R~ qui a pour ph ametres 4 — w—v — 2
puis la rotation S de 180° autour de D définie par les para-
metres o, %, 7, § et enfin la rotation $' autour de D’ définie par

les paramétres o, 2, 7/ T

S'est la résultante de K, S et R.

Iin effet considérons un point M quelconque. Si nous appli-
quons la rotation S de 180 autour de D, M viendra en M, symé-
trique de M par rapporta D; en

AL D’ appliquant ensuite la rotation R,
D vient en D/; M en M et M,
en M.

I.a rotation §' seule, de 180
autour de D', amene M en M, et
M, en M.

Yovons l'effet des trois autres
rotations R™' S et R opérées suc-

Fig. 8.

cessivement.

R='améne D' en Dy M en M, et Mi’cn M.

S fait tourner le corps de 180" autour de D et améene M en Met
M en M,.

R ramene D en D’y M, en M, et M"en M/,.

L’ensemble de ces trois rotations a donce produit le méme effet
que la scule rotation §'.

Alors pour avoir les cosinus directeurs %', 7', ' de D' on appli-
quera la regle précédente imur composer R™' S et R.

Les parametres de S ou cosinus directeurs de D sont £, 7, .

Done d’apres ce qu'on a vu, £, 7/ T cosinus directeurs de D’ ou
parametres de S’ seront des fonctions linéaires ¢t homogénes des
cosinus directeurs de D.

Ce sont de plus des lonctions homogenes et du second degré

en A, u, v, 2.

Cas oit l'une des rotations & composer est infiniment petite. —
Considérons une rotation ayant pour projections n, p, ( autour
d'un axe ayant pour cosinus directeurs a, b, ¢. Soit w la vitesse
angulaire de rotation. Nous avons :

n=—wa; u=wb; = we.
) : ’ q

Google



POSITION D'UN SOLIDE AYANT UN POINT FIXE 101

Pendant le temps dt le corps tourne de wdt autour de l'axe
ayant pour cosinus directeurs a, b, ¢. Dans les formules qui
donnent 2, u, v, 3 en fonction de a, b, ¢ faisons § = o dt et rem-
placons cos wdt par 1, sin wdt par wdt, Nous aurons :

=1 p=ndt v=pdt z=qdt

Les formules précédentes s’appliquent.

Supposons que le corpsait subi une premiére rotation A, u,v, 3
finie, et une seconde infiniment petite. On peut remplacer ces
deux rotations par une scule avant pour parametres X —+ dj,
v~ dw, v 4 dv, 3 4 dz, et ces paramitres sont donnés par les
formules :

= dh == — sndt —vpdt — zqdt
v+ du = u—+2ndt + ppdt — vqdt
v+ dv =+ 4 Apdt+ uqdt — zndt
s+ dz =z 2qdt 4 vndt — updt
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CHAPITRE 1V

MOUVEMENT HELICOIDATL

On appelle mouvement hélicoidal uniforme un mouvement
dans lequel les points du corps mobile décrivent des hélices d'un

mouvement un tlorme.

Comme les points mobiles sont invariablement liés ces hélices
appartiennent a des cylindres avant méme axe. On prendra cet
axe, lieu des points du corps qui se déplacent d'un mouvement
rectiligne uniforme, comme axe des z.

Tutorive. — Le mouvement hélicoidal uniforme est la résul-

YA
B
B’ k- |.\1'
[}
|
|
M :
]
i |
] [}
1
0 ! 1
y Bl Jor | X
Y TS |
\ ) S~
\ : ~
\ P
M m
m.
Fig. 85.

tante d’un mouvement de trans-
lation uniforme paralléle al'axe
et d'un mouvement de rotation
untforme autour de I'axe.
Soient deux points M et M’
(fig. 85) de coordonnées recti-

"oz et de

lignesx, v, z; x/, vy
coordonnées semi-polairesrwz,
1w Z' i ret 1 sont les distances
MB, M'B’ des points M et M &
I'axe des z; v et w' sont les
angles que font respectivement
avec le plan zox les deux plans
MOZ et M'OZ.

Le corps mobile étant inva-

riable, les dimensions du tétraédre MBM'B’ sont invariables ;

par suite
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MOUVEMENT HELICOIDAL 103

or
BB =272 —z,
done
dz o dz’ )
e de !

La projection de la vitesse de tous les points du corps sur

2] Z
I'axe des z est donc la méme. En posant — = h on a

dt
z=ht+ 2z,
L'angle des plans MBB’ et M'BB’ est aussi constant, donc
W — w==c" et par suite —— — do’ .
- P dv — dt

Le plan déterminé par l'axe et par un point mobile tourne
donc avec la méme vitesse angulaire autour de oz quel que soit
. (35 s w . ”
le point considéré. En posant——=q et considérant q comme
C

indépendant du temps, on a :
=t 4 v,

Il résulte de la que les coordonnées du point M ont pour
expression
X =rcos {(qt + o)

y == rsin (qt 4 )
In
z =yt + z,.
Les composantes X, Y, Z de la vitesse du point M sont donc

« dx .
X = T — — drsin qt + o),
(

. dv
1 =g = 4r cos (qt + o),

dz
7.———=N"Nh, ou encore
dt

XN=—qv; Y —=qx; 7. =M.

Ce résultat montre ue l'on peut considérer la vitesse du
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104 CINEMATIQUE

point M comme la résultante de deux vitesses dont les projec-
tions sur les axes sont respecti\'e-

7 ment :
) h 0 0 h
(N
P —qy qx 0
ol eeef iy
4 ' La premiéere vitesse est due a la
v translation du point M paralléle a oz;
5 < la seconde est due & la rotation du
. ~ point M autour de o2.
Y Fig. 86.

Calculons I'angle ¢ (fig. 86) que
fait la résultante MV’ des decux mouvements avec la vitesse de
votation MV le triangle rectangle MVV’ donne :

tor o \A%
gy =—=—_—
S MV
Or L
VV'=h et MV=qMP,
donc
t b h
8 qMP
ReMargue. — Si a un instant donné on peut trouver une

ligne oz telle que les composantes de la vitesse d’un point quel-
eonque M du solide prennent la forme

X:—qy; \'—_—qx; Z:h,
lIe corps est animé d'un mouvement hélicoidal autour de 1'axe
instantané oz.
La vitesse de translation paralléle & 0z cst égale a h a Vins-

tant t et la vitesse de rotation est égale a qd, d étant la distance
du point considéré a I'axe instantané.

ETUDE DU MOUVEMENT LE PLUS GENERAL
D’UN CORPS SOLIDE

Tukorime. — Le mouvement le plus général d’un corps solide
peut toujours dtre considéré comme résultant i chaque instant
d'une translation et d’une rotation.
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MOUVEMENT LE PLUS GENERAL D'UN CORPS SOLIDE 05

Seit A un point du solide animé d’'un mouvement w dans
lequel il a une vitesse AV a l'instant t (ig. 87). Appliquons au
solide deux translations auxiliaires opposées OT ct OT’ égales
et paralleles a AV. Ces deux
translations ne changent rien &
I'état de mouvement du corps.

Composons la translation OT’
avec le mouvement u; le point A
aura par rapport aux autres
points du corps, une vitessc
nulle comme résultante de deux
vitesses égales et opposées AV
et AV'.

Le point A peut donc étre re-
gardé comme relativement fixe

a I'instant t. Or lorsqu’un corps Fig. 8-,

mobile a un point fixe son mou-

vement instantané peut é&tre considéré comme une rotation autour
d'un axe AR passant par le point A. On peut par suite envisager
le corps comme soumis au
mouvement résultant de la
translation OT et de la
rotation AR.

ReMARQUE. — Comme le
point choisi A est arbi-
traire, la décomposition du
mouvement u en une trans-
T e > lation et en une rotation
peut étre effectuce d'une
infinité de manieres.

TuéoriMe. — On peut

A Fig. 8. opérer la décomposition
de facon que la transla-
tion telle que OT (fig. 87) soit paralléle & une direction donnée D,
et cela quel que soit le point A (fig. 88'.

En effet, par A menons AS parallele a D, par AS et AT faisons

passer un plan, par \ menons d’autre part un plan perpendicu-
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106 ‘ CINEMATIQUE

laire a la rotation instantanée AR. Les deux plans ainsi obtenus
se coupent suivant une droite AU perpendiculaire a AR.

Comme les droites AS, AT, AU sont dans un méme plan, on
peut substituer i la translation AT deux translations AT’ et AT”
dirigées suivant AS et AU.

La translation AT"” se compose avee la rotation perpendicu-
laire AR pour donner une rotation A'R’ égale et parallele a AR ;
le mouvement primitil se trouve donc ramené ala rotation A'R’ et
a la translation AT’ ou A'T" qui est parallele a la droite donnée.

CoroLrAaire. — Mouvement hélicoidal instantané. — l.e mou-
vement le plus général d'un corps solide peut toujours étre
considéré a un instant donné comme un mouvement hélicoidal
s’effectuant autour d'un certain axe appelé axe instantané de
rotation et de glissement.

En effet, en prenant pour direction D de la translation AT’
(ig. 88) ladirection dela rotation AR, le mouvement p se trouve
résulter d’une rotation et d’une translation parallele a I'axe de
rotation.

TukoriMe. — Le mouvement le plus général d’un corps solide
peut toujours étre considéré comme résultant de deux rotations
simultanées s’effectuant autour de deux
axes dont I'un est choisi arbitrairement.

Soit D (fig. 89) 'axe donné ; substi-
tuons au mouvement  la translation AT
et la rotation AR, A étant un point de
I'axe D. Le plan DAR et le plan per-
pendiculaire & AT passant par A se
coupent suivant une droite AU perpen-
diculaire a AT. Les trois droites AU,
AR et AD étant dans un méme plan la
rotation AR peut étre décomposée en
deux rotations AR’, AR” suivant AD et AU.

La rotation AR” et la translation AT étant rectangulaires se
composent en une rotation OS égale et parallele a AR”. En dési-
gnant par A l'axe de rotation OS on peut dire que le mouve-
ment @ résulte des rotations AR’ et OS autour des droites D
ct A. Les rotations simultanées D et A sont dites conjuguées.

- Fig. 8o,
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RevarQuE. — Les regles de la composition des rotations étant
les mémes que celles relatives a la composition des forces, la
théorie de la décomposition du mouvement le plus général d'un
corps solide en deux rotations conjuguées est identique a la
théorie de la réduction des forces appliquées a un corps solide
a un systeme de deux forces.

Propriétés des droites conjuguées Det \. — TukoriMe. — l.e
plan normal ala trajectoire d'un point M de la droite D contient
lIa droite A.

La vitesse du point M (fig. 90) est la
somme géométrique des vitesses dues aux
deux rotations D et A; le point M étant
sur I'axe D la vitesse due a la rotation 1)
est nulle, done la vitesse du point M est
égale a la vitesse due a la rotation A, elle

est par suite perpendiculaire au plan MA. .
. . Fig. go.
l.e plan MA est normal en M & la trajec-

toire de ce point car sa vitesse est tangente cn M a la trajectoire.

Cororrame. — Les droites A conjuguées d'un faisceau de
droites D [fig. 91) passant par un méme point sont situées dans
D / p l l
un méme plan.

A"

Fig. gr.

En effet, les droites A doivent se trouver dans le plan normal
en M ala trajectoire du point M.

On peut dire encore : si une droite mobile D passe par un
point fixe M, la droite A conjuguce de D se déplace en restant
dans un plan fixe.
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108 CINEMATIQUE

Tutonime. — La droite qui passe par un point M du solide
mobile et qui rencontre les droites D et A est normale a la tra-

jectoire du point M.

Considérons un point M du solide non situé sur les axes D

Fig. 92.

etA(fig. 92);savitesse MY
estlasomme géométrique
de la vitesse MV’ due a la
rotation D et de la vi-
tesse MV” due a la rota-
tion A. Les plans respec-
tivement normaux a MV’
et a MV”, passent le pre-
mier par D et le second
par A;ils se coupent donc
suivant une droite MR

normale a la tangente MYV a la trajectoire car MY est dans le
plan MV' V” perpendiculaire a MR rencontrant D) et A,

ReMaroue. — Si la droite choisie D est parallele a I'axe
instantané, la rotation A doit se réduire a une translation, ct par

suite la droite A est rejetée a l'infini.

TutoriMe. — Deux couples quelconques de droites conjuguées

sont toujours sur un méme hyperboloide.
SoientD, A; D', A, deux couples de droites conjugudées (fig. 93}.

Fig. o3.

Parle point M d’un hyperboloide auquel appartiennent les droites

D, A et ) passent deux génératrices.

La génératrice MR qui n’appartient pas an svsteme D, A et D’
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MOUVEMENT LE PLUS GENERAL D'UN CORPS SOLIDE 109

rencontre ces trois droites. Elle s’appuie aussi sur A’ car rencon-
trant D et A, elle est normale a la trajectoire du point M; mais
étant normale a Ia trajectoire de M et rencontrant D’ elle ren-
contre A'. Cela ayant lieu (uel (ue soit le point M, la droite A’
appartient a I’hvperboloide considéré.

Cas particvLiers. — 1° Si la droite D’ est parallele a I'axe ins-
tantané la droite A" est & l'infini et par suite I'hyperboloide est
remplacé par un paraboloide
hyperbolique.

2° Supposons que la droite
I (fig. 94) coincide avec I'axe
instantané oz.

Si par un point (uelcon-
que M de la droite D on
abaisse une perpendiculaire
MP sur oz, la droite MP est
une normale a la trajectoire

du point M.

Fig. 93.

En effet, dans le mouve-
ment hélicoidal autour de oz ou D' le point M décrit une hélice
tracée sur un cylindre de révolution dont I'axe est ', Comme la
droite MP est normale a ce cylindre, elle est aussi normale a I’hé-
lice. La normale MP rencontrant la droite D rencontre aussi la
droite conjuguée A. La droite MP, étant constamment paralléle a
un plan perpendiculaire i oz lorsque M se déplace sur D, et
s'appuyant sur les trois droites fixes D, A et D’, engendre un
paraboloide hyperbolique.

La plus courte distance AB des droites D et A est une perpen-
diculaire commune aux trois droites D, D" et A. En effet, lorsque
la droite MP se déplace en restant perpendiculaire a oz elle passe
par unc position pour laquelle elle est perpendiculaire a A;
étant perpendiculaire aux droites A et D/, paralleles au second
plan directeur, elle est perpendiculaire a ce plan et parsuite a D.

Exenrcices. — 1° Calcul de U'angle formé par la vitesse du point
A et la perpendiculaire élevée en A au plan déterminé par oz et
la plus courte distance AB.

Prenons pour plan du tableau le second plan directeur et con-
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sidérons les projections des trois droites D, D’ et A sur ce plan.
[.a vitesse AV du point A étant perpendiculaire au plan ABA se
projette sur le plan du tableau perpendiculairement i la projec-
tion de A. Soit Ax la perpendiculaire en A au plan ABoz et 4

s

YA

AB

A

Fig. 95.

Pangle de AV et de la droite Ax qui se projette perpendiculai-

rement a oz. Les angles V Ax = ¢ et ABz = ¢, étant com-
plémentaires du méme angle zBV sont égaux; par suite :
(Pugc 104.) tgs, = tg'L — .—h—-
' ' q. AC

On obtiendrait en raisonnant de méme pour le point B :

h
q. BC )

g 3=

»° Connaissant l'axe instantané oz, construire la droite A conju-
guée d’une droite donnée D.

Soit oz I'axe instantané du mouvement (fig. 9G), AC la per-
pendiculaire commune aux droites oz et D. Par A menons la
paralléele Az, i oz; I'angle DAZ, est égal a %, on a done:

h
B(‘ —_— S——
q.tgs

Comme I'angle = est connu, la position du point B sur AC est
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déterminée. La droite A est dans le plan mené en B perpendicu-
lairement a BC et elle fait dans ce plan I'angle 3, avec la paral-
lele Bz, a oz. Or l’ang]e v, est déterminé par la formule

tg o= -‘[—“—’ done la droite A est déterminée.

Iig. gb.

Revaneue. — Deux droites conjuguées D et A sont paralleles
a un méme plan passant par I'axe du mouvement ct leurs dis-
tances a I'axe sont dans le méme rapport ue les tangentes des
angles qu’elles font avee l'axe.

. h
On a en effet en égalant les deux valeurs de — .

q
tgr 87
NC T BCH
Equation de la droite conjuguée d’une droite donnée D. — Prc-

nons pour axe des z l'axe instantané du mouvement hélicoidal;
pour axe des x la plus courte distance AC entre oz et D (fig. 97).
Soit a la mesure de AC et o P'angle des droites D et oz, les
¢quations de la droite I) sont alors

X =a, }':Z.tg'.

Soit M un point de la droite D, ses coordonnées sont :

”

)

X=a; y=zt

5 Z==72

o =]

0"

Cherchons I'équation du plan normal a la trajectoire du point M.
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MOUVEMENT LE PLUS GENERAL DUN CORPS SOLIDE 113

droite A est done dans un plan paralléle a yo z et par suite per-
pendiculaire a ox ou BA.

D’apres I'équation (2) la droite A est dans un plan passant
—h
qtgs
Soit o, I'angle formé par les droites A et oz, la projection de la
droite A sur le plan des vz a pour équation :

par ox, elle rencontre ox en un point B tel que BC=x =

L h
y== aq z
ou encore
y=1g 97,
done
tg o =— h .
ol aq

On obtient ainsi les valeurs de tg», et de BC calculées par vole
géomélrique dans le pm‘agraphe pl'écédent.

Hélicolde réglé. — Recherche du plan tangent. — On appelle
hélicoide réglé la surfuce décrite par une
droite animée d’un mouvement hélicoi-
dal.

Rappelons que sur une génératrice quel-
conque d’une surface réglée D, il existe un
point O (fig. 98) appelé point central au-
(uel correspond un plan tangent appelé
plan central.

En désignant par § lungle formé par
le plan tangent en un point quelcon-

Fig. 8.

que M de la génératrice avee le plan langent central on a :

oM

gh——x
Le parametre K a recu le nom de parametre de distribution.
La normale en M a I'hélicoide est perpendiculaire a la droite D
qui est sur la surface et a la trajectoire de M. I’autre part, le plan
normal & la trajectoire de M passe par A conjuguée de OM, done
la normale cherchée doit rencontrer A.

roiNcArf. Cinématique. b
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D’ou la construction suivante du plan tangent : au point M
menons un plan perpendiculaire & ) et joignons le point N ot il
coupe la droite A au point M; MN est la normale cherchée. Le
plan passant par M et perpendiculaire a MN est le plan tangent
en M a 'hélicoide.

Cororramre., — Les normales MN cngendrcnl un paraboloide
hyvperbolique car elles sont normales a D et par suite paralleles
a un plan fixe et clles sappuient sur deux droites fixes D et A,

Calcul du paramétre de distribution pour I’hélicoide régle.
— Soit OZ l'axe instantané, ABC (fig. 99) la perpendiculaire
commune aux droites conju-
guées D A, et i OZ,

Proposons-nous de trouver
I'angle § formé par la nor-
male MN et la droite AB.

Menons CP parallele a D
et MP parallele & AC. La
figure MACP est un rectan-
gle, car les cotés opposés
sont paralleles par construc-
tion et 'angle MAC est droit,
comme MP est parallele a AB,
I'angle G est égal a l'angle
NMP. :

Ladroite NP est perpendi-
culaire aux droites CI> et PM, en d'autres termesles triangles NPC,
NPM sont rectangles en P. En effet le plan NMP est perpendicu-
laire a D, car MI> et MN sont perpendiculaires a ), donec MP est
perpendiculaire i CP qui est paralléle & D, par suite 'angle NPC
est droit,

Considérons NPM, la droite AC est perpendiculaire au plan
NCP car ce plan contient A et CP gui est parallele a I). La droite
PM étant parallele a AC est perpendiculaire i NP, done I'angle
NPM est droit.

Dans le triangle rectangle NPM on a

NP = PMtgh

Fig. 9.
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DETERMINATION DE LA POSITION D'UN SOLIDE 115
Le triangle rectangle NPC donne d'autre part
~ [ 2
NP =CP tg (547,
donce

(1 PMtgh=CPtglo+3,).

Comme PM = AC =
tituant dans (1)

a4 b et que CP=AM; il vient en subs-

(a4-b)tgh=AM1tg v+ 3,)

d’olr :
te § = AM
(2) S a—+b

tg(p+2,)

En comparant cette expression i la formule générale

8 oM
tg == K

metre de distribution K a pour valeur

-, on voit que A est le point central et que le para-
a--Db
tglzta)

DETERMINATION DE LA POSITION D'UN SOLIDE

Pour déterminer complétement la position d’un corps solide
dans I'espace, il faut six conditions : soient quatre points ABCD

b D’
A
A B
B:
¢ cr
Fig. 1v0.

(fig. 100’ invariablement liés ; connaissant la position A',B’, (/
prise par les points A, B, C la position D’ de D est déterminée.
En effet les deux tétraédres ABCD, A'B'C'D’ sont égaux et super-
posables, or sur A’'B'C’ on ne peut construire qu’un tétraddre
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égal et superposable a un tétraédre donné. Donc quand ABC
vient en A'B'C/,; D vient en D'. 1l faut connaitre les neuf coor-
données des trois points A, B, C pour fixer leurs positions, mais
ces neuf cordonnées sont liées entre elles par trois relations qui
expriment que les distances des trois points sont constantes. 1l
reste donc seulement six parametres arbitraires.

Tutonrime. — Si le corps n’est soumis qu'a cinq conditions,
tous les points du corps décrivent des courbes.

Considérons en effet deux points quelconques M et M. Soient
X, Y, Z, les coordonnées du point M, x,y,z, celles du point M.
Introduisons la condition z,=c¢', la position du corps solide est
alors parfaitement déterminée, puisqu’elle satisfait a six condi-
tions. Les coordonnées x, v, z sont des fonctions de z, :

x=9(z) y=4y(z) z=x(z)

Si on fait varier z, le point M se déplace sur une certaine
courbe ; il en est de méme pour tous les points du corps solide.

TutorkEMe. — Si le corps est assujetti & quatre conditions
seulement, ses points se déplacent sur des surfaces.

Imposons les deux conditions supplémentaires v, =c¢"; z == c¢".

On a alors six conditions qui fixent la position du corps solide.
Les coordonnées x, y, z d’'un point quelconque M sont alors des
(onctions connues de y,, z,.

R R U P
X =72 (Yo %y, .‘»_"!J‘\.\mzoh ‘”—K\}ov‘zn))'

Par suite le point M est assujetti a rester sur une certaine
surface lorsque x, et y, varient. Ces surfaces sont appelées sur-
faces trajectoires des différents points du corps.

Tukorime. — Si un corps solide est assujetti a quatre con-
ditions seulement, il peut se mouvoir d’une infinité de maniéres,
mais dans tous les mouvements instantanés qu’il peut prendre il
y a deux droites D et A qui restent conjuguécs.

Lemme. — 11 existe toujours deux droites D et A qui rencon-
trent quatre droites données A, A,, A, A, (fig. 101). En effet,
par les trois premieres A, A,. A, faisons passer un hyperbo-
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DETERMINATION DE LA POSITION D'UN SOLIDE 11y

loide 2 une nappe, la quatricme droite rencontre cet hyperbo-
loide en deux points B et C. Par chacun des points B et C
passe une génératrice n'appartenant pas au systeme A,, A,, A,
elle rencontre donc les quatre droites données. Ainsi il existe

A; 2 Aa Ai
D B

Fig. 1o1.

deux droites ct deux seulement en général qui rencontrent
les quatre droites données.

Reyaroue. — Dans le cas ol les quatre droites sont sur un
méme hyperboloide a une nappe, il y a une infinité de solutions:
les génératrices de I'un des systemes.

1° Considérons maintenant quatre points quelconques M, N,

I

Fig. 102

P, Q (fig. 102) d'un corps solide assujetti a quatre conditions et
soient S, S, S, S, les surfaces trajectoires de ces points.

Menons les normales en MNPQ, aux surfaces trajectoires.
Comme les points M, N, P, Q sont arbitraires, on peut toujours
supposer ces quatre normales non situées sur un méme hyper-
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boloide. Donc il y a deux droites D et A qui rencontrent les
(uatre normales, et il n’y en a que deux.

2° Ces deux droites seront conjuguées dans un déplacement
instantané¢ quelconque compatible avec les liaisons.

Dans un tel déplacement, les quatre droites MM’, NN', PP’ QQ)’
seront normales aux trajectoires des quatre points M, N\, P, Q
puisque ces trajectoires doivent étre situées sur les surfaces S,
S,, S,, S,. Cherchons la conjuguée de la droite D qui s’appuie sur
les quatre normales. La droite MM’ étant normale a la trajectoire
du point M et rencontrant la droite D, rencontrera aussi la con-
juguée de D. Pour la méme raison cette conjuguée rencontrera
les trois autres normales NN, PP’ et QQ'. Elle ne pourra done
étre autre que A.

RemarQue. — Les droites D et A étant conjuguées, un déplace-
ment quelconque peut se¢ décomposer en deux rotations, 1'une
autour de D, I'autre autour de A.

Les deux paramétres arbitraives seront les vitesses de rota-
tion; on peut les choisir arbitrairement, en particulier on peul
prendre nulle 'une d’elles. Le mouvement se réduit alors i une
rotation instantanée.

Parmi les déplacements possibles, il v en a donc deux qui se
réduisent i des rotations instantanées, une autour de D, Dautre
autour de A.

TuéoriMe. — La normale a la surface trajectoire d’un point
(quelconque A rencontre D et A.

En effet : parmi les déplacements instantanés, en nombre
infini, que peut prendre le corps solide il y en a deux, et deux
seulement, qui se réduisent a une rotation unique. Les deux
axes de rotation sont les droites D et A. Ces droites sont donc
parfaitement déterminées ct ne dépendent pas du choix arbi-
traire que 'on a fait des quatre points M, N, P, Q et des quatre
surfaces trajectoires correspondantes S, S,,S,, S;; or ces deux
droites ont été définies par la condition de rencontrer les nor-
males a ces quatre surfaces S, S,, S, S, choisies arbitrairement.
Donc D et A rencontreront les normales aux surfaces trajectoires
de tous les points au mé¢me moment.
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ArprLication. — Un corps solide est assujetti aux conditions
suivantes : un plan du solide est tangent i une surface donnée S
par un point donné M, et de plus un autre point A du solide reste
sur une surface donnée.

Démontrer que les droites conjuguées D et A passent par les
centres de courbure principaux de la surface S et sont contenucs
dans les sections normales principales.

Six, v, z; x4 Ax, y 4 Ay, z—+ Az sont les coordonnées de deux
points voisins d'une ligne de courbure d’une surface, R le rayon
de courbure au point considéré 1, m, n les cosinus directeurs
de la normale et 14 dl, m 4 dm, n 4 dn ccux de la normale
mfiniment voisine, on a

dx dv dz Y

WM~ dm T I

Comme cinquieme condition obligeons le point M & décrire une
des lignes de courbure de la surface S. La droite MN (fig. 103)
perpendiculaire en M au plan donné reste constamment normale
a la surface.

Soient 1, m,n ses cosinus directeurs, x, v, z les coordonnées
du point M, on a constamment
(0 de Ay d2 g
v dl dm dn

Soit un point quelconque P de la normale, z sa distance au
point M et x, v, 2, ses coordonnées,

ona:
X,=X—3l; yy=v—o2om; 2z =z—2n.
D'ou :
dx, =dx— 3z dl; dy, =dv—z dm; dz,=dz— 3 dn;
ou en remplacant dx,dy, dz parleur valeur :
dx, == R—3} dl; dv,=R—3z dm; dz,={R—z dn.

Si le point P est au centre de courbure principale z =R,
dx, =0, dv =0, dz, =0 etlavitesse du centre de courbure est nulle.
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L.e mouvement se réduit done a une rotation instantanée autour
d’une droite D passant par le centre de courbure principal.
Or on a vu que si un corps mobile est assujetti a quatre condi-
tions, parmi les mouvements compatibles avec ces quatre liaisons
deux se réduisent i une rotation
instantanée, et les axes de rota-
tion sont deux droites conju-
guées D et A. L’axe de rotation
instantanée précédemment ob-
tenu D est done Vune de ces
deux droites.

P Y Les droites D et A sont dans

les sections normales princi-

N pales. En effet le mouvement
Fig. 105, s¢ rédult i une rotation autour

de D. Le plan normal a la tra-
jectoire d’un point passe par I'axe de rotation D, la trajectoire
du point M étant ici une ligne de courbure D est dans une
section principale, car les plans normaux aux deux lignes de
courbure sont précisément les deux sections principales.
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CHAPITRE ¥V

MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT

Considérons un point mobile M ({fig. 104), de coordonnées Z,
7,, § par rapport aux axes mobiles O'§, 0’1, O'. Ces axes sont
définis par rapport au systeme des axes fixes ox, oy, oz par les
coordonnées a, b, ¢ de I'origine O’ et par les cosinus directeurs
a2, B, v, de 055 o, B,, v, de O, et oy, B, ¥, de O,

~N
.

~

Fig. 105,

Les coordonnées x, v, z du point M par rapport aux axes

fixes ont pour expression :

\ x=a5-+4a27+27 +a
(L ) Y= Ri B iD
»

v — o /. - ? a
2=x35+ 1+ Vs ¢

On peut avoir a considérer trois mouvements : 1° le mouve-
ment du point M par rapport aux axes fixes ou mouyement ab-
solu ; 2° le mouvement des axes mobiles ou mouvement d’entrai-
nement ; 3° le mouvement de M tel qu’il apparaitrait 4 un obser-
vateur invariablement 1ié aux axes mobiles ou mouvement relatif.
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L* Mougement absolu. — l.es seconds membres des formules (1)
étant des fonctions du temps, on peut écrire :

/

X—79

'
o

t; v=4t); z=0t;

/; o N/
ces équations définissent la trajectoire du point dans le mouve-

. . s
ment absolu. La vitesse ubsolue V, a pour mesure — et est tan-

dt
gente i la trajectoire au point ou se trouve le mobile M & l'ins-
tant t, ses projections sur les axes sont d'ailleurs

dx dy  dz

e ode dee

Les projections de 'accélération dans le mouvement sur les
axes fixes ont pour mesure :

dx by dz
de? de de
20 Mouvement relatif. — Les coordonnées du point mobile
par rapport aux axes mobiles sont des fonctions du temps, on a
done :
E=p, U5 a=1; <=0 ).

Ces équations définissent la trajectoire du point M dans le
systeme O/, &, 7, { ou trajectoire relative. En désignant par ds'

la différentielle de 'arc de cette trajectoire, la vitesse relative V. a
!

pour mesure et est tangente en M a la trajectoire consi-

C
dt
dérée.
Elle a d'ailleurs pour projections sur les axes mobiles
df dv, dS
dt ’ dt’ dt”
Les projections de 'aceélération relative sur les mémes axes
ont d’autre part pour mesure

dz d?v, d3Z
dez”’ de*? de

3 Moupement d’entrainement. — Considérons le point P du
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systeme O, &, 4, § (fig. 104) ou se trouve le mobile M a l'ins-
tant t. La vitesse et 'accélération du point P sont par définition
la vitesse et I'accélération d'entrainement.

On obtiendra donc les composantes de la vitesse d’entraine-
ment V, en différentiant les expressions (1), les coordonnées &, 7,
{ du point P étant considérées comme constantes.-On a donc

dx

" ' 19 N
0t = 2,5 + %3 + %G+ Q

Y (]\.Y e ! e '
2 dt =28 + PR e b
(IZ e ' 140 1;
T =3+ e e
ReMarQueE. — Supposons qu'a linstant considéré les axes

mobiles et les axes fixes coincident. On a alors

".P- P e #g . ——
x=%§; y=7n; z=_.

Et les formules {l1) de transformation de coordonnées, don-
nent

0
2,=0, 3,=1, 3=0, b=0
v = (), = 0,

a =1, 2,==0, o,=0, a=

“.’321, c=0

.e mouvement d’entrainement étant appliqué a un corps
solide, on peut toujours le considérer comme équivalent &
un mouvement hélicoidal instantané; en prenant comme axe
des z I'axe de ce mouvement hélicoidal, la vitesse d’entrainement
a pour projections sur les trois axes :

—qy ou—qn; qx ou qi; h.

Comme ces expressions doivent étre identiques a celles don-
nées par les formules (2) on a

1; :U, a;:—- (I, ﬂ.; = a’:O
(L) Si=q, H=0, %==0, =0

W =0, =0, =0, =h,
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Tukorkme. — La vitesse absolue est la somme géométrique de
la vitesse relative et de la vitesse d'entrainement.

1° Démonstration analytique. — Pour établir que I'on a
\'n = \Fr -+ Ve!

il suflit d’établir que la projection sur I'un quelconque des axes
de coordonnées de la vitesse absolue YV, est égale & la somme
algébrique des projections des vitesses relative V, et d'entraine-
ment V, sur le méme axe. Considérons I'axe ox, on a

- /o ’ Ad ! lE d 4 dv
(Vo =2i4ap 4B+ 42 {F‘+aid—: +a3¥ .

En supposant qu'a 'instant considéré les axes mobiles coinci-
dent avec les axes fixes, I'égalité précédente devient :

d:
T - A 1y ! -
(Vo) =54 g +a2,5 4 a' 4 I
Comme
nr re ’, 1y N
4 =254 al 2 =,
d=
et que (V,), = —, on peut écrire :

dt
(\fﬂ)i - (ve)x—*_ ( "I:K

On démontrerait de la méme maniére que celle égalité s'étend
aux axes oy et oz. On a donc bien

V',, = V, +V,

2> Démonstration géométriqgue. — Au temps t le point mo-
a bile M (fig. 105} coincide avec le
point P du solide O, §, 4, {; &
I'instant t + dt il coincide avec le
point P’, les points P et P’ appar-
tiennent donc a la trajectoire rela-
tive R. En supposant cette trajec-
toire relative tracée sur le solide,
on peut dire qu'a I'instant t—4-dt
clle prend dans U'espace la position R, les points P, P’ sont alors
en Poet 1Y), Les points P et P/, sont deux points de la trajectoire

Fig. 103,
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absolue du mobile M. On a donc, les points considérés deux a
deux étant infiniment voisins :
PP =ds" ==V, dt
(1) PP =ds =V, dt
PP‘ =ds =V, dt.

Le triangle PP'P’| donne :

PP! — PP’ DD

Les segments PP, et PP, étant égaux et paralleles a la limite,
on peut écrire :

PP, == PP, 4 PI”

\

Iin remplacant ces segments par les expressions (I', il vient :
V.=V, + V.

ArpLicamions. — 1° Le mouvement d’une figure plane sur un
plan peut étre ramené aw roulement d'une courbe appartenant
au plan mobile sur une courbe appartenant aw plan fire. —
Le centre instantané de rotation est mobile par rapport aux
axes mobiles et par rapport aux axes fixes. Par définition la
base est la trajectoire absolue du centre instantané tandis que
la roulette en est la trajectoire relative. A I'instant t la vitesse
d’entrainement du centre instantané est nulle, par suite la
vitesse absolue du centre instantané est égale a sa vitesse rela-
tive en grandeur et direction. Comme les directions des deux

vitesses absolue et relative doivent étre les mémes, la roulette

. \ ds , ds’
est tangente a la base. On a d’autre part V“:T' V.= TR
C Aat

comme V, =V, 1l vient :

ds ds’

dt T dt]

par suite la roulette roule sur la base.
2° Trouyer les trajectoires orthogonales des génératrices d’un

hyperboloide de révolution. — Prenons pour axe des z I'axe de
I'hyperboloide et pour axes des x et des y deux diametres rec-

Google



126 CINEMATIQUE

tangulaires du cercle de gorge. Considérons une génératrice AM
de 'hyperboloide et un point M mobile le long de cette généra-
trice (fig. 106). Supposons que la génératrice AM tourne d'un
mouvement uniforme et que le mouvement rectiligne et relatif
de M soit tel que la tra-
7 jectoire absolue de M
soit orthogonale aux gé-
nératrices de I'hvper-

M boloide.
Dans ces conditions
la vitesse absolue est

IR o : , perpendiculaire a la gé-
—in’"' N | /7 X' nératrice, par suite sa
SO _’,/A/ projection sur la géné-

< < ratrice est nulle ; il ré-
sulte de la que la somme

Fig. 106. des projections sur cette

génératrice de la vitesse
relative et de la vitesse d’entrainement est nulle.

. . . 3
Or en posant AM =3, la vitesse relative a pour expression —-
dt

ct clle se projette en vraic grandeur sur AM. Pour calculer la
vitesse d’entrainement a l'instant considéré, prenons pour axe
desx'le diamétre O\, et pouraxe des y'le diametre perpendiculaire.

La vitesse d'entrainement de M due a la rotation uniforme
Aox=w == qt, a pour composantes sur ox’,—qy’ et sur oy, + qx’
la composante — qy’ étant perpendiculaire i la génératrice AM
a une projection nulle sur AM. Désignons par § l'angle de AM
avec oz et par a I'x’ du point M, la projection de qx’ sur AM a

pour mesure gx’ cos (-—‘)— +8) ou — qa sin § on a donc
j—i — qasin§ =0,

par suite
¢ =qatsin § 4 C",

ou encore
¢ = awsin § 4 C*.

C’est Ia I'équation des trajectoires orthogonules cherchées.
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3° Mouvement relatif épicycloidal. — Considérons deux figures
planes invariables F et I’ tournant respectivement autour des
points O et O’ (fig. 107) avec les vitesses angulaires constantes
et de sens contraires w et w’. Prenons sur la droite OO’ un
point A tel que I'on aitw. OA =w'. O’A. Décrivons du point O
comme centre une circonférence de rayon OA et du point O’
une autre circonférence de rayon O’A. Considérons enfin ces
deux circonférences comme entrainées, la premiere par F, la

7 N
// N ————

/ w N /” T~

’ \ ’ N

/ \ /, w' \\

! Ay \
! \Y; \
f '} \
. F Af :
\ 0 '\ 1
\ ,I\ Il
\ \

\ /o ‘

\ ’ \ /

’ ~ .
\ ’ No -,
\ 4 Sea -7
, -
N -
~ g
~ -
Fig. 10-.

seconde par I'. Cherchons le mouvement relatil de ¥’ par rap-
port a F.

Pour un observateur invariablement lié au systeme I la cir-
conférence de centre O est fixe, la vitesse du point A considérée
comme appartenant a I' est V, = w. OA.

Le mouvement absolu du point A dans le systtme F’ est da a
Ia rotation o, on a done

V. =w'O'A.

Comme w. OA =0o", O’A on voit que les vitesses V,, V, sont
égales en grandeur et direction. Or on a

V.=V, —YV,
donc V, == 0. La vitesse du point A, pour l'observateur I, étant

nulle, le point A est centre instantané de rotation dans le
.o !
mouvement relatil ; en d’autres termes le cercle de centre O
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semble rouler sur le cercle de centre O, par suite le mouvement
relatif considéré est épicycloidal.

TutoreMe e Contorts. — L'accélération absolue est égale a la
somme géométrique de trois autres accélérations : 1° Uaccéléra-
tion relative ; 2° laccélération d’entrainement ; 3° une accéléra-
lion qui, prise en signe contraire, se nomme accélération centrifuge

composée.

1> Démonstration analytique. — Considérons les formules de
transformation de coordonnées (1) {p. 121), la premiere

» . [ .
x=2i427+2l+4a

9

permet de calculer la projection de T'accélération absolue

dt?
sur ox.
. d2x )
En formant —— on obtient :
dt
d*x

O\ - i "o, "y ain
2 g =282l A

; (ls , (lf‘ , (l: (1'35 dz.,‘ (12:
w( + 2 +“:sﬁ?>+(“.w+ %‘d[?-{— %T)

o A — , —
Ydt 2 dt
4
. » - . . 3 5
[’accélération relative a pour projection sur of, PTTR
C
Si i I'instant considéré on suppose que 0§ coincide avee ox, on
2 >
(li’

— qui est alors égal a

=

dt dt?

a la troisieme parenthese, par suite dans le cas général la troi-
sitme parenthése représente la projection sur ox de 'accélération

se réduit

ao,=1,2,=0, a,=0;

relative.

Pour obtenir la projection sur ox de I'accélération d’entraine-
ment il faut différentier x deux fois en considérant les coordon-
nées Z,7, 5 comme des constantes, on obtient ainsi la premiere
parenthése de 'égalité (2).

L.e méme calcul appliqué aux axes oy et oz conduit i un résultat
semblable.

I’accélération absolue 2, est donc la somme géométrique des
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accélérations relative o, , d'entrainement o, et d'une troisieme
accélération dont les projections sur les trois axes sont :

& dy o, dg
2 (a; Ff——{—a_, b +13~—“—> (o)

dt
dk dr, d3d
¢ n' - ! i ' i { .
(3) 2 (‘Ji dt +L$-_' dt —Jf"é:s dt ) \0.‘)
. ! dE ! (l"l ! dv ’
- (N‘" dt RRE dt RRE F%) (02).

Direction et grandeur de Uaccélération centrifuge composée.—
Supposons qu'a l'instant considéré les axes mobiles coincident
avec les axes fixes et que OZ soit I'axe instantané, en vertu des
égalités (1) (p. 123) les expressions (3) deviennent

dr, L dE
——2(1—(—“~; 2q e ; 0.

Ces résultats montrent que la troisieme accélération, que nous
désignerons par — =, est identique & la vitesse d’un point M qui
aurait pour coordonnées :

g 45 g dn dg
Tdt? T odt T de

ct qui tournerait autour de OZ avec la vitesse angulaire q. En
conséquence : 1°le vecteur OM est paral-
lele a la vitesse relative dont les compo- Z
santes sont :

dg d, d?
dt’ dt’  dt

et égale a deux fois cette vitesse ; 2° dans
le mouvement de rotation considéré la
vitesse du point M est perpendiculaire au plan MOZ (fig. 108,
par suite I'accélération 9, est perpendiculaire a 'axe instantané et
a la vitesse relative ; 3° désignons par MP Ja distance du mobile M
al'axe de rotation OZ et par §1'angle MOZ; la vitesse de M a pour
mesure q. MP, or MP = OM sin § et OM =2V, donc

0 Fig. 108,

Vy=2qV,sinl

roiNcarE. Cinémalique. 9
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Comme

on a
— o, =2qV,sinl.

Le vecteur 3, égal et opposé a — . a recu le nom d'accéléra-
tion centrifuge composcée ou accélération de Coriolis.

ReMmanoue, — 1° On a

par suite

- PN .
r— Ya Ye e

L’accélération relative est la somme géométrique de 'accélé-
‘ation absolue, de I'accélération centrifuge composée et de I'ac-
célération d’entrainement changée de signc.

2° Démonstration géométrique. — Comme la vitesse absolue du
point M est égale a la somme géométrique de sa vitesse d’entrai-
nement et de sa vitesse relative, on a a 'instant t

Vo=V, + V.

Pendant le temps infiniment petit dt I'accroissement géomé-
trique de la vitesse absolue est égal a I'accélération absolue_'_l::
multipliée par dt; au temps t - dt la vitesse absolue a donc
pour mesure V. + ;c: dt.

La vitesse absolue varie pour quatre raisons différentes, car il
faut tenir compte : 1° du mouvementd’entrainement ; 2° du mou-
vement relatif ; 3° de Pentrainement du vecteur V, dans le mouve-
ment des axes mobiles; 4° de ce que le point P du systeme
mobile qui coincide avec le point M change aux divers instants.

A linstant t le mobile M {fig. 109) coincide avec le point P du
systeme entrainé, a I'instant t-dt il coincide avecle point P'. Dési-
gnons par V, et o, la vitesse et I'accélération du point P a l'ins-
tant t; par V', et ¢/, la vitesse et I'aceélération du point P’ au méme
instant. A l'instant t + dt les points P et P’ seront animés des
vitesses V:—-}—; dt; ﬁ-}—z dt, qui ne different que par des in-
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finiment petits du deuxiéme ordre, on peut donc écrire que la
vitesse du point P i I'instant t - dt est V', 4z, dt. Désignons par
Y, Ia vitesse relative au méme instant, on a d'apres le théo-
reme rappelé précédemment

) V4o, dt= V] 4+ V4 2.dt.

Calculons V',. A Tinstant t la vitesse relative V. est repré-
sentée par le vecteur PV quial'instant t -4 dt aura pris la posi-
- tion P,V,, le point P’ infiniment
voisin de P sur la trajectoire re-
lative est alors en P’, on a par
suite P,P’, =PP’; d’ailleurs PV,
=PV ; soit P,¥' une droite égale
ct parallele a la vitesse relative
V. a I'instant t 4 dt, le segment
V.V, est la différence géométrique

P

Fig. 109.
des deux vitesses relatives; cette différence peut encore s’écrire
z. dt, en désignant par o, I'accélération relative, par suite
V=Y, (ou P\V,) + z,. dt

En portant cette valeur de V', dans l’égulilé (1)1l vient :

Vit o, dt =PV o dt 4V, 4 z.dt.

On a d’autre part V,==V_ - V,; en retranchant ces deux der-

nieres égalités membre 4 membre il vient :

7, dt ::iT\l — V.4V, —Y, z dt 4=, dt.

En posant p, =w» + 3, — ¢, il vient :

Exprimons la différence géométrique PV, — V. au moyen
des vitesses d’entrainement V,, V,".

L.e quadrilatere PP, P'P’, donne

PP — PP =PD,— PP,
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PP, est le déplacement du point P’ pendant le temps dt, comme
ce déplacement s’effectue avec la vitesse V', on a

PP =Vdt,
de méme

PP, =V dt,

par suite

Or
PN, —PV= % PP — PP,
donce
PV, —PV=V—V,
Comme L
PV =Y,
on a
PN, —V, =V —VY,

En portant cette valeur dans I'égalité (3; il vient :

— — —

sedt=2(V,— V).

I

L’accélération absolue 2, est donc égale i la somme géomé-
trique 3, 4%, + (— 2. ), accélération », étant définie par I'égalité

dt=2(VI—Y).

D

I

“/,
1)

-G

er

Pour expliciter ¢, il faut évaluer la différence géométrique

V,—V,. Les vecteurs V, et V', sont les vitesses d’entrainement
de deux points P et P’ appartenant au systeme mobile invariable.
A T'instant t le mouvement de ce systeme équivaut & un mouve-
ment hélicoidal instantané, c’est-a-dire o une translation et a
une rotation. Les vitesses des points I> et P’ dues a la translation
sont égales et paralleles, leur différence géométrique est donc
nulle; par suite tout revient a calculer la différence géométrique
des vitesses des points P et P’ dues a la rotation.

Choisissons le point P (fig. 110) de facon qu’il soit it I'instant t
sur l'axe instantané Pz.

Dans ces conditions, la vitesse de > est nulle, celle de P,

<
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cest-a-dire la différence Vo — Vg, est perpendiculaire a PPz,
donc T'accélération centrifuge composée :p—c qui a méme diree-
tion est perpendiculaire a Pz, c’est-a-dire a I'axe instantané, et a
PP’, c’est-a-dire a la vitesse relative. Soit P'N la

. . . 7
perpendiculaire abaissée de P’ sur Pz, on a

o . . Np-===~= P

Vi=q.I”N, or P'N=DPP'sinf, /
4 désignant Pangle zPP’ que forme I'axe instantané S
avec la vitesse relative du point P, d’ailleurs /’
PP =V, dt, M

done V'=q. V;sinf.dt. Fig. 110.

En sc reportant a I'égalité {4), on obtient pour la mesure

de accélération de Coriolis :

5, = 2q. V,sin .

‘

Revaneues. — 1. L'accélération centrifuge composée est
nulle dans les cas suivants :

f° =0, le mouvement d’entrainement est alors une trans-
lation.

2° Sin =0, la vitesse relative est alors parallele a 'axe de
rotation.

3° V,=o0, le point est alors au repos relatif; c’est-a-dire
immobile dans le systeme mobile.

II. Le théoréme de Coriolis montre que I'on peut étudier, au
point de vue dynamique, le mouvement relatif du mobile M
comme son mouvement absolu, a la condition d'adjoindre a la
force qui sollicite le point deux forces fictives capables de lui
communiquer, l'une, I'accélération centrifuge composée, I'autre,
une accélération égale et opposée i I'accélération d'entrai-
nement. La force centrifuge composée est nulle dans les trois
cas cités plus haut, en particulier elle n'intervient pas dans la
recherche des conditions de l'équilibre relatif. La force centri-
[uge composée intervient dans I'explication de plusicurs phéno-
menes : vents alizés, déviation d'un corps tombant en chute
libre dans un puits, etc...

ApprLications. — Fapression des composantes de la vitesse et
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134 CINEMATIQUE

de Uaccélération suivant le rayon vecteur et la perpendiculaire
ce rayon. — Considérons une droite tournant dans un plan

autour d’un point O, et soit M un
Y| T point mobile le lon
v (fig. 111).

g de la droite

1o Vitesse. — l.a vitesse relative
, } dr
V: a pour expression I elle est
dirigée le long du rayon vecteur
0 OM. Si le point M était fixe il
serait animé d'un mouvement de
rotation autour de O, dont la vi-
e do |
tesse perpendiculaire & OM a pour mesure r. ——, c'est Ia

de ’

Fig. 1.

vitesse d’entrainement.
La vitesse absolue, qui est la somme géométrique des deux
vitesses précédentes, a donc pour composantes, suivant OM,

do
dt

dr . . .
T et perpendiculairement & OM, r
2° Accélération. — Taccélération relative o, a pour expres-
. der . -
sion — ; comme le mouvement relatif de M est rectiligne,
I'accélération est dirigée suivant OM.
Dans le mouvement d’entrainement le point M décrit un
cercle, l'accélération d'entrainement =, a donc pour compo-
do\® . d*w
santes —r (-—) suivant OM, et r ——
dt dt?
culaire MT a OM.
L’accélération centrifuge composée est dirigée perpendiculai-
rement & I'axe de rotation O et au rayon vecteur OM, c¢’'est-a-dire
suivant MT; elle a d’ailleurs pour mesure 2q.V,sinf; or, dans

le cas actuel, fe — et q=iu-)- done 2, =2 do . dr .
2 dt ’ e dt © dt
D’aprés 1'égalité géométrique 9, =19, +3,— 3., les compo-
santes de 'accélération absolue sont donc :

d?r < dow ) 2
de — "\do

suivant la perpendi-
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MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT 135

suivant OM ¢t
d*w o dew dr
TER A TR TS

r
suivant MT.

2 Expression de Uaccélération absolue d’un point d’un solide
mobile autour d’un point fire. — Le mouvement du solide con-
sidéré S’ équivaut a une rotation instantanée représentée par
I'axe OR (fig. 112) dont les projections sur les axes fixes ox, oy, oz
sont n,p, q. Supposons un obser-
vateur invariablement lié a un se-
cond solide S animé de la rotation
uniforme OR et étudions le mouve-
ment de S’ pour I'observateur placé
sur S. Comme a l'instant considéré
les deux rotations sont identiques

la vitesse relative de S’ est nulle, par suite o, =4 et le théoreme

de Coriolis donne_"o, =;, —{—'_,?c. A linstant t+ dt les composantes
de Ia rotation instantanée de S’ deviennent :

n - %l:—.dt; p—{——%xdt; q+ =

L'axe OR’ représente cette rotation, OR représente la rota-
tion d’entrainement. Exprimons 'accélération relative. Comme

'o _3 —:9 le mouvement relatif est la rotation représentée par
Paxe 0s, différence géométrique des axes OR’ et OR. Les pro-
-d% dt, dp dt, ‘jl‘t{ dt. Ces
quantités étant proportionnelles aux projectlons de I'accélération
angulaire sur les axes OS représente l'accélération angulaire
multipliée par dt. On a donc OS == OT. dt, en représentant
par OT TPaccélération angulaire. La vitesse relative d’un point
M de S’ est nulle a l'instant t, a D'instant t -} dt elle est
due a la rotation OS, elle a par suite pour mesure OS> MP,
MP étant la distance du point M a I'axe de rotation, L'accélé-
(()l? > MP =0T > MP elle

est égale au produit de I'accélération angulaire par la distance

jections de OS sur les axes sont

ration relative a donc pour mesure
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136 CINEMATIQUE

du point M a 'axe de rotation, ct sa direction est perpendiculaire
au plan MOT.

Déterminons maintenant I'accélération d’entrainement ¢,. Le
mouvement d’entrainement étant un mouvement de rotation
uniforme autour de OR, le point M décrit une circonférence de
rayon r = MQ avec une vitesse angulaire constante w. L’accélé-
ration a alors pour mesure w’.r ct est dirigée suivant le rayon
de la circonflérence.

Donc p,=rw’. En résumé 'accélération absolue est la somme
géométrique de 'accélération relative w = OT > MP et de 'accé-
lération d’entrainement 3z, = OR >XMQ. On retrouve ainsi le théo-
reme de Rivals: o, est I'accélération due a I'accélération angulaire
et o, I'accélération centripete (p. 91).
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CHAPITRE VI

MECANISMES

Mouvements usuels. — L’industrie utilise les mouvements les
plus simples. Elle emploic surtout : le mouvement circulaire
continu; le mouvement circulaire alternatif; le mouvement rec-
tiligne alternatif; le mouvement rectiligne continu.

Il est souvent nécessaire de transformer :

1° Un mouvement circulaire continu en un autre mouvement
circulaire continu;

2° Un mouvement circulaire continu en un mouvement recti-
ligne continu;

3° Un mouvement circulaire continu en un mouvement alter-
natif rectiligne ou circulaire ;

4° Un mouvement circulaire alternatif en un mouvement recti-
ligne alternatif.

Mécanismes. — les organes qui permettent de faire passer le
mouvement, de la picce menante a la piece menée, se nomment
meécanismes.

Les mécanismes peuvent étre classés en deux catégories : la
premiére catégorie comprend les systemes articulés dans lesquels
les angles varient, les distances des articulations restant cons-
tantes. La deuxiéme catégorie comprend les systemes constitués
par une piece P animée d’un mouvement M qui, par contact
continu, imprime un mouvement M’ i une autre piéce I'.

Le probleme géométrique a résoudre dans ce cas est le sui-
vant : connaissant la forme de la piece P’ par exemple, ainsi que
les mouvements M et M/, déterminer la forme de la piece P.

Puisque P et P’ sont en contact continu le contour de la
piece P s’obtient en déterminant I'enveloppe des positions suc-
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138 CINEMATIQUE

cessives du contour de P’ dans le mouvement de P’ pour un obser-
vateur invariablement 1ié a la piece P.

TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT CIRCULAIRE CONTINU
EN UN MOUVEMENT CIRCULAIRE CONTINU

Distinguons trois cas :

1° Les axes des deux mouvements sont paralleles.

2° Les axes des deux mouvements sont concourants.

3° Les axes des deux mouvements ne sont pas dans un méme
plan.

I. Axes paralléles. — Dans le cas oit les axes de rotation sont
paralleles on opere la translormation au moyen de la bielle
d’accouplement, de la courroie de transmission ou des engre-
nages.

Bielle d’accouplement. — Soient O et O’ (fig. 113) les traces
des axes de rotation sur un plan qui leur est perpendiculaire,

~

(')l

Fig. 113.

OA et O’A’ les manivelles égales montées sur chaque axe et dont
les boutons A et A’ sont reliés par une trihgle AA’ que Ton
nomme bielle d’accouplement. La figure AOA’O’ est un parallélo-
gramme (uelle que soit la position de OA. Les points A et A
décrivent des circonférences égales avec des vitesses égales

La biclle d’accouplement est employée dans les locomotives
pour réunir les paires de roues motrices.

Courroie de transmission. — Une courroie de cuir supposéce
flexible et inextensible passe sur la jante de deux poulies respec-
tivement calées sur les axes O et O' (fig. 114). Il est facile
d’obtenir le rapport des vitesses a- gulaires © et o’ des deux pou-
lies dont les rayons ont pour mesure R et R, en supposant que
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MECANISMES 139

la courroie ne glisse pas sur les jantes. En effet la vitesse
linéaire de la courroic est égale a la vitesse d'un point de la jante

de I'une ou de V'autre poulie, comme ces vitesses sont respective-
ment @R et » R’ on a

ol = 'R’
d’ot

© R’

Pt

Les vitesses angulaires des deux poulies sont done dans le
apport inverse de leurs rayons.

Remaroue. — 1° Si les vitesses de rotation des deux pouvlies

Fig. 115 bis,

doivent ¢&tre de sens contraires il [aut croiser la courroie
(hig. 114 bis)

2° Souvent on monte sur 'arbre ui porte la poulie une
scconde poulie non calée sur I'axe et que 1'on nomme ponlic
folle : on fait passer la courroic sur cette poulie lorsqu’on veut
amener I'arbre au repos.

3° Lorsqu’on substitue a la courroie unc chaine de Vau-
canson, on munit la jante de la poulie de dents ui pénétrent
dans les mailles de la chaine pendant la rotation. Lorsqu’on se
sert d’un cible dit télédynamique, les poulies sont munies de
gorges destinées a maintenir le cible en place.

Engrenages. — On appelle engrenage un systeme de deux
roues dentées touj()urs en contact, Comme les deux roues sont
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cylindriques le contact a licu tout le long d'une génératrice. La
roue qui transmet le mouvement se nomme roue menante et celle
(qui le recoit roue menée.

On cherche i obtenir l'uniformité du mouvement de rotation
des deux roues. S'il en était autrement il se produirait par
moment, i cause de l'inertie des masses a mouvoir, des efforts
considérables capables de rompre les dents des roues en contact.

Circonférences primitives. — Soient O et O (fig. 113) les
traces des axes de rotation sur un plan (ui leur est perpendicu-
laire, w et w'les vitesses de rotation (ue doivent avoir les roues
menante et menée. Sur la droite OO’ déterminons un point A
tel que Pon ait :

0.0\ = v'.0'A.

Des points O et O avec les rayons OA et O’A décrivons deux
circonférences ; on obtient ainsi ce que 'on nomme les circon-
férences primitives de 'engrenage a construire.

Caleul du nombre des dents de la roue menée. — Supposons

Fig. 115,

que la roue menante, de ravon OA =R, doive porter n dents.
) 2%

Lorsqu’clle avance d’une dent elle tourne de I'angle a = o La

roue menée tourne en méme temps d’une dent et par conséquent

.
—
e

de l'angle o'=—, en désignant par n’ le nombre total des
n .

dents de la roue menée. Comme les angles o et o' sont décrits
dans le méme temps ils sont entre cux comme les vilesses angu-
laires des deux roues. On a done

'

o 9 L] vt
— =, d'oltnu=n'e
o 0)
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On voit par li que le rapport du nombre des dents des deux
roues est égal a Pinverse du rapport des vitesses angulaives des
roues correspondantes.

Eléments d’'une roue dentée. — On appelle dent la portion des
saillies portées par la jante de la roue qui sont extérieures i la
circonférence primitive, les portions
intérieures se nomment crewr (lig. 116).
La longueur b de I'arc de circonférence
primitive interceptée par une dent est
I'épaisseur ou la base de la dent; la

dimension de la dent comptée paralle-
lement & 'axe de la roue est sa lar-

Fig. 116.

geur; Uarc de circonférence c¢ inter-
cepté par le creux se nomme interealle. La longueur MN est la
saillie de la dent et MQ la profondeur du creux. L’arc de circon-
férence primitive occupé par une dent et un creux consécutif se
nomme le pas de la roue dentéc. Toutes les dents sont iden-
tiques entre elles; il en est de méme des creux.

Egalité de pas des deuxr roues d'un engrenage. — La rouc
menante portant n dents, la circonlérence primitive est partagée
en n parties égales i a, on a donc

1 2=R = na.
(1)

On a de méme pour la rouc menée
(2) 2R = n'a.

Or d'apres la construction des circonférences primitives, on a

R o '

R o’
d’autre part

1 - )

e
donc

R . n

R~ o’
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En divisant membre a membre les égalités /10 et (2) 1] vient:
8 Wy J

R __ ma
R wad’

on doit done avolr

— — 1.
a
Iin d’autres termes les pas des deux roues associées sont
('-guux.
D’ailleurs il faut que le creux de I'une quelconque des deux
roucs puisse recevoir la dent de I'autre.

On a par suite b="¢’ et b’ =¢c. Si 'exécution d’'un engrenage
g 8

pouvait étre parfaite on prendraitb=c’ eth’'=c.
Dans la pratique il faut prévoir un jeu 1 variant de 1o a 30
de Uintervalle. On a donce en réalité :
o S NS
b=d¢ l—1); bV=c/l—1,
ou encore

b4+b=(+c; (1—i.

Généralement on fait ea sorte que b=»""et ¢=

¢’ de facon
a donner aux deux dents une égale solidité. 11 est évident que la
saillic des dents de T'une des roues doit ¢tre inlérieure ou au
plus égale a la profondeur des creux de 'autre roue.

Engrenages réciproques. — Si la dent et le creux des deux
roues err contact admettent un plan de symétrie passant par I'axe
de la roue correspondante, I'engrenage pourra fonctionner dans
les deux sens ; on dit alors que T'engrenage est a retour ou réci-
proque.

Les dents en contact doivent étre placées prés du plan des a.xes.
— Considérons les deux circonférences primitives O et O’ tour-
nant avec les vitesses anguluires constantes w et w’ autour de
leurs axes (fig. 117}, On a vu (p. 127) que le mouvement de O',
pour un obscrvateur invariablement lié a4 O, est un mouvement
épicycloidal ; en d'autres termes, pour I'observateur O la circon-
férence O parait rouler sur la circonlérence O. A chaque instant
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MECANISMES 143

la vitesse relative du point de contact A des deux circonférences
est nulle. Si donc les deux dents auax prises se touchent suivant
la génératrice placée en A, ces deux dents seront immobiles

Fig. 117,

P'une par rapport a I'autre et par suite ne {rotteront pas 1'une sur
I'autre.

Si les dents se touchent en dchors du plan des axes leur
vitesse relative est différente de zéro, elles glissent alors I'une sur
I'autre, d'ol (rottement.

Pour réaliser la continuité du mouvement on s’arrange dans
la pratique de maniere a avoir quatre dents en contact. Au mo-
ment ot le contact a lieu en A, celui du groupe CC’ commence ct
celui du groupe BB’ finit, le contact de chaque dent dure le temps
que met un point de la circonférence primitive a décerire deux
pas. Pour atténuer le frottement, les groupes BB’, CC’ seront
pris de part et d'autre de la ligne OO" et le plus pres possible
de cette ligne.

Détermination du profil des dents. — Soicnt O et O 'flig. 118;
les eirconférences primitives et D le contour ou profil de la dent

Fig. 118.

relative 4 la roue 0. 11 s'agit de déterminer le profil 1y de la
dent de la roue Q. Considérons un observateur invariablement
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li¢ it la roue O'; la courbe D' lui parait fixe ; d’autre part il doit
voir la courbe D se déplacer mais en restant constamment tan-
gente i la courbe D', en d'autres termes la courbe D’ est 'enve-
loppe des positions successives prises par D. Or pour I'observa-
teur considéré le mouvement de O est un mouvement épieyeloidal
donc si I'on fait tourner la circonférence O’ et qu'on détermine
I'enveloppe des positions successives prises par la courbe D, on
obtiendra le profil D' demandé. Si le profil D’ est donné on
détermine de la méme maniere le profil D. Comme la forme du
profil donné est 'arbitraire il ¥ a théoriquement une infinité de
solutions. Pratiquement on n’emploic guére que trois especes
d’engrenages :

Les engrenages a lanternes, les engrenages a flanes, et les
engrenages i développantes de cercles.

Ingrenage a lanterne. — Le profil D' le plus simple que 'on
puisse se donner O’ est un point fig. 119'. Lorsque la circonfe-

)

Fig. 11q.
rence O roule sur O le point profil décrit une épicyeloide. Done
le profil D est un arce d'épieveloide. Pour réaliser 1'engrenage a
I pie g g

lanterne on plante sur le pourtour de la circonlérence O’ de
petits evlindres régulicrement distribués dont les axes coincident
avee les points profils D', Le profil de la dent est 'ave d’épicy-
cloide précédent transporté parallelement a lui-méme a une dis-
tance égale au rayvon de la tige cvlindrique. Cet engrenage,
généralement construit en bols, est emplové sculement dans
«(uelques machines grossieres.

Engrenage a ﬂ(mc. — Prenons comme profil D' une partic
d'un ravon O'B de la circonférence O (ig. 120}. Lorsque la cir-
conférence O’ roule sur la circonférence O, le ravon O'B enve-
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loppe une épicyeloide {p. 71), donc le profil de la dent D est
un arc d’épicyveloide. La portion rectiligne de la dent D' sc
nomme flanc; l'arc D de Vépicy-
cloide conjugué de ce flane se nomme
face.

Les flanes D’ sont intérieurs ala cir-
conlérence primitive O’ et les faces D
sont extérieures a la circonférence pri-
mitive O. En effet pour obtenir le
point de contact de D et de D’ a un
instant donné il faut abaisser du centre
instantané de rotation I une perpen-
diculaire sur la position correspon-
dante de O'B. Le point M ainsi obtenu
est sur la circonlérence de diametre
O'l, 11 est donc a U'intérieur de O’ et a
I'extérieur de O.

Fig. 120.

REMARQUES. — On peut compléter les flanes de la roue O par
des ares d'épiceveloide tels (ue BE fig. 121°. De méme les faces

\

Fig. 121,

épieyeloidales de la roue O peuvent ¢tre complétées par des flanes
rectilignes. Une dent se composera donc de deux parties : I'une
mtéricure a la circontérence primitive telle que ABFG dont les
cotés AB et FG, portions de ravons de la circonférence primitive,
constituent les flanes. L'autre partie ADEB extéricure i la circon-
{érence primitive est limitée par des ares d'épicyeloide AD, BE
profils conjugués des flanes de la seconde roue. On obtient de

pPOINCARE. Cinématique. 0
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cette facon un engrenage réciproque dans lequel le contact peut
se produire soit apres, soit avanl la ligne des centres. Avant la
ligne des centres OO’ les flancs de la roue menante poussent les
faces de la roue menée; apres la ligne des centres ce sont les
faces ui poussent les flancs.

Si les dents de la roue conduite portaient scules des flancs, le
contact entre les deux roues ne se produirait u’aprés le passage
de la ligne des centres.

Une méme roue a faces épicycloidales ne peut pas conduire
plusieurs roues semblables de diamétres différents.

En effet considérons trois circonférences primitives O,0’,0”
(fig. 122) de rayons différents R, R’ et R”. Pour que les dents de la

Fig. 1292,

roue O engrénent avee celles de la roue O, il faut, d’apres ce
qui précede, que les faces des dents de O soient des arcs d’épi-

cycloide ayant pour base la eirconlérence O et pour roulette une
!

. ) R ) ]

circonférence de ravon -5 - Mais pour pouvoir engrener avec les
-

dents de O” il faudrait que les faces des dents de O soient des

arcs d’épicycloide ayant pour base O et pour roulette une cir-

7}

conférence de ravon -5 - I[1 est impossible de satis{aire a ces

deux conditions puisque les ravons R” et R sont différents.
On pourrait tourner la difficulté en utilisant le théoréme
sulvant.

Tuktorime, — Le profil conjugué d'une épieveloide D' ayant

pour base la circonférence primitive O’ est une autre épicy-
cloide D ayant pour base 'autre circonlérence primitive O.
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En effet, soit I (fig. 123)le point de contact des deux circonfé¢=
rences, A ct B deux points fixes pris sur chacune d’clles et tels
(ue :

arc IA = arc IB

Considérons une troisieme circonférence de centre O” et tan-
gente en [ & O et O'. Soit M un point de cette circonférence tel
(ue

arc IM = arc TA

Le mouvement absolu de M est un mouvement épicycloidal, car
on a a chaque instant

arc MI = arc Al

[’épicycloide D décrite par le point M a pour base la circon-
{érence O et pour roulette la circonférence O”. Dans le mouve-
ment relatif, le point M décrit aussi
une épicycloide D', car dans le sys-
teme O, O’ on a a chaque instant
arc IM=arc IB, I’épicycloide D' pro-

vient de la base O’ et de la roulette \
— 0", le signe — indiquant que la /’
roulette est Intérieure a la base. La Z

. P . A
droite IM quw joint le centre instan-

tané de rotation au point considéré M
est normale aux deux épicyeloides D
et D’'; donc les deux courbes sont
constamment tangentes.

Iune quelconque d’entre elles est
I’enveloppe des positions successives
prises par 'autre dans le mouvement
de roulement. .

. . Fig. 123,

On construirait done d’abord les °
dents de O et de O, puis on prendrait comme flanc des dents
de 0" le profil conjugué des laces épicyveloidales de O. On obtien-
drait ainsi des flanes épicyeloidaux, mais cette complication est
évitée grace a U'emploi de I'engrenage a développante.

RevManrqQues. — 1° Si la circonférence O” est telle que son rayon
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0}

0"l = 5 la trajectoire relative du point M est un diametre

de la circonférence O'. On a en effet are IM=arc1B ; I'angle MO’I
M IM , )
SO OV Are 5 I'angle 10'B a d’autre part

o1’
ﬂ(l)%, donc les angles 10’M et 10'B sont égaux ;

par suite le point M reste sur la droite O'B. On retrouve de cette
facon que le profil conjugué du diametre BB’ [fig. 120) est une

a pour mesure arc

pour mesure

épicyceloide.

Engrenage a développante de cercle. — En choisissant comme
profil D’ une développante d'une circonférence concentrique a O’,
le profil conjugué D est une développante d’une autre circon-
(érence concentrique a O et facile a déterminer (voir p. 72).
Le point de contact des deux développantes est sur la tangente
communc aux deux circonférences qui passe par le centre instan-
tané de rotation.

Une méme roue a développante de cercle peut conduire plu-
steurs roues de diamétres différents.

En effet, des centres O, 0’ et O” (fig. 122) décrivons trois cir-
conférences de rayons C, (' et C”. Les développantes de ces cir-

, . .oy C C’ (o
conférences pourront servir de profil sil'on ‘IT{‘:T{T =7

Dans ces conditions la roue O conduira les roues O’ ct O'.

L’engrenage a développante présente encore sur I'engrenage
a flane deux autresa antages importants au puint de vue P ‘atique:

1° Si la distance des axes O ct O est altérée, soil par vice
d’ajustage, soit par usurc des tourillons, 'engrenage a flanc n’est
plus exact alors que I'engrenage a développante reste parfait.
Supposons (ue la distance des axes au licu d’étre R 4 R
devienne 8 (R 4R'); si R, et ', sont les rayvons des nouvelles
circonférences primitives, on a :

(L R+ R=86R+R"
De plus

o}, = o'k

Posons
vR=0wR'=72, ok, =w'R;j=".
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L’égalité (1) donne alors

o (e Dy )
) ) ) (O]

donc

par suite

R, —=Ré; R,—=RS.

Pour que l'engrenage & flanc reste exact il ftaudrait que les
saillies des dents de la roue O fussent des ares d’épicyeloide

!

2

circonférence de rayon R6; ce qui n’a pas lieu étant donnée la

engendrée par une circonférence de rayon roulant sur une

construction premiere de 'engrenage.

L'engrenage a développante reste exact, car la nouvelle con-
A /

dition d’exactitude - = —— est satisfaite en méme .tcm s (ue
8R ~ 8IV ps
I'ancienne conditi G ¢
ancienne ion — — —
R R

2° Si l'usure des dents est uniforme le profil primitif C de
chaque dent est remplacé par une courbe parallele C'; deux telles
courbes ont méme développée : la courbe C étant une dévelop-
pante de cercle, la courbe parallele €' sera une développante du
méme cercle. Une usure uniforme n’altere done pas les proprié-
tés de I'engrenage a développante.

Malgré ces avantages 'engrenage i développante de cercle est
beaucoup moins employé que I'engrenage a flane, parce que,
toutes choses égales d'ailleurs, les dents de I'engrenage a déve-
loppante de cercle sont beaucoup plus minces a leur extrémité

que celles de 'engrenage i flune, elles sont done moins résis-

g
tantes. On l'emploie surtout quand on veut faire conduire un
grand nombre de roues par une roue unique. L'horlogerie utilise

exclusivement l’cngrcnuge a flanc.
ReMARQUE. — Pour transformer un mouvement de rotation O

en un mouvement de rotation O” de méme sens, on introduit
entre O et 07, s'il v a de la place, une roue intermédiaire O’
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MECANISMES 151

cercle, mais il est désavantageux car les dents de la grande roue
sont alors concaves. En effet pour construire l’cngrcnagc a
développante il faut tracer deuxcirconférences Cet C' de centres O
et O’ avant respectivement pour rayons C et C'. La tangente
commune AX & C et C' menée par A est la normale commune aux
deux dents. Les pieds B et B’ des perpendiculaires abaissées de
O et de O sur la normale sont les centres de
courbure des développantes des cercles C
ct C'. Comme ils sont tous deux du méme
c6té de A les deux profils tournent leur con-
avité du méme coté, donc 'une des dents
est concave (fig. 126). Cette condition oblige
a construire des dents faibles a leur extré-

mité, aussi I'engrenage intérieur i dévelop-
’ g 1

Fig. 126.

pante est-il pcu employé.

Dans le cas ot I'on adopte 'engrenage a flanc on ne peut pas
donner a la fois a la grande roue des flancs et des faces.

En effet le lieu des points de contact des flancs de la petite
roue O avec les faces de la grande roue O est une circonfé-
rence O décrite sur O’'A comme diamétre. Comme ces points
sont a I'intérieur de la circonférence primitive O on ne peut pas
donner a la fois aux dents des flancs et des faces.

Si les dents de la petite roue portent des faces celles de Ia
grande roue portent des flancs; le plus souvent on donne des
flanes a la petite roue et des faces a la grande.

I1 résulte de cette nécessité de construction que le contact ne
peut avoir lieu que d’un seul
coté de la ligne des centres.

D

ReMarQuE.— Sil’'ondonne
a la petite roue O’ des flancs
s¢ continuant par des ares
d’épicycloide formant les fa-
ces, il faut prendre comme 0
profils des dents de la grande Fig. 1=,
roue, d’abord le profil conju-
gué de AB puis le profil conjugué de BC : ce sont deux ares
d’épicycloide, mais I'are conjugué de BC est concave (fig. 127).
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152 CINEMATIQUE

Crémaillere.— On obtient ce que 'on nomme une crémaillere
Mig. 129; en supposant (ue le rayon de la circonférence primi-
tive O conservant une valeur
finie, celui de la circonfé-
rence O’ augmente indéfini-

0 ment (fig. 128,

On emploie I'engrenage a
flanc. En général, le profil
o’ conjugué du flanc de la roue O

Fig. 128. est une épicyeloide engen-

drée par une circonférence
!

de ravon 5 roulant sur la circonférence O.

Dans le cas actuel, la roulette est une ligne
droite, puique R’ est infini, donc le profil con-
jugué du flanc de la roue O est une dévelop-
pante de cercle. Les dents de la tige de Ia
crémaillére ont done pour faces des développantes de cercle. Les
faces de la roue, profils conjugués des flancs de la tige, sont des
arcs de cycloide, car elles sont engendrées par le roulement

d'une circonférence sur une droite.

Détermination du nombre des dents des roues d’un train d’engre-
nage. — Considérons (uatre axes de rotation paralleles O,, O,,
0,, O, (fig. 130). Sur l'axe O, animé d’une vitesse angulaire de
rotation «, est montée unc seule roue A,. Sur I'axe O,, animé
d'une vitesse de rotation ©,, sont calées deux roues, l'une B, qui
engrene avec A, et une autre A,. L’axe O,, animé d’une vitessc
angulaire w,, porte également deux roues calées sur lui : une
B, est commandée par A, avec laquelle elle engrene, et une
seconde A, Enfin, sur le quatrieme axe, animé d’une vitesse
angulaire w,, est calée unc seule roue B, qui engrene avec A,
Soient «, le nombre des dents de A;a,, celuide A,; a, celui de
Ay; By, le nombre des dents de B,; 8,, celui de B,, et 3,, celui
de B;. Les roues A, et B, engrenant ensemble et tournant avee
les vitesses angulaires o, et w,, on a :

- ]
(l)l.d.l =S (-)2.‘.".

v me S 0
De méme W, d, =ty 3, et wr=w 3.
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En multipliant ces égalités membre a membre il vient

W, oL,
@ 2 N
o, P12 s

En raisonnant sur n—-1 axes et n engrenages (n paires de
roucs dentées) montés de la méme fagon, on aurait :

[0 M _ d'l_,.....l,‘
 fun 2]
o, 122t 20
- w, . A . AH w,
Sil'on se donne ——— =2 —  onpourraéerire — = ———
m, 3 BH m,

Il étant un nombre quelconque.
En décomposant respectivement AH et BIl en n factcurs

DT LD
B,
9., B.
1\LABROR OURVTITL I AU
A, B,
w), W w3 Wy
0, 0, 0, 0,
Fig. 130,

entiers, on obtient un systeme de valeurs pour %, 2, ...%,; 2.
3,, ...3, acceptables sous certaines conditions. Il faut remarquer
cn effet que le nombre des dents d’une roue a une limate
inférieure. Ainsi avec I'engrenage i flanc on met ordinairement
au moins dix dents; l'engrenage a développanie en porte au
moins douze. Cependant en horlogerie on se contente de six dents.
D’autre part, il ne faut pas que le rapport des vitesses des deux
roues engrenant soit trop petit. Sa limite inféricure est ordinai-
1 . . . 1 .
rement — . En horlogerie on va jusqu'a 17 Enfin le nombre
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154 CINEMATIQUE

des dents ne doit pas dtre trop considérable, sans quoi 'exéen-
tion de I'engrenage serait impossible.

Application. — Soit a réaliser le rapport de vitesse 50 11
faut utiliser plus de deux axes puisque le rapport des vitesses

doit ¢tre supéricur a . Prenons trois axes. On aura :

12
w, oz, 1
o, B8, 60

Iin posant 2,—=06, «,=0, il vient :

1 6?
Sad e @0 () (G2
——————  d'ou: %5 =00.6°
60— g
On prendra alors 3,=45, 3,=48.
W, A
RevMarQue., — Supposons que dans le rapport — =3
w
1

(quel’onsedonne, Asoitunnombre premiertres grand. Cecassepré-
sente dans la construction de certaines horloges (ui donnent les

. N . £

lunaisons (celle de Strashourg par exemple). Soit A=1439 et B
1439 . . . .

2= e 1439 est un nombre premier, il faudrait donc don-
3485

ner a Pune des roues 1439 dents, ce (ui est difficile. On a alors

recours aux trains épicveloidaux.

TRAINS EPICYGLOIDAUX

Soit A’ {fig. 131) un axe de rotation sur lequel est calée une
roue N Cette roue emporte dans sa rotation un axe BB’ qui est
parallele a A\, L’axe AA’ porte de plus deux roues folles I’ et Q.
Enfin, sur 'axe BB’ sont calées les roues R et S. Soient w la
vitesse angulaire de la roue N, et w, la vitesse de rotation com-
muniquée a la roue folle Q. La roue N en tournant entraine dans
son mouvement 'axe BB’. La roue Q engréne avec la roue S et
communique i cette roue un certain mouvement de rotation. La
rouc S étant calée sur 'axe BB/ imprime son mouvement a cet
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MECANISMES 155

axe et par suite ala roue R. Enfin, cette roue R engrene avee la
roue P et la fait tourner.

Soient , p, r et s les nombres respectifs de dents des roues
Q, P, R et S. Pour un observateur entrainé dans le mouvement
de la roue N, les axes A\’ et BB sont fixes ¢! les roues R et I

constituent un (‘llgl‘CHﬂﬂ'(‘, Ol'(“l]llil‘ﬂ. Dans un mouvement résul-

o

A B

.\1 . . ) N

Q wy QS8 4 N
o RITRRRATR GRS L
A B
Fig. 131.

tant, la vitesse ubsoluc d'un point est la somme de sa vitesse
relative et de sa vitesse d’entrainement. Or, la vitesse relative de
la roue Q est w, — w; si I> tourne avec la vitesse absolue w,, sa
vitesse relative est de méme w,—w. En désignant par 2 la vitesse
relative commune a Ret S, on a :

’
{

\ ’ \
0, — o q=2as et & —w p==ar,

d’on
(l)l _ 1
W, — ) DS 1'C )
————1—~——:l—,d(mc L ,
W, — 0 r(f ps w,
w
ou encore’
0) rq T ),
(1) _':1__I+___L__’.
. ) ps ])S ©)

Dans la plupart des cas, on suppose la rouc Q fixe; il faut
faire alors ©,==o0 dans la formule (1), et il vient :
rq ps —rq

— =] — =

(0} l)S I)S
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1439 o,

Nous pouvons maintenant réaliser le rapport —5—=
3485 3

En posant ps=23485, on obtient :

1439 == 3485 — rq,

ce qui conduit & prendre :

p=41; s =8>: r=233; (=02.

RemMangues. — 1° On peut se servir de trains épieyeloidaux
pour réaliser des rapports trés petits entre les vitesses de rota-
tion de deux roues. En faisant par exemple p=n, s-=
r=n—1,qg=n—1,ona

n.

o, n®—1 1

i S T L

w n? n?

2> Les engrenages coniques s’emploient aussi dans les trains
¢picycloidaux.

Soitpar exemple un axe AA’ (fig. 132) sur lequel sont montées
deux roues non calées P et Q. L’axe AA’ en tournant eniraine

\ B 0
Q Q S S
L A
" ]‘F,

) B B’ ’

—— B | | |B
N — R
P P P .

N ‘.\' Q

Fig. 132 Fig. 133.

dans son mouvement un axe BB’ qui lui est perpendiculaire. La
rouc Q est fixe; sur l'axe BB’ est montée, comme dans la
figure 132, une roue S5’ (ui engréene avee les roues P et Q, ou
bien, comme dans la figure 133, sur BB’ sont montées deux
roues R et § calées sur Paxe, de telle sorte que la roue S
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MECANISMES 157

entraine la rone R; la roue fixe Q engréne avee S et R avec la
roue P, comme dans le train épicycloidal étudié plus haut.

Engrenages hélicoidaur de Ilooke et de White. — Dans les
engrenages étudiés précédemment, le contact n’a pas lieu seule-
ment sur la ligne des centres, par conséquent les dents ne
roulent pas sur leurs conjuguées, clles glissent. Il se produit un
frottement que 'on ne peut pas éviter avec des dents de forme
cylindrique (ui sont en contact tout le long d’'une génératrice.
Pour supprimer le glissement il faut avoir recours aux engre-
nages de précision ou engrenages hélicoidaux de Hooke et de
White.

Considérons deux axes paralleles 00,, 0’0/ (tig. 134 sur les-
(quels sont montées deux roues R et R” ayant des vitesses de rota-

OJ A IO'

R'

Fig. 135,

tion w ct o’ dont le rapport est constant. Soit A le point de con-
tact des circonférences primitives de ces deux roues O et O leurs
centres définis de facon que w, OA = ', O’'A". Considérons cn
outre les cylindres primitifs ayant pour axes, 00,, 0’0, et pour
directrices les circonférences primitives de R et de R/, ils sont tan-
gents le long de la génératrice commune AA,. Pour un observa-
teur invariablement lié a R, le mouvement de R’ sera un mouve-
ment épicycloidal. Pour qu’il v ait roulement, il faut que la
vitesse relative du point de contact des deux dents soit nulle,
il faut donc que ce point de contact soit sur 'axe instantané de
rotation qui est la génératrice de contact AA,| des deux cylindres.
[.e profil de la roue R étant donné, on détermine sa surface
enveloppe E. Pour u’il v ait roulement, le point de contact du
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profil R et de son profil conjugué doit ¢tre sur la génératrice de
contact des deux cylindres primitifs. On est ainsi conduit &
prendre pour la forme a donner i la roue R’ une surface quel-
conque tangente a Uenveloppe E tout le long de la courbe d'inter-
section de E et de R. -

Malgré Darbitraire que semble présenter cette question, 1l
n’y a guere (qu'une forme d’engrenages qui y réponde; ce sont
ccux ou les rones ont une forme hélicoidale (fig. 135). En

effet, si on fait tourner une surface héli-

7 coidale autour de son axe, son intersection

‘ par un plan fixe passant par l'axe reste
EHI:F invariable en grandeur, mais se déplace

o

parallelement a clle-méme d’un mouve-
ment uniforme. Tout se réduit donc dans
ce plan fixe 4 un mouvement de transla-
tion uniforme.
Fig. 133, Etant donnée unc surface hélicoidale,
supposons (u’on lui imprime un mouve-
ment hélicoidal capable d’engendrer la surface; nous pouvons
décomposer ce mouvement en une rotation R et une translation T.
Si nous imprimons i tout le systéme une rotation — R autour de
I'axe du cylindre R, tout s¢ réduit pour lui a une translation T.
Supposons qu’a un instant donné les deux roues munies de pro-
fils hélicoidaux soient en contact en B sur AA, et considérons les
méridiennes des surfaces situées dans le plan déterminé par les
deux axes 00,, O'0/. Imprimons une rotation aux deux roucs,
les deux méridiennes situées dans ce plan se déplacent parallele-
ment & Paxe. On peut choisir le pas de chaque surface de telle
sorte que le mouvement de translation soit le méme dans les deux
surfaces. Alors si en B les deux méridiennes situées dans le
plan 00,, 0’0, sont en contact, clles y seront encore au bout
d’un temps quelconque en un autre point B’ de AA/. Les deux
roues restent en contact, en un point qui se déplace le long de
la génératrice AA,. .
Déterminons le rapport des pas des deux surfaces hélicoidales
pour que le contact soit continu.
Lorsque R aura tourné de 2=, la méridienne de la surface
invariablement liée a R, qui sc trouve dans le plan 00, 0’0, se
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sera déplacée parallelement a I’axe, de la longueur du pas h de
la surface profil de la roue R. Soit V la vitesse de translation et
la vitesse de rotation ; V sera donnée par la relation

AY h

(O] a7

En désignant par h' le pas de lasurface hélicoidale profil de la
roue R’, on aura pour U'expression de la vitesse de translation V

. e qe v h' . ,
de la section méridienne — = ot la vitesse V est la méme
(] T~

pour R’ et pour R puisque par hypotheése il y a contact continu.
Divisons membre a membre les deux relations ainsi trouvées,

on a
) h'
w/ A h )
d’olr
wh = w'lY’,

et comme d'autre part
o OA= ' ,0'A

il vient :
h k'

OA  O'A

Ces engrenages hélicoidaux ont été inventés par Hooke en 1674,
ct retrouvés de nos jours par White. White a pris pour l'une de
ses roues une vis a filet triangulaire et pour 'autre
un profil de vis a filet carré (fig. 136). Le contact a
licu en un des sommets du rectangle (ui engendre
Ia surface de vis a filet carré. Le contact n’ayant E
lieu que par un point, les engrenages hélicoidaux
ne sauraient, sans s'user tres l'apidemeut, trans- !
mettre des efforts considérables. Ils ont été em-
ployés avec succes pour faire tourner des axes avec

Fig. 136.

une trés grande vitesse, en les adaptant & des appareils tres
légers.
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LES AXES SONT CONCOURANTS

Lorsque les axes de rotation concourent, le probleme de la
transformation d’un mouvement circulaire continu en un autre
mouvement circulaire continu peut étre résolu au moven des
engrenages coniques et du joint universel de Cardan.

1‘ . g Q ’ . M
Engrenages coniques. — l'engrenage conique se compose de
deux roues R et R (fig. 137) constamment en contact qui tournent

S
. C’
\\’\\ I/
SO S re
1" /l
¢, Il
P Sttt ! ’/
,"_’:-‘—“' _______ ---C q
) C
0
R
. Fig. 1375,

unitformément avec les vitesses angulaires respectives o et ©
autour des axes concourants.

Sw représente la rotation de la roue R {fig. 138 et S’ celle de
la roue R’.

Mouvement relatif de I'. — Pour obtenir le mouvement de R’
par rapport a R, imprimons a tout le systeme une rotation —w.
Cette rotation est représentée par le segment de droite S —w
¢gal et opposé a Sw. Le mouvement relatif n’est pas modifié par
cette rotation fictive qui rend fixe la roue R. La roue R’ est alors
animée de deux rotations concourantes S’ et S—w qui
admettent pour résultante la rotation SD (fig. 138).

Cette rotation SD constitue le mouvement relatif de R’ par rap-
porta R elle est définie par la diagonale du parallélogramme cons
truit sur S o' et S —o.
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Cénes primitifs. — En faisant tourner SD autour de Sw on
obtient le cone de révolution C. En faisant tourner SD autour de
Sw’ on abtient le cone de révolution C'. Ces deux cones prennent
le nom de cénes primitifs, ils sont tangents le long de SD; le
mouvement de C’ par rapport a C est
une rotation instantanée autour de SD ;
il se ramene par suite au roulement

w

du céone C’ sur le cone C. Le mouve-
ment relatif cherché est donc un mou-
vement épicycloidal sphérique.

Forme des dents. — On donne aux
dents la forme de surfaces coniques
avant pour sommetcommun le point S,
le contact a lieu tout le long d'unc
génératrice.

Cherchons quelle doit étre la forme
des dents, pour que la vitesse étant
uniforme, il y ait toujours contact entre
deux paires de dents. Du point S comme centre avec un rayon
arbitraire, décrivons une sphére et cherchons son intersection
avec les dents, c’est-a-dire le profil sphérique des dents.

Supposons donné le profil sphérique d’une dent d’' de la
roue R’. Pour un observateur invariablement lié a la roue R,
celle-ci est immobile, et la roue R’ semble tourner sur R;
Ienveloppe de la dent d' dans ce mouvement est le profil de la
dent d de R.

Dans la pratique on raméne la construction du profil sphérique
a'la construction du profil plan. Au point A de rencontre de 'axe
SD (fig. 139) avec la sphére, menons la tangente a la sphere dans
le plan SA. Cette tangente coupe Sw en O, Sw’ en O'.

En faisant tourner OA autour de SO on obtient un céne de
révolution K, un second cone de révolution K’ est engendré par
la révolution de O’A autour de SO'.

Au point A, menons le plan tangemd a la sphere, il est aussi
tangent aux cones K et, K’ car il passe par unc génératrice OA,
O’A’ de chacun de ces cénes ct il est perpendiculaire au plan
méridien correspondant qui est le plan SOO':

POINCARE, Cinémalique. 1
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intersection avee les dents de R une figure IY, le développe-
ment de K’ donnera une figure I'.

Le point A considéré comme appartenant i K a unc vitesse
linéaire, due 2 la rotation Sw’; considéré comme appartenant
a K/, sa vitesse est due a la rotation Sw. Ces deux vitesses sont
égales et de méme sens puisque A est sur SD qui est Paxe de
rotation dans le mouvement relatif des deux roues R et R/,

Imaginons que dans le plan P on fasse tourncr les deux
figures I et I/, la premiére autour de O, la seconde autour de O
et avec des vitesses telles que la vitesse linéaire du point A
regardé comme appartenant a ces deux figures soit encore la
méme que lorsqu’il appartenait aux cones K et K’. La vitesse
absolue du point A, étant la méme dans ces uatre mouvements,
il en résulte :

1° Que la figure F roule sur le cone K de telle sorte que les
diverses parties du développement viennent s’appliquer successi-
vement sur les parties correspondantes du profil conique;

2° Que la figure I’ roule de méme sur le cone K';

3° Que si dans le plan P on décrit deux circonférences tan-
gentes entre clles au point A et ayant leurs centresen O et en 0,
puis qu’on regarde la premiére de ces circonférences comme
appartenant a la figure I’ et la seconde a la figure I¥, ces deux cir-
conférences rouleront l'une sur l'autre. En d’autres termes le
mouvement relatil de I’ par rapport a IV est épicycloidal.

Les dents sont toujours assez petites, de sorte que le point de
contact ne s’éloigne jamais beaucoup du point A et dans le voisi-
nage les profils sphériques different fort peu des profils coniques
et ceux-ci de leur développement.

On peut done, puisque les profils sphériques doivent rester
constamment tangents, supposer (ue les développements des pro-
fils coniques qui en differenttrées peu, ¢’est-a-dire les figures I¥ et I/
se touchent constamment.

Les figures I' et 1 devront étre constamment tangentes et ani-
mées, dans leur plan de mouvements de rotation uniformes. On
est ainsi ramené ala construction d’un engrenage plan.

Cet engrenage construit on enroulera les figures IF et 17 sur les
cones K et K’y on aura ainsi sur ces cones les profils des dents
coniques de sommet S qui doivent constituer U'engrenage.
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Joint universel, joint de cardan ou joint hollandais. — Le joint
de Cardan, employé surtout pour la transformation des mouve-
ments lents, se compose d’un croisillon dont les branches BB, CC’
(fig. 140) sont a angle droit ; les axes de rotation OA, O'A’, sont

Fig. 150.

invariablement liés aux fourches CAC/, BA'B’, articulées aux
extrémités des bras opposés du croisillon.

Le centre du croisillon S coincide avec le point de concours
des deux axes. On peut faire varier a volonté l'angle des axes;
toutefois on ne doit pas emplover ce joint lorsque 'angle formé
par les deux axes est inféricur a 135°.

Rapport des vitesses de rotation des deuxr axes. — Le rapport
des vitesses de rotation des deux axes n'est
pas constant.

Pour calculer ce rapport, décrivons une
sphérc avant pour centre le point fixe S
{fig. 141} et pour rayon CS.

Soient DC, DB les traces sur la sphere

D

v, -7k . AP

-7 des plans décrits par les bras SC et 5B, res-

5 pectivement perpendiculaires aux axes O
Fig. 1ir. et O' dont ils sont solidaires.

L'angle BDC est le supplément de 'angle des axes, dont nous
désignerons la mesure par = — », comme rectiligne du diedre
formé par les plans SBD, SDC perpendiculaires aux axes, par

. s R B . /} .
suite BDC = % ; d’autre part 'angle BSC est droit.
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En prenant le rayon de la sphére pour unité, 'are BC est égal

.

=
a = Posons BD = w, et DC = w'.
[.a formule de trigonométrie sphérique

cos a — cos b cos ¢ 4+ sin bsinc cos A

appliquée au triangle BDC donne

0 == cos & €0s & 4 sinw sinw’ cosz.

ou
(1) t tg o' 1
o, ) —= - M
/ 8 g¢ cosy ’
. . . . do do
on obtient une relation entre les vitesses angulaires I Tdr

des deux axes en prenant les différentielles logarithmiques de
I'équation {1} ce qui donne :
1—}—tg2m' !

2
tgw tg(o
Or d’apres (1) :
1
tee)) m—m— ——-——,

° cos ptg
donce
low'/1 ———1
do L+tg'e doid+ cos® pigiw )
tg(o 1

cos tg w

== 0

toutes réductions faites il vient :

dw 1 —sin’w sin’y

do’ cos

Ce rapport est une fonction de 'angle « ; lorsque © varie de
L3 dw

5 le rapport

varie de

o 2
do’ cos

a cos .

Si on fait 2=45°, c’est-a-dire si I'angle des axes est égal a
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. or . . L
la imite 135°, le rapport des vitesses varie de =5 ay/2 2, c'est-i-
, V32

dire du simple au double.

TrosieMir cas. Les axes ne sont pas dans un méme plan. —
Dans le cas ol les deux axes ne sont pas dans un méme plan on
peut introduire un axe auxiliaire rencontrant les deux premiers
et emplover deux systemes d’engrenages coniques; on peut
encore emplover des courroies de transmission ou faire la trans-
formation directe par des engrenages hyperboliques.

.

Engrenages hyperboliques.

Soient AB, A'B’ [fig. 142) les
axcs des roues R et R’. Etudions le mouvement de R’ par rap-

B C
R .

M

A
H
B
D
Fig. 152

port a RR. Pour cela imprimons a tout le systéme un mouvement
de rotation égal et opposé au mouvement qui s’effectue autour
de AB. Ce nouveau mouvement ne change pas le mouvement
relatil. La roue R se trouve au repos; la roue R’ est soumise a
deux rotations qui, n’étant pas dans un méme plan, ne peuvent se
composcr en une autre.

Mais on peut les remplacer par un mouvement hehcmdal 1ns-
tantané,
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Soit CD Taxe instantané de rotation et de glissement dans le
mouvement hélicoidal résultant.

5i on fait tourner CD autour de AB, on engendre un hyperbo-
loide H, en faisant tourner CD autour de A'B’ on engendre un
hyperboloide 11",

Les deux hyperboloides H et II' sont les hyperboloides primi-
tifs ; ils sont tangents : en effet, les droites AB, A’B’ sont deux
droites conjuguées. Donc toute normale a la trajectoire d'un
point de AB rencontre \'B’; considérons un point M sur CD et

/

menons la normale en ce point i Vhyperboloide 1I, cette droite
est perpendiculaire a CD, de plus elle rencontre AB; or les
droites AB, CD, A'B’ sont sur un paraboloide dont le plan dircc-
teur est perpendiculaire a CD puisque CD est 'axe instantané du
mouvement hélicoidal ; les points situés sur CD ont pour trajec-
toire cette droite, la normale a la trajectoire de ces points qui
rencontre la droite AB doit rencontrer sa conjuguée A'B’; done
la normale a I’hyperboloide H au point M de CD, rencontre AB
et A'B’. Mais CD est une génératrice de 'hyperboloide 1V, la
droite considérée est normale a cette génératrice et passe par
'axe, donc elle est normale i la surface.

Ainsi les deux hyperboloides H et H' ont en un point quelcon-
que M de leur génératrice commune CD, une normale commune.
Ces deux hyperboloides sont donc tangents.

Google



168 CINEMATIQUE

Forme des dents. — Pour trouver la forme des dents on peut
appliquer la construction générale. On se contente ordinaire-
ment de stries tracées le long des génératrices {fig. 143).

Dans les engrenages hyperboliques il n'y a pas roulement,
mais glissement, car le mouvement relatif ne se réduit pas a une
rotation instantanée mais a un mouvement hélicoidal.

Vis sans fin. — Dans le cas particulier, ou les axes de rotation
ne se rencontrent pas, mais forment un angle droit, on emploie
pour la transmission du mouvement la vis sans fin.

Génération théorique d’une vis.— Tracons une hélice de pas h sur
le cylindre circulaire droit qui doit constituer le noyau de la vis
(fig. 144). Construisons un rectan-

: N gle abed dont le plan passe par
\—/ I'axe du cylindre et dont le cété ad,
a b ) h . .

plus petit que T est dlsposé sul-

d . vant une génératrice. Si I'on dé-

place le rectangle, de maniére que

a, I’un de ses sommets décrive I’hé-

lice, il engendre la vis a filet carré;

c~— les cotés ab, cd engendrent des
hélicoides réglés a plan directeur;
les cotés ad, bc engendrent deux

Fig. 145.

cylindres concentriques (ui limitent la vis.

Pour obtenir la vis a filet triangulaire on prend comme figure
génératrice un triangle isocele dont la base est placée le long de
la génératrice. La section méridienne du filet est alors formée par
unc suite de triangles isoceles égaux.

On construit aussi des vis a plusieurs filets carrés : pour cela
partageons le pas aa, en deux parties égales aa’, a'a, et construi-
sons les rectangles égaux abed, a’b’c’d’ de facon que I'on ait

!
aw’
2

ad =a,d’

I’ensemble des deux rectangles constitue le profil générateur
de la vis (ﬁg. 145).

Tous les systemes de vis jouissent d’une propriété commune.

Google



MECANISMES 169

Si on fait tourner une vis d’'un mouvement uniforme autour de
son axe, son intersection par un plan invariable passant par I'axe
reste toujours égale a elle-méme et est animée
d’'un mouvement uniforme parallelement a I'axe
de la vis. b

Vis sans fin.— Le mécanisme complet se com- d
posc d’une vis a filet carré et d'une roue dentée
dont les axes sont rectangulaires; laroue dentée et @ e
la vis se touchent en un point situé dans le plan
passant par l'axe de la vis qui est perpendicu-
laire a 'axe de la roue et qu’on appelle plan mé-
ridien. Lorsque la vis tourne, son profil situé dans
le plan méridien avance d’'un mouvement uniforme, tout sc passe
donc comme si la roue engrenait avec une crémaillére.

D’aprés la théorie de la crémaillerc il faut donner aux dents
de la roue la forme de développantes de cercle. 11 ne suffit pas

Fig. 145.

Fig. 146.

que les intersections par le plan méridien de la vis et de la
roue se touchent, il faut encore qu’au point de contact les deux
surfaces aient méme plan tangent ; il faut donc chercher le plan
tangent a la surface de la vis au point de contact. Dans le cas des
engrenages extérieurs le point de contact du flanc de la roue
O avec la face de la roue O/, se trouve sur la circonférence 0"
décrite sur OA comme diamétre (fig. 146).

Dans le cas de la crémaillere, les circonlérence O et O" se
réduisent a la tangente AD et a la circonférence O'. Le point de
contact est sur la droite AD, droite primitive de la crémaillere.

Le point de contact se trouve donc, dans la vis sans fin, sur la
droite primitive de la crémaillere fictive (fig. 146).
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Soit M (fig. 147) le point de contact, cherchons le plan tan-
gent en ce point, ce plan passe par la droite MP, perpendicu-
laire abaissée du point M sur I'axe AB du cylindre, car cette droite

est une génératrice de la surface de la vis,
A D

P p 1l contient aussi la tangente a I'hélice qui

passe par le point M ; cette tangente MK
est perpendiculaire & MP. L'angle du
plan tangent PMK avec le plan méridien
K du cylindre est done égal a I'angle de la
génératrice du evlindre et de MK. On sait
que cet angle est constant, donc le plan
B p tangent fait toujours le méme angle avee

Fig. 157. I'axe de la vis.
Si on appelle 1 cet angle, rle ravon PM
(fig. 148) du cyvlindre sur lequel est tracéc I'hélice qui passe
par M, h le pas de cette hélice, on a :
. 2z
g1— h

Le plan tangent a la surface de vis fait done un angle constant
avec le plan méridien qui passe par le
point de contact.

Il faut par suite construire la dent
de la roue de telle sorte que la section
médiane, dans laquelle est le point de
contact, ait des profils a développante
de cercle et que le plan tangent fasse
avee le plan médian un angle constant.

La surface de cette dent devra done
¢tre une hélicoide développable.

En effet I'hélicoide développable est
la surface engendrée par une droite MT
(fig. 148) qui restc constamment tan- Fig. 148.
gente a une hélice. Le plan tangent &

cette surface est le plan osculatcur a I'hélice, il fait par suite un
angle constant. La premiére condition se trouve donc remplie ;
reste a4 montrer que la section de cette surface par un plan per-
pendiculaire a I'axe est une développante de cercle.
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Considérons en effetle plande la section droite du eyhindre qui
passe par les points A et T.

Le point T est un point de la surface; la sous-tangente mT en
un point de 'hél’ce est égale a I'arc de cercle mA, donc le licu
du point T dans un plan perpendiculaire a 'axe du cylindre est
une développante de cercle; ilen est ainsi en particulier dans le
plan médian de la roue perpendiculaire a I'axe du cylindre.

Pratiquement on remplace souvent I'hélicoide développable par
un cylindre incliné d'un certainangle sur I'axe de la roue.

On complete le systeme en donnant i la crémaillere des faces
cvcloidales et des flanes a la roue. Le contact a alors licu de part
ct d’autre de la ligne des centres.

Vitesses de rotation. — Solcnt w la vitesse de rotation de la
roue et w’ celle de la vis; n le nombre des dents de la roue et n’
celui des filets de la vis.

La rouc ct la erémaillere fictive avancent simultanément d’une
dent.

Par tour la roue a avancé de n dents et la vis d'un pas h.
Comme la vis a n’ filets, la distance de deux de ces filets

h . .
est ——, c’est le pas de la crémaillere fictive correspondante ;
n

lorsque la vis fait un tour, la crémaillére fictive avance donc
de n’ dents.

Or pendant un temps donné le nombre des dents (ui passent
au contact doit étre le méme, on doit done avoir :

ft
Wl =wi,

On peut prendre n’ = 1, dans ce cas 'angle que nous avons
’ 8

appelé 1 est presque égal a Y0°, I'engrenage n’'est pas réver-

sible. :

Au contraire sil’effort i transmettre n’est pas considérable, on

peut prendreitres petit et n’ trés grand ; dans ce cas I'engrenage

est réversible.

RemMarque. — On construit aussi des vis sans fin qui touchent

la roue tout le long d'une ligne.
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II. Transformation d’un mouvement circulaire continu en recti-
ligne continu. — Les différents appareils qui servent a cette trans-
formation sont la crémaillére, dont la théorie a été exposée
(p. 152), puis le treuil et la vis, dont ’étude appartient au conrs
élémentaire.

II1. Transformation du mouvement circulaire continu en recti-
ligne alternatif. — Cette transformation se fait ordinairement a

I'aide de la bielle a manivelle,
Une tige rigide AB (fig. 149) appelée bielle s’articule, en A

avec le bouton d'un bras OA tournant autour de O et appelé mani-

1
{
|
|
|
l
’ |
|
[
|
|
[
[
|
|
|
[
|
|
|

Irea -
B D

Fig. 159.

velle, et en B avec une piece BD assujettie par des glissieres a
prendre un mouvement rectiligne.

Centre instantané de la bielle. — e point A décrit une circon-
férence de centre O, le centre instantané est donc sur la normale
a la trajectoire de ce point, c’est-a-dire sur le prolongement
de OA. Il est d’ailleurs sur la perpendiculaire en B ala droite BD
qui est le licu de l'autre extrémité B. Le centre instantané de la
bielle est par suite a I'intersection I de ces deux lignes.

Lorsque la manivelle OA est verticale le pointI est a I'infini,
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et la rotation instantanée est remplacée par une translation ins-

tantanée.

Loi du mouyvement. Soient R la longueur de la manivelle

oA, L celle de la bielle AB ¢t ¢ le rapport —li de ces deux lon-

4

Py . . :
gueurs. Comme ce rapportn’est jamais plus grand que < on peut
en pégliger les puissances a partir d’'un degré qui dépend des cas
examinés.

Soient § I'angle de oA avec oB, i 'angle de AB avec BO on a :

- OB =R cos§ 4L cosi.
D’autre part :
sin i . R .
sinf — L =~
donc
sini=¢esin® et cosi=VI—=zsinh
ou en développant :
o2 o
i1 — S sint 4~ sin*f...
cos1=1 5 sin - g Sin ..

En négligcant les termes a partir de :* 1l vient :

2
a2

OB=Rcosbh+4+ 1. —L 5 sin®

1

ou

OB=L4+R [cosﬂ — -—E)— sin 29]
Telle est la lot du mouvement du point B.
Trajectoire approximative d'un point de la bielle. — Cher-

chons la trajectoire d’un point C de la bielle en négligeant s,

soit :

cP__BC
x\(z T AB o ’

ona:
¥y =CP =h. AQ
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or
AQ =Rsinf
done
(1) y==Rh. sinb.
D’ailleurs

OP = x =0B —PB=I. +Rcos§ — PB,

ou en remplacant BP par BC

(2 x=L({l—h)+4Recosh.

;
/

le lieu décrit par le point C est done une ellipse an degré d'ap-
proximation adopté.

Cuas particulier. — Si Uonprend le point € i une distance de B

Fig. 150,

égale a AB on a h == — 1 et I'ellipse se réduit a une circonfé-
rence.

Cette disposition est employge a la transformation du mouve-
ment circulaire continu en mouvement circulaire alternatif. —
Soit o'B le balancier (fig. 1507, et oA la manivelle ; les points A et
B sont réunis par une tige articulée AB. Le centre instantané est
en I, point de rencontre de BO’ et de AO, normales aux trajec-
toires des points A et B.

Excentrique circulaire. — Ce mécanisme se compose d'un
plateau circulaire monté perpendiculairement a un axe qui ne
passe pas par son cenire. L.e platcau est entouré d’un anneau ou
bague (llli est relié alextrémité de la tige par des barres.

Soit O I'axe, A le centre {fig. 151), le plateau avant une forme
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et des dimensions fixes, et étant d’ailleurs reli¢ au point B par
des barres rigides, on peut supposer les points O et A d’une part
ct A et B d’autre part, invariablement liés, par suite tout se passe
comme si on avait en o\ une manivelle et en AB une bielle.

——5%

Fig. 131,

Dans l'excentrique le frottement est plus considérable que dans
le systeme bielle et manivelle. On 'emploie lorsque P'excentricité
est trop petite pour (qu’il soit possible d’utiliser la manivelle.

D’ailleurs la manivelle ne peut pas étre montée en un point
quelconque de Tarbre, il faut qu'elle soit a I'extrémité, & moins

Fig. 152,

(qu'on emploie un a.re coudé (fig. 152) ce qui complique la cons-
truction.

I.’excentrique au contraire s'adapte en un point quelconque de
I'axe. Dans les machines i vapeur on se sert de la bielle a mani-
velle pour les effets principaux, comme la transformation du
mouvement du piston en mouvement circulaire; I'excentrique
sert aux mouvements qui n’exigent pas d'effort, comme le mou-

vement du tiroir.

Excentrique a came. — Dans les excentriques a cames le
plateau d’excentrique a une forme qui dépend de la loi du mou-
vement (u'il faut réaliser. La tige se meut par U'intermédiaire
d’une roulette qui lui est invariablement fixée {fig. 153 ¢t qu'un
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ressort pousse constamment sur la came. La tige porte parfois
deux roulettes qui pressent 'une sur la partie supérieure du pla-
teau, I’autre sur la partie inférieure.

Soit 3=f(§) I'équation en coordonnées polaires du profil de
la came, la trace de I'axe de rotation sur le plateau étant prise
pour pole.

Le chemin parcouru par la tige est mesuré par la distance 3
de la roulette au centre de rotation (fig. 153). Si le mouvement de
rotation est uniforme, on a:

f — wt

et
~A—Ff7
‘,,_f\(ut),

On peut donc théoriqucment réaliser un mouvement quel—

conque.
A
Fig. 133, Fig. 155.
Excentrique a caenr. — Le plus usité¢ cst I'excentrique a ceeur.

En posant

s=—=a—bldeOu=

ct

i~

i’,:il—])& de O a

on obtient comme profil deux portions de spirale d’Archimede,
symétriques par rapport it 'axe polaire et constituant par leur
ensemble une courbe en forme de caur (fig. 154). Comme o est
une fonction linéaire de §, le mouvement alternatif de la tige
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sera uniforme si le mouvement de rotation de ’excentrique est
lui-méme uniforme. Cet excentrique jouit d’une propriété
remarquable :

Par le point O menons une sécante AB, nous avons :

OA=a+4bh
OB=a—b{l—=),
ajoutant membre i membre, il vient :
AB=2a+4 b=,
¢’est une constante, et les deux roulettes dont la distance est :
2a+4 bz

sont toujom's en contact avec l’excentriquc.

Lorsque la roulette passe en C, il y a un changement brusque
de vitesse qui produit un choc et par suite une dépense de force
vive qui détruit peu a peu le mécanisme; c’est pourquoi on
arrondit quelquefois les extrémités.

Excentrique a cadre. — Dans U'excentrique a cadre, la came
A A
B B’

Fig. 155.

agit sur un chissis ou cadre rectangulaire AA’ BB’ (fig. 155), qui
est tangent a la came.
Prenons un plateau circulaire de rayvon R comme came.
Cherchons la loi du mouvement. Le point O est fixe et

OC ==r.

POINCARE. Cinématique. 12
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La position de la barre AA’ est done déterminée par la dis-
tance OP, on a:

OP =rcos9+R,

Le mouvement transmis a la tige est donc rigourecusement
sinusoidal.

Excentriqgue triangulaire.— 1. excentrique triangulaire sert i

q & I

produire un mouvement rectiligne (fig. 156), alternatif et inter-

mittent.
On détermine la came en décrivant des trois sommets d'un

triangle équilatéral ABC des ares de cercle ayant pour rayon

l

B >c

M

A

T

Fig. 156.

le coté du triangle. On obtient ainsi un triangle équilatéral cur-
viligne.

Cet excentrique tourne autour du sommet A. Il faut distin-
guer trois cas, suivant que le c6té supéricur du cadre dans
lequel roule la came est tangent au coté BC, au coté AC ou au
coté AB.

Si le cadre est tangent le long de BC, la tige reste station-
naire, pendant que 'arc BC tourne autour de son centre A.

Pendant que le cadre est tangent en un point quelconque M
de AC ou de AB, le mouvement est identique a celui que pro-
duirait I'excentrique circulaire a cadre; le mouvement est donc
sinusoidal.

Lorsque I'excentrique déerit un tour complet, le mouvement
se décompose en six phases : deux o le cadre reste immobile,
deux ou il va dans un sens et deux ou il va dans I'autre.

Dans certains cas, on arrondit les angles. On se sert quel-
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quefois de ces cxcentriques pour la distribution de la vapear
dans certaines machines d'un type particulier. Comme tous les
excentriques développent un frottement considérable, on ne s’en
sert que pour transmettre de faibles efforts et dans le cas des
mouvements lents.

COULISSE DE STEPHENSON

La coulisse imaginée par Stephenson, au début de la décou-
verte des machines i vapeur, a immédiatement donné les résul-

Fig. 157,

tats espérés ct a toujours ¢é1¢ le mécanisme le plus emplové
pour la distribution de la vapeur dans les locomotives.

Elle permet : 1° de modifier a volonté le sens de marche de
la machine; 2° de changer la marche avec détente, en marche &
])leine pl'ession et inversement.

L’appareil se compose d'une coulisse circulaire CC' (fig. 157)
articulée i ses extrémités avec deux biclles mues par deux
excentriques calés en sens inverse sur U'essicu des roues motrices.
Dans la coulisse peut glisser un coulisseau E {en C/sur la figure)
auquel est articulée la tige du tiroir; enfin, un levier coudé
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ABD, dont le sommet est fixe, est articulé par une barre rigide
DC ila coulisse et est relié¢ par une autre barre rigide AN i une
poignée M manceuvrée par le mécanicien.

En déplacant la poignée M, on peut abaisser -ou élever la
coulisse CC'; la poignée M avant une position fixe, le levier
ABD est fixe, le point C de la coulisse est alors assujetti &
décrire une circonférence avant pour centre le point D; CD est
la bielle de relevage.

Centre instantané de la coulisse. — Cherchons le centre ins-
tantané de rotation de la coulisse. Soit O l'axe commun aux

Fig. 138.

deux plateaux d’excentriques, dont les centres sont en A et A’
(fig. 158). Soient AB, A'B’ les deux barres et C le point d’arti-
culation de la biclle de relevage CD, dont le point D est fixe
pendant le mouvement, la tige du tiroir vient s’adapter au cou-
lisscau en E et son prolongement passe par le point O. '

Le point C décrivant une circonférence de centre D (fig. 157),
le centre instantané I demandé se trouve sur CD. Pour le déter-
miner complétement, cherchons le centre instantané de AB; le
point A décrivant un cercle de centre O, le centre instantané est
sur OA (fig. 159); le point B, considéré comme appartenant a la
coulisse, décrit un cercle ayant le point I pour centre; le centre
instantané de AB est donc aussi sur la droite IB, il est en S.
De méme le centre instantané de A'B’ esten S,

Théoréme de Philipps. — Le point de rencontre T des bielles
des excentriques, le centre O de rotation des plateaux et le
centre instantané I de la coulisse sont en ligne droite, ou encore
le centre instantané I de la coulisse est i I'intersection des deux

droites TO et DC.
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Soient © la vitesse angulaire instantanée de 'arbre O des
excentriques, o' celle de la coulisse, w, et o', les vitesses angu-
laires de AB et de A'B’ au méme instant.

La vitesse du point A est d’une part w.0\; c’est d’ailleurs
0,.AS; par suite ©.0A =w,.AS.

On a de méme pour le point B, ».SB=v".IB, d’ou :

W 0AXSB
© T ASXIB”

la seconde barre A'B’. donne d’autre part :

' . 0OA.S'B’
o ASLIBC

!

<. I3 .

En égalant les deux valeurs de — , 1l vient :
[0)

OA.SB _ OA"SB
AS.IB ~ ASB

Iig. 159.

Menons IN parallele & AO, IN' parallele a NO; on a

AS.BI

IN = SB
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et

.. A'S.BI

IN' =
SB

D’ailleurs Uéquation (1) peut s’éerive

OA 0N
AS.BI  A'S.BI
SB B’S’
on a done d’aprés (2.
OA o 0.\
IN  INT

Les trois droites 10, BA, B'A’ sont par suite concourantes,

Autre démonstration du théordme de Philipps. — On peut se
proposer de chercher le centre instantané relatif a une tige
faisant partic d'un systeme articulé quelconque. La coulisse
est un systeme a liaison compléte, car la position d’un de ses
points étant donnée, la position de toutes les parties du systeme
se trouve déterminée. Le centre instantané de 'une quelconque
des pieces est par suite enticrement défini.

Il n’en est plus de méme dans le cas des systemes a liaisons
incomplétes. Dans ce cas le systtme pouvant prendre une infinité
de mouvements, le centre instantané d'une tige du systeme n’est
plus déterminé, il décrit un liew.

TuéoriMe. — Le licu du centre instantané d'une tige d'un
systeme incomplet auquel 11 ne manque (u'une liaison est une
droite.

Considérons une tige qui peut se mouvoir dans un plan hori-
zontal et soit 1 le centre instantané qui correspond a un premier
mouvement p du systeme (fig. 160°.

Soit I, le centre instantané (ui correspond a la méme tige
dans le mouvement u. .

Dans le mouvement u, résultant des deux premiers, la vitesse
d’un point est la somme géométrique des vitesses composantes.
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Le mouvement résultant des deux rotations instantanées (ui
s’effectuent autour des axes verticaux I et I, est une rotation
dont I'axe est situé dans le plan des deux premiers, donc le
point I, est sur la droite II,. Composons encore les deux rotations

Fig. 160.

instantanées 1 et @, mais en changeant les vitesses de rotation;
le mouvement résultant évidemment compatible avec les liaisons
sera encore une rotation instantanée autour d’un axe passant
par un point I, situé sur II,, mais n’occupant plus la méme
position que dans le cas précédent; en faisant varier d’une

Fig. 161,

maniere continue les vitesses de rotation, le point I, se déplace
sur II,. Doncll, est le lieu du point I,. Dansle cas dela coulisse la
bielle de relevage est un lieu du centre instantané. Si on coupe
la bielle de relevage on obtient un systeme a liaison incomplete.
Cherchons quel est alors le lieu des centres instantanés :
Parmi les mouvements compatibles on a d’abord une rotation
autour du point O, dans cette rotation le point O est le centre
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instantané de la coulisse BB’ (fig. 161). Supposons les points A
et A’ fixés et cherchons le centre instantané de la coulisse BB'.
Le point B est sur un cercle décrit du point A comme centre,
le centre instantané est donc sur BA, il est de méme sur B'A/, il
est par suite a leur point de rencontre T.

Donc le lieu des centres instantanés est la droite TO. Si main-

tenant on rétablit la liaison, le centre instan-
A

« tané sera en un point particulier de cette
droite.

Remaroue. — Dans la pratique on prend :

A OA =0\ et AB=AB.

Fig. 162. “ . . . .
8. 12 Soit maintenant OM la manivelle du piston

qui communique le mouvement a Uarbre, on a (fig. 162)

//\\
AOM — A'OM >

lvl :)

on pose

A' .\\I: —+ a2

w2

» 9
a est appelé 'angle de calage.

Etude analytique de la coulisse de Stephenson. — Supposons
la distribution de la vapeur commandée par un seul excentrique.

Soient O 'axe de rotation (fig. 163),
OM =R le ravon de la manivelle par
I'intermédiaire de laquelle le piston
commande I'arbre, a le centre du pla-
0 x teau d’excentrique. L’excentrique se

Fig. 163. comporte comme une manivelle de lon-

gueur r=oa dont le bouton est en a.

Si la machine est horizontale, la tige du piston et celle
du tiroir se meuvent horizontalement et parallelement a OX.
Comme l'excentrique et la manivelle sont montés sur le méme

" ,l . — o < .l .
axe, I'angle Moa = D 4+ 2 est constant.
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En désignnnt par 9 ct par v les angles que forment OM et Oa
avec OX ona:

On appelle élongation du tiroir la quantité dont il s’écarte
de sa position moyenne; de méme I'élongation du piston est la
quantité dont le piston s’écarte de sa position movenne.

En comptant positivement les segments suivant X'X vers la
droite, I'élongation du piston est égale a la projection de OM
sur OX, c’est-a-dire a :

— R cosf.

I.’élongation du tiroir sera de méme :
—Tcos (9—{— -'T -+ a.):: rsin (§4-a).

Cela posé, du point O comme centre, décrivons une circon-
férence de rayon R (fig. 164), c’est-a-dire la circonférence
décrite par le bouton de la manivelle ; ’élongation du tiroir,

x=rsin (I4a)
est maximum lorsquesin (§4a) =1, c'est-a-dire pour = —')— — 2,
le point M se trouve alors aux extrémités B, B’ d’une droite

faisant avec oA l'angle —— — =.

2

Considérons deux points M et M’ svmétriques par rapport
a BB'. En ces points sin (9 4 «) a la méme valeur, car les valeurs
de §+4a qui correspondent aux points M et M’ sont supplémen-
taires. En ces points I’élongation du tiroir est donc la méme.

Les points dont I’élongation est x sont symétriques par rapport
a BB, et la droite MM’ qui joint deux points symétriques vient
couper le diameétre AA’ en II et sous un angle a.

On a
MOB=f—— 4 u=—=
done i
(1) OD =R cos 0D — — R eosg — .
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[’angle DOH =2, par suite

(2 OD=0llsin =.
Des égalités 1) et (2" on tire
on— B _
T sin 2

Sotent x; et x, les élongatim)s relatives aux positions pour
lesquelles la lumiére commence a étre ouverte, puis fermée par le

M

>
(=)

Fig. 165. Fig. 165,

tiroir; x, sera le recouprement extérieur, x, le recouyrement
intérieur.

Pour x > x, il v a admission.

Si x est compris entre x, et — x, In lumiere d’admission est
ouverte, il v a détente ou compression.

Enfin pour x < — x, lIa lumiére d'admission est démasquée,
elle communique avee la lumiere d’échappement, il y a échappe-
ment.

Prenons sur le diamétre horizontal A\’ deux points T et H,
(fig. 165) tels que :
xR xR

rsina

Oll, = Ol =

rsina
par ces points I, et I, menons deux droites paralleles faisant
avec A\’ un angle égal & 2. La droite CD correspond a I'élon-
gation x; la parallele EI' correspond a I'élongation —x,.

Nous avons trouvé pour I'élongation du piston — R cos §, en
comptant positivement les ¢longations de o vers A'. Supposons
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que la demi-circonférence supérieure corresponde a la course
d’aller du piston et la demi-circonférence inférieure a la course
de retour ; sa manivelle oM partira de la position oA. A D'aller
lorsque le bouton M va de A en D, il v a admission ;

De D en I, il y a détente, en I I'échappement commence ;

De I en A’il v a échappement anticipé.

Pour la course de retour lorsque le bouton M va de A’ en E 1l
v a échappement continu, de Een C il ¥ a compression, de Cen A
il y a admission anticipée.

Le diagramme (fig. 165 montre en méme temps la durée de
chacune de ces phases et le chemin parcouru par le bouton de la
manivelle pendant chaque phase.

Par exemple, I'arc DF représente le temps de la détente,
puisque le bouton de la manivelle décrit le cercle d'un mouve-
ment uniforme.

Le chemin parcouru par le piston est la projection horizontale
du chemin parcouru par le bouton M.

Il est facile maintenant de voir quelle est I'influence de la cou-
lisse de Stephenson surl’admission, la détente ou I'échappement
de la vapeur.

Représentons les excentriques par leurs manivelles fictives.

Fig. 166,

Soient o I'axe de rotation; A le centre du premier plateau d'ex-
centrique; oA la premiére manivelle fictive; A’ le centre du
second platcau d’excentrique oA’ la seconde manivelle fictive ;
oM la manivelle motrice (fig. 166).

Les barres d’excentriques peuvent ¢étre remplacées par des
bielles s’articulant au bouton de la manivelle fictive correspon-
dante.
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La coulisse est en BB/, elle est circulaire ; la tige du tiroir est
fixéé en E au coulisseau, elle est horizontale et son prolongement
passe par o, il rencontre BB’ au point J.

SoientoA=0A'=r; AB = A'B'=1;AoM =A'oM = — + a.
Posons BB’ = 2¢, B] = ¢ — u ; B'J = ¢ 4 u et conduisons le cal-

cul, comme si ¢, u et r étaient des infiniment petits, r qui est le

plus petit sera considéré comme du seccond ordre, les infiniment
petits du troisieme ordre scront négligés.

Ces hypotheses, que les dimensions de I'appareil autorisent,
simplifient la théorie tout en conduisant a des résultats assez voi-
sins de la réalité pour pouvoir étrc considérés comme prati-
quement exacts. On a :

OE = 0J+4-JE.

Calcul de OJ. — Soient b et b’ les projections de B et B’ sur

. . ¢ .
ladroite OE. Le pointJ partage bb’ dans le rapport ~ T’ ce qui
c u
s’exprime par I'équation :

(1) 0J —= ob. C,_)*_“ —+ ol C.)—“
. C ¢

- 4

Evaluons ob et ob’': comme le point .\ se projette en a sur
I'horizontale on a :

(2) obh=o0a-+ab

mais oa = r sin (§ 4 o) : en effet Pangle AoM = —'T + z et
Mol* = 6 done Pangle Aol a pour mesure ') — (0 4+ =2).
et

oa ==rsin () 4-a).

D’autre part

ab =V — [Bh— Aa}’

Dans I'expression :

— 9

| Bb—Aa]? = BL — 2 \a. Bb 4+ \a°

Bb est uninfiniment petit du premier ordre, Aa est du second
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ordre, d'oit en négligeant les infiniment petits du troisieme
et du quatrieme ordre :

a1 2
[Bb —_ Ail]z — I) .
Désignons par ¢ I'angle infiniment petit que forme BB’ avee la
verticale, on a:

Bb-=BJ cos ¢ = (¢ — u) cos ¢.
Aux infiniment petits du second ordre pres cos ¢ est égal a 1.
Comme (¢ — u} est infiniment petit en remplacant cos ¢ par 1,

on néglige sculement des infiniment petits du troisicme ordre.
Aux infiniment petits du troisieme ordre pres on a donc :

ab = VI* — (¢ — uj,

ab =1 \/l —(C—T—ﬂ->-

En développant le radical suivant les puissances croissantes
de (¢ — u), il vient au degré d’approximation adopté.

on

{e—u)?

Z\I):]— 21

d’our en remplacant oa et ab par leur valeur dans Pégalité (2)

ob =rsin (42 +1— —(C—T)'lui

puis
(¢ — u??

(1) ob=smfb.rcosa—+ cosl.rsina—1— 57

Pour obtenir la valeur de ob’, il suflit de changer § en — § et
u en — u dans Uexpression (17, ce qui donne
, . . (¢ —ui?
ol = — sin §.r cos 2 4 cos f.r sin o 41 ——7
Il vient enfin en remplacant dans la relation (L’ ob et ol par
les valeurs précédemment calculées :
¢t —u

. u .
OJ =rcos 2.sin h — 4 sin 2. cos H 41 — 7
c
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Caleul de JE. — Soit p le rayon de la coulisse circulaire
(fig. 167), on a :
BJ.B'J = EJ.JI¥
¢ —u?=EJ > 2;.

J . . N . . .
E E Car au degré d’approximation choist
on peut considérer JE' comme un dia-
metre @
- De lion tire :
B
¢! — u?
Fig. 165. Jb = —
27

Caleul de OFE. — lin définitive on a :

. > 1 1
OL =rcos 2 sin fi-i——{— rsinacos § 414 (—)_u <-—--— -l_) )
¢ 2 o

Cherchons la valeur moyenne de OE : u varie tres peu quand
la barre de relevage est fixe; supposons le paramétre u indépen-
dant de 9. La valeur moyenne de OF est :

ct—u 1 1
e a e |

I1 faut u’elle soit constante et indépendante de u parce qu'il
faut que la position moyenne du tiroir corresponde au milieu de
la lumiere d’échappement, c’est ce (u'on obtient en prenant
==l

La coulisse doit donc avoir un rayon égal ala longueur de la
barre d’excentrique.

[’élongation du tiroir, différence entre OE ¢t sa valeur

movenne, est :
. u .
X ——rcosasinfi — 4 rsina cosl;
¢ ’
n posant :

. P , u ;.
rsina=1r'sina’; r'cosa’ =—=rcose —, on a X ==r s -+ ),
¢ :

Ce résultat montre que le tiroir se comporte comme s'il 0’y
avait qu'un seul excentriqque ayvant pour excentricité 1’ et pour
angle de calage o',
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Cherchons comment varic cet angle de calage o quand u
varie. L’angle o’ est donné par I'équation :

, c . u ,
tga=tga—;st u=cou—= 1 on aa' = a,
u c
- ) ) ™
Si u décroit, o’ augmente ct pour u=o0,2 = 5 -
St u décroit, o’ augmente encore et pour u=——¢, o —r-—g.
) H

VYoyvons encore comment varie le diagramme qui représente
les diverses circonstances de la distribution. Calculons les
distances :

OH, et OH,

on a

. . , '
OH, = xR - xR - OH — — xR _—x,R

1 sin o rsina v'sina’ ~ rsina

Les segments OlI, et OII (fig. 168) sont donc constants, et par
suite, les points Il et H, sont fixes. «' varie pour les positions
extrémes de la bielle de rele ‘age

p_D

deaa n—a.

En prenant comme origine le
point A’, les durées des phases
successives de la distribution de
la vapeur sont proportionnelles ;
aux ares :

AD, DF..., ete.

Influence du déplacement de lua

bielle de relevage. — Supposons ETE
’ . v ovirdm i ta v
que 'on parte de 'extrémité de Fig. 168,

la course en avant, le diagramme
présente DC et EF en D, I, (fig. 168). Elevons la biclle de
relevage en avancant le levier d’un cran ou deux, les points 11,
ct H, étant fixes, les droites Gy D, et E) I, vont faire un angle
plus grand avec I'horizon et prendre les positions C'D’, K/},
La durée de la détente est proportionnelle a DF; elle a done
augmenté, car D'F’ est plus grand que D, F,. En méme temps
on augmente la durée de 'admission anticipée ct de la détente
anticipée.
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—
iv

Lorsque u=o, on a a= -, 'angle de calage est -Z , les

droites CD et EF sont verticales (fig. 169). L’admission antici-
pée CA est égale a 'admission utile AD; le travail de la vapeur
est négatif pendant I'admission anticipée CA’ et positif pendant
I'admission A'D. Au bout d’une course de piston le travail opéré
sera nul. On est au point mort. Si on continue de tourner le
levier dans le méme sens, 'angle o’ devient obtus. En arrivant a

r
D ———F
D,

A A LA
T R T EAN
C\_/[-; <

Fig. 16Gy. Fig. 170.

I'extrémité de la course, il a pour mesure =—a. Que donne
le diagramme? I.’admission anticipée CA (fig. 170) est plus grande
que l'admission utile... Le travail négatif pendant 1'admission
anticipée est plus grand que le travail positif pendant 'admis-
sion utile. On marche a contre-vapeur, le travail de la machine
est completement négatif,

IV. Transformation d’un mouvement circulaire alternatif en rec-
tiligne alternatif. — Cc probleme a été résolu d’une facon appro-
chée par le balancier, le contre-balancier et le parallélogramme
de Watt, et d’une maniere rigourcuse par I'inverseur Peaucelier.

B
1 c

A
o’ C. 0

Fig. 171.

1° Balancier et contre-balancier. — Le systéme se compose de
deux balanciers, le premier oA mobile autour du point O (fig. 171),
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le second O'B mobile autour du point O’. Ces balanciers sont
égaux : OA=0B ==L et leurs extrémités A ct B sont réunies par
une bielle de longueur 21

Lorsque les balanciers tournent autour de O etde O’, le milieu
C de AB décrit une courbe appelée courbe a longue inflexion qui
differe trés peu d’une droite.

Cherchons la tangente en un point de cette courbe.

Le centre instantané de la bielle AB est en I point de rencontre
de AO et de BO'. La droite CI est donc normale en C a la
courbe a longue inflexion.

Cctte courbe passe par le milieu €, de OO’. Supposons en effet

A 0
Fig. 152,

O'B et OA paralleles (fig. 172). Dans cette position C est au
milieu de 00’ en C,.

Il est ais¢ de trouver la tangente cn C,. En effet lorsque OA
et O'B sont paralléles, le centre instantané I dela biclle AB esta
infini dans la direction commune a OA et 2 O'B. La normale au
point C, a la courbe i longue inflexion est donc la parallele a OA
menée par C, et la tangente est par suite la perpendiculaire com-
mune a OA et O'B menée par le point C,. :

Le point C, est de plus un centre de symétrie. En effet faisons
tourner la figure de 180° dans son plan autour de C, (C dans la
figure 173), O vient en O', A en A’, B en B/, C en C' (fig. 173),
laligne brisée OB’C’\’O peut ¢tre considérée comme une nouvelle
position de la bielle et des balanciers.

Donc a tout point C de la courbe correspond un point C’ symé-
trique du premier par rapport au point C, également sur la
courbe.

Le point C, est donc un centre de symétrie de la courbe, et
comme il est sur la courbe c’est un point d'inflexion.

Considérons les conditions pratiques de ce systeme.

L’extrémité A du premier balancier décrit un arc de cercle

pOINCARE. Cinémalique. 13

CL‘) gle
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A\ (fig. 174). L'extrémité B du deuxieme balancier décrit un
arc de cercle B,B;. On s’arrange de facon que les extrémités
A,, A; du premier arc et le milicu B, du second soient sur une
méme verticale, et de méme que le milicu A, du premier arc et
les extrémités B, B, du second soient également sur une méme
verticale.

La position movenne des deux balanciers est horizontale.

L’angle A,O\,=A,0\;=2. De mé¢me B,OB,=B, OB, =4.

’

Fig. 173, Fig. 175,

Les positions extrémes de la bielle sont AB,, A,B,, et la posi-
tion moyenne s’obtient en joignant A, et B,. Ces trois distances
sont égales entre elles, la bielle ayant une longueur invariable.

Cherchons comment varie l'angle de la biclle avec la verti-
cale; soit 3 l'angle que fait A,B, avec la verticale, on a :

floche de A\ A,
21

sin 3 = .

Dans la position moyenne, 'angle de A, B, avee la verticale
est encore 3 mais en sens contraire, c’est — 3,; enfin 'angle
de A B, avec la verticale est 3 puisque A B, est parallele a AB,.
La bielle oscille donc deux fois, pendant (qu’elle passe de la posi-
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tion extréme supéricure a la position extréme inféricure ; angle
de la bielle avec la verticale part de 4 3, varie d'une manicre
continue jusqu’a — 3, et croit de nouveau jusqu'’a - 3.

Cherchons oa sont les milieux de la bielle dans les deux posi-
tions extrémes et dans la position moyenne. Dans cette derniére
nous avons vu (ue C, est le milieu de OO’. Dans les positions
extrémes, C sera en C, et en C,. Ces points sont sur la verticale
moyenne entre A AB, et A,BB,. Clest cette verticale que dé-
crira la tige du piston.

La courbe i longue inflexion aura donc ses deux extrémités et
son centre de symétric sur cette verticale. La verticale
moyennec est tangente en C et c’estune tangente d'inflexion. (| C,

La courbe dans sa partie utile, présente une forme du
genre de celle tracée ci-contre (fig. 175). Le point Cs’écar-

. C C.
tera fort peu de la verticale de C,.

Il est du reste facile de s’en rendre compte ct de c
démontrer que 'écart de C est infiniment petit du cin- 3
quieme ordre en prenant pour infiniment petit principal
1 I p p P P Fig. 1-5.

I'angle a qui ne dépasse jamais 18°,

Il faut distinguer deux sortes d’écart, 'écart linéaire et 'écart
angulaire ; I'écart linéaire est la distance d'un point C de Ia
courbe a la verticale moyenne ; I'écart angulaire est I'angle de
CC, avec la verticale.

On a : écart linéaire = C(, < /sinus écart angulaire) d’olt ¢cart
linéaire < CC,>< écart angulaire.

On a d’ailleurs CC,<C, C,<Lsina <La; done

écart linéaire < écart angulaire ><La.

Pour déterminer I'écart angulaire démontrons d’abord un théo-
reme de géométrie,

Tutorkme. — Considérons les deux balanciers AO, AO’
(fig. 176) et labielle AB. Par le point O menons OII égal et paral-
lele a AC. Les lignes CC, et 11 sont rectangulaires.

En effet les deux droites OB, CII se coupent en K.

Les triangles CKB, KOIl sont éguaux ct donnent :

K = CK == .
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Joignons les points K et C, les triangles OKC, ('), OBO’ sont

semblables et le rapport de similitude est ——~ done : KC, =
1 L

2
Si du point K comme centre on décrit une circonférence, elle
A

0 Fig. 1-06,

2

passera parles points C, Het C,;
donc I'angle CCH est droit,
comme inscrit dans une demi-
circonférence avec un rayvon
égal a -5

Alors au lieu de dire que
I'écart angulaire est I'angle de
CC, avec la verticale, on peut
dire que c’est I'angle de C,I1
avec I’horizontale.

Variation de Uécart angulaire. — Du point O comme centre
(fig. 177), avec 1 (demi-longucur de la bielle pour rayon’ décri-

vons une circonférence, ce sera le lieu du
point II. Nous avons vu que lorsque le
balancier est dans sa position extréme
supérieure, I'angle de la biclle avec la
verticale est 3, il en est de méme lors-
qu’il est dans la position extréme infé-
rieure. Aux positions extrémes corres-
pond le point II,. A la position moyenne
correspondra le point II,.

i,

Cz

Hy

Fig. 17,

L'écart angulaire est I'angle de C,II
avec I'horizontale, il est nul en trois points : C, et C; points
extrémes, et C, point d’inflexion et centre, car en ces trois points
I'horizontale de C, passe par les points H, et 1,.

Pour un point de la courbe autre (ue ces points particuliers,

le point I sera sur Varc 1, H, en un certain point H et l'écart

angulairc sera I'angle HC, 11,.

L’écart angulaire maximum est I'angle sous lequel du point C,

('; Le point C; devrait se trouver sur la figure 176 au milieu de 00'.
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fleche H, 1,
C, 1, )
Or C,H, est a peu pres égal a I.; on aura donc pour la limite de
fleche 11, H,
— 1

on voit la fleche de I'arc H, 11,, il est plus petit que

I'écart angulaire maximum

Or (ﬁg. 174) :
flecche A\, =L/l —cos.a).

ou :

fleche A\A; = 2L sin? -%-

N . . . . 2L
Comme « est infiniment petit, on peut remplacer sin® —- par

2
ol

——, ce (ui nous donne :

. 2?
fleche A\, =L -5

de méme :

O

Jz

fleche de Varc H 1l, =1 ——.

N

&

fleche de A A,
21
sinus par I'arc et la fleche A, A, par sa valeur :

Calculons 3. On a sin 3= ou, en remplacant le

2

%

T

L
P=

2 étant infiniment petit du premier ordre, on voit que 3 est du
second ordre.

. . ) fleche 11 H,
La limite de I'écart angulaire »—l‘—z—
4
a pour mesure :
n a2 2 3
i. 2t . or s 1. o
[ 27 2 7 1 32
.. . ] 2t
Donc l'écart angulzm'e maximum est T 3
C’est un infiniment petit du quatrieme ordre.
L'écart linéaire sera par suite plus petit que : —15— infini-
P plus petit qie—y— 7>

ment petit du cinquiéme ordre, si « est du premier,
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On prend ordinairement 2 = arc tg - oux=—r, puis -
1
— =

On trouve ainsi que l'écart linéaire est plus petit que —m
Si L = 2 meétres (c’est un grand balancier) I'écart linéaire sera

a peu pres de - millimetre, c¢’est a peine le jeu de Fappareil.
Ce systeme est tres peu emplové.

Parallélogramme de 1Watt. — Soit un balancter mobile autour
d'un point fixe O.

Prenons OA == AE et sur AE construisons un parallélogramme
articulé ABDE, c¢’est le parallélogramme de Watt (fig. 1781, Le

0'
Fig. 158,

sommet D est relié a un point fixe O par une bielle DO et le
sommet B au point O’ par la bielle O'B.

Si on fait abstraction de AE, ED, DB on a le systeme précé-
dent (balancier, contre-balancier) dans lequel le milieu C de AB
décerit une courbe a longue inflexion.

La droite OD passe par le milieu de AB. En effet, les trian-
gles EDO, ACO sont semblables et le rapport de similitude est %,

1D AB

donc AC = = ——, d’olt OD = 20C.

2
Ce qui montre que les courbes décrites par les points € et D

sont homothétiques, C déerivant une courbe a longue inflexion,
D en déerit done une aussi.
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MECANISMES 199

En théorie, ce systeme ne differe en rien. du premier, mais en
pratique, il présente de séricux avantages :

1° Le contre-balancier est moins long, par suite la machine
tient moins de place;

2° On a deux points D et C qui décrivent sensiblement des
lignes droites.

Donc en D on articulera le piston et en Clatige de lapompe du
condenseur.

On a cru longtemps que le probleme de Ia transmission des
mouvements circulaires alternatifs "
n’était susceptible que d’une solu-
tion approchée, ¢’était une erreur,
le colonel Peaucelier a trouvé unc
transformation tres simple qui
permet la transformation rigou-
reuse.

Inverseur Peaucelier. — Soit un
losange articulé ABCD {fig. 179),
| la longueur commune de ses
cotés, ses sommets B et D sont
reliés par des tiges rigides égales
entre elles a un point fixe O. Soit L
la longueur commune de ces deux

’ ¥ig. 179,
bielles. °

Cette figure est symétrique par rapport a la diagonaleAC du
losange.

Du point B comme centre avee L pour rayon décrivons une
circonférence qui coupe la biclle OB en E et I,

Nous avons OA. OC = OL. OF.

Or :

Ok=L—1 OF=L+41

done :
OA.OC=12—D1=C('e

Supposons alors (ue le point C décrive une courbe dontl'équa-

tion en coordonnées polaires soit 3 = f (w); A aura méme o
que C en prenant pour péle le point O. L’équation de la courbe
2 a2

décrite par A sera o=
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200 CINEMATIQUE

Les deux points A et C décrivent deux courbes transformécs
I'une de 'autre par ravons vecteurs réciproques.

C’est pour cela qu’on aappelé quelquefois 'appareil de M. Peau-
celier un inverseur.

Supposons en particulier que C décrive un cercle qui passe par
le point O. L’équation de ce cercle sera :

9:‘1 COS, W.

Alors I'équation du lieu du point A sera :

[2—1

acos.w

T —
9 =
)

C’est I'équation d’unc droite.

Il devait bien en étre ainsi puisque la transformée d’une droite
par rayons vecteurs réciproques est un cercle passant par le
eentre de transformation. Quoi qu'il en soit I'appareil de M. Peau-
eclier n’est guére emplové parce qu'il est encombrant.
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DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE PREMIER

FONCTIONS DES FORCES. — POTENTIEL

GexEravités. — Désignons par X, Y, Z les composantes d’une
force I sollicitant un point M de coordonnées x, v, z {fig. 180".

A

F

M.

|
'
]
]
1
}
|
1
1
[ 4

Y Fig. 180.

Pour un déplacemcnl du point M dont les composantes sont :
dx, dy, dz, cette force produit le travail :

‘6 = Xdx + Ydy + Zdz.

Supposons qu’il existe une fonction V de x, v, z telle que

LN S\

No— 2
Ox ; Oy Oz

le travail élémentaire a alors pour expression :

oV \ oV

(lf;—— . dv + = dz =dV.
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202 POTENTIEL

V(x, y,2 sec nomme en général fonction de la force F; dans la
théorie de I'attraction, elle prend le nom de porentiel de la
force F.

ReMarQuE. — Ainsi définie, la fonction V n’est déterminée
qu'a une constante prés, mais comme cette constante n’inter-
vient ni dans I'expression des composantes, ni dans celle du tra-
vail, sa considération est sans grand intérét.

Surface de niveau. — I.e licu des points de l'espace pour
lesquels la fonction V(x,y,z prend la méme valeur C est une
surface qui a pour équation

Tl g (-

Vis,v,2,=0C;
on la nomme surfuce de niveau. Par chaque point M de coordon-
nées X, ¥,, z,» passe une surface de niveau S ayant pour équation

Vix,v,z)=V{x

\te? .vu’ zo)'

TukorkME. — La force I appliquée au point M est normale a
la surface S.
En effet, les cosinus directeurs de I¥ sont proportionnels a
X, Y, Z et par suite a
ov oV oy

b

i oy = 0z

c'est-a-dire aux cosinus directeurs de la normale a la surface
: \
en M (ﬁg. 181).

On peut choisir la constante additive de V de facon a faire

Fig. 181,

correspondre une valeur donnée du potentiel a une surface de
niveau également donnée.

Lignes de force. — On appelle lignes de force les trajectoires
orthogonales de la famille des surlaces de niveau S.
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FONCTIONS DES FORCES 207

Puisque la force I' est normale aux surfaces de niveau, elle
est tzmgente a la llgne de force ([ul passc par son point d uppll-
cation.

Intensité et direction de la force I'. — On a en coordonnécs
rectangulaires :

T\ 2 T\ 2 T\ 3
a2 () ()
ox oy 0z

Quant aux cosinus directeurs de I, ils sont définis par les équa-
tions :
oV oV

51 o AR
) Oz

)Y
4

ox Y oy’

aI“ ==

Tukonreme.— La force F appliquée en un point M d’une surface
de niveau V=1V _est égale au quotient de 'aceroissement du
0 g

F
Sl
M S S F
L
Fig. 182, Fig. 183,

potentiel, lorsqu’on passe de la surface de niveau S a la surface

de niveau infiniment voisine S’, par la distance MM’ de ces deux

surfaces, cette distance étant comptée sur la normale en M.
Soient x, y, z les coordonnées de M {fig. 182", et x4 dx, v+~ dy,

z+-dz celles de M'; si le déplacement MM’ a lieu dans le sens

de la force, on a, en posant MM'=dn :

0

) dx =adn; dy=3dn; dz=-+vdn.

La variation du potentiel lorsqu’on passe de M en M’ est

oV oV oV

dV = dx 4+ —0\— dy + —()—;dz.

X
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En remplacant les dérivées partielles par leurs valeurs
aF, 3F, vI' et dx, dy, dz par les valeurs (1) il vient :

dV=Fdn (2*+4 3*+-*),
dv

d'ou dV=1"dn, c’est-a-dire F= —.

dn

Conditions d’équilibre du point M. — Pour que le point M soit
en équilibre dans I'espace, il faut que la force F soit nulle, c’est-
a-dire que P'on ait :

7 vV
ov ov 0 oy 0

ny —— = E— ——
& 0x 0, oy 0z

Pour déterminer de plus si I'équilibre du point M est stable
ou instable, il faut faire application du théoréme de Dirichlet.

TutoriMe pE DinichLer. — Pour (ue les coordonnées x,y,z
rendent la fonction V maximum ou minimum, il est nécessaire
que les conditions d’équilibre (1) soient vérifiées. Si les solutions
X, ¥,z du systeme (1) rendent effectivement la fonction V maxi-
mum, I'équilibre du point M de coordonnées x, y, z est stable.
Si au contraire la fonction V est minimum, ou plus généralement
si elle n’est pas maximum, la position d’équilibre M est instable.

La démonstration de ce théoreme cst donnée dans le Cours de
dynamique (*).

EXPRESSION DU POTENTIEL DANS LE CAS D'UNE FORCE CENTRALE

Cas d’un point attirant. — Un point M de coordonnées x,y, z
M cost actionné par un point fixe > de coordonnées

/ Xp» Yoo Z, (fig. 184); la force F est dirigée sui-
£ vant la droite qui joint les deux points (vers P
s'il s’agit d'une attraction, du cété opposé au
point P s’il s’agit d’une répulsion). De plus
I'intensité F =1 (r) de cette force est exclusi-
vement fonction de la distance PM = r des deux points.

Fig. 184

(1) Yoir Cours professe d la Sorbonne. par M. Appell.
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Expression du potentiel.— Si la force est dirigée de M vers P
(attractionj, ses cosinus directeurs sont :

Le travail d'G correspondant au déplacement de composantes
dx, dy, dz est donc :

45 d‘B’:FI:———x":-x dx—{—————y"__y dy —}——————Z"_Z dz].

1 v r
On a d’autre part:
rt= ‘-:xo - x:‘z -+ l\o - ‘,2 —+ 'izo — 7)-
et, par suite
—rdr=(x, — x dx 4 (v,— v} dy 4 (2, — z dz
L’équation (1) peut donc s’écrire :

d6 =—Fdr=—2s{r

i ]

I1 est facile de trouver une fonction V telle que

dV =

) dr

V:—f@ Y dr,
4 N/

En désignant par I (r) la fonction admettantz (r) comme déri-
vée, on a

il suffit de prendre

Ve —F 1)

En résumé, la force centrale d'intensité¢ I'—== (r) admet un
y o
potentiel dont la valeur est exprimée par la fonction ayant pour
dérivée — 2 (r).

Cas d’un nombre quelconque de centres d’action. — Soient
P,, P,... P, les centres d'action. r,, r,... r, leurs distances au
point M sur lequel ils agissent (fig. 185).

Si le point P, existait scul, le potentiel relatil au systeme P\ M
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200 POTENTIEL
serait V ; soit de méme V,, V...,V les potentiels relatifs au
systeme PM, P.M... P, M.

Les composantes suivant Ox des actions exercées sur M sont
respectivement :

oV, oV, ov,
’*, 2o .
ox ox ox
. . nAY oy
La projection de leur résultante sur Ox est donce 3 ! —\—’
JIX X
oy, oV .
ou — en posant V==YV S T,
Ox b ‘\x l \ 1 + \ 2 + \ n
Z
M
_-—.’3"
Pr="prol
P P p,
O X
Y, Fig. 185.

En conséquence, le potentiel relatif a un systeme de centres
d’action est égal i la somme des potentiels relatifs a chaque
centre.

APPLICATIONS

Expliciter le potentiel Y = — 1" (r) pour diverses lois de force.
— 1° L'attraction est proportionnelle a la distance r. — On
a dans ce cas z(r) =myr, V étant la fonction qui admet
comme dérivée

=(r,), la lonction cherchée doit admettre

comme dérivée —mr ; on a done

Si plusieurs centres P, P,... P, agissent sur le point M, on a

V=V\,+V,+..+V,

par suite

2
s) P pe
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Supposons que les coefficients m soient les masses des points

attirants (x,, y,, ,..., X,, \n, z,, désignons par G (fig. 185) leur

centre de gravité et par &, 7,7 les coordonnees de ce point. On
a toujours

Am = mx, + myx, 4 ... + m,x,
Im=my +my,+ ... 4 m,v,
SEm=mz, +mz, ...+ myz,.
Si le point G est l'origine des coordonnées, les valeurs de
3, 7, § sont nulles et par suite
v . AN C— Y 7 —
Imx, =0, Xmy =0, ZImpz=0
Les distances r,, r,... ont pour expression
r} =x] 4 v 4 2} — 2 xx, — 2vy, — 2zz, 4 xX* 4y 4 2?
v} =xi+4 vi4z1—2xx, — 2vv,— 22z, + x4 y: 2

. . . . . . . . . . . . . . . . .

rle=x iz — —2yv, — 227, X* 4 vi-4 2%,

En multipliant ces ég:\lités par —

ajoutant, 1l vient
- 1 ‘\ / ? L] PN ‘l‘ 4 2 9 2“ ‘<
V= — = im, XV z, — == (N Ay -2 I

car les coelficients de x, y, z sont nuls d’apres les conditions (1).

Le premier terme de YV est une constante, puisque ¢’est la somme
des produits des diverses masses des points agissants par le carré
de leurs distances au centre de gravité du systeme indéformable
qu'ils constituent. L’équation V = constante représente donc des
spheres ayant pour centre commun le centre de gravité du
systeme des points agissants.

Les lignes de force qui sont les trajectoires orthogonales de
ces spheres concentriques se réduisent aux droites tracées a
partir du centre de gravité G.

Les composantes de la force I qui agit sur M ont pour mesure

oV oV oV

ox ' ov’ oz

doneX=—xIm; Y=—yEm; Z=—zIm.
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208 POTENTIEL

Tout se passe pour M comme si les diverses masses agissantes
étaient placées au centre de gravité G du systeme.

Pour qu’il y ait équilibre, les composantes X, Y, Z doivent
étre nulles, ce qui ne peut se produire qu'a l'origine G.

L’équilibre est stable, car le potentiel V, qui est nul en G, est

négatif pour tout autre point de l'espace : en effet, il a pour
2

d . .
expression V= —--—m, 5 désignant la distance GM.

2° L’attraction est inversement proportionnelle ¢ la distance r.

. . . . m
— Prenons le point attirant comme origine, on a F=-r_’ par

suite
. * dr
\ ::—mj . = —mlog r,
. e e e . . . 'V OV
Cette fonction V satisfait a I'équation différentielle W+T:U
En effet
oV - m or oV . m or
ox roox’ oy r Oy’

or r* =x’+v?*, done

or X or y
W G
d’ol
oy m ov m
WETES Ty T

lXn prenant une seconde fois la dérivée, il vient:

0’V ( m , 2m )
I e— —_ X - .

ox® r? rt
o’V < m , 2m

S T e— -— \' .
O.\' 1 R l"

En ajoutant membre & membre ces deux derniéeres ¢quations
on a enfin :

OV Y
Ox* oyt
Cette propriété de la fonction V= —m log. r subsiste en
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supposant que l'origine des coordonnées ne coincide pas avec le
point attirant.

Il en est encore de méme dans le cas d’un systéme de points
attirants situés dans un méme plan passant par M.

En effet, on a pour chacun d’eux

OV, RV, B
o Ty =0
()2Vn 02\'n _
o T oy =0,

par suite

#V, ¢V,
Z ox? +Z oy? =0

Comme V=V, +V,...4+V,, on a bien

0%V 0%V
Equation des lignes de force. — DPnELiMiNaires, — Repré-

sentons par z=x --1'yle point M et par ¢c,=a, +1b,,c,=a,}-ib,
... €a==a, +ib,les points attirants P,,P,...P,. Soit d’autre part
r, 13, r, lesdistances P M, P,M ... PM, et wy, w,, v, (fig. 168) les
angles que font les droites PM avec x8,

On a

X — a‘ =l" cos (t)l

yv—b,=r sinw,

par suite
z—c, =r,e"
de méme
z—c,=r,e"
zZ—C,= r,,e""n .
En prenant les logarithmes népériens il vient :
L{z —e¢,)=Lr, 4 iw,

L{z—c¢c,)=Lr,+iw,

L{z—¢, =Lr,+ iv,,

roINCARE. Cinématique, 15
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210 POTENTIEL
Formons la fonction
IR Yy o
flz = YmL (z—c¢,).
ou
tl N — .V . S w
{{z = YmLr,—1Zm®,.
Comme le polcntiol du systeme a pour valeur
V=—2%3mLr,
il vient en posant
W=— .\.:n]pml,, { (I,) =V —+ W
Les lignes de force du systeme ont pour équation W =c".
Pour le montrer il suffit d'établir que les courbes W=c"

coupent orthogonalement les courbes de niveau V=c', c’est-a-
dire que l'on a

oW oV i oW oV _

() ox OX oy Oy 0.
or,
o VW ol e
2 A ox ox 0z dx
O ov i 1A\Y . of i{_
P oy oy 0z dy
mais
dz dz
-(IT‘ = ], et —d—‘\— =1
donc
(2 oV oW | oV oy
""' o~ oy’ ox oy

En multipliant les égalités (2) membre 2 membre, on obtient
la condition (1.

ReMaroue. — Les relations (2) donnent :

oV o'W A W
Ox ~ OvOx Ov? - Ox0y
d’ou par addition
RY otV
3} —_— — =0,
( ) Ox- —+_ ()l\.-
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La fonction ¥ =—23m, log. r, est donc une solution de I'équa-

tion (3).

RECHERCHE DES POSITIONS D' EQUILIBRE. — Les coordonnées x ety
des positions d’équilibre sont solutions des équations
oV ov
—_— 0, —_ = O
ox oy

en vertu des relations (2) elles vérifient aussile systeme

AWV W
=0, S-=0

ox

par suite pour les positions d’équilibre on a f'(z)==0; |
Or

fz) =—ZXmL{z—c,),

m

[V P
D e
P

e

donc

Les valeurs de z qui déterminent les positions d’équilibre du
point figurent donc parmi les solutions de I'équation :
M o,
z—c,
Si l'on chasse les dénominateurs, on voit que cette équation
est entiére et de degré n— 1, elle admet donc n—1 solutions et
par suite il y an — 1 positions d’équilibre pour le point M,.
Vérifions que I'équilibre du point M est toujours instable.
Prenons pour origine des coordonnées la position d’équilibre
étudiée. La fonction V peut alors s’écrire :

V=V, V,+V, 4. Voo - Vo ..

le terme en V, étant un polynome homogenec en x et y de
degré k.

Pour que l'origine corresponde a un maximum de la fonc-
tion V, il faut que I'on ait V,= o ¢t que le premier des polynomes
V qui ne s’annule pas pour lorigine soit négatif (théorie du
maximum des fonctions).
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La fonction W peut se développer de l]a méme maniére en poly-
némes homogeénes, ce qui permet d’écrire :

W=W,+W+ W4 Wt 4 W
par suite
(l) \Y —+ 1IW =2 (V, —+ i\VE).

En développant directement la fonction {(z) suivant les puis-
sances croissantes de z on a

:2) [(z) =ZB,e" (x4-1y*,

En posant x =r cos w, y==rsin wou x-} iy==rei®, et exprimant
I'identité des développements (1) et (2) il vient :

V. +-1W, = Brre'tx + ),
Fnidentifiant les parties réelles, on a
V.= B,r"cos (§, +kw).

Supposons ue V, soit le premier polynéme qui ne s’annule
pas identiquement pour 'origine.

Pour un point quelconque voisin de l'origine V, ne peut pas
rester négatil, car le facteur cosinus peut varier de —1 a 4 1.
puisque V, ne reste pas négatif la fonction V n’est pas maximum
pour lorigine, par suite les n—1 positions d’équilibre sont
instables.

3° L’action varie en raison inverse du carré de la distance. —
Cette loi d’action est importante car elle régle la gravitation uni-
verselle ainsi que les phénoménes magnétiques et divers phéno-
ménes électriques.

Puisque la force appliquée en M parle centre P a pour expres-

.oom c v e
sion —;-le potentiel V est égal a
.

» dr

—m 2

T
done
. m
\ _

r
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Surface de niveau. — Pour que V soit constant, il faut quer
soit constant; donc les surfaces de niveau sont des sphéres
ayant leurs centres au point agissant P.
Les droites issues de P sont les lignes de force.
Montrons que la fonction V des coordonnées x, y, z de M est

. . . diY d*v d’v v
solution de I’équation oo Iy + o= 0 que I'on repré-
sente par la notation abrégée

AV =0.
On a
O ~~  m or OV  m dr OV  m Or
ox 12 ox' dy  r* dy ' 0z r* 0z
Or,

2 . a2 . t2 !, V2
P=(x—at+(y—b 4+ z—c)
a, b, ¢ étant les coordonnées du point P, donc

rdr=(x —a) dx 4 (v — b) dy 4 (z — ¢} dz,

par suite

oy m . oV m
. - ‘ b
ox r’ (x o Oy r? (¥
oV m ,

0V m , .2 3m
e - 3 X — 4 r
oV m Im
o= ——— 4 {(v—b? —
d}.- r \v =
Y m e 3m
= e

Enfin, en ajoutant ces égalités membre 2 membre, il vient

2\ L2 % 2\"
a2V v ‘3/‘ —0.

ox? ())"
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GEnEraLsiaTioN. — Le point M est soumis aux actions des
points P, P, ... P, de potentiels respectifs V,, V,, ... V, et le
potentiel résultant est

V=V,+V,+..+V,
Comme I'équation AV est linéaire, on a
AV =AV AV, ... 4+ AV
Or, d'aprés ce qui précede
AV, =0; AV,=0; aV,=J,
donc la fonction

m ) , ) .
V = X — est une solution de ’équation AV =10

T

Equation des surfaces deniveau et des lignes de force dans le cas
de deux points agissants P, et P,. — La surface de niveau qui
passe par le point M est une surface de révolution ayant pour axe

P) ) P‘
Fig. 186,

la ligne P, P, (ﬁg. 186). La méridienne de cette surface dans le

. m m
plan MP, P, a pour équation l—‘-+T:-= c.
1
Pour obtenir I'équation des lignes de lorce, menons les tan-

gentes MT, MT' a la courbe de niveau et a la ligne de force et
supposons qu’'un mobile se déplace le long de MT avec la vi-
tesse V,, pendant qu'un autre mobile parcourt MT avec la vitesse
V,;si xet 3 sont les angles de MT avec les rayons vecteurs MP,
et MP,, MT’ fait avec les mémes rayons vecteurs les angles com-
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FONCTIONS DES FORCES 215
plémentaires de x et de 3, on a donc en projetant les vitesses
V, et V, sur les rayons vecteurs et sur la perpendiculaire a ces
rayons,

dl“ n (ll',,
vV, CO82L == ——, V, CO0S 3= —"
dt ddt
dew, o do,
vV, COs L =1, ; v,¢0s o—r, .
: dt : dt

v

L cos a ..
Iin égalant les deux valeurs du rapport vy il vient :
cos |

dr, rdw,

dr, -

l"zd(oz

Il est a remarquer que les différentielles dr, et dr, se rappor-
tent aux lignes de niveau, et dw,, do,aux lignes de florce.
m m,

L'équation des lignes de niveau —- 4 —% = ¢", donne
r, r,
dr, dr, ) . .
m, —' -+ m —3 =0, par suite on a pour les lignes de force
r, t o)t
(lr.) (l(u‘ .
m, L +m, 2 =)
lI Ii
Le triangle P, MP, donne :
]" sin (I)l p— !‘, Sin (0’

en substitvant a r et r, les valeurs proportionnelles mydow,;
m,de, 11 vient :

m,dw, sin w, +m, dw,sinw, =0
d’ott en intégrant :
m,cos @, 4 m,cos w, =",

Telle est I'équation des lignes de force.

Importance de l'équation AV :=0. — L’¢quation AV =0 joue
un grand réle en physique : c’est I'équation du potentiel dans
I'attraction newtonienne en magnétisme ot en électricité sta-
tique. On rencontre encore I'équation AV ==0 en ¢lectricité dyvna-
mique et en hydrodynamique.
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Dans la théorie de la propagation de la chaleur elle se pré-
sente avec une autre signification. Soit V la température d'un
point de coordonnées x, y, z, il y a échange de chaleur entre ce
point et les points voisins : V est une fonction du temps et des
coordonnées définie dans la théorie de la conductibilité par
I'équation

AN
dt
. dy . e e . .
Comme o= 0 dans le cas de I'équilibre mobile de tempé-

rature, la fonction V est solution de I'équation AV =0.

FLUX DE FORCE ET APPLICATIONS

Tracons une surface quelconque S dans Pespace (fig. 187}, soit
dv un élément de cette surface, M le
centre de gravité de cet ¢lément,
MN la projection de la force F appli-
(uée au point M sur la normale MN
ala surlace. Par définition, le flux de

force relatif a I'élément dw a pour
mesure (1) MN. do.

RemArQuEs. — 1°Soit V le poten-
tiel en M, V—4dV le potenticl en un
point tres voisin M’ pris sur la nor-
male. Le travail de la force I relatif
au déplacement MM’ a pour me-
sure d'une part dV et d’autre part
MM’ ><MN. Donc dV=dn > MN,

Fig. %=, dn désignant le déplacement MM,
En remplacant MN par sa valeur
dans 'expression (1) celle-ci prend la forme

dVv
dn

>< dw.

2°En comparant les calculs de Fourier relatifs a la conductibi-
lité de la chaleur et ceux auxquels conduit la théorie du potentiel,
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FLUX DE FORCE 217

on constate dans bien des cas une analogie compléte de forme :
le flux de force tenant lieu du flux de chaleur, mais il importe de
remarquer que le flux de force est unc abstraction mathéma-
tique, tandis que le flux de chaleur correspond i une grandeur
physique concréte.

Expression du flux de force élémentaire dans le cas d’un point
attirant unique. — Le flux de force relatif a 1'élément AB

d’étendue dw a pour expression premiére

(0 dF = dw MN.

m
Or, la force F a pour mesure —,
.

r étant la distance PM (fig. 188), donc en
désignant par » 'angle de la normale MN
a AB avec PM on a

m

MN =——cos 3,
r !
d’oul
m
(2) dl' = —-cos z dw.
I Fig. 188.

Joignons le point P au contour de I'élément AB, sa projection
sur le plan C'D’ perpendiculaire a PM a pour mesure

dow’'=dw cos 3,

donce
. m
(3) dF = — do’
"
dw’ . . . . .
Or, ——est égal a la portion de surface ds de la sphéere CD
r
de rayon 1 avant son centre au point P, donc
(4) dF =md7.

En géométrie ds mesure I'angle solide sous lequel du point P
on voit I’élément de surface AB.

Flux de force relatif 4 une surface donnée. — Pour obtenir le
flux de force relatif a une portionfinie de surface S, il faudrafaire
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FLUX DE FORCE 219

est nulle, 1l en résulte que le flux F relatif a la surface totale est
nul, chacun des couples d’éléments AB, A'B’ donnant une somme
nulle lorsqu’on fait tourner le cone autour du point P de
maniére a balayer toute la surlace.

En résumé, le flux de force relatif i une surface fermée, dans
le cas d’un point attirant unique, est nul lorsque ce point est
extérieur a la surface; il a pour valeur — 4=m s'il est placé &
I'intérieur de la surface.

Cas d’un systdme de points agissants. — [.'attraction totale est
la somme géométrique des attractions dues a chaque point; la
composante normale totale est donc la somme algébrique des
attractions normales partielles. Comme le flax de force pour un
point est égal au produit de cette composante normale par do,
le flux de force total est égal a la somme algébrique des flux de
force partiels. Comme les points extérieurs a une surface fermée
S ont un effet nul sur le flux, celui-ci se réduit dans tous les cas
a—4nM, M désignant la somme des masses des points attirants
intérieurs a la surface.

ReMARQUE. — On vient d’envisager la matiere attirantec comme
constituée par des points isolés; enla supposant répartie suivant
une certaine loi, dans un volume, sur une surface ou sur une
ligne, le potentiel a respectivement pour expression :

V- / f 3 dl_"; v :/ j dlf"; V=3 “:.

(5

dv, dw, ds désignent un élément de volume, de surfuce ou d’are;
5 désigne la densité au centre de gravité de 1'élément et r la
distance de ce point au point attirant.

En mcécanique céleste on considere quelquefois les astres
comme des points isolés, mais lorsqu’il s’agit de I'étude de la
figure des corps célestes on tient compte de leurs dimensions.

En électricité 'agent attirant est supposé réparti sur des sur-
faces.

L’attraction par une ligne n'a pas en général de signification
physique, mais 'attraction exercée par un volume ou une surface
se raméne dans certains problémes a I'attraction exercée par une
ligne convenablement déterminée.
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Pour étendre la notion du flux de force au cas ot la maticre
attirante est répartic dans un volume, il suffit de décomposer
celui-ci, par exemple en petits cubes limités par des plans paral-
leles aux plans des coordonnées {fig. 191). On peut supposer Ia

Fig. 191,

masse de chaque élément cubique condensée en son centre de
gravité. Le flux de forec qui traverse une surface entourant le
volume sera encore égale a 4=M, M étant la masse de l'agent
considéré.

Lorsque le volume de tous les éléments cubiques tend vers 0,
I'erreur que 'on commet dans I'assimilation de chacun d’eux a
leur centre de gravité tend vers 0. Comme M reste constant et
(que cet agent est a la limite distribué par points, on a bien

rigoureusement.
I = —4=M.

Le méme raisonnement s’applique au cas d'une ligne ou d'une
surface attirante.

ReMarque. — La considération du flux de force, comme celle
du potentiel, permect de substituer i des compositions de force de
simples sommes algébriques.

Equation de Poisson. — Considérons un petit cube de dimen-
sions dx, dy, dz (fig. 192) renfermant une matiére attirante de
masse spécifique moyenne p, o étant d’ailleurs une fonction des
coordonnées x, y, z du sommet M. La masse agissante placée a
Iintérieur du cube est pdxdydz, donc le flux relatif a cette sur-

lace est
— 4 wp dx dy dz.

Calculons ce flux d’une autre maniere.
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Comparons d'abord les faces latérales paralleles a voz. Si X

. d2y
est la composante normale en M, X+ i dx est la compo-
dx
Z

1

:

i

Mot
0 X
Fig. 192,

sante en M/, par suite le flux relatif a I'ensemble des deux faces
considérées a pour expression

((ll\, dx dy dz.

I.es deux autres groupes de faces paralleles donnent de méme

a2V
dy?
('

e ——dz dydx.

dy dx dz,

Le flux cherché est par suite

2 dzv d
(dV+ 3y —{—dY)d\d\d/

Les lonctions V et o doivent donc &tre solutions de I'équation

(L

= — 4%,
dxz—*—dy"_{_dz*_ P

L’équation (1) se nomme équation de Poisson.
On peut I'écrire pour abréger

AV=—4=p.
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Si le cube ne contient pas d’agent attirant la densité ¢ est nulle
ct I'équation de Poisson se réduit al'équation de Laplace AV =0.

Applications. — Tukonri:me. — L'attraction exercéc par une
couche sphérique homogéne sur un point extérieur est la méme
que si toute la masse active était condensée en son centre.

En désignant par R le rayon de base de la couche, par ¢ son
¢paisseur infiniment petite et par 7 la densité de sa matiere, la
masse agissante est

M =4n R’

aux infiniment petits du second ordre prés. Du point 0 comme
centre (fig. 193) décrivons une sphere de rayon OP =r. Comme

Fig. 193,

I'attraction exercée sur le point P est par raison de symétrie
dirigée suivant le rayon PO et que son intensité est constante
pour la distance r, le flux de force total relatil & la sphére de
rayon r a pour valeur — 4= r’F. Il est d’ailleurs égal a — 4=M,
donc

C’est bien I'attraction qu’exercerait la masse M placée au point
O sur le point P,
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L’attraction exercée par unec couche sphérique
infiniment mince sur un point intérieur P’ est nulle.

En effet, la sphére de rayon r <R ne renfermant pas de ma-
tiere attirante se trouve traversée par un flux 4= r’F qui est nul,

done F =0.

TuEoRrEME.

ReMArQUE. — D’aprés ce qui précide, la fonetion (ui permet
de calculer I est discontinue pour tous les points de la sphere
agissante S. La différence des valeurs de I’ en deux points P,
et P, infiniment voisins de la couche sphérique, mais placés I'un
a P'intérieur et 'autre i l'extérieur, est

M

r?

|
B

Le produit ¢p est quelquefois appelé densité superficielle ; on
peut en effet substituer a la couche attirante infiniment mince
une surlace attirante de méme rayon a laquelle on attribuerait
la densité €z

Calcul du potentiel V du a la couche. — On a I _—_L[ ; or le

<5
potentiel ¥ est défini par I'équation : .
N
dr r?
done
S

T
Si le point P est entouré par la couche, I =0, donc

dv —0

de

et par suite le potentiel est constant pour tous les points qu en-
veloppe la couche attirante.

Resarque. — En partant de I'expression

\vz‘/"’a 'd_j')
r
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on a
IA M
TR
ct par suite
Mr
F=5

Lorsque le point P se déplace dans la sphere, I'action que
celle-ci exerce sur lui est proportionnelle a la distance r du
point P au centre O.

Il est facile d’obtenir le potentiel en P’ car il doit satisfaire
a I'équation

dv Mr
T = =%
Done
. . Mr?
(l) .\ ====(; -_— -?Ziig-’

Pour un point extérieur YV ===——; pour que ces deux lormules

coincident, lorsque le point P est pris sur la surface de la sphere,
il faut que Pon ait :

M- MR?
®=C—
ou
. 3M
C= IR

Ce qui conduit pour le potentiel {1) a 'expression suivante :

3M My?

V=9R AR
Remaroue. — En calculant AV on trouve
3M
AV = — —
R*
comme
M b
A ?;-111{ P
roiNcArE. Cinématique. N
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on voit que la fonction V est bien solution de I'équation de

Poisson.
AV =— 43,

Action exercée sur un point P par une droite indéfinie. — Par
raison de symétrie, I'action exercée par la droite sur le point P
est dirigée suivant la perpendiculaire PO abais-

sée du point P sur la droite (fig. 195). Considé-
:>=="""">=y  rons un cylindre de révolution autour de la droite
et de rayon PO limité par les plans de deux
paralleles distants de h. Comme tous les points
de la surface latérale de ce cylindre sont dans la
méme position par rapport a la droite, I'action F
exercée sur chacun d’cux est la méme. Le flux
de force relatif & ce cylindre se réduit au flux
S de' force qui pénetre par l,a s-urfacc. ]’atérale
puisque les bases renferment I'action qui s’exerce
en leurs différents points. On a donc

Fig. 195. .
— 4 M = — 2=rhF;
done

2

rh

Or, en désignant par § la densité linéaire de la droite attirante,
on a

M — h3,

donc
23
QS ——

9y
v

L’attraction exercée par la droite indéfinie sur un point varie
en raison inverse de la distance de ce pointa la droite.

Action exercée sur un point P par une couche infiniment mince
comprise entre deux cylindres de révolution. — Par raison de
symétrie, 'attraction sera dirigée suivant la perpendiculaire abais-
sée du point attiré P (fig. 196) sur 'axe de la couche et elle ne
dépendra que de la distance r de ce point a I'axe; si ¢ est I'épais-
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seur de la couche, R le rayon du cylindre intérieur et » la den-
sité de la matiére attirante, la masse attirante M est SRR

M= 21:Rhsp.

4 Appliquons le théoréme du flux de force a un cylindre de hau-

teur h et de rayon OP =r. La portlon de flux relative aux bases
est nulle, reste la surface latérale.

Dnstmguons deux cas: 1° r<R (point P,), la masse attirante
est extérieure au cylindre, donc ' '

— 2xrhlF = 0.
dou F = 0.
L'attraction de la couche sur un point intérieur est nulle;.
2° r>R (point P,). Le flux de force est alors
-_— 4:»)\[ = — ‘J.n. 27‘Rh5 4)
donc '
— 2rxhrF = 4r (anRhep),

d’eu

L’attraction de la couche. sur un point extérieur est en raison
inverse de la distance du point a I'axe de la couche. Elle est la
méme que sl toute la masse était concentrée sur I'axe. '
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.- Action exercée par un plan indéfini de densité superficielle ¢
sur un point P. — Par raison de symétrie, 'attraction est nor-
male au plan (plan des yz) (fig. 197) et

Z/ he dépend que de la distance x du
/ point attiré au plan. Appliquons le
théoréme du flux de force a un cylindre
"y dont les génératrices sont paralleles
a Ox. Soient x =x,, X=X, les équa-
tions des plans de base et S la sur-
face commune de ces bases.

..... L --4+41- -

[}
A)

;t—ia

&
~

0

\

\_..Jy---
N
Y

/ Le flux de force relatif a la surface
vy~ latérale est nul ; celui relatif aux bases
Fig. 197. est égal a

SF (x,) — SF (x,).

“._

Si x, et x, sont deux abscisses positives, la matiére intérieure
au cylindre a unc masse nulle, donc dans ce cas
. P -
SF {x,) — SF (x,) =0.
d’o

¥ (xo) =T (xl."

L’attraction en un point est indépendant de sa distance au
plan. Si x, et x, ont des signes contraires,

S [F(x,) —F x; ]= — 4=Ss,
done
I (x,, —F(x,) = — 43,
or
Fix, =—F (x,)
d’on
F (x,) =—2=n3
et

\/'\‘-ﬁ‘-\
F {x,) =2=c.

L’attraction est constamment égale a 2=¢ en valeur absolue,
mais elle est positive d’un certain coté du plan et négative de
Pautre coté.
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Discontinuité de Paction. — Imaginons la matiere attirante ré-
partie sur une surface S (fig. 198) suivant une loi quelconque, soit 3
la densité en un point. Menons la nor- i
male MN a la surface au point M de IM.
dw et prenons de part et d’autre de M
deux points infiniment voisins, 1'un
intérieur M,, D'autre extérieur M,.,
Démontrons que la différence géomé-
trique des attractions sur M, et M, est . i
une quantité finie. Soient N, la com- Fig. 198.
posante normale de I'attraction en M, et N
en M,.

Démontrons que N,— N,=4=¢c.
 Aux différents points de I’élément dw, menons les normales &
la surface et prenons de partet d’autre de la surface une longueure.
On détermine ainsi un volume limité par deux surfaces paralléles
a S: AMB, et AMB, et par la surface réglée, engendrée par
les normales aux différents points du contour de dw. Ce volume
infiniment petit contient une quantité de matiére égale a ddw.
Le flux de force relatif a cet élément est donc 4= 6 dw. Prenons
les dimensions linéaires de I’élément dw pour infiniment petits
du premier ordre et supposons & du second ordre au moins.
En A B,, 1a composante normale est N,, donc le flux de force cor-
respondant est N, dw; de méme le flux de force relatif a A,B,
est N;do. Comme on peut négliger le flux qui traverse la surface
latérale, puisque celle-ci est du troisieme ordre au moins, le
flux total a pour expression (N,—N,) de, done

B,

., la méme composante

4rodw = (N, —N)) dw,
d’on

N, —\, = 4=o.

Application. Distribution de Délectricité. — TnEorEME. — La
densité électrique a l'intérieur d’un conducteur électrique en
équilibre, est nulle, en d’autres termes I'électricité se porte ala
surface du conducteur.

Considérons un corps conducteur isolé, chargé d’une certaine
(uantité d’électricité ct une molécule de fluide positif a I'intérieur.
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Cette molécule par hypothése peut se mouvoir librement,
donc il faut pour I'équilibre que la force qui la sollicite soit
nulle. Par suite il faut que 'on ait

dv v dv

_.(_), d)’ —0, —d—z-=0

dx

ce qui exige que V=C", En différentiant de nouveau, il vient:

dzv dzv d¥v
=0 =% g

=0,

donc AV = 0. Or I’équation de Poisson fournit AV=-—4=p, par
suite p=10.

TugorkMe. — Si de I'électricité est en équilibre sur un con-
ducteur, Vattraction en un point infiniment voisin est égale au
produit par 4= de la densité électrique au point correspondant
du conducteur.

Prenons un point extérieur M,. Au point intérieur. M, infini-
ment voisin de la surface I'attraction est nulle. Or en M, P'attraction
est normale a la surface du conducteur, car la surface du conduc-
teur est une surface de niveau puisqu’on a V=C", pour tous
les points intérieurs quelque voisins qu'ils soient de la surface.

Appliquons la formule N, —N,=4=34, comme N;=0 on a
N, =4=s.
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CHAPITRE 11
THEOREME DE GREEN ET APPLICATIONS
LEMME.— Considérons un volume W limité par une surface S.

Soit dv un élément quelconque de W et dw un élément quel-
conque de la surface S (fig. 199). Menons la portion extérieure

Fig. 199.

de la normale en un point M de dw. Soient « 3 y les cosinus
directeurs de la direction MN et ¥ une fonction quelconque de
X,y et z.

Le lemme s’exprime ainsi:

J.Fa dw _—._j'%i—‘ dv.

La premiere intégrale est une intégrale double et s’étend a
tous les ¢léments de S, la deuxiéme est une intégrale triple qui
doit étre étendue au volume V.

DémonstratioN. — Construisons un cylindre ayant ses géné-
ratrices paralleles a Ox et pour directrice le contour de dw, soit
do sa section droite cd. Il découpe sur S un second élément dw,;
Désignons par F, la valeur de la fonction au centre de gravité
dedw, et par F,sa valeur au centre de gravité de dw,. Appelons a,
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THEOREME DE GREEN ET APPLICATIONS 233

la seconde intégrale étant étendue a toute la surface S. Par ana-

[l‘ Jdw = [—— dv
[l"dw —J —d—lj-d\

logie, on a:

Théoréme de Green. — FEn faisant dans la premicre de ces
équations
dVv
. IF="TU
dx ’

U et V étant des fonctions quelconques, il vient

dr dU dV U a:v

dx T dx dx AN

on peut par suite écrire

/a[' _(ﬂ_ dey == /'_(ET_\dev —+ '{'U %\\—_,- dv

dx J dx dx N

L

/

o~

et par symétrie :

. ary AV *dU d\ d: \

(v pr ay o ._J & jl v
dU dV 12\

(L [ U -——-dm = |4, T /'[ —dv.

Le théoreme de Green s’obtient en ajoutant les trois équa-
tions (1), c’est une conséquence immédiate de la définition des
intégrales multiples.

Introduisons I'expression

A\.—:_dqu—d\ d

dy? dz

Soit V le potentiel en un point M de la surface et V4 dV le
. . . dav
potentiel de la surface M’ voisine. Posons MM’ ==dn; —g mesure

la composante normale de I'attraction.

Fvaluons

dn
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S'il n’y avait pas de matiére a l'intérieur du volume W, le
potentiel V vérifierait I'équation

AV =0.

2° Pour U=V, le théoreme de Green donne

Sy =S (&) + (o) + (&) ]

Side plus V=0 sur toute la surface S, on a
. dv
[V do =0.
et par suite
T rdV 2 dvy: dv\:
&) +(F)+ (&) Jo=e

Comme les éléments de Pintégrale sont positils, il faut pour

qu’elle soit nulle que

dv dv dv

——(K:O, S — —_—— 0,

en tous les points de W. Il résulte de la que le potentiel V est
constant a l'intéricur de ce volume, et comme V=0 sur S,
on a

V=0.

pour tous les points intéricurs.

3° Si donc une fonction V (x, y, z) satisfait a I'équation AV =0,
est continue ainsi que ses dérivées a l'intérieur d’un volume et
s’annule en tous les points de la surface que limite le volume,
cette fonction est nulle en tout point de celui-ci.

Il résulte de la que 'on ne peut pas trouver deux fonctions V,
et V, satisfaisant a 'intérieur d’une surface fermée it I'équation

AV =0.

On verra plus loin (p. 247) que ce probleme admet une solution.
Si deux fonctions V, et V, ont mé¢me valeur en tous les points de
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236 POTENTIEL
la surface limite S ct sont telles que AV, =0, AV, =0, V,ctV,
satisferaient a I'équation
AV, —V,) =0,
Or la fonction V,—V,=0 sur la surface, par suite elle est

aussi nulle a 'intérieur; donc les fonctions V, et V, sont iden-
tiques et le probleme n’admet qu’une solution.

4° Si %—V—-z() en tous les points de S, on a
dn
oV oy oy
0x ’ oy 03 oz )
en tout point intérieur & W, d'oit ¥V = C"; au lieu de prendre

une surface fermée, on pourrait appliquer
le théoréeme au volume compris entre
deux surlaces fermées S et S, (fig. 200).
Si la fonction V est nulle sur S et S,, elle
est nulle pour tout point de Vespace inter-
médiaire.

Supposons qu'il s’agisse du potentiel,
on sait qu’il s’annule a Vinfini, c’est une conséquence de la défi-

Fig. aco.

nition,
YV = [2 r
1Y r

Soit S une surface fermée telle que V=0 en tous ses points. S'il
n'y a pas de masse attirante a Uextéricur de S, on a V=0 pour
tout point extérieur.

Considérons en effet 'espace limité par S et par une sphere S,
de tres grand rayon R, d’aprés ce qui précede si le potentiel est
nul sur S et sur S, il est nul en tout point intermédiaire : or il
nul sur S par hypothese, il est nul aussi sur S,, car lorsque R
croit indéfiniment, I'intégrale '

v g,

. dn
étendue a la sphere S, tend vers zéro puisque d’apres sa défini-
. . 1 dv
tion ¥ est de Pordre de =, —— de 'ordre de — et la surface
d dre de o - orc i
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de la sphere de l'ordre de RZ. L’intégrale est donc infiniment

petite de I'ordre de T

APPLICATION DU THEOREME DE GREEN

TukorkMg. — Si une fonction V (x, y, 2}, finie et continue
ainsi que ses dérivées i l'intérieur d’une surlace S satisfait, pour
cette région de 'espace, a I'équation de Laplace AV =0, l'inté-
grale

dv
- —dw =0,
; s dn

(3

En effet, dans les conditions indiquées, la fonction V se com-
porte comme un potentiel pourvu que toutes les masses attirantes
soient extérieures i la surface. Comme d'autre part lintégrale

dVv e ,
wa mesure le flux de force relatil a la surlace S et que
(%43 n

celul-ci est nul, on a bien : .

» d\'
s dn

d(l) —= U

Valeur moyenne de V sur une sphdre. — La fonction V prend
une infinité de valeurs sur la surface d’une sphére. On appelle
moyenne arithmétique de ces valeurs Pexpression

* Vdo
M— [ Y9
! ./(5) 4 =IR?

c’est-a-dire le rapport de l’intégrale f\'d(u a la surface de la

sphere ; c’est la une extension de la définition élémentaire de la
moyenne arithmétique

n
Yy
m = —_—
n
1

La moyeunne M est comprise entre la plus grunde et la plus

. . . e * dw :
petite des valeurs V sur la surlace : car l'intégrale /—4_—1{7 = 1.
'S [
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il existerait une sphére X de centre I et de rayon e assez petit
pour que V fat inférieur & V, i l'intérieur de la sphére et sur
la sphére. Dans ces conditions on aurait :

-

+V,dw . ™
0 .
M éj‘ = : ].,_E__\,
X \ i
, . \ ’
ou M <V, puisque 5
/. d(.) —_ 1 Seeaeet
JT 4 me? Fig. 202

Cette conclusion est inadmissible d'apres le théoréme précé-
dent.

On démontrerait de méme que la fonction V ne peut pas avoir
‘de minimum.

Etat d’équilibre de P. — Le point attiré P est e¢n équilibre
lorsque ses coordonnées x,y,z vérifient les équations
\Y% oV oy
O o, o, 2.
ox oy 0z
Il faut de plus pour la stabilité que les coordonnées de P
rendent ¥ maximum, donc la stabilité est impossible. Comme
nos raisonnements supposent que la sphére T ne contient pas de
masses attirantes, il pourra y avoir équilibre stable au contact
de celles-ci.

TutéorkMe. — Si une fonction V reste comprise entre deux
limites g et h sur une surface fermée S limitant un volume W,
on a pour tous les points de ce volume

h=V<=g.

La fonction V est supposée finie, continue a l'intérieur de W
ct solution de 1’équation AV =0.

Parmi les valeurs que prend la fonction V (x,y,z) a intérieur
du volume W ou sur la surface S, (fig. 203) il y en a une plus
grande que les autres; W ne comprenant pas de masses attirantes,
ce maximun ne peut pas étre atteint ailleurs que sur S, donc la
propriété est démontrée.

On verrait de méme que le minimum de V correspond a un
point de la surface S.
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Si donc V a une valeur nulle en tous les points de S, elle a
une valeur nulle pour tous les points du volume V.

5 3
Fig. 203.

Pour un volume annulaire, le résultat est le méme, le maxi-
mum ct le minimum de V sont atteints sur les surfaces S ou S'.

ConorLaire.— Considérons une surface S/fig. 204) a I'extérieur
de laquelle il n'y ait pas de masses attirantes et une fonction V
dont les valeurs sur S sont comprises entre o et g ; la valeur de

V restera entre ces limites pour tous les
points extérieurs.

Imaginons en effet une sphére S’ de
grand rayon limitant avec S un volume
annulaire. Sur S on a

S’ 0<V<g.

B On peut d’autre part déterminer le rayon
Fig. 203. . . -
de la sphere de maniere que sur sa sur-
face la fonction ¥ soit inférieure a un petit nombre arbitraire-
ment choisi « ; car si R grandit indéfiniment les potentiels aux
points de S’ tendent vers zéro.

D’apres la remarque précédente la valeur de V a lintérieur
de T'espace annulaire restera comprise entre g et — a, c’est-a-
dire entre g et o puisque a est aussi voisin que l'on veut de zéro.
En particulier si en tous les points de S ona V=0, il en est
de méme pour tout 'espace extérieur a S.

PROBLEME DE DIRICHLET

Trouver une fonction YV (x,y,z) finic et continue ainsi que ses
dérivées a l'intéreur d’un volume limité par une surface S et
prenant en chaque point de S des valcurs données. On veut de
plus que V vérifie I'équation AV = 0.
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1° Ce probléeme ne peut pas avoir deux solutions. — En effet
si les fonctions V et V| satisfont aux conditions imposées, leur
différence V, — V est solution de I'équation AV =0 et a une
valeur nulle pour tous les points de S, ce qui exige que les
fonctions V et V, coincident.

2° Il y a toujours une solution. — Considérons en effet I'ensem-
ble des fonctions V finies et continues a I'intérieur de S et pre-

. — dVy?
nant sur S les valeurs données ; l'intégrale fE(K) dv ne peut

pas s’annuler, sans quoi on aurait

dv dv dy
T\‘— prmom—g 0’ -—d?—:O’ =O,

puisque tous ses éléments sont essentiellement positifs, et l'on
conclurait ‘que la fonction V est une constante, ce qui est
impossible puisque V doit prendre toutes les valeurs, inégales

en général, données sur S ; l'intégrale fZ( ) dv admet donc

un certain minimum. .

Reste a montrer que la fonction V répondant au minimum
vérifie I'équation AY = 0. Pour cela partons de la fonction
V + tU, ou U est une fonction quelconque finic et continue a
Pintérieur de S, mais nulle sur S; en vertu de ce choix, V 4 tU
reprend sur la surface les valeurs données en chaque point.

r 2 7\ 2
L’intégrale f(‘“j_—ktdIJ) dv est plus grande que f(%%) dv

puisque Y correspond au minimum de cette derniere et que les
deux intégrales coincident pour t = 0.

SR o=[¥(5) +2 30
oS o

Ce polynéme du second degré en t doit atteindre son minimum

pour t = 0, donc
dv.dU
fZ( dxdx >d\ =0.

roINCARE. Cinématique. 16
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Le théoreme de Green donne d’autre part

[, LA

d
D’aprés les propriétés deUl’intégraler—d?lL dwestnullesurS.

En résumé, quelle que soit la fonction U on a
1) f UAVdv=0.

Cette condition exige que AV soit identiquement nul, sans quoi
en choisissant la fonction U, dont on peut disposer arbitraire-
ment, de telle sorte qu’elle soit toujours de méme signe que AV,
Uintégrale (1) aurait tous ses éléments positifls, et par suite ne
pourrait étre nulle. Le probleme de Dirichlet admet donc toujours
une solution.

RevMarque. — Cette démonstration, dont on s’est longtemps
contenté, n’est pas rigoureuse, on en posséde qui sont tout a fait
satisfaisantes, mais extrémement longues.

Distribution de l'électricité a 1a surface des conducteurs. — Soit
M la charge ¢lectrique de la surface S du conducteur. S'il n’y a
pas de masses attirantes a I’extérieur de S on aura pour tous les
points de cet espace AV =0, de plus V est nul a I'infini et prend
la valeur constante V, sur le conducteur et en tous les points
intérieurs a S.

La recherche de la distribution de I'électricité consiste a
trouver une fonction V satisfaisant i toutes ces conditions, Le
probleme de Dirichlet permet de déterminer une fonction V'
s'annulant a Uinfini, vérifiant I'équation AY =0 et égale a I'unité
en tous points de S. Connaissant V' on aura V= V'V,

Pour un point P (x,y,z) trés éloigné, on peut remplacer I'attrac-
tion du corps par celle qu'exercerait un de ses points ol on

concentrerait toute la charge M ; le rapport Y ou r = OP, a
r
pour limite I'unité lorsque r croit indéfiniment, donc, :
I vV 1
m ——— = —.
M \'

r
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Connaissant V' et M on déduit de la le potentiel V, a I'inté-
rieur du conducteur. La fonction V se trouve alors entiérement
déterminée.

La formule 4 7o = 3: permet ensuite de calculer la densité

électrique en un point du conducteur,

Tukorkime. — Le potentiel en un point P reste le méme
lorsqu’on substitue au conducteur électrisé primitif une surface
de niveau également chargée et laissant le point a 'extérieur.

La surface d’un conducteur est une surface de niveau. Considé-
rons une seconde surface de niveau quelconque S et imaginons
qu’elle limite un conducteur sur lequel serait distribuée la méme
quantité M d’électricité que sur S. Soient V le potentiel en un
point di & S, et V'le potentiel au méme point dit 4 S/, on a

AV=0 AV =0
de plus al'infini V=0, V' =0.

Le potentiel sur S’ est une constante V, puisque S’ est une
surface de niveau pour S. En considérant S’ comme un conduc-
teur, il a en chacun des points de sa surface un potentiel cons-
tant V.. La fonction

Ve Yoy
!
satisfait a I’équation de Laplace et est nulle pour un éloignement
infini ; ayant la valeur zéro sur S/, elle sera nulle en tous les

. . . \4
points extérieurs a S’. Donc le rapport —- est constant.

V/
Si P s’éloigne 4 Pinfini la limite de _:’_,_ =1, donc V=V
RemMarQue. — Si a l'intérieur d’une sphére Sil n’y a pas de

masses attirantes, la fonction V est finie continue ainsi que toutes
ses dérivées a I'intérieur de cette sphere.

Soit en effet dm un élément de masse attirante, et r sa dis-
tance au point attiré, on aura :

V=fdm-
r
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CHAPITRE I1II.

ATTRACTION EXERCEE PAR UN ELLIPSOIDE

Etablissons d’abord le théoréme suivant :

TutoriMe. — Par tout point (x, y, z) passent trois surfaces du
second degré homofocales a savoir un ellipsoide, un hyper-
boloide a une nappe et un hyperboide a deux nappes.

Considérons I'équation

X2 2 2

§)) 7_+ y 2_*_)‘21 —=1

32—b c?

dans laquelle b et ¢ sont des constantes. Lorsque le parameétre
) varie, on obtient une infinité de surfaces du second ordre dites
homofocales entre elles.

Soit b?<¢t.

Si )? est inférieur a b?, )}*—b? et 2.* — c? sont deux quantités
négatives, et par suite I'équation (1) représente un hyperboloide
a deux nappes, P'axe des x étant D'axe réel. Pour 3* compris
entre b? et ¢? I'équation (1) donne des hyperboloides i une nappe
car le coefficient de z® seul est négatif; enfin on obtient des
cllipsoides pour les valeurs de 2* qui surpassent ¢’ : dans ce cas
les coefficients de x*, y? et z* sont en effet positifs.

Equation des trois quadriques. — Reprenons I'équation
x2 vi Zi
- — - =1.
IS + ’3:—h? -+ 2 —c?

Chassant les dénominateurs il vient :
52752 2 2 PA .2 /N2 2 N2 2 2% 9 52 23\
F(—D) (M —ct)—x* (W —D2) (W — ) —y (k —c’)

— 252 (1 — b= 0.
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Cette équation est du troisieme degré en )* et a ses trois
racines réelles et positives. Substituons en effet a )* les quantités

0, b} ¢, —Ho

on trouve pour les signes des substitutions —, -4, —, 4~ si 'on
tient compte de I’hypothése b*<c?.

Soient +?, u* et p? les racines correspondant respectivement
aux intervalles

0,b*; b%e*; ) 4oo;

d’aprés ce qui précede :

x? : z
it =1

est un ellipsoide.

xz } Z-' . 1
V‘2+P‘2_b2+ P‘z—ci_
est un hyperboloide a une nappe et
x‘.‘ }_.2 Z? L
Tty Ty

est un hyperboloide a deux nappes.

Coordonnées elliptiques d'un point. Les valeurs p, , v qui
correspondent au point (X, y, z) se nomment, les coordonnées
elliptiques du point.

Il est aisé de voir que deux quelconques des trois surfaces
(s s v) se coupent orthogonalement. Considérons les surfaces

-=1 (l)

2
x3
o +r

et envisageons un point de leur intersection.
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Pour (E) le plan tangent en ce point a ses cosinus directeurs
proportionnels a :

X y z
3 2 7 2 2
2*—b w—c

-
v

Le plan tangent au méme point a la surface H, a ses cosinus
directeurs proportionnels a:

X y Z
—3 — 37 —_—
P.z P.z — b’ 2 2

Il faut pour que les deux surfaces soient orthogonales, que I'on
ait en chaque point de leur intersection

2 2 2
D) o+ s z =0.
W ST Py s

(p*—¢*) (' — <)
Or, si I'on retranche membre 2 membre les deux équations (E)

et (H,) il vient, aprés suppression du facteur commun w? — g?,

x! 2 Z!

y
NS DI I sy

Y

=0

c’est-a-dire la condition (1) d’orthogonalité.

Transformation des coordonnées cartésiennes en coordonnées
elliptiques. — Exprimons maintenant x, y et z, coordonnées car-
tésiennes d'un point, au moyen de ses coordonnées elliptiques
¢, |+ et v. Pour cela partons de I'identité

2202 —b*) (W — ) — x|

252 /52 2\ (52 2 752 2\ 32 2
— 2R3 (R — D)= (1 —p% (W —p?) V.

W —b?) 0F — ¢f) — y2 (1 — )

Faisant successivement dans cette identité

)‘2 =Y, )‘2 - })2, }\2 = czy
»il vient :
Y 52— b? Y b?) (b2 — 3
Xzﬂ; y=wl ))(1:‘/2 )K! V);
be b* (¢ — b?)

] W2 2 2 2 o2
(‘g -_— /} l\c _K’L)(c _...,)
L2 (2 2

o (¢ —Db?)




248 POTENTIEL

Définition des points correspondants. — Prenons un point M de
coordonnées elliptiques p, 1 et v sur un ellipsoide E ayant pour

équation
xi y2 22
i p— ¢

Les axes de cet ellipsoide sont :
p; Voi—b'; Voi—=¢.

Soit M’ un point de coordonnées elliptiques p’, u’ et v' pris
sur un ellipsoide E’ homofocal au précé-
dent (fig. 205). Les points M et M’ sont
dits correspondants sur les ellipsoides E
et E’ si les deux autres coordonnées ethp-
tiques (g, v) (&, ¥) sont telles que

[ !
w=u,v=yv.

Fig. 205.

Si (x, y, z) sont les coordonnées du
point M et (X', ¥/, z') celles du point correspondant M’ on a

!
x — i \ = i
= =
be be
nl
N ~
d’oil X/ =x 4.
P
De méme
v/ g?—b’
Y=y 92_1)2
et
2 2
P —¢
=z ‘2 ]
ot —c

En conséquence, le rapport des axes de méme nom des deux
ellipsoides est égal au rapport des coordonnées sulvant ces axes
de deux points correspondants.

TukoriMe.— Etant donnés deux couples de points correspon-
dants (M, M) (M, M')) les distances MM’ et M’ M, sont égales.
En posant
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et prenant deux nouveaux points correspondants

. P [ o
M:("n}'p‘;) et ‘\ll‘\\l’)nll)
on a
O U Y < T SR
Xy ==aX,; V== pV,; &= Y%

Evaluons les distances MM', et M'M, :

MM, Y= (x— ax‘)z -+ (,Y""" ngyl‘,’i -+ (z - ‘(zlz
W — (o) - By 3, o (52— 2

11 est aisé de voir que ces deux distances sont égales, c’est-i-
dire que 'on a

¥ (ax, — x)*= Y (ax — x,}?
En développant cette condition, il vient :

Ya’x] — 2FTaxx, 4 ¥x? = Ya’x? — 2 ¥axx, 4 Ix}
d’olr
S(art—1) xt=2X (22 — 1)x}

Reste a vérifier cette égalité. Le premier membre Y(af—1)x?
pour valeur :

5’2 ' s/t . b . .:u —_c? .,
(?‘ - ‘) X (o_—T - 1>‘+<—9———(,— - ‘)

résultat obtenu en substituant a «, 3, « leurs valeurs en 3. Mais

2

B 2_ 1 n__ o2
( - 1)“*‘(*‘:2%— 1))""—+—(————‘°1 - — 1)7;-’ —

o
-2 .2 2
X N z
ra12 a2 2 ~2
W v ) [ 2 2 h? 2 2 ] Ny I
] =D N ¢
) \ )
puisque d’aprés I'équation de I'ellipsoide
.2 .2 2
X y z
~2 ~2 - 1E a2 2T L.
“‘ “ _) 7 —(

SO N 2 .2 ____ .2 a2
Done Y(a?—-1)x?==p""— 3%
En calculant de la méme maniére 'expression =

(2*—1)x{, on
trouve qu'elle est aussi égale a la différence "% —3?

-—";
2]

’
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On aurait de méme pour l'attraction de I'élément a’b’c’'d’ I'ex-
a'c. dw'. d
Mafi

Ces deux attractions sont directement opposées a des infi-
niment petits prés. Leur effet sur le point M sera done nul si

pression

ac.dw.d . a'c/.de’.d

Ma® Mo
c'est-a-dire si
ac.dw . a'c.do’
Ma’ M
Or ac =a’¢’ car les deux ellipsoides admettent les mémes plans
] dw dow’ .
- diamétraux; de plus == ——=— puisque dw et do’ sont des

Ma? Ma’
éléments de surface se correspondant dans deux systemes homo-
thétiques.

En envisageant une infinité de cones déliés ayant leurs som-
mets au point M on décomposera la couche en couples d’élé-
ments dont l'effet sur le point M est nul, donc I'attraction d’une
couche ellipsoidale infiniment mince sur un point intérieur est
nulle.

REMARQUE. — Si V est le potentiel produit par la couche au
point M
d oy MY . .
-i- =0; -—L =0; -l =0 et par snite V=C".
0x oy 0z

Distribution de Dl’électricité 4 la surface d’un conducteur ellip-
soldal. — L’ellipsoide est isolé et non influencé. On peut se
placer, soit au point de vue de la distribution superficielle, soit
au point de vue de la distribution en couche infiniment mince.
Dans le premier cas il faut déterminer la densité électrique, dans
le second I'épaisseur superficielle. Pour qu’il y ait équilibre, I'¢lec-
tricité doit se répartir de maniére que l'attraction sur un point
intérieur soit nulle. Il est clair d’aprés ce qui précéde que 1'élec-
tricité se disposera en une couche ellipsoidale limitée par deux
cllipsoides E, E’ homothétiques et concentriques.
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Calcul de la densité superficielle 5. — Considérons sur Vellip-
soide E un ¢élément de surface dw, menons en tous les points du
contour de dw des normales a la surface et limitons-les a P'ellip-
soide E’ (fig. 207). On obtient ainsi un solide assimilable a un petit
cylindre dont le volume est edw, e désignant
Pépaisseur électrique évaluée suivant la
normale. La massé de cet élément est

edw. d. Soit ¢ la densité superficielle ; on
doit avoir edw. d = dw. 5, d'oli 6 = e. d.
Menons au point M le plan tangent MP
et la normale MN a I'ellipsoide E'. Joignons
le centre O de I'ellipsoide au point M et
abaissons du point O une perpendiculaire OP sur le plan tan-
gent; le rayon vecteur OM rencontre I'ellipsoide E au point M et
les deux triangles semblables MM'N, OMP donnent
MN MM

b or — oM’

Fig. 207,

Le rapport d’homothétic des deux ellipsoides E et E’ étant
Il4zona

OM'=0M{1—¢ d'ot ONM — OMN == MM =:OM

MN’

Comme MN =c¢c et oM

d’ou 6 ==z d OP.

Or la masse de la couche est Q = 4=edABC, donc

. e
=z, le rapport (1) donne —=¢,

op

@)
d=7pc
par suite
- Q.op

]

T 4=ABC
par consé¢quent :

Si une masse M d'électricité est en équilibre sur un ellipsoide,
la densité superficielle en un point est proportionnelle & la
charge électrique Q, a la distance du centre de Vellipsoide au plan
tangent en ce point et inversement proportionnelle au triple du
volume de U'ellipsoide {fig. 209.)
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< est maximum aux extrémités du grand axe oi

s Q
T 4wB(

et minimum aux extrémités du petit axe ol

Q
4 Nu\ l’

‘)

Attraction d’une couche ellipsoYdale inflniment mince sur un
point extérieur. — Comme le potentiel est constant a I'intérieur
de Vellipsoide, la surface de celui-ci est une surface de niveau.

TufonriMe. — Les autres surfaces de niveau sont des ellip-
soides homofocaux au précédent.

Considérons d’une part la couche
infiniment mince comprise entre ““““'““
deux ellipsoides E, ' d’axes A, B, &>
C;A(l—e), B{l—¢), C(1—¢) et
d’autre part l'ellipsvide E, homo-
focal de E, ayant pour axes z.\,
3B, ~C (fig. 208'.

Prenons un point M {xvz) sur E

et un point M’ (x'v'2') sur E,, ils seront correspondants si I'on a :

Fig. 208,

X'==ax, V =

Ln.

3y, =z =z

En multipliant les coordonnées de I et E’ respectivement par
2, 3 et v, on obtient les ellipsoides E, et E’,, limitant une nou-
velle couche infiniment mince; Dellipsoide E’, a pour axes
2A(1—e¢), BB {1 —s), C(1—¢).

Le volume de la couche (E, E') est 4=ABCe (en négligeant les
infiniment petits d’ordre supérieur au premier); le volume de Ia
seconde couche est 4= ABC«3y.

En général la tr.mslmmatlon homographique pu(cdentc a
pour cffet de mu]tlpller les volumes par le produit « 3.

Prenons les points correspondants (A, A’) (M, M’} et évaluons
le potentiel V' dui & la couche (E,, E'|) au point M, ct le potentiel
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V du ala couche (E,E’) au point M. Soient dw et dw'les volumes
des deux éléments correspondants A et A’, ona :

do'=dw.aly; V= %;l—; V= %J%
*dw.d
== T

Comme AM' = A'M, on a:
V= V.a3.

Or, V/, potentiel en un point intérieur a la couche ellipsoi-
dale EE/ est constant, par suite V est constant, doncl’ellipsoide E
est une surface de niveau. A

Il a été démontré que si l'on substituait a un conducteur
donné une surface de niveau sur laquelle on distribuerait la
méme quantité d’électricité, P'attraction sur un point extérieur
aux deux surfaces restait la méme.

Ainsi dans le cas présent on peut remplacer le conducteur pri-
mitif par un ellipsoide homofocal également chargé.

Exercices. — Cherchons Pattraction du conducteur E (fig. 208)
de forme ellipsoide sur le point P
(fig. 209). :
Soit un ellipsoide E,, d’axes A/,
B/, C/, homofocal a E et infiniment
voisin du point P, celui-ci restant a
U'extérieur. Soit M la quantité d’é-
lectricité répartie sur E puis sur E,,
l'attraction de E, sur le point P est égale a 4= 9, 3 étant la den-

Fig. 209.

sité électrique.

Or L
- M.OP’
0= —5—57~7?
4mA'B'C'’
et o M.OP
L’attraction est donc cégale a B
Si le point M. est sur ox, I'attraction F est g7 car dans ce

cas OP' = A’/
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Remplacons M, A, B, C, B'C’ par leurs valeurs :
M= 4nedABC, A’=?; B*=p'—D*

C2=‘°2_c2, Bl2=9/2__b2’ Clzplﬁ__cﬁ

il vient

hredaV (p* —b?) (" —¢?) |
V(" —b) (% — )

)

Fo, =

En résumé, l'attraction exercée par une couche ellipsoidale
infiniment mince sur un point extérieur est proportionelle :
1° a la masse de la couche; 2° a la distance du centre de la
couche au plan tangent mené au point attiré a Dellipsoide
homofocal qui passe en ce point, et 3° inversement proportion-
nelle au produit des axes de cet ellipsoide.

Attraction d’un ellipsoide plein et homogdne sur un point. —
Tukorime . — Les composantes de D’attraction paralléles aux
axes de D'ellipsoide sont respectivement proportionnelles aux
coordonnées du point attiré évaluées suivant ces axes.

Lafonction V est finie, continue, ainsi que ses dérivées, pour
tout point dans le voisinage duquel la densité est constante.

La fonction V ainsi que ses dérivées est encore finie et con-
tinue pour les points extérieurs ; il y a discontinuité sur la sur-
face ; on a en effet pour les points intérieurs AV =4 5 et pour
les autres AV=0. La méme formule
analytique ne peut donc pas donner le
potentiel pour tout 'espace.

Supposons D'ellipsoide plein et ho-
mogeéne décomposé en couches ellip-
soidales infiniment minces du type
étudié précédemment. Envisageons en Fig. ato.
particulier Dellipsoide E’ qui passe
par le point attiré M (fig. 210). Toutes les couches extérieures a
E’ sont sans effet sur le point M.

Occupons-nous des couches intérieures.

La ligne OM vient rencontrer E en M,; les systemes (E'M),
(EM,) sont homothétiques et par suite I'attraction de E’ sur M est
parallele a attraction de E sur M,.
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Quant a 'intensité de I'attraction, elle est proportionnelle par
raison d’homothétie au rayon vecteur OM.

La masse de E’ est a celle de E comme le ‘cube de OM est &
celui de OM,. Mais pour avoir I'attraction, il faut diviser les
charges par le carré des distances. Or, en passant du systéme
(E'M) au systeme homothétique (EM,), les longueurs sont multi-
oM, A
OM

L’attraction de E’ sur M est donc a celle de E sur M, comme
OM est a OM,.

dv dV dV

Les dérivées % oAy O varient par suite proportion-
ix v z

pliées par

nellement a OM quand e point M se déplace sur le rayon vec-
teur OM,. En d’autres termes, les dérivées sont des fonctions
homogenes et du premierdegré en x, y etz. Lesdérivées secondes
seront alors homogenes et de degré zéro, c’est-i-dire constantes
tout le long d’un vecteur OM,. Mais d’aprés ce que nous avons
dit précédemment clles sont finies et continues. Elles auront par
suite méme valeur en un point quelconque d'un vecteur quel-
conque qu'au point O. Ce sont des constantes.

Il résulte de la que V est un polynéme du second degré en x,

~

y et z.
Comme les plans de coordonnées sont des plans de symétrie, ce
polynéme ne doit pas changer quand on change x en — x ou

ven — y, ouzen—z.
L.e polynome cherché est donc de la forme
N 2 l) 2 Q 2
Vb= g ¥ =y ¥ —a
Ainsi
ov Y '
—— ===\, —=—DPy = —Qz.
ox oy Y s Q

et Pattraction totale F a pour Iintensité ;

F =+ Nixi- Py Q%!

Calcul de N. — Comme —— — — Nx Dattraction a l'extré-

dx
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ATTRACTION EXERCEE PAR UN ELLIPSOIDE 257

mité H de I'axe des x est égale & — NA : le nombre A est la
mesure de OH (fig. 211).

Calculons autrement cette attraction.

Considérons une couche ellipsoidale infiniment mince com-

Fig. ar1.

prise entre deux cllipsoides homothétiques et concentriques,
avant respectivement pour longucur d’axes

Au, Bu, Cu; A{u—du), B{u—du), C(u—du)
Lorsque u varie de 0 a1, cette couche se déplace du centre O

a la surface E. Or, l'attraction d'une pareille ceuche sur un
. b
point de 'axe des x est

Elle devient dans le cas présent

.3
Fl]: 4 ';:d dll _ ABA(b,vll .
u V‘L"\i-—-(AZ—BI’)ll’“:\’—(;\i_(f/ u’JI

Par suite 'attraction totale est

1 u?du
—NA=] 4=ABC.d .
v( VAT — (A2—B)u? [l A* — (A —(C*u?

4
Or la masse M de l'ellipsoide est égale il-TnABC.d, par

suite 4= ABC.d = 3.M et 'attraction totale exercée surle point H

devient :
3Muidu

I}
—NA=[ Sawen
0 ‘,/I-A'.!_(Az_Bz) UIJL.‘\‘—(A'——("/} UJJ

En permutant les lettres A,B,C, on obtiendrait les deux
équations qui déterminent P et Q.

roiNcARE. Cinématique,
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258 POTENTIEL

Ces trois intégrales sont des intégrales elliptiques. On pecut
toutelois les intégrer par les procédés élémentaires sil'ellipsoide
est de révolution, c'est-a-dire si I'on a soit B2=C?, soit A2= B*

Dans le premier cas l'intégrale se réduit a :

ol 3Mudu
Jo AF— A —Bu? ’

et dans le second cas i :

/"‘ 3 Muidu
do AVAE— (AP —Cu?
La résolution de ces intégrales ne présente aucune dilficulté.

Remaroue. — Lasomme des trois intégrales elliptiques N, P, Q,
est constante.
On a en effet

A\‘r:—-iﬁd
or
oV N o v ,
-K\T—_—Z\k, ’Tl)———l)’ '—d_z‘—'_Q,"
done
. \RY \LAY 0V
AV= (0.\2 + t).\-‘- + i\.\"z :_(N+P+Q)=—4ﬁd

On peut obtenir les mémes résultats par une autre voie. — 1° Cal-
culons d’abord Tlattraction exercée par un
cone infiniment délié d’angle solide ds, sur
son sommet M (fig. 212). Supposons pour sim-
plifier que la densité de la matiere attirante
soit prise pour unité. Décrivons de M comme
centre une série de sphéres. Soient Ma=r,
Mc-=r—dr deux d’entre elles. On a :

surf. ab = r3do.

Fig. ara.

Assimilant le volume abed a un petit cylindre

de base ab et de hauteur dr, il vient :

vol. abed = r¥3dsdr.
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L’attraction exercée par ce volume sur le point M est par suite :

ridsdr

— =dadr,

N
et celle exercée par le cone est :

MA
[ dedr = MAds.
«0
. Attraction sur un point intéricur. — Cela posé, considé-

rons un ellipsoide
Ax? -+ B}i—*— Cz? =1.
Soit M(x, ¥, z) un point intérieur.

Evaluons L .
ox
A cet cffet décomposons I'ellipsoide
en coénes infiniment déliés ayant leurs
sommets en M fig. 213) et désignons par z,3, v les cosinus direc-
teurs de la génératrice MA de I'un deux. Si MA fait avec ox
I'angle 6 et si la projection de MA sur voz fait avec oy 'angle = ona

Fig. 213.

a==cosf, 3=sinlcoss, ~==sinlsinzy

puis

dz = sin §.d6.d>.

L’attraction du cone AMA’ au point M est MAds et celle du

cone BMB/ est MB.ds.
La résultante de ces deux attractions est (MA —MB) ds.

Soit C le milieude AB. On a :
MA—MB=MC+4 CA — (C‘\ —MC = 2MC

donc

. 'MA —MB) ds =2MCds,
: désignant la projection de MC sur ox, la composante sui-
vant ox de l'attraction des deux cones MA et MB, est 25ds d'ou
pour la composante de I'attraction totale

0¥ :A[Edc.

X
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260 POTENTIEL

Cette intégrale doit étre étenduc a toute la surface de la
sphere décrite de M comme centre avec un rayon égal a I'unité.
Le facteur 2 a été supprimé parce qu'en étendant l'intégrale a
toute la sphére on retrouve deux fois chacun des cones MA et MB.

Soient X,Y,Z les coordonnées du point C, on a:

E=X—x, n=Y—y, {=Z—z.

Lelieu dés points C, milieux des cordes de I'ellipsoide passant
par M, est un ellipsoide homothétique du précédent et ayant
pour équation : '

) AX:+ BY? - C7*— AXx — BYy — CZz=0.
Introduisons &, 7,
On peut écrire I'équation (1)
SAX(X—x)=0
ou
SA(x+4¢£) =0,

or :

i=MCcos8, n=DMCsinfcosz, {=DMCsinfsinz,
d’ou
n==Etcosptgh, {=2isinptgh
par suite
Ax—+Bycosztgl 4 Czsing tgh
A+ Bcos'stg*d 4 Csingptg*h

r
)

¢ est une fonction linéaire d'x, d’y et de z, d’ou 'expression
§=Hx—+4ILy+ Hyz

1,, H,, II; étant des fonctions de § et de . On adonc :

—g% =f5.dcr= xfllldo- -+ yfll,do- -{—zf[lsd':.

6 doit varier de o a =, et » de o a 2=,

11 résulte de la que
oV aV oV
W oy o
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ATTRACTION EXERCEE PAR UN ELLIPSOIDE 261

sont des fonctions linéaires des coordonnées du point M. La
symétrie introduite par les axes choisis exige que :
li
oV oV i\%

= — NX — = —DPy —_— = —0Qz.
Ox Nx, oy M 0z Q=

La question est donc résolue pour le cas du point intérieur.

I1. Le point est extérieur & Uellipsoide. — Le cas de D'attrac-
tion d’un ellipsoide sur un point extérieur se ramene au précédent
au moyen du théoréme d’lvory.

Prévimivaires. — Calculons d’abord I'attraction d’un cylindre
de section infiniment petite sur un point extérieur.

e
h\ t”
»
AT =, TrdD Prid B
\ / .
\ / .
) , prad
\ Fd 4
‘\ 4 Pid
\ / ’
. -
1} / -,
) / e
) ’ 4
v lI I'
) , ,°
“ 'l -
L ‘<
) ’ rd
v/, ..
Py~ Fig. 215.

Soit dw la section d’un cylindre attirant AAN'BB’ et P le point
attiré (fig. 214.

Cherchons la composante de 'attraction parallele aux généra-
trices du cylindre.

La masse de I'élément dv est pdxdw, ou dxdw en prenant
o =1, elle produit au point M le potentiel :

dxdw

"
ct par suite on a pour la composante cherchée :

Oy

L d ( 1 N 1 1
I __j dx.dw. i \T) = dw <—T,H-—- T >

Supposons que P'attraction soit une fonction de la distance,
)

le potentiel sera repreésenté par une somme telle que :
Smz(r) ot 2 v

s r) est une fonction quelconque de r.
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262 POTENTIEL

La composante de I'attraction parallele a A\'sera alors :

ov d , .
T\Yzj‘dxdm A FELAL
=—dw /ad.\; :ll‘ 2 (r)

= dw|z{PB — o PN,
1 RS / T 8

Théoréme d’lvory. — Considérons maintenant un ellipsoide
d’axes a, b, ¢, attirant un point extérieur P. (x, v, z) (ig. 215 .

Fig. 215.

Décomposons l'ellipsoide en cylindres infiniment petits paralleles
a ox, L’attraction smivant ox sera d’apres ce qui précede :

X = [do 3 (PB, —3 (PA},

w

cette intégrale étant étendue i toute la surface E. Faisons passer

N

par P un ellipsoide E' d’axes a’, b’, ¢/ homofocala E, tel que

[

;|, U, l)/ == I)i"’ ('." == C‘.’

Transformons E en E'. En posant

XNisax, ve=2y, 7 =z
chaque point de E se transforme en son correspondant sur E'.
Le cylindre infiniment petit AB se transforme en un cylindre
infiniment petit A’'B’ de £/ parallele a ox; AA’, B et B’ sont des
puints correspondants. Soient de’ la section de ce nouveau
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ATTRACTION EXERCEE PAR UN ELLIPSOIDE 263
cvlindre. On sait, comme le montre du reste l'intégrale trans-
formée de fdx dy dz, que

v23 vol. AB. = vol. A’B'.
On a évidemment dans le cas présent
(1(: e ‘3\"(10).
Soit P’ le point correspondant de P dans le systeme des ellip-
soides homofocaux E,E’. La composante X’ suivant ox, de I'attrac-
tion de 'ellipsoide E’ sur le point P’ a pour expression

N = By [do [5(PB) — g (PA)]

Or, il résulte de la correspondance des points I, P'; A, A'; B, B’

(que :
P =DPB;P'A'=DPA
done
X'=3vX
o Y = avY

7 —= a8,

Tel esi le théoréme d’Ivory : — Connaissant Pattraction de
Pellipsoide K sur le point I’ intéricur, on en déduit au moyen
des formules (1) I'attraction exercée par I'ellipsoide E sur le point
P extérieur.

Ce théoreme s'applique quelle que soit la loi de 'attraction,
mais ce (ui suit résulte de la loi de Newton.

On peut exprimer ce théoréme autrement : soient X", Y, Z”
les composantes de l'attraction de E'sur P, on a:

-1 -1t g

A /S

\/ — 4 \ == % —7‘, ==
ov

En elfet, pour un point intérieur est proportionnelle
a X. Le point P étant sur la surface méme de E' peut étre traité
comme un point intéricur a cet ellipsoide. On a done

A xde M o

~ =g — %
X xde M

M et M points correspondants.
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264 POTENTIEL

donc
X'YT A

T e—— T — — 1‘3‘( —_—

N Y 2

On exprime ce résultat en disant que : les attractions des ellip-

soides E et E’ sur le point P sont dirigées suivant la méme

. droite et sont entre elles comme les masses ou comme les volumes
si les densités sont les mémes.

RemarQue. — Considérons les attractions de trois ellipsoides
homofocaux E, E’, E” sur un point P
‘fig. 216) de l'ellipsoide extérieur.
Les attractions de E et de E’ sur P
sont paralleles en direction et ont

g» des intensités proportionnelles aux
masses de E et E'; il en est de méme
pour E et E”, donc:

Fig. 216. Les attractions des ellipsoides ho-

mofocaux E et E” sur un point exté-

E”

rieur sont paralleles en direction et ont des intensités propor-
tionnelles a leurs masses.
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CUAPITRE IV

MECANIQUE DES FLUIDES

On appelle fluide parfait un corps dont toutes les molécules
peuvent glisser les unes sur les autres librement et sans résis-
tance.

La mécanique des fluides se divise en deux parties : I’hydros-
tatique qui traite de I'équilibre des fluides, et I’hydrodynamique
ut s’occupe du mouvement des fluides.

RemarQue.— Dans la nature, il n'existe pas de fluides parfaits ;
il y a toujours plus ou moins de résistance au déplacement rela-
tif des particules. Néanmoins cette résistance est suffisamment
petite pour que, dans une premiére approximation, on puisse
considérer les fluides naturels comme des fluides parfaits. Cette
approximation est du genre de celle que I'on fait en mécanique
rationnelle en considérant un corps solide comme ayant une forme
et une étendue invariables.

Parmi les fluides, on peut distinguer : les fluides incompres-

sibles ou liguides, et les fluides compressibles ou gas.
Remarere. — Les liquides naturels ne sont pas absolument

incompressibles ; mais on peut, dans une premiére approxima-
tion, les considérer comme tels et comme ayant par suite une
densité constante. La densité de ces corps varie aussi avec la
température.

Hydrostatique. — Action moléculaire. — Considérons deux
masses fluides quelconques M et M’ séparces par une surface S
(hig. 217). .

Cherchons la résultante des actions moléculaires de M sur M.

Cette résultante ne dépend que de la surface de séparation S,
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266 MECANIQUE DES FLUIDES

c’est-a-dire que si, au lieu des deux portions de fluide M et M/,
nous considérons deux autres portions de fluide N et N’ séparées
par la méme surlace S, laction de Ia
masse M sur la masse M’ est la méme que
I'action de la masse N sur la masse N’.

En effet, supposons qu’a la masse M on
ajoute la masse P, I'action de P sur M’ est
nulle, car ces deux portions de fluide sont
a des distances finies et les actions molé-
culaires ne s’exercent qu’a des distances
infiniment petites. Donc I'action de la masse
‘M + P} sur la masse M est la méme que celle de la masse M sur

Fig. 217,

la masse M'.

Supposons maintenant que nous divisions M
en deux portions M, et M, et M' également en
deux portions M{ et M; de telle sorte que la
surface S soit aussi partagée en deux portions S,
et 5,08, séparant M, de M; et S, séparant M,
de M, fig. 218). L’action de M, sur M; et I'ac-
tion de M, sur M; sont nulles, car ces masses
sont en contact par une ligne que 'on peut
regarder comme une surface de séparation
ifiniment petite. L'action de M M, sur
M{+ M, se raméne done a 'action de M, sur M| et de M, sur M.

Fig. 218,

Pression hydrostatique.— D’aprés ce qui précide, la résultante
de toutes les pressions (ui s’exercent sur la surface de séparation
S s’obtient en composant les pressions qui s'exercent sur les
surfaces particlles de séparation S, et S,.

Pour évaluer la pression sur la surface S, on décomposera
cette surlace en surfaces partielles, on calculera les pressions sur
chacune d’elles, et on cherchera leur résultante.

En choisissant les surfaces partielles infiniment petites, elles
peuvent étre l'egm'(l(-cs comme planes.

I'n résumé, la recherche de la pression sur une surface finie
se raméene i la recherche des pressions élémentaires.

Tutonkme. — Les actions exercées sur une surface plane,
admettent une résaltante unique normale a la surluce.
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PRESSION HYDROSTATIQUE 267

Un systeme de forces quelconques peut se ramener a une
composante N perpendiculaire au plan S et une composante T
dans le plan S (fig. 219), ou bien encore on peut ramener un
systeme de forces quelconques i une composante N perpendicu-
laire 4 S et & un couple dans '
le plan S.

Montrons que la compo-

sante T est nulle et qu’il n'y
a pas non plus de couple
dans le plan S. En suppo-
sant T différent de zéro,
lorsqu’on voudrait faire glis- J
ser la portion du fluide M

sur la portion M en sens

opposé a T, le travail de T serait négatif, il y aurait résistance au
glissement, ce qui est contraire a I’hypothése puisque nous rai-

N

Fig. 219.

sonnons sur un fluide parfait.

L’existence du couple est aussi inadmissible, car lorsqu’on vou-
drait faire glisser M sur M’ par un mouvement de rotation de
sens contraire a celui du couple, il y aurait encore un travail
résistant. '

En vertu du principe del'égalité de Paction et de la réaction,
la portion M’ exerce sur la portion M une action égale et oppo-
sée i N, soit — N. Ces deux forces doivent étre des pressions,
car si elles tendaient a éloigner M’ de M, I'équilibre serait
impossible puisque la résistance a I'extension est nulle.

L’action de M sur M’ se réduit donc a une pression normale au
plan de séparation S.

Conorramre. — 11 résulte de la qu'un fluide parfait est un
corps tel que les pressions moléculaires qu'il exerce sur des
éléments plans sont toujours normales a ces éléments.

Remareue. — Dans le cas des fluides naturels en équilibre la
direction de la pression sur les éléments plans differe de la nor-
male d'une (uantité inappréciable. On peut done, en hydrosta-
tique, supposer les pressions normales, et par conséquent traiter
les fluides naturels comme des fluides parfaits.
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Pression moyenne.— On appelle pression moyenne sur une sur-
face plane Sla pression normale N divisée par I'aire S de la surface.
Considérons le cas d’une aire infiniment petite do (fig. 220};
si p est la pression moyenne sur cet ¢lément de
surface de séparation ou pression au point M, la

pression totale sur I'élément sera pdew,
pde Soient x, y, z les coordonnées du centre de
gravité de I'élément M et «, 3 v les cosinus di-
recteurs de la normale a l'élément : P parait
dépendre a priori de x, v, z, o, 3, v, c’est-a-dire
de la position et de la direction de I'élément. On est ainsi con-

duit a écrire :

Fig. az20,

p=lix, ¥, 2,2, & 7).
Tuiorime. — Llintensité p de la pression en M est indépen-
dante de la direction de I'élément, c¢'est-a-dire de =z, 3,v. Clest

I'énoncé du principe de U'égalité de pression dans tous les sens, ou
principe de Pascal.

PrELimizaires. — Détachons du liquide une portion comprise
a l'intérieur d’un tétraedre ABCD (fig. 221).

Les arétes infiniment petites AB, AC, AD sont paralleles aux

axes de coordonnées et ont respec-
tivement pour mesure

dx, dy, dz.

Les arétes étant infiniment petites

B du premier ordre, les faces du té-

traedre sont des infiniment petits du
sccond ordre et son volume est du troisieme ordre.

Ce tétracdre est en équilibre sous Paction : 1° des forces
extérieures, 2° des pressions qui s’exercent sur les quatre faces.

Remarquons d’abord que les forces extérieures peuvent étre
négligées parce (u'elles sont infiniment petites par rapport aux
autres,

En cffet, les pressions sur les faces sont du second ordre, car
clles ont pour valeur pdw, p étant une quantité finie et do un
infiniment petit du second ordre.
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Les forces extérieures sont, par exemple, la pesanteur, dont
Paction sera représentée par gpv (g intensité de la pesanteur,
¢ densité de I'élément, toutes deux quantités finies, et v volume
du tétraedre infiniment petit du troisitme ordre). Il en sera de
méme pour les autres forces extérieures: la force centrifuge, par
exemple, a pour expression mo’r ; le produit o’ est une quantité
finie et la masse m du liquide contenu a I'intérieur du tétraedre
est un infiniment petit du troisieme ordre.

Il suffit donc d’écrire que les pressions se font équilibre.

DexoxsTrATION.— Soit p la pression moyenne sur la face BCD
dont les cosinus directeurs sont «, 3, y. Le tétraédre, étant infini-
ment petit, il est légitime de remplacer les coordonnées x,y,z
du centre de gravité de BCD par celles de A qui sont fixes et de
supposer toutes les pressions appliquées en A.

Soit p, la pression moyenne sur ACD et 1,0,0 ses cosinus direc-
teurs ; p, la pression moyenne sur BAD et 0, 1,0 ses cosinus direc-
teurs; p, la pression moyenne sur BAC et 0,0, 1 ses cosinus
directeurs,

Projetons ces forces sur I'axe des x et écrivons, puisqu'il y a
équilibre, que la somme des composantes est nulle.

La pression sur BCD est égale a p > BCD, elle est normale a
la face BCD;sa projection sur ox est donc p><BCD ><a. La
composante suivant ox de la pression sur la face ACD est la
pression elle-méme : p, >XACD. Les deux autres pressions sont
respectivement paralléles a oy et a oz, leurs projections sur ox
sont nulles, I'équilibre exige par suite que I'on ait

p « >< BCD = p, >< ACD.

L’aire ACD étant la projection de 'aire BCD sur le plan des yz,
on a
ACD=BCD < =,
d’olr
P="D»
de méme

P=P.=0Ps-

La pression p est donc indépendante de 2, 3,v, ce qui démontre
la proposition de Pascal.
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PRESSION HYDROSTATIQUE 251

seul a changé et est devenu x 4-dx. La surface de I'élément
est encore dy . dz. La pression totale sur I'élément \ B,CD,

est done (p—}— < (]\) dv. dz, elle se projette en vraie gran-

deur sur ox.
Ces deux pressions sur ABCD, et A\ B ,C D, sont opposées ;

leur résultante est égale i leur différence : —— op .dx. dy. dz. Celte

“dx

résultante doit faire équilibre a la composante des forces exté-
rieures paralléles a ox, cest-a-dire a z dx dy dzX. On doit done
avolr :

. dp
sdx dvdzX = dx dy dz.
\ 1Y l
dx
ou
. dp .
.SX _ - l_~
dX
2ar svmétrie, nous écrirons :
) dp ] dp ) dp i
1) _!.-;_-t“;x; I :5\; ———l ::SL,
' dx dy ‘ dz i

<

Ces trois équations permettent de calculer la pression hyvdros-
tatique en un point quelconque connaissant les forces extérieures
qui ugissent sur ce point ct la pression en un point donné.

es de niveau. — Supposons que X, Y, 7
soient les trois dérivées partielles d'une méme fonction V, on a :
dV dy dv

X:—d—;; \-:_—dy; /—'d/

En multipliantla premicre des équations (1) par dx, la deuxieme
par dy, la troisieme par dz et ajoutant, il vient :

i dp dx +dpd 3P

L4 dy —dx =~ dy 4+ —dz
~dx

d p _ dv dv dv
dx l dz J

Le premier membre de cette égalité est une diflérentielle
exacte, c’est dp. La parenthese est d'autre part égale a dV, par
suite 1’ cquqnon (1) donne :

dp = zdV.
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272 MECANIQUE DES FLUIDES

I.e second membre doit donc étre une différentielle exacte, ce
qui a lieu lorsque 3 est unc fonctionde V. Posons donc

£\
e =1V,

Représentons les surfaces de nigeau définies par la condition
V= C". Comme p est une fonction de V, et que celle-ci a une valeur
constante en tous les points d’une surface de niveau, il en est de
méme de la pression p. Donc les surfaces de niveau (qui sont
normales en chaque point a la force extérieure puisque dT=o
pour un déplacement sur de telles surfaces) sont des surfaces
de méme densité et de méme pression.

Cas d’un liquide pesant. — Un liquide est soumis a I'action de
la pesanteur seule. Les composantes des forces extérieures sui-
vant ox et oy sont nulles, X=o0, Y=0 et Z=g (I'axe des z est
vertical). Les équations (1) se réduisent a :

! dp d
dx dy dz ¢

La fonction des forces V a pour dérivée o par rapport a x et par
rapport v, et g par rapport a z, done

YV =gz

Les surlaces de niveau dans le cas d'un liquide exclusivement
pesant sont des plans horizontau.r.

Resaroue. — Comme dp =p5dV = ggdz, et que g est cons-
tant, 5 doit étre sculement fonction de z. 11 v a équilibre lorsque
la densité est constante sur un méme plan horizontal.

Surface libre. — Le¢ niveau libre doit étre une surface de
niveau ; si par exemple le liquide est contenu dans un vase
ouvert, la pression a la surface est la pression atmosphérique
qu’on peut considérer comme constante.

Dans le cas des liquides soumis a P'action de la pesanteur
seule, la surface libre est horizontale puisque les surfaces de
niveau sont horizontales.
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y

Cas d’un liquide pesant en rotation autour d’un axe. — L vase
entraine le liquide qu’il contient en tournant autour de oz avecla
vitesse angulaire uniforme o (fig. 223). Cherchons la figure
d'équilibre relatif du liquide par rapport au vase.

Le liquide peut étre considéré comme étant au repos et sou-
mis a I'action de deux forces, la pesanteur et
la force centrifuge. Pour'la pesanteur agis-
sant seule, nous avons trouvé les compo-
santes

z

X,=0, Y,=0, 7,=g.

La force centrifuge est dirigée suivant la
perpendiculaire abaissée sur oz du centre de 0
gravité de la masse m infiniment petite de
I’élément, elle est par suite horizontale,
donc Z,=o. L'intensité de cette force centrifuge est mw’r,
r étant la distance du point m a l'axe oz; elle est dirigée suivant
la perpendiculaire i oz et a pour composantes suivant ox et oy

Fig. 223.

m’wrcosz;  mw’rsinz
% étant l'unglc de ox avec la perpendiculaire abaissée de m
sur oz.

Soient o, r, z les coordonnées semi-polaires de m, on a :

X=rcos?®; Y==rsiny

-6

Les composantes de la [orce centrifuge suivant ox et oy sont

donc mew?x et mw’y; elles ont d'ailleurs pour expression mX,
et mY, dou

s e c__ 2.
X, = wx;  Y,=d%.
On adonc:
N=0n’x; Y=o’yv; L=g
par conséquent :
d d ) dp
P == uf"Fx ; P __ wisy g L =gs.
dx dy e dz v
POINCARE, Cinématique, 18
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Multiplions la premiére de ces équations par dx; la deuxieme
par dy ; la troisieme par dz et ajoutons, il vient :

dp = g[w’xdx 4w’y dy + gdz]

Posons dV =w? xdx 4+ w’vdy+gdz. L'intégration est possible
et donne :

9
. O \
V= (x4 ) + gz
-

Les surfaces de niveau étant définies par I'équation V=C", on
voit que ces surfaces sont des paraboloides de révolution autour
de oz.

En tous les points de I'un quelconque de ces paraboloides, la
densité est la méme ainsi que la pression.

La surface libre, qui est une surface de niveau, sera aussi un
paraboloide de révolution autour de I'axe de rotation.

La pression est donnée par une seule intégration. Si le liquide
est homogtne 3 est constant, on a alors

p=2V+ Do
Conditions d'équilibre dans le cas général. — Si les [acteurs X,
Y, Z ne sont pas les dérivées partielles d’une fonction V, 'expres-
sion.
Xdx+ Ydy+Zdz
n’est plus une différentielle totale exacte. Or, dans I'égalité

dp =X dx+ Y dy +pZ dz

le premier membre est une différentielle exacte; il doit donc
en ¢tre de méme du second, ce qui exige que les équations

diY) ., diY)  digZ)  d(pZ)  d(pX)

deX) _ .
dy — dx de — dy dx dz

solent satisfaites. S'il en est autrement, I'équilibre est impos-
sible.

Dans le cas d'un liquide homogéne ;= C'", par suite ’équi-
libre n’est possible que si Xdx 4 Ydy -+ Zdz est une différen-

ticlle exacte, ¢’est-a-dire s’il y a une fonction des forces.
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Exercices. — 1. Etant donnée une masse fluide homogeéne de
densité o, dont les différentes molécules s’attirent mutuellement
suivant la loi de Newton, calculer la pression en un point inté-
rieur quelconque.

Par raison de symétrie, la masse fluide prend la forme d’une
sphere, soit R son rayon. Isolons un
élément m (fig. 224) entourant le point
considéré M et, du point O comme 57>
centre, décrivons une seconde sphére
passant par M. La portion du fluide
comprise entre les deux sphéres n’a pas
d’action sur le point m qui lui est inté-
rieur. L’action de la masse fluide, con-
sidérée sur I’élément m, se réduit done B
. . I'ig 223,

a I'action de la sphére de rayon r, c’est-
a-dire a celle d’un point de méme masse placé en son centre.

mM{(

1-2 ?

.

L’action cherchée est donc égale a

f représentant 'action
de deux unités de masse séparées par une distance mesurée par
+
3

L’expression explicitée de l'attraction F sur I'élément m est

I'unité de longueur; et M la masse ——=r®s de la sphére agissante.

donc finalement — mﬂpfr. Sa projection sur I'axe des x s’obtient

3

en multipliant F par le cosinus de Pangle que forme le rayon
OM avec ox. Or, sile point o est'origine des coordonnées, le pro-
duitde r par ce cosinus est précisément I'abscisse du point m.
Cette projection étant d’autre part égale a mX, on a

; 4 . 4 .
mX =—- mrzf.x ou —X = -TT.‘DL X.
de méme
/ 4
. A . , A
\:———g-ﬁ‘il ), /4.::—-3—ﬁ‘3f.l,

X, ¥, z désignent les coordonnées du point considéré. Multi-
plions la premiére de ces équations par dx, la deuxieme par dy,
la troisieme par dz, ct ajoutons, il vient :

4
(1) NXdx+4+ Ydv 4 Zdz =— % mal (xdx 4 ydy +- zdz)
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L'équation x2+ y?+-z'=r?* donne
xdx 4+ ydy + zdz = rdr,

la parenthése peut doncétre remplacée par rdr. En introduisant
la fonction des forces V, I'équation précédente (1) s'écrit :

dV =— é =alr dr.
Comme d’autre part
dp=:zdV
on a
dp = —% =z rdy

d’oll en intégrant :

Pour déterminer la constante d'intégration c, supposons nulle
la pression sur la surface extéricure de la sphére. En faisant
p=o pourr=R on obtient

C = —
2
et I'expression de p devient :

2 .,
p= 3—11‘3'[‘ (R*—1?).

Cette équation montre que la pression en un point quelconque
intéricur est proportionnelle a R* —1r*. La pression p, au centre
correspond a la valeur r = o, donc

2
Po=1 = (R
Reyarque. — Supposons que la sphére ait méme volume et

méme densité moyenne que la terre, et cherchons la pression.
au centre de la terre en admettant que celle-ci est sphérique
et homogeéne, — ce qui n’a pas licu en réalité, la terre étant
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hétérogene et ayant la forme d’un ellipsoide de révolution aplati.
.M
R? ’

Soit g lintensité, de la pesanteur, on sait que g =

d’autre part, M désignant la masse totale de la terre, on a

4
M= T =5 R%.
et par suite
4

1 1 «2R?
P=yg& =73

gzR* est le poids d'un cube de densité 2, densité movenne de la
terre, et de coté R. En chiffres ronds R =6000 kilometres ou
6><10%em, et gs =5, done p ==15>< 10* atmospheres.
g: p ) I
II. — Une masse fluide homogéene, limitée par un ellipsoide
mog I P ,
supposée soumise a l'attraction newtonnienne est de plus ani-

mée d'un mouvement de rotation autour de I'axe des z. A quelle
condition cette figure est-elle une figure d’équilibre ?

Soit ax? 4 Bv* 4+vz' —=1, I'équation de lellipsoide. Isolons
a I'intérieur une masse infiniment petite m dont le centre de
gravité a pour coordonnées X, y, z. Les forces qui agissent sur
cette masse m sont I'attraction et la force centrifuge. Les compo-
santes de 'attraction suivant les axes ox, oy, oz sont :

— mNx; —mPyv;  —mQz.

Si la masse fluide tourne autour de oz avec une vitesse angu-
luire o constante, les composantes de la force centrifuge paralle-
lement aux axes sont :

mo?x, mo’y, 0.

En appelant toujours mX, mY, mZ, les composantes paralleles
aux axes de la résultante des forces, on a

»

N=— N—0vlx; Y=—(P—o))y; —2Z=Qz.
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En multipliant respectivement ces trois équations par dx, dy,
dz et ajoutant, il vient :

dV =— (N—o0?) xdx — (P — o?) ydy — Qzdz.
Par intégration, on a :

. N—w? | P—w? | Q .,
—V =SS

st I'on suppose nulle la constante d'intégration.
Les surfaces de niveau ont pour équation :

(1 (N—w?) x* 4 (P — o® yr+ Qz' =C".

Elle représente une série d'ellipsoides concentriques et homo-
thétiques entre eux. Il faut pour que I'ellipsoide donné soit une
figare d’équilibre qu'il fasse partic de la famille {1}, ce qui
exige (ue 'on ait :

2) N—o P—o’ Q

a "j ar

N, P, Q sont des coefficients que nous avons appris a calculer
en fonction de a, 3, v {page 257; les équations {2) sont des équa-
tions transcendantes, car N, P, Q s’expriment par des intégrales
clliptiques. Leur discussion est néanmoins assez facile, et elle
montre qu'on peut satisfaire aux conditions (2), soit par des ellip-
soides de révolution, soit par des ellipsoides a trois axes iné-
gaux qu'on appelle ellipsoides de Jacobi. Dans tous les cas les
surfaces de niveau sont homothétiques et concentriques a I'ellip-
soide limite.

EQUILIBRE DES FLUIDES SOUMIS SEULEMENT A L'ACTION
DE LA PESANTEUR

L’é¢quation qui donne la pression se simplifie beaucoup dans
le cus des liquides pesants car en supposant Paxe des z dirigé de
haut en bas on a

XN=0; Y=0; Z=g.

Dans ces conditions dp = sg dz.
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Pour ¢ constant cette équation donne immédiatement
P =P, + 282

p, ¢tant la pression dans le plan des xy.

Pratiquement on distingue deux cas : 1° cas d’un gaz enfermé
dans un récipient assez restreint pour que sa densité puisse &tre
considérée comme constante, et 2° cas d’un liquide.

Dans le cas d'un gaz, on peut souvent négliger o devant p et
par suite regarder la pression comme constante dans le réci-
pient.

P = Po-
Dans le cas d’un liquide p=1p, + 2 gz.

En prenant le niveau libre pour plan des xy, p, est ordinaire-
ment la pression atmosphérique.

Pression sur une surface finie. — Principe d’Archiméde. —
Si un corps solide est plongé dans un liquide, le systeme étant
au repos, il éprouve de la part de ce liquide une poussée dirigée
de bas en haut, égale et opposée au poids du liquide déplacé.

Démonstration intuitive. — Considérons d’abord une surface
fermée S tracée dans une région quel-
conque du liquide immobile.

Isolons la portion de liquide com-
prise a lintérieur de cette surface et
écrivons qu’elle est en équilibre.

Cette masse de liquide est soumisce a

0 X

son poids et aux pressions qui s’exer-
cent sur sa surface. Comme il y a équi-
libre les pressions élémentaires doivent
admettre une résultante unique égale et
directement opposée au poids du liquide
contenu dans la surface S (fig. 225;.

P

Fig. a223.

Supposons qu’un corps solide limité par une surface iden-
tique & S soit substitué au liquide considéré : les pressions qui
s’exercaient sur la surface s ne changent pas, elles doivent donc
encore avoir une résultante égale et directement opposée au

poids du liquide déplacé.
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Or, d’apres le lemme déja rappelé en faisant I' = pz, on a :

J‘b/‘pzzd(o :‘/,J‘jiz-g—z— dv.

. . Ip
Ces intégrales sont nulles puisque bl LI 0.
dx

En vertu du méme lemme le moment par rapport a oz est
nul. Donc les composantes des pressions élémentaires pa ralléles
a ox se détruisent. On verrait de méme que les composantes
paralleles a oy se détruisent également.

Evaluons maintenant la somme des projections des pressions
¢lémentaires sur oz, c’est

— /'J ‘p"'(lo)

ou d'apres le lemme de Green

[ o[ [0 = [ [ [t

(2 L5 L8

Le signe— montre que Ia résultante cherchée est dirigée de bas
en haut; sgdv est le poids de I'élément de volume otfj fgg(l\'
représente le poids du volume de liquide déplacé.

Déterminons un point de la résultante. Pour démontrer qu’elle
passe par le centre de gravité du fluide déplacé il suffit de faire
voir que la somme des moments des pressions par rapport aux
trois axes est nulle, le centre de gravité étant pris pour origine.
Or les pressions en question sont paralleles i oz, donc leurs
moments par rapport a oz sont nuls ; par rapport a ox le moment
de la force pyvdw est, en valeur absolue, pyvdw; la somme des.

sl
moments par rapport a ox est {J pyvdw, ce qui s'éerit d'apres
le lemme et en faisant
I =py:

S fossto <[ f [0 ar= [ [ rastrmsaf [ [sin

L % [ % v U [ 5

Daprés le choix de lorigine

a)

t/ ‘/.J'w\'dv =0, par suite /"/11) grdw = 0.
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parallele @ leur direction et égale a leur somme, c'est-i-dire a

puffdm ou pJA.

Cherchons le point d’application de cette résultante. Chacune des
composantes est proportionnelle a I'élément dw qu’elle sollicite;
en appliquant la regle de composition des forces paralleles on
voit que leur point d'application est le centre de gravité G de la
surface Q.

Pression sur une paroi courbe. — Pour une portion C de la
surlace courbe les pressions élémentaires n’étant pas paralleles
fig. 2271 n’auront pas en général de résultante unique.

Pour calculer les projections des pressions sur une droite D,

—_ D D
A {
( -_— C €«—
s |
¥Fig. a2as. Fig. 2a8.

construisons un cylindre ayant ses génératrices paralleles a D el
passant par le contour de la surface considérée fig. 228'; soit AB
une section droite de ce cyvlindre.

La surface (, le cylindre et sa section droite AB limitent une
surface fermcée. Les pressions qui s’exercent sur cette surlace
sont les pressions sur (, les pressions sur la surface cylin-
drique qui n’interviennent pas puisqu’elles sont normales a D,
enfin les pressions sur la surface plane AB.

Soit Q 'aire de la section droite AB la somme des pressions
élémentaires sur AB est p, Q.

Soit X la composante parallele a D des pressions qui s’exercent
sur la surface € {elles sont évidemment dirigées en sens contraire
des premicres) : la somme des composantes cherchées est par
suite

p.2 — X.

Il faut que cette pression soit nulle, car il vient d'étre établi
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294 MECANIQUE DES FLUIDES

que lorsqu’on nég]ige le poids du gaz, la somme des pressions
¢lémentaires sur une surface fermée est nulle; donce

pR2— X=0.

In conséquence la somme des composantes, paralléles a D,
des pressions élémentaires qui s’exercent sur une surface C est
¢gale a p, multiplié par la projection othogonale de la surlace
finie C sur un plan perpendiculaire a D.

Calculons maintenant la somme des moments des pressions,
pris par rapport a une droite quelconque D;

B

pour cela construisons la surface de révolu-
tion engendrée par la rotation de C autour
de D (tig. 229); isolons une portion de cette
surface, limitée par la surface C, une por-
tion de la surfuce de révolution, et une sec-
tion méridienne AB; les pressions qui s’exer-
cent sur cette surface lermée doivent nécessai-

¢ rement se [faire équilibre, par conséquent
Fig. 229, la somme algébrique de leurs moments par
apport a l'axe D est nulle; or ces mo-
ments se composent :

1° Du moment M des pressions qui s'exercent sur la surface C;

2° Des moments des pressions qui s’exercent sur la surlace de
révolution S.

Les moments du deuxiéme groupe sont tous nuls, car toutes
ces pressions normales a la surface rencontrent son axe D;

3° Du moment des pressions sur la surface plane AB d’aire Q.
Soit G son centre de gravité et GP la distance du centre de gra-
vité a la droite D. Ce moment est égal i — pQ GP. Le signe —
provient de ce (ue les pressions sur AB tendent a faire tourner
le corps en sens contraire des pressions sur C, on a done

M — pL!C‘F:_ 0.

Remaroue. — On peut présenter ce résultat sous une autre
forme, D’apres le théoreme de Guldin, le volume de la surface
de révolution S tout entiere est donné par la {formule

V_=Q.2=. GP
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ce qui permel d'¢erire :

M= v
: 2n
d’out ce théoréeme :
La somme des moments des pressions qui s’exercent sur une
surface C par rapport a une droite D est égale au produit de
P

-.)—0— par le volume de la surface de révolution engendrée par la

Fa

rotation de C autour de D.

Cas particulier. — Si la surlace C est une demi-sphire
(ig. 230), il y a une résultante unique. En effet, A
limitons la demi-sphére parle plan diamétral AB.
Les pressions qui s’exercent sur la surface fermée
ainsi définie se font équilibre. Or, la pression
sur AB est p,Q, Q désignant I'aire du grand cer-
cle AB. Les pressions élémentaires qui s’exer-
cent sur la demi-sphére doivent donc avoir une
résultante unique faisant équilibre a la résul-

tante des pressions sur la surface plane AB. 1l

Fig. 230.

suffit de remarquer d'aillecurs que toutes les pres-
sions élémentaires concourent au centre de la portion de sphere
donnée.

Ce résultat permet de calculer la pression a vainere dans I'ex-
périence des hémisphéres de Magdebourg.

II. Cas des liquides. — Soit un liquide enfermé dans un vase
et prenons le niveau libre fixe pour plan des xy; il est soumis
la pression atmosphérique p,.

La pression en un point du liquide situé ala profondeur z est
donnée par la formule

P =P, + pg%-

Changcons de plan des xy : posons z=12"— —r-)_"— et prenons
8
le plan horizontal z' = Po pour plan des xy. La pression en un
eYes v
0 , [}
point est alors donnée par la formule p = gz’

Le plan horizontal 2’ s’appelle le plan de charge. Tout se passe
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CENTRE DE PRESSION 287

surface cylindrique les pressions sont horizontales, leurs compo-
santes verticales sont donc nulles.

I n’y a alors qu'a s’occuper des composantes verticales des
pressions s’exercant sur la portion de plan AB, faisant 'angle 4
avec le plan des xy. Une pression élémentaire pdwa pour com-
posante verticale pcosdw. Les composantes verticales sont
paralléles entre elles et proportionnelles aux pressions correspon-
dantes.

Or, on sait que lorsqu’on fait tourner un systeme de forces
paralleles autour de leurs points d’application tout en conservant
leur parallélisme, et en luissant invariables les rapports de leurs
intensités, le point d’application de la résultante ne change pas ;
c'est le centre des forces paralléles.

Si donc on appelle R la pression totale sur la portion de plan
AB, la résultante de toutes les composantes verticales sera
R cos 8, et son point d’application sera C. Cette force doit faire
¢quilibre au poids du liquide contenu a l'intérieur du tronc de
cylindre. Le volume du tronc de cylindre est égal a sa section

oravité des

droite multipliée par la distance des centres de g

deux bases.
V=GGL A,
Le poids du tronc est égal a

GG 'A'B. g

Or,
(A'B) — ‘ABj cos b,
done
Rcosh—GG'. pgQcos b,
d’ol

R -GG 24Q.

GG’ est le z du centre de gravité G; 2¢.GG’ est la pression
au point G, donce

R == Q >< pression en G.

Paradoxe hydrostatique. — Pour qu’il v ait équilibre il faut
que le centre de pression C et le centre de gravité T du trone de
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cylindre soient sur une méme verticale. Dans le cas particulier
ou le plan P est horizontal {fig. 232), le tronc

A 1 B de cylindre devient un cylindre droit ; T est au
milieu de GG'. Le centre de pression C est en G
centre de gravité de la base. La pression totale

I est égale a la base du cylindre multipliée par

ogz.
ijD:\ns le cas d'un vase dont le fond a une
surface plus grande que le haut, la pression sur
A th 5 lfa ffmd est plus grnnd? que le poids total du
Fig‘.‘a'}z. liquide, et cependant si on met le vase sur le
plateau d’une balance on ne trouve que le poids

du liquide; ce qui s’explique facilement puisqu’une partie de Iu
pression sur AB est contre-balancée
par la pression sur CD et sur EF

(fig. 233). ¢ D 3
C’est en cela que consiste le para- T
doxe ])ydrostatique. |
Y
Moment de la pression. — Pro- A B
’ pre : Fig. 233.

posons-nous de calculer le moment
de la pression résultante R (ﬁg. 234) par rapport a la droite D,
intersection du plan P et du plan des xy. La pression R appli-

(zy) N D

T
|
|
I
|
|
|
|

quée est normale au plan P, son bras de levier est CD, son
moment est donc

R.CD.
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Le moment total des pressions élémentaires a d’ailleurs pour

expression
) | [pdo.AD.

Il faut évaluer AD. Soient ; et v, les coordonnées du point A

dans le plan P.
En prenant la droite D pour axe des %, on a AD =7. Comme

rwwry . 4 7 P AN e R
p=3:g>X<XAN= pg.'q.smﬁ ; Iintégrale (1" peut s'¢erire :

sgsin Q.f.f"/,“’(l(-).

Or 7*dw est le moment d'inertie de dw par rapport a D, Vinté-

grale 2 dw est le moment d’inertie xy A B

de la surface AB par rapport a D.
Donc, le moment de la pression qui
s'excrce sur une surface plane Q, rap-
porté a D est égal au produit du mo- A
ment d’inertie de @ par pg sin 0.

2° La surface pressée est courbe. — A
Dans le cas d'une surface courbe les

pressions élémentaires n’ont plus en
général de résultante unique ; on peut
se proposer toutefois de rechercher la
somme des projections de ces pressions sur une droite quel-

Fig. 235,

conque.

Calculons d’abord la somme des projections des pressions élé-
mentaires sur la verticale. Pour cela prenons pour surface libre
le plan de charge et soit C la surface courbe considérée {fig. 235).
Construisons un cylindre ayant des génératrices verticales ct
passant par le contour de C. Pour la surface fermée ainsi
obtenue, la somme des composantes verticales des pressions
élémentaires doit faire équilibre au poids du liquide contenu &
I'intérieur du volume qu'elle limite. Or, les pressions sur A'B’
sont nulles ; les pressions sur la surface cylindrique étant hori-
zontales ont des composantes verticales nulles. Reste alors les
composantes verticales des pressions sur la surface C dont la

poINCARE, Cinématique. 19
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dérons d'abord un axe vertical D et soit C, la portion de surflace
considérée (fig. 237).

Construisons une surface de révolution S ayant pour axe D et
passant par le contour de Faire C. Soit A’B’ une surfyce plane
méridienne ; M la somme des moments des pressions élémen-
taires sur C; u la somme des moments des pressions élémen-
taires en A’B’. Comme A'B’ est une surface plane, on sait
trouver son centre de pression ct la pression elle-méme, ce qui
détermine u.

D’apres le principe d'Archimede la somme algébrique des
moments des pressions élémentaires doit étre égale au moment
du poids du liquide contenu dans le volume envisagé. Or, le
moment du poids du liquide est nul car le poids est parallele a
D. La somme des moments des pressions ¢lémentaires est done
nulle, par suite

Les moments des pressions latérales sont nuls, car étant nor-
males a la surface de révolution ces pressions rencontrent 'axe.
D’ou le théoréme : la somme des moments des pressions relative
a une surface courbe par rapport a un axe vertical est égale au
moment des pressions qui s’exercent sur la surface méridienne
de la surface de révolution.

Recherche analytique du centre de pression. — Considérons
une por.tion Q d’un plan P (fig. 234), qui D
fait I'angle 6 avec un plan horizontal,
soit dw I'élément infiniment petitde cette 4’ A
surface plane qui entoure le point A. Me- C
nons la verticale du point A, soit A’ le
point ol clle perce le plan de charge pris
pour plan des xy.

Soient v et £, les coordonnées du
point A dans le plan P, en prenant pour
axe des ¢ la droite d’intersection du plan P et du plan des xy,
pour axe des 7 la droite d'intersection du plan P et du
plan des xz et pour axe des z une perpendiculaire a cette
droite.

D
Fig. a37.
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On a
AD=7v, etz=A\N =7 sinf.

La pression hydrostatique au point A est
p=psgz ou p=o gy, sinl.

La prcssion totale sur Q est donnée par la formule

(1) R:f.fpd(-);

Cette intégrale étant étendue a toute la portion considérée sur
le plan P. L’intégrale (1) peut encore s’écrire

R= ffpg'r, sinfido  ou pg7, Qsinf,

Sos To, sont les coordonnées du centre de gravité de la sur-
face Q et pg7,sinf mesure la pression hydrostatique au centre
de gravité de la portion de plan Q. Donc la pression totale
exercée sur une surface plane est égale a l'aire de cette surluce
multipliée par la pression relative a son centre de gravité.

Soient &, 7,,, les coordonnées dans le plan P du point d’appli-
cation de la pression. On a

3 -———-ffp’;'dw = g sin QfE'r,dm
7, R ::ffp'r‘dw = pgsin Gf‘r,’dm.

f‘r,*dw est le moment d’inertie de la section par rapport a Ia

droite D; ogsinf et R sont des quantités connues, cette derniere
formule donne ainsi 4,. Elle s’applique encore dans le cas d’une

paroi verticale §=90° : la construction géométrique est alors
illusoire.

Somme des moments des pressions par rapport 4 un axe
horizontal. — Soit D I'axe horizontal (fig. 229). D’aprés le prin-
cipe d’Archiméde, les pressions sur cette surface doivent faire
équilibre au poids du liquide qu’elle contient.

Le moment du poids de ce liquide par rapport a D doit donc
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¢tre égal a la somme des moments des pressions élémentaires :
soit M cette somme, en prenant D pour axe des x; on a

M=ggV.y,

X,y Yor Z, sont les coordonnées du centre de gravité du volume
limité par la portion de surface de révolution considérée. Les
pressions sur la face plane AB sont nulles, car on suppose que le
plan des xy coincide avec le plan de charge; la somme des
moments de ces pressions é¢lémentaires est donc nulle; il en est
de méme de tous les moments des pressions élémentaires qui
s’exercent sur la portion de surlace AA'BB’, car toutes ces pres-
sions rencontrent 'axe. Le terme M se¢ réduit donc a la somme
des moments des pressions qui s’exercent sur la portion donnée
de surlace courbe c.

On voit que la recherche de la somme des moments M est
ramenée a l'évaluation du volume V et des coordonnées (x,v,z)
du centre de gravité G de ce volume.

Exercice. — Pression sur une demi-sphere. — Considérons le
plan diamétral AB qui limite la demi-spheére, et prenons pour
plan du tableau le plan vertical gqni lui est perpendiculaire, le

Fig. 238.

plan des xy est le plan de charge. On connait le centre dela
sphere, son rayon R, et I'angle § que forme le plan diamétral
limite avec le plan horizontal.

La pression sur le plan diamétral AB, augmentée de la pres-
sion sur la surface sphérique, fait équilibre au poids du liquide
contenu dans la demi-sphére; donc, la pression sur la demi-
sphére s’obtient en composant le poids du liquide changé de
signe avec la pression sur la surface plane AB changée de sens.

Ces deux forces sont dans le plan du tableau, qui est un plan
de symétrie; donc elles se rencontrent et admettent par suite
une résultante.
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Le poids du liquide contenu dans la demi-sphéere a pour
expression 3 =R%p g et est vertical.

La pression sur AB a pour expression zR’pgz et est perpen-
diculaire au plan AB.
La résultante de ces deux forces a donc pour intensité

2 _\* 2
R27:pg\/(—3— R) —{—zz+2—§-cos f.z R.

Son point d’application s'obtiendrait en prenant la somme
des moments des pressions élémentaires par rapport a trois
axes, I'un vertical et les deux autres horizontaux.

FORMULE BAROMETRIQUE

On appelle formule barométrique une relation entre les indi-
cations d’un barométre consulté en deux stations M, et M et les
altitudes r, et r des deux stations placées sur la méme verticale
ou sur des verticales trés voisines.

La valeur g de I'intensité de la pesanteur en un lieu varie en
raison inverse du carré de sa distance au centre de la terre de
rayon a, et dépend d’autre part de la latitude du lieu.

Désignons par (g), (p), () I'intensité de la pesanteur, la pres-
sion atmosphérique et la densité de I'air au point M,; puis par
g, P, ¢ les mémes quantités au point M.

En exprimant que l'intensité de la pesanteur varie en raison
inverse du carré de la distance du point considéré au centre de
la terre, on a

2
1 g :( a ) .
(1) (g) a—-r

Une deuxiéme relation est fournie par l'équation fonda-
mentale de '’hydrostatique; I'atmosphére étant supposée en
équilibre on peut écrire :

dy =9(1T.
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Dans le cas actuel V=—gr et —=-—g, par suite

dz
dp =— Pgdr.
On a établi d’autre part en physique la relation

(3) L
—+ at

dans laquelle K est une constante, p la pression, t la tempéra-
ture au point considéré et a le coeflicient de dilatation de 1'air.

I1 faudrait pour expliciter le calcul faire intervenir la loi de
variation des températures avec I'altitude ; cette loi est inconnue,
mais les différentes altitudes 2 mesurer étant faibles, on commet
une erreur peu grave, en supposant la température constante et

t,-t

égale a 53— moyenne arithmétique des températures aux

stations M, et M. La formule (3) serait alors

6= Kp :
=iy
Daprés (1) et (3) on a
P=" 1+l:l()f):}_‘->( "‘1"> "
ou
.ipp._[i —1—%— (t0—+—t,)]=—- K (g)a® —(IT(:_P—”T

Intégrant entre les limites qui correspondent aux deux sta-
tions M et M, il vient :

_P =z - [ 1
L1+ o | =K@ [

ou bien encore

L—p—-(1+ f_oii)z_x a—t K -—
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_ 1 () t,+t, ry 1

Calculons la pression p qui correspond a la hauteur baromé-
trique h (ramenée a 09). En désignant par o, lIa densité du mer-
cure a 0°, on a

N TR Iy R o e -
p=hag:  (p,=(hp 8);
d'ou

p Vi { ‘o
LB ) ) )
P hg h g

La relation d’attraction donne :

d’ou

r . . r . . . Yo e
Comme — est tres petit, 1—}—- — est trés voisin de Punité et
i a

HY

r . ..
L(l-—}»-—) est tres voisin de 0, on peut donc le remplacer
a

r ..
Pill‘ — . Dans ces CO]Idlthl]S on a

(l
‘h" N T t -t ]( r i
i N ) UL Y —_— .
r—[l. h == a][1+7’ 2 I+ a>l\'\'g;

Soient [g] 'intensité de la pesanteur i la latitude 450 et & la
latitude du licu.
On sait (ue

<o

~Tol il — B cos2W
5 (L —3cos2y),

N

8

par suite

[—

|
/ 4} 90
= I 4 3cos24),

(g) (g

ce qui permet d'écrire :

[y (h) o0 < ,>[ t,4t, Tl 4 3cos2d)
r_[l‘———h +2 (1 f 1 e 2 ] Kl

~
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2

T . 9 ro.
En négligeant le terme en —- il reste :
a

1_[L-— 1+ >+‘)—] | t°_;t')l\wlgj’l+»ms .
l

En passant des logarithmes népériens aux logurithmes val-
gaires au moyen du module 7., il vient :

o o r 2 r t+t]
e () e

’ LYK
1+ 3cos24d).
En réduisant en un seul les facteurs connus et les remplacant

par leur valeur numérique, on a

1:183"5(”"[1—{—000‘784.) cos 24) '1 4+ 0,004 ——— t+t ]

[log f}: (1+j_;)+0,868589%]

Le coclficient de dilatation des gaz secs est 0,00367; on tient
compte de la vapeur d’eau en remarquant que la densité de l'air
atmosphérique décroit lorsque son état hygrométrique aug-
mente. Comme l'air est en général d’autant plus humide qu'il est
plus chaud, tout se passe a fort peu pres, comme si le coefficient
de dilatation était augmenté, aussi prend-on pour coelficient
de dilatation 0,004; le binome de dilatation qui entre dans la
formule devient alors
20+t

L+ 1000 "’

on peut donc enfin écrire

r — 18336 [1 - 0,002843 cos 24" [1 40,002 t, 4t
[log i::_(l i %>+ 0,868589 ”l.“]

, Y )
On mesure d’abord == ¢t on culcule le logm'lllune de ce

h

rapport; pws on mesure t, et t, aprées quoion calcule cos 2.
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. T
Calcul de r. — Tout est connu dans la formule excepté —;
d
. r ..
dans un premier calcul on suppose —=—=o. Ayant ainsi une
a

» r 13 »
valeur approchée de r, on calcule — , ce qui permet de déter-
a .

miner une seconde valeur plus exacte pour r; on continue ce
calcul d’approximations successives, jusqu’'a ce qu’on ait trouveé

une valeur r suffisamment approchée, on prend pour a le rayon
moyen de la terre.

CONDITIONS D’EQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS

Gexgravitiés.— Considérons un corps flottant S (fig. 239) soit XY
- le niveau libre du liquide. Le corps
est soumis 4 deux forces : 1° a son
poids P qui est une force verticale
dirigée de haut en bas et appliquée
au centre de gravité G du solide
flottant; 2° 4 la poussée = égale au
poids du liquide déplacé, appliquée
au centre de gravité C du volume de
liquide déplacé et dirigée verticale-
ment de bas en haut. Le point d'ap-
P plication C s’appelle encore centre
Fig. 239. de poussée et centre de caréne.
Pour léquilibre, il faut que les
deux forces P et = soient égales et directement opposées, ce
qui exige que CG soit une verticale et que

P=Vsg car =m=Vpg,

P est le poids du corps, V le volume de la partie immergée, > la
densité du fluide et g I'accélération de la pesanteur.

Définition de la surface de caréne. — Imaginons un plan AB
(fig. 240) limitant dans le corps flottant un volume V dont le
centre de gravité est au point C. Si le plan AB se déplace en
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détachant constamment le volume V, le point C décrit une sur-
face appelée surfuce de caréne. Si I'on incline le corps flottant
de maniére a faire coincider I'un des plans tels que AB avec la
surface libre du liquide, le volume immergé est égal a ABP
et le point C devient le centre de poussée ou de caréne corres-
pondant.

On peut donc dire que la surface de caréne est une surface

Fig. 2j0.

invariablement liée au corps solide et sur laquelle se trouve tou-
jours le centre de pousséc lorsque le volume plongé est égal
aV.

TutorkMe. — Le plan tangent en un point C de la surface de
caréne est parallele au plan AB correspondant.

Soient CD {fig. 240) le plan mené par C parallelement a AB et C’
le centre de poussée relatif a un plan A'B’ infiniment voisin de AB
et tel que

vol. APB = vol. A'PB’.

Désignons par O la droite d’'intersection des deux plans AB,
A'B’ et par 0 leur angle. Le plan CD est tangent a la surface de
caréne au point C si la distance C'H est un infiniment petit du
second ordre, CC’ étant du premier.

On voit qu'il en est bien ainsi en appliquant le théoréme des
moments par rappqrt au plan CD.

Envisageons d’abord un volume V de centre de gravité G par-
tagé en volumes partiels v,v/,v"... de centre de gravité g,g’,g"...;
soient de plus D, d, d’,d"... les distances respectives de ces points
a un plan quelconque.
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On a
(1) \" . E\'
ct
(2) YD === ¥vd.

Cette derniére relation exprime que le moment du volume
total par rapport a un plan est égal 4 la somme des moments
des volumes partiels par rapport au méme plan,

Dans le cas actuel

vol. A’PB’ = vol. APB -+ vol. BOB’ — vol. AOY/,
le moment du volume A'PB’ par rapport au plan CD est égal a
C'H.Y. Donc :
CTIL V=2M'APB +4 M'BOB’ — M*AO.".
Comme vol. APB==vol. A'PB/, ona
vol. AOA’ =vol. BOB' =v.

Soient g (fig. 241)le centre de gravité du volume BOB’, g’ celui
de AON et d la distance des deux plans AB et CD.

|
i
|
Id

i

I

]

) -
C D

Fig. 231,

Par rapport au p-lan CD onaen désignunt par h et h' les pro-
jections de g et g’ sur AB :

M'APB=0, M'BOB'=v (d —{—gu , M'AON =v (d—g'h).

Done

CH.V=v (d4gh) — v (d — g/} =4 v (gh 4+ g'h').

Or v, E et g—l;’, ouv et @%—ET\ sont des infiniment petits
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du premier ordre, par suite le produit v(gh - g'h’) ou C'HV
est du second ordre, d’ou il résulte que C'Il est du second ordre
puisque V est une quantité finie.

TukorgEME. — La surface de carene est une surface convexe.
En effet, la relation
—_ —_ - —— ."_h— ,hl
CH.V=v(gh+4g'l') donne C'll =v —{;{;—/L
Or, d’apres leur définition, les qhantités V,v, gh et g'h’ sont
positives, donc C'II est une distance positive. Cela montre que le
point C' est toujours avec AB d’'un méme c6té par rapport au plan

tangent CD a la surface de caréne; donc la surface de caréne est
convexe.

Recherche des positions d’équilibre du corps. — Dans le cas ou
le plan AB coincide avec le niveau libre du liquide le plan tan-
gent a la surface de caréne au centre de poussée est paralléle a

ce niveau. Pour I'équilibre, V ayant été calculé de maniére que
)

vol. APB ==V=°l—, il faut que la droite GC soit verticale, c’est-
i-dire normale en C & la surface de cargne.

Donc, ayant construit la surface de caréne, on méenera du point
G les normales a cette surface et chacune d’elles, rendue verticale,
fournira une position d’équilibre du corps.

Le nombre des positions d’équilibre est par suite égal au
nombre des normales a la surface de caréne qui passent par le
centre de gravité du corps flottant.

Condition de stabilité de 1’équilibre. — P’réliminuires. — Rap-
pelons d’abord une propriété générale des surfaces convexes.
Soient S (fig. 242) une surface convexe, G un point de I'espace,
GM un rayon vecteur quelconque de S
par rapport au point G et GP la per- /
pendiculaire abaissée de G sur le plan
tangent mené a la surface au point M. S
La distance GP est considérée comme
positive ou comme négative suivant
que la surface et le point G ne sont pas séparés ou le

M
<

R q"

,
}
.

-
-
-

Qe=- =

Fig. 252,
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sont par le plan tangent MT. Dans le cas de la figure, on
aGP> 0.

Tutorkme. — Le minimum de GP correspond a la mé¢me posi-
tion de la tangente que celui du rayon vecteur GM.

Le point G étant pris pour origine des coordonnées, 1'équa-
tion du plan tangent au point M (x, y, z) de la surface est :

Z

2—p X —x 4 q Y —yl.
D’autre part

GM =414 2%

Z— pX—qVv 1

dgprg — e d+p+q

GP =

Cherchons le minimum des deux fonctions GM et GP.

Pour le maximum, ou le minimum de GM?, il faut que

2. GM’ ANOh R
— =0 et ———=0.
ox oy
Prenons GM pour axe des z, les coordonnées de M sont
alors x=y =10. Donc les relations
O GM o
—_—— e L X YA .
0x P
3.GM D
e 2v+2zq seréduisenta
O.GM a.GN
dx —-ZP""O_}.—-— zq

l.es conditions de maximum ou de minimum deviennent :
p=0, ¢=0. Or Péquation du plan tangent au point M est :
pPX+qY — (Z—2z) =0,
ourl=z
pour p=0, q=0.
Dans le cas d’'un minimum ou d’un maximum de GM le plan

tangent en M a la surface est paralléle au plan xoy et par suite
GM est normale i la surface.
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.. 0 )

Passons a GP. Les conditions o (G I’): 0, v (G P) =0

donnent
pr+qs=0; ps+q=0.

Si rt—s*=0 le systeme est indéterminé, mais ce cas est i
l'ejetel', la surface étant supposée convexe.

Pour rt —s*< 0, on a un seul systtme de solution a savoir
p=q== 0. Il exprime que si GP est

. . 4\1
maximum ou minimum, GM est nor-
male & la surface au point M. Par suite, 4
dans le cas du minimum de GP et de i

GM, GP se confond avec GM sur la nor-

male au point M.

Intervenfion des centres de courbure xC
principaux. — Soient S (fig. 243) la

S
surface, G un point quelconque, GM M T
une normale 2 S. Choisissons comme \LG
axe positif des z la portion Mz de la . )

Fig. 243.

normale GM, vers laquelle la surface
tourne sa concavité au point M. Alors les centres de courbure
principaux C, (' seront au-dessus de M. En prenant M comme
origine, et les deux plans des sections principales en ce point
comme plans des xz et des yz, on a:

1

S=0, lh:ﬁ(,—" t:—‘\—l-(—:—l-et

r>0, t>0.
GM sera minimum si, ayant développé cette quantité suivant

les puissances croissantes de x et de y par la formule de Mac-
Laurin, les termes du premier degré disparaissent, ceux du second
degré étant positifs, on a en posant GM = z,

1 .
L= z,+ (px—+qy) + -5 (rx* 4 2sxy 4 ty?) + ...
Or pour x=y=0, p=0, q=0; de plus on a vu que s =0,
il vient donc: '

z=zu—{—% (rx* 4-ty?) +-...
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construire la surface de carene et du centre de gravité G mener
les différentes normales ; le corps est en équilibre lorsque 1'une
de ces normales est verticale et le volume immergé égal a V.
Il faut distinguer de plus si ’équilibre est stable ou instable.
Les conditiondde stabilité sont définies par le théoréme suivant :

TuéorkMe. — Lorsqu’un systeme mécanique quelconque est
soumis a 'action de la pesanteur, la condition nécessaire et sul-
fisante de stabilité de I'équilibre est que le centre de gravité du
systeme soit le plus bas possible, c’est-a-dire plus bas dans la
position d’équilibre que dans les positions infiniment voisines.

Chercher les positions d’équilibre stable, c’est donc chercher
le minimum du moment du poids du systéme par rapport a un
plan horizontal, celui des x y par exemple.

Tutorime. — Le moment du liquide et du corps solide par
rapport a un plan horizontal est minimum pour une translation
verticale lorsque le fluide déplacé a méme poids que le corps.

Prenons pour plan horizontal des xy la surface libre du liquide
lorsque le volume immergé est V.

Calculons le moment total qui se compose du moment du

Fig. 253.

liquide et du moment du corps solide, par rapport au plan desxy;
le liquide occupe le volume (HKL — ABP) ou KL —Y)
(fig. 244).

La condition ¢g =1 permet d’écrive :

Moment du liquide = momentde HKL

moment de AB!P;
or, on a en désignant par Z le 7 du centre de caréne C

roINCARE. Cinématique. 20
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En appelant encore G= la distance du centre de gravité G
au plan horizontal passant par ¢, on a :

M=u—+4V. G= + moment IIH'KK’ — moment QRAB.

Or, le volume HH'KK’ est au-dessus du plan des xy, son
moment est positif; au contraire, le moment du volume QRAB
est négatif , car QRAB est au-dessous du plan des xy, par suite :

Moment HIFKK'— moment QRAB est essentiellement positif.
Donc lorsque le volume immergé est plus grand que V, le
moment total du systeme est plus grand que w —+ V.G=.

On arriverait au méme résultat, et de la méme maniere, en
supposant que le corps émerge au lieu de s’enfoncer.

CoroLrairE. — En donnant diverses positions au corps solide
le volume V restant constant, le moment total M varie. Comme u
est constant et que M = u + V>< G=%, les minimums de M ont
lieu en méme temps que les minimums de G=. Donc au lieu de
déterminer les différentes positions d'équilibre stable par les
minimums de M, on pourrales déterminer par les minimums

de G=.

Recherche des positions d’équilibre stable. — Lorsque le plan AB
est horizontal, le plan tangent i la surface de carene au point
C est horizontal ; G est donc la distance du point G, centre de
gravité du corps flottant, au plan tangent a la surface de caréne.

La recherche des positions d’équilibre stable revient donc a
construire les normales menées du point G a la surface de caréne
qui correspondent a un minimum de la distance du point G au
plan tangent a la surface a leur pied.

TuéonkMe. — Il y a toujours une position d’équilibre stable.

En effet, la surface de caréne est une surface fermée; par con-
séquent parmi les rayons vecteurs menés du point G a la surface
il ven a toujours un plus petit que les autres. D’autre part au
rayon vecteur minimum correspond une normale minimum, done
il y a toujours une position d’équilibre stable.

Construction des métacentres. — Soit S la surfuce de caréne,
G le centre de gru\'ité du corps tlottant et GC une normale a S
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(fig. 246). Quelle est la condition pour que GC soit minimum?

Désignons par w et ' les métacentres relatils au point C de la
surface S. Dans la position d’équilibre correspondant a la nor-
male GC, cette normale GC est verticale et les métacentres u
et p' sont tous deux au-dessus de C car la surface de carene
tourne sa concavité vers le haut.

Pour que GC soit minimum il faut et il suffit que le point G
soit au-dessous des métacentres (p. 303).

Pour construire les métacentres il faut connaitre les rayons de
VA

[o}

Fig. 236. .
Fig. 24-.

courbure principaux de la surface de cartne en C. A cet effet,

prenons pour plan des xy le plan tangent en C et pour autres

plans des xz et des yz les deux plans des sections normales prin-

cipales (fig. 247). L’équation de la surface est alors :

| B .
Z=—5- (rx*— tv?) -+ ...
Au point C, 1 ités x, y !
Au point C, les quantités x, y, z, p, ( et s sont nulles; — et
r

1
— sont les rayons de courbure principaux a l'origine.

Considérons maintenant sur la surface un point C’infiniment
voisin du point C. Six et y sont des infiniment petits du premier
ordre, z est du second ordre, on peut donc écrire, en négligeant
les infiniment petits d’ordre supérieur :

|~

z = —— (rx* 4-ty?).
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Menons la normale en C/, et soit § 'angle qu’elle fait avece la
normale en ¢ qui est 'axe des z, on a :

P+ gt =tg*9,
p et q sont des infiniment petits du premier ordre.
p=rx—4...; q=ty—+...

L’équation p’+ q*=tg*0; devient, en négligeant les infini-
ment petits d’ordre supérieur au second :

x4 yr=tg? 0 =0,

puisque § est infiniment petit et comme C'H =1z est la distance
de C’ au plan xoy tangent en C, on a :

2C'H rx? - ty?

(42 - l‘z.\z—-}—l’_y’

L.e second membre de ’équation reste compris entre les deux
1 1 . .
ravons de courbure — et T’ 1l en est par suite de méme du
) T
premier.

20'H

“a\s

Calcul du rapport TR

zontal qui détache du corps flottant un volume V, soit C le
centre de gravité de ce volume, le plan tangent en ce point a
la surface de carcne est horizontal.

Considérons un second plan A'B’ faisant un angle infiniment
petit avec AB. Soit (' le centre de gravité du volume A'B'P, la
normale a la surfuce de caréne en C' étant normale au plan A'D/,
fait avec la normale en C un angle égal a §. Abaissons la
perpendiculaire sur le plan tangent en C et calculons le rapport
2C'H
_—(jz—
rayons de courbure principaux de la surface au point C.

Démontrons d’abord que la droite O d'intersection des deux
plans AB, A’'B’ passe par le centre de gravité G de la section
AB d'aire @ (fig. 24Y), et cela en écrivant que les volumes

Soit AB ifig. 248) un plan hori-

, dont le maximum et le minimum donnent les deux
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10 MECANIQUE DES FLUIDES

A'B'P et ABP sont égaux ou encore que les volumes OB'B et
OA’A sont égaux et de signes contraires. Décomposons AB en
éléments infiniment petits dw, et menons les cylindres verticaux
avant ces éléments pour bases, soit E le centre de gravité de

Fig. 248. Fig. 239.

I'un des éléments et D le point d'intersection du plan A'B’ et de
la verticale du point E.

Les volumes AA'O, BB'O sont ainsi décomposés en petils
cylindres de volume dw><DE.

Evaluons DE. Si EE’ est la distance du point E a la ligne
d’intersection O, ona : DE = §.EF’.

En écrivant que la somme algébrique de tous ces prismes ou

cvlindres est nulle, on a :

f‘))([?l?’dm:O, ou fE—E’dw:O.

Cette équation exprime que le moment de la surface € par
rapport a la droite d’intersection O est nul ou encore que cette
droite passe par le centre de gravité G de ©.

Calculons C'H en prenant les moments par rapport au plan
horizontal CH.

L.e moment du volume A’B’P par rapport & CH est V.C’'H.” 11
est égal au moment du volume ABP augmenté du moment du
volume OBB’; mais le moment du volume ABP est nul puisque

le plan CH passe par son centre de gravité. Donc M'A'B'P =
M'DBB'.
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Reprenons les cylindres définis plus haut de volume 0.EE . dw.
Pour avoir le moment d’un de ces cylindres, il faut multiplier
son volume par la distance de son centre de gravité au plan C'H.
Le centre de gravité de ce cylindre est au milieu de DE, son z
est égal au z du point E plus la moitié de la hauteur h du cyvlindre.
Or, le z de E est constant et égal a ¢, le plan AB étant hori-

HEL’

zunt‘al. Le z du centre de gravité est donc ¢ —5— > par
suite
\, el ‘.—‘:-—,, - GE :I
.(,ll:f).l,h 0+—2—-— do,
ou

— hLE™
v.CIr :afm-:l':/dm+fi;— do.

La premiére intégrale est nulle, car / EE. do =o.
— 1,
Il reste alors V.CH= - ’JleE"‘2 dw.

L'intégrale [ EE” dw mesure par définition le moment d’iner-

tie de la surface AB par rapport a la droite d'intersection OO ;
on adonc 2V.CH == h1, d’ou :

2C'H 1
7V G
Les rayons de courbure principaux sont donc respec-
. : : . I T
tivement égaux au maximum et au minimum de V-

Pour les droites qui passent par le centre de gravité, 1¢

les moments d'inertic présentent un maximum I, et
un minimum I, pour deux droites rectangulaires qui _Lc
sont les axes principaux d'inertie de la section par
rapport aux droites passant par son centre de gravité.
On a I, <I<I,. Les rayons dec courbure principaux seront

(fig. 250" :

Fig. 250,
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312 MECANIQUE DES FLUIDES

La condition nécessaire et suffisante de la stabilité de 1'équi-
libre est GC<Cy, ou

V.GC. <1,

Démonstration directe de la formule V. GC< I,. — Cherchons
la condition pour que le centre de gravité soit le plus bas pos-

(R3]

-

.

»
Oed-——=@

=)

Fig. 251.

sible. Soit (1) (fig. 251) une position d’équilibre du corps flot-
tant. Amenons-le dans la position (2) infiniment peu inclinée
sur la premiere. Prenons pour plan des xy le niveau libre du
liquide, et supposonsle volume du vase assez grand pour pou-
voir négliger la variation de niveau du liquide. Calculons le
moment M de la masse totale dans les deux cas; on a pour la
premiere position M =u—+4VY.GC, et pour la deuxiéme posi-

tion :

M =4 — moment ABP — moment ABA'B’+ momentdu corps
solide.

Or, moment du corps — moment ABP =G=.V.

GC est resté¢ perpendiculaire a AB, si 6 désigne I'angle des
deux plans AB, A'B, on a Gz = GC. cos¥8, et par suite

M=u+4YV. ‘GC. cos§ —moment ABA'B'.

Décomposons le volume AB A’'B’ en cylindres infiniment petits
ayant leurs génératrices verticales, et dont les bases dw sont

dans le plan AB. Soient E et D les centres de gravité des bases.
Nous avons DE == §.EF’ /p. 310).
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Le moment par rapport au plan des xy d’un de ces cvlindres
est :

I~y —3—‘: 2 2
— DE. dw > —]——)[— = — dw. - EE".

-

On a done :

“J: /"—l’:’z do.

A %

moment ABA'B' ——= —

Cette intégrale est le moment d'inertie de P'aire Q de AB par
rapport a la droite d’intersection E’ des deux plans AB, A'B'.

| :fl—‘—-E'z dw

- b2
En conséquence M = u + V GC cos § + -5 I

Dans la position d'équilibre, le moment doit ¢tre minimum ;

on doit done avoir :

- } G2
w4V GE<u—+VGCE cos()—{-TI

ou
J— .o
VGC L—cosh < -
or
b he
el o) cin? _
{ cos h==2sin =" s

{ étant infiniment petit.

On doit donc avoir finalement V GC < I, I étant le moment
d'inertic de o par rapport a une droite quelconque de son plan.
St I, est le minimum de I, il faut V GC < I..

Ce minimum se présentera toujours lorsque la droite par
rapport a laquelle on prend les moments d’inertie passe par le
centre de gravité, car pour cette position de la droite le moment
d’inertie est plus petit que pour toute autre position parallele.

Pour avoir le minimun de T1il faudra chercher le minimun des
moments d’inertie par rapport aux diflérentes droites ui passent
par le centre de gravité de la section.
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“n remplacant o, 3, v par les quantités proportionnelles Ax,
By, Cz 1l vient :

Axdx+Bydy—+Czdz=0

d’ott en intégrant Ax* 4 By? 4 Cz* = C".

Cette équation représente un ellipsoide homothétique et concen-
trique a V'ellipsoide proposé ; cet ellipsoide est la surface de
carene. Du centre de D'ellipsoide on peut mener 6 normales
dont les pieds sont les six sommets. Il y a donc 6 positions d’équi-
libre pour D'ellipsoide. Les positions stables correspondent au
rayon vecteur minimum ; il y a par suite deux positions stables
qu correspondent au cas ou le petit axe devient vertical.

Si Pellipsoide n’était pas homogene, le centre de gravité ne
coinciderait pas avec le centre de figure.

Du centre de gravité, on pourrait mener a la surlace de carene,
(ui est encore un ellipsoide, 2, 4 ou 6 normales réelles.

Dans le cas de 6 normales, il y a toujours 2 positions d’équi-
libre stable, dans le cas de 4 normales il y en a une ou deux,
ct dans le cas de 2 normales il y a une position seulement d’équi-
libre stable.

ProsLive II. — Déterminer les positions d'équilibre d’un
cylindre flottant. — Considérons d’abord .
un cylindre flottant de telle sorte que
I'une des bases soit tout entiere immergée

et l'autre tout enttere en dehors du li- 9/8
quide. A///

La surface de carene est alors un pa-
raboloide quelle que soit la nature du
cylindre. | Ce

En effet : T

Soit @ la base du cylindre, gson centre
de gravité et gg’ la parallele aux géné-
ratrices menées par g. Le volume du trone dw 9

Fig. a33.

de cylindre est V =—g_é’ Q
Le volume V étant constant, g_;g' doit étre constant ; posons
gg' == z,. Le plan AB passe par le point fixe g'. Prenons gg’ pour
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316 MECANIQUE DES FLUIDES
axe des z et pour axes des x et des y les deux axes d'inertic
de la base passant par g. D’aprés ce choix on a :

j'x dw=0; /"ydw:O; ‘[xydm:().

L5

Posons J1x2 dow = A et fy’d(u = B, A et B étant les moments
d'inertie principaux, et soit C un point de la surface de carene.
Décomposons la base @ du cylindre en éléments infiniment
petits dw et considérons des cylindres infiniment minces avant
leurs génératrices paralleles aux génératrices du cylindre pro-
posé et pour base dw. Leur centre de gravité y sera au milieu
de leur hauteur.

Soit z =z, 4+ ax + Py Péquation du plan AB, a et 3 étant
des paramétres variables. Les points v se trouvent sur le plan
27 ==z, 4+ ax + Jy. Le centre de gravité C (x,,y,,z,} du volume
immergé total sera dans le méme plan et par suite

. L.,
2z, =1z, + ax, + ¥,

Désignons par V le volume total, par dv = z dw le volume d’un
petit eylindre ct prenons les moments par rapport au plan des
vz, il vient :

x,V :fxd\' = fxz dw,

ou

X, V== ZUJ xdw 42 {_\"dm—+— (ﬁj1xy dw.

La premiere et la derniére intégrales sont nulles, il reste :
X, v == a\.
On aura de méme v 'V == 3B. Or les coordonnées du point C
satisfont a la relation
22, == 7y + ax, + 3v,.

Remplacons 2 et 3 par leur valeur, on a

T N
5 v

Z] 1:'—)— —+—h\ .\l‘—T— ')B ‘\'1 .
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EQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS 315

La surface de caréne est donc un paraboloide elliptique a axe
. ] z, .
vertical, dont le sommet est au point z = —~; il a pour axe

l'axe des z, c’est-i-dire la verticale du centre de gravité de la
base du cylindre.

Cas particuLiers. — Le cylindre est homogene de révolution et
sa densité est moitié de celle du liquide. Dans ces conditions, le
volume immergé est la moitié du volume total. Soit R le rayon

da
GEA B A/ 6 G

A 6 A B
c
(2)
(3

(9 )

Fig. 234.

de base du cylindre et 2 hsa hauteur. Les plans AB (fig. 254 pas-
sant par le centre de gravité GG détachent un volume V moitié de
celui du cylindre. 11 y a deux positions d’équilibre évidentes
par raison de symétrie : celle ol I'axe est vertical (1) et celle
ou I'axe est horizontal (2). Il peut exister encore deux autres
positions d’équilibre dans lesquelles I'axe du cylindre occupe
une position oblique ; dans 'une (3) une des bases du cylindre
est completement immergée, et I'autre émerge completement ;
dans lautre (4) les deux bases sont partiellement immergées.
Pour les positions (1) et (33'1:1 surface de caréne est un parabo-
loide de révolution par raison de symétrie. Le parameétre de
la parabole méridienne est le rayon de courbure Cix au sommet,

on a:

Y est le volume déplacé, Ile moment d’inertic principal de la
section faite par le plan de flottaison par rapporta un axe pas-
sant par son centre de gravité; on a

].'v r

I == ; YV =xrth; C W= ——,
4’ ' ’ : 4h
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118 MECANIQUE DES FLUIDES

Ecrivons (ue I'équilibre est stable :

VGC<I.
. . h . .- h r?
Comme GC = ——, on doit avorr —— < —5— ou h < ——.
2 2 4h V2

Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que la posi-
tion (1) soit stable.
Considérons la position (2). La section faite par le plan de

flottaison est un rectangle de cotés 2r et 2h. Les deux moments
4h3r

4
3

par rapport au coté h. Les métacentres u et :J., sont

d’inertie principaux I, et I, sont par rapport au coté r

41r°h

et ;

.3

les centres de courbures principaux de la surface de carcne, et

on a

(‘, _ . C' I ll\
PITREE N W=
La surface de carene étant une surface de révolution, le point

1

v
Pour la stabilité, V'inégalité GC < Cy’ doit etre satisfaite, ce

se trouve en G sur 'axe. Ainst Ge =

qui exige que l'on ait I, <[ jour <h.
. e ¢ r .
Pourh > r, la position (2) est stable ; pour —5 < h < r les posi-
: . . : Ve, .
tions (1) et (2) sont instables, il y a une position stable (ui est

\

) ou {4).

. l. . . . . .
Si h est < —= la position (1) est stable et (27 est instable.
v-d
Tutonime. — Si la position d’équilibre (3) existe, elle est cer-

tainement stable.

En effet, la surface de carene est un paraboloide de révolu-
tion. L’¢quilibre stable correspond au rayon vecteur minimunt
issu du point G. Le point G étant sur 'axe, le probleme revient
a chercher le minimum des rayons vecteurs pour la parabole
méridienne. Du point G partent trois normales a cette parabole,
l'une est l'axe et les deux autres symétriques sont GN et GN'.
Ces deux derniéres correspondent it des minimums, car le point
M partant de linfini, le rayon vecteur GM est d’abord infini,
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EQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS 319
décroit jusqu'a un minimum GN, pour recroitre cnsuite jusqu’a
un maximum GS.

Donc si les normales GN et G\’ sont réclles, elles correspon-
dent a des positions d’équilibre stable.

Sila position d’équilibre {3} existe, il ne doit pas y avoir de
position (4). :

Cherchons la condition pour qu’il existe une position oblique
d’équilibre du systeme telle que (3). .

Soit AB la ligne de flottaison (fig 256), C le centre de gravité

- - G IVB
N
A.‘/_..E.
_4AM
G //’ L C
N
S -
P M K
Fig. 255, ' - : Fig. 256.

du volume ABq, la droite GC est perpendiculaire a AB. Menons
par C une parallele aux génératrices du cylindre, les segments
CH et CK sont égaux. Le lieu du point C est un paraboloide de
révolution ayant pour axe ML ; GL est la sous-normale de la
parabole méridienne.

On sait que dans la parabole la sous-normale est constante
et égale au parametre de la parabole. Iei le parametre est

I = 1?
V' A=mth T AN
Done 2
Gh — —.
l ‘th
1) ) R . N ]'2 - -
D’autre part CK —— LM — MG — Gl — h — 75 buis cl
CN 4 HN; ON = GL — —,
ih
IN ;CI'I—(JX_—CK—CN;II—%.
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320 MECANIQUE DES FLUIDES

D'ailleurs le triangle rectangle HCG donne

HN  GN K
GN N TN
dolr
BN == KGN = KON = K2
4h
. GM—AP GM h S L
De plus K = P < Py 0u - ona done 1IN < 7 1
2 h . . ! .
4 ou Al Comme HN == h — 5 on doit avoir :

r? h ¥ / 2
h——?l—‘--<—4- ou h<ry -

Si cette condition est remplie, la position d’équilibre 3 est
stable ; dans le cas contraire la normale distincte de 1'axe issue
du point G n’existe pas, non plus que la position oblique d’équi-
libre 3.

Résvmi. — h < 5 (1) est une position stable, I'axe est ver-

'
tical.
v

< h< X2 ¢43) est une position stable, Paxe est oblique
' 3 I |

;2
et I'une des bases immergée completement.

r ‘—% < h << v (4) est la position d'équilibre stable, I'axe est
oblique et les deux bases plongent partiellement.
h > r (2" est la position stable, I'axe est horizontal.

Prosrise 1. — Equilibre d'un prisme droit homogéne a base
carrée. — Supposons trés grande la hauteur du prisme, la stabi-

lit¢ deI'équilibre exige ue les arétes soient horizontales. Admet-
tons, en outre, que la densité du prisme est la moitié de celle du
liquide. La section droite est un carré. La courbe de careéne est
lasection de la surface de caréne par le plan médian; le plan de
flottaison est parallele aux arétes du prisme, 1l coupe d’ailleurs les
deux cétés opposésdu carré puisqu’il passe par son centre G qui
est le centre de gravité. La surface de caréne est encore un para-
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EQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS 3a1

holoide elliptique, la courbe de caréne est par suite une parabole.
Dans le plan PQRS {fig. 257) la courbe de caréne se composera de
quatre arcs de parabole. Il y aura deux sortes de positions d’équi-
libre, selon que l'un des cotés du carré est vertical, ou que 'une
des diagonales est verticale. Par suite, les normales menées du
point G i la surface de carene seront les deux diagonales du
carré ct les paralleles au coté seront les axes mémes de la parabole.

R Q
B .
G,
A x -
o
P S
Fig. 257,

Cherchons les positions stables. Nous savons (ue si d’un point
de 'axe on peut mener trois normales a une parabole, 'une est
une normale maximum; les positions stables correspondent done
aux autres normales, elles sont réalisées lorsque les diagonales Gz
ou Gf sont verticales, Les autres positions d’équilibre correspon-
dant aux axes tels que Ga, sont instables.

: GS w2 . A .
Comme Go=G(G3%= — =G et Ga' — Zon @ bien Gz
< G,
poINCARE, Cinématique, 21

Google



CHAPITRE V¥

HYDRODYNAMIQUE

L’hydrodynamique est I'étude des mouvements des fluides.

On passe aisément des équations de I’hydrostatique a celles
de I'hydrodynamique en appliquant le principe formulé par
d’Alembert :

« Pour écrire les équations du mouvement d'un systéme
mécanique quelconque , il suffit d’écrire que ce systeme
est en équilibre sous 'action des forces réelles qui agissent
sur lui et sous l'action d'une force fictive, qu'on appelle force

d’inertie ».

Soit m la masse d’un point matériel, d’'une molécule liquide,

par exemple,

dx d*y d2z
der’ der’ de’

les composantes de 1'accélération de ce point; les composantes
de la force d'inertie seront :

d’x d3v d
— m . —_— N — —_m——
dt? de’ di?

Les équations établies en hydrostatique sont :

L.

dp N dp N dp L
A i LR PR

-0

Tout se passant comme si le liquide était en équilibre sous
l'action des forces qui agissent extérieurement et sous I'action
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HYDRODYNAMIQUE 323

des forces d’inertie, les équations auxquelles doivent satisfaire
les mouvements d’un fluide sont :

, d , dix
(1) % =2 <7‘L —W>

I

dp i d3z
w=e(t— i)
d*x
Calculons —- T . Pour cela, considérons un point quelconque

ayant pour coordonnées x, Yy, Z a l'instant t, et désngnons par
u, v, w les trois composantes de la vitesse de cette molécule

fluide.
On a:
dx . dv dz
dt T dt ] — dt

A Pépoque t—+dt les coordonnées de la molécule sont deve-
nues X +4-dx, y+dy, z+dz ou x 4 udt, y 4 vdt, z 4 wdt.

D’autre part les composantes de la nouvelle vitesse sont:
u—+du, v4-dv, w4-dw.

D’ailleurs :

, d3x d?y dz
(1) (lu=—dt—,dt, dv_—_.-m'g—dt, dw = I ——dt.

La composante u est fonction de t, x, v, z : du est sa diffé-
rentielle totale, donc :

du du
du_d dt +d d\—}——d—dy—}—d

En remplacant dx, dy, dz par leur valeuril vient :

(2] du:dt[ ‘(illtl -4~ du u—+4 3 v - du w]

dx dz

En égalant les deux valeurs de du ainsi trouvées, on obtient :

d3x du d

u
F I TREE PO

du _du

d—y'+\\d—z

Google
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2

. d .. .o,
Aprés avoir porté cette valeur de TE dans I'équation | l) on a:
de

1 dp du du ~du ~du X
Tt Tt Tt T

Un calcul semblable effectué sur v et w donnerait

dp dv dv Cdv Cdv Y
':l;+'ﬁ+ll(T‘\.—+\Ty+\\-E—— .
1 dp dw dw Cdw Cdw .
+ +u dx 4 dz +» dz—/"

z dt

1
B

g

o

Ces trois équations ne suffisent pas pour déterminer les cing
fonctions u, v, w, p et 5. On leur en adjoint deux autres, qui
sont : I'équation dite de continuité et I'équation qui lie la den-
sité d’un fluide a la pression qu'il supporte.

Equation de continuité. —Pour former I'équation de continuité
considérons les molécules fluides qui traversent un élément quel-
conque de surface dw pendant Vintervalle ‘de temps dt. Aux
mfiniment petits d'ordre supérieur pres ces molécules fluides
pendant le temps dt peuvent étre
regardées comme remplissant le
cylindre ayant pour base dw et
dont les génél'atrices sont paral-
) leles a la trajectoire GG’ de la
molécule qui a passé en G, centre
de gravité de dw, au commence-
ment de l'intervalle de temps dt.

L’élément GG’ représente en
grandeur, direction et sens, la
vitesse de la molécule G multipliée par dt.

Les projections de GG’ sur les axes sont donc : udt, vdt, wdt.

Caleculons la masse du fluide contenu dans ce cylindre oblique
infiniment petit. Soient «, 8, v les cosinus directeurs de la nor-
male a la base dw; sa hauteur qui est la projection de GG’ sur
cette normale a pour mesure :

(au == 3v - vw) dt.

s

Fig. 258.
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Le volume du cylindre est done

do dt au 4 Bv -+ vw)
el sa masse

s dodt fzu 4 3v 4w,
C'est la quantité de fluide qui a traversé dw pendant le temps dt.

Geéneéralisation. — Considérons une surface fermée quelconque
limitant un volume YV et contenant une masse M du fluide. On a :

M= ["zav.

L5

Au bout d'un temps infiniment petit dt la masse enfermée est

M dM et 'on a
dM ds ..
———dt :L('-—d—t- d\ .

La masse de fluide qui a traversé dw pendant le temps dt est
(l;, dw.dt (1u—{—($v+'{w‘:); la quantité de fluide dM qui est
entrée dans la surface considérée pendant le temps dt est donnée
par Pexpression (1) intégrée par rapport i tous les éléments de la
surface. En désignant par «, 3, v les cosinus directeurs de la
portion de normale extérieure a la surface, I'expression (1) chan-
gée de signe représente la quantité de fluide qui traverse dew
pendant le temps dt et en allant vers 'intérieur de la surface, on
a done :

dM = _j 5 do dt (7u —+ Gy +-vw)
ou )
dM
dt

t
= — / 5 (au 4 2v4vw)do.
LS ]
Transformons cette intégrale, on a:

/‘7.1“ dw = /‘% dyv.

L ¢qquation qui précede peut done s’éerire :

) Tdzu av W ]
d l;;_/[d su +(l 5 n d('iz“ Jd\-

dt dx dy
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L'intégrale double étendue a tous les éléments de la surface est
remplacée par une intégmle triple étendue i tout le volume.

D’ailleurs
dM ~dp
o =)t
En égalant ces deux valeurs de ﬂ , 1l vient :
dt
d(zu du\) _..\\
d\ + dy ]d\ =0

Pour que cette intégrale soit nulle quel que soit le volume con-
sidéré, 1l faut que 'on ait:

ds d2u d (zv) d {zw

dlt + dx dy dz

Cette équation dite de continuité exprime ue la masse liquide
contenue dans la surface S est invariable.

Lquation de densité. — La cinquieme équation est une relation
2'p,2) =0 entre la densité¢ o du fluide et sa force élastique p.

S’il s’agit d'un fluide incompressible, d’'un liquide parfait par
exemple, on a

S =
)

]

S'il s'agit d’un gaz en transformation isotherme on a, d’apres
la loi de Mariotte :

s =Kp.

Pour les gaz en transformation adiabatique

)
= Kp'.

Si la température est distribuée d’une fagon inégale sur la sur-
face, on a

=zp,8 avec U=f(x,y,z).

’h

Conditions aux limites. —Les cinq équations fondamentales de

I'hydrodynamique que nous venons d’établir ne sont pas encore
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CONDITIONS AUYX LIMITENS 3u7

suffisantes, car une équation aux dérivées partielles ne définit pas
completement la fonction inconnue qui y satisfait. 11 faut donner
les conditions aux limites, ¢’est-a-dire I'état du fluide a I'origine
du temps, caractérisé par les valeurs de u, v, w, p, » pour t=t,.
I1 faut aussi exprimer : 1° qu’une mo-
lécule M quelconque (fig. 259) en
contact avec la paroi du vase a une

vitesse nécessairement tangente a la

haroi, ce qui donne
1 ’

au—+ 3v—+vw=20

‘2, 3, v désignant les cosinus direc-

teurs de la normale a la paroi du vase); 2° qu’en un point (uel
conque M’ de la surface libre, la pression est égale a la pression
atmosphérique par exemple.

Cas particuliers. — Les équations de 'hydrodynamique, trés
compliquées en général, se simplilient dans un certain nombre
de cas particuliers.

1° Si le liquide est incompressible, on a

te
~ —
‘-1—-(; .

les trois premieres équations ne se modifient pas, mais comme

ds d/zu) du  d/sv) dv  dow) dw

~ . J—

—_——

i ]

D - Y
Ty dz Codz

dt 77 dx “dx dv
I'équation de continuité devient apres suppression du facteur 2
qui est différent de zéro :

du dv dw

FiTSR e PR

(e résultat montre ue 'équation de continuité est beau-
coup plus simple dans le cas des liquides que dans le cas des
gaz.

2° Mouyement permancent. — Lorsque les composantes u, v, w
de la vitesse des molécules fluides, qui passent successivement
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=

Posons T = -

"\

L

(u" ~+ Vi \\‘2>. La parenthese est le carré de

la vitesse.
En différentiant par rapport a x, il vient

dT - du dv Cdw
V" T Y i

Comme, d'apres les hypotheses

dv du dw du
dx  dy’ dx  dz
. , . dT
on a. en substituant ces valeurs dans lexpl'essmn de :
dx
dT du du du
—_— =u—-vV

— W
dx dx dy dz’
équation qui n'a lieu que s'1l v a une fonction des vitesses
Les trois premicres équations de Fhydrodynamique se simpli-
fient alors immédiatement et donnent :

L dp diz dT . dU
? dx dxdt “dx X ou dx

L dp d*z dT dU

o dy dy dt dy o dy

1 dp dis dT dU
s dz dz dt dz — dz
On peut encore alléger Uéeriture de ces équations en les ajou-
tant aprées avoir multiplié la premiere par dx, la seconde par dy,
la troisieme par dz; 1l vient:
I . dz - <
—op —+ 6= +oT =3l
s dt
Le symbole ¢ représente la différentielle totale des fonctions
qui en sont aflectées, le temps t étant considéré comme cons-
tant.
Si le mouvement est permanent, p,z, T ne dépendent plus du
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5 . . .
temps t, on a —O‘t—=0 et dans I'équation précédente figurent

maintenant les différentielles totales proprement dites
1 . .
;

4° Supposons enfin que les trois conditions soient réunies : le
mouvement est permanent, il y a une fonction des vitesses et il
s’agit d’un liquide pour lequel 7 = C*. Cette équation peut alors
s'intégrer, elle donne :
-]l 4+ T=U <4 ct.
]

)

L'équation de Thydrodynamique se présente ici sous une

forme particulierement simple.

Théordme de Lagrange. — S'il y a une fonction des vitesses a
un instant donné, a l'origine des temps par exemple, il y aura
encore une fonction des vitesses a un instant quelconque.

Ce théoreme est soumis a deux restrictions. Il suppose : 1°qu'il
y a une fonction des forces; 2° que la densité p est seulement
lonction de la pression.

La premiére condition est satisfaite lorsque la force considérée
est la pesanteur ou encore l'attraction newtonnienne. Il existe
d’autres forces qu’on peut avoir a considérer et qui ne satisfont
pas a cette condition : dans le cas de la viscosité des liquides, par
exemple, I'expression Xdx—+ Y dy + Zdz n’est plus une différen- -
ticlle exacte. En effet, pour que Xdx 4+ Y dy + Z dz soit une
différentielle exacte, il faut d’abord que X, Y, Z ne dépendent
que de x, v,z puisque les seules différentielles qui entrent dans
Iexpression sont dx, dy,dz; or, la viscosité dépend encore des
composantes de la vitesse u, v, w.

Néanmoins, on a discuté la question de savoir si un liquide vis-
(ueux est encore soumis au théoréeme de Lagrange ; les opinions
sont partagées. Nous n’appliquerons le théoreme qu'aux fluides
parfaits.

Si l'on tient compte d’'un mouvement de rotation (rotation de
la terre), il [aut introduire deux forces fictives : la force centri-
fuge ordinaire (ui admet unc fonction de force et la force
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centrifuge composée qui n’en admet pas. Le théoreme de
Lagrange n’est donc plus applicable.

La deuxieme condition est satisfaite par un liquide parfait puis-
qu'alors p =C". Elle est satisfaite aussi pour un gaz a tempéra-
ture constante. Si la température varie, il suflit pour qu’elle soit
satisfaite que les surfaces d’égale pression coincident avec les
surfaces d’égale température. Dans le cas contraire, le théoreme
n’est plus applicable.

Les conditions (1) et (2) étant supposées remplies, démontrons
le théoreme.

Il faut établir que si udx <+ vdy—+ wdz est une différentielle
exacte au temps t, il en est encore de méme a I'époque t - dt.

Kn effet, au temps t + dt les composantes u, v, w deviennent

Ju Ov Ow
u-4 e dt; v+ TS dt; w -+ m dt, donc udx 4 vdy + wdz
prend la valeur :
du dv dw | °
udx +vdv +wdz+dt}] =—dx 4+~ —dv 4+ —dz|.
. dt dr dt

La premiére partie étant une différenticlle exacte, il reste @
oy ow

dy+ 5

dz est aussi

. ou
démontrer que la seconde T dx 4+
une différentielle exacte.

A A 1 ) ) -)\| .
Kn posant comme plus haut T = 5w+ v+ w'/ on a, aun
\

-

instant quelconque ct s'il existe une lonction des vitesses

dT du du du
— =u— + V— 4 W —
dx

dx dy dz
La premicre équation de 'hydrodynamique (1) se simplifie et
devient:

1 LIK du drT

—‘; dx T Tdt dx N

ou bien
du N dT L dp
At 7T dx s dx
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De méme

el

Multiplions la premiére de ces équations par dx, la seconde
par dy, la troisieme par dz et ajoutons, il vient :

dl‘t' dx - lu dy - d“ = dz = Xdx + Ydy + Zdz
_[z}\ dx (lll l +dl[' 1] [(lp dp -{——d—d/]

Comme il v a une fonetion U des foreces, on a

du dv dw

— dx 4 —dyv + — T

Tt dz == dU —(ll‘—idp

e second membre est une différentielle exacte puisque
z="1(p) (t est considéré comme une constante) ; donc le premier
membre est aussi une différentielle exacte, ce qui démontre le
théoreme de Lagrange.

ReMarQue.— St en particulier le fluide part du repos, u,v,w
sont nuls a l'origine; il v a une fonction des vitesses a l'origine
des temps et par suite une fonction des vitesses & une époque
quelconque.

Tuéoritme. — Dans le cas oit un liquide mcompressible est
enfermé dans un vase clos qu'il remplit compléetement, il ne peut
v avoir une fonction des vitesses qu'a la condition que le liquide

s0it au repos.
. ds .
En effet, appelons —— la composante normale de la vitesse et

Ll 1

v les cosinus directeurs de la normale, on a

7,‘

ds ds
— == 43
d, dx dy

—+- —d = au 4 2V 4-vw.
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Désignons par dw I’élément de surface du vase et par dh I'¢lé-
ment du volume intérieur au vase.
I.e théoreme de Green donne

DL TR G do\*, (de )’ d?)*]

ds . .
Or, —* est nul, car en un point de la surface d’un vase la
b 3

dr,
vitesse du liquide doit étre dans le plan tangent; de plus
z=o0 par hypotheése, il reste donc :

dz\? dz\? dz\?
Ju[() +<H;) +<dz> =0.

Comme U'élément diflérentie]l n'est jamais négatif et que 'in-
J 3

teeral : 1 1 faut ds d» d=
eorale est nulle, 1 aut que —*-=—0; —-=0; —~ =—0.
° ! I dx » o dy ’ dz

(Cest-a-dire que les trois composantes de la vitesse soient nulles
en tous les points du liquide. Celui-ci est alors au repos.

REMarQue. — Si le liquide est immobile a I'origine des temps,
il y a une fonction des vitesses, donc le liquide restera au repos.
Cela suppose toutefois que les forces (ui agissent sont sou-
mises a une fonction des forces, autrement on ne pourrait plus
appliquer le théoreme de Lagrange.

Théoréme de Bernouilli. — Considérons maintenant un fluide
(uelconque ; supposons qu’il existe une fonction des vitesses et
une fonction des forces, et que le mouvement soit un mouvement
permanent : u, v, w ne dépendent alors (ue de x, v, z. Les
équations fondamentales deviennent :

L dp  dr_au

? dx dx dx
= I dp dT . dU
v Py Tdy T dy

1 _ dp dT L ﬂ‘_

° “dz dz — dz
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Multiplions la premiére par dx, la seconde par dy. la troi-
sicme par dz et ajoutons; il vient :

dp

- —+ dT=dU.

Aeprications. — 1. Cas des liguides. — Pour les liquides
incompressibles 5 est constant et l'intégration donne

P

~
~
[}

+T=U+C.

Dans le cas particulier oii la seule force qui agit est la pesan-

teur X:=o0, Y=0, Z=g ', cette équation donne
P o .
—+T=gz+4C.
z
(est le théoreme de Bernouilli, dans le cas des liquides, en
supposant qu’il ¥ a une fonction des vitesses.

Filet. — S’il n’y a pas de fonction des vitesses le théoreme de
Bernouilli s’applique a tous les points d’'un méme filet.

On appelle filet, dans un liquide en mouvement permanent, lx
trajectoire d'une méme molécule. Considérons un filet liquide,
soit m la position d’'une molécule au tempst; x, y, z ses coor-
données, m’ la position de la méme molécule au temps t—4dt
soient x+4-dx, y+4-dy, z—+dz ses coordonnés, on a

dx =udt, dyv==vdt, dz=wdt.

Les équations différentielles du filet, trajectoire du point m,
seront :

dx dv dz
v W
Ajoutons les équations /3) apres les avoir multipliées : la pre-
miere par dx, la seconde par dy, la troisieme par dz, et
du dv dw

AT @ T Tdv

remarqué que =o et que dx=udt, dy=vdt,

dz == wdt.
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THEOREME DE BERNOUILLI 335
Il vient alors:

, du du

~du
—d?—}—md—y—i—uw Iz

7

dp dv 2 QY ﬂ_ ’— :
+ dt —+ uy dx+m F—f—\\\ 1 =dU.

~
]
)

dw dw dw

—+ uw — 4+ uw —— Wi ——
dx dy dz

Or, le second terme du premier membre est précisément dT
ol on aremplacé dx par udt, dy par vdt, dz par wdt. On a donc

On retrouve ainsi I'équation différentielle qui a fourni le théo-
reme de Bernouilli. Ce théoréeme s’applique donc i tous les
points d’'un méme filet fluide.

La constante C d’intégration est la méme pour tous les points
d’un méme filet et elle differe pour deux filets différents.

Cas d’'un gaz. — La méme équation différentielle s’applique
soit a tous les points de la masse du gaz s’il v a une fonction
des vitesses, soit a tous les points d’'un méme filet s’il n’y a pas
de fonction des vitesses.

On peut intégrer I'équation dans plusieurs cas :

1° Le gaz est soumis a la loi de Mariotte, » = Kp. L'é¢qua-
tion devient

dp :
Ou en intégrant

—i—L.p—kT:U—{—C.

La forme du théoréme de Bernouilli est ici un peu modifiée.

2° 11 arrive plus souvent (u'on ait a appliquer la loi adiaba-

tique. Dans ce cas, »==Kpr, v étant le rapport des chaleurs

spécifiques a pression constante et a volume constant On a
alors

dp

Kp:

+dT =dU,
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336 HYDRODYNAMIQUE
d’otr en intégrant
p'Tr
K(l

K

4 T==U—+C.

Théoréme de Toricelli. — La vitesse avec laquelle une molé-
cule liquide franchit le plan d’un orifice percé en mince paroi
est égale a la vitesse (u'acquerrait cette molécule en tombant

.

d'une hauteur égale i la distance de lorifice au niveau libre.

Supposons qu'en un point d'un
A vase ouvert dans'air soit percé un
[}

1

!

1

!

]

. . . e
orifice en mince paroi (¢ est-a-dire
quil 0’y ait pas d’ajutage), il se

produit une veine liquide sortant
de l'orifice (fig. 260;.

g
Le probléme consiste a calculer

la vitesse du liquide a ce point.
On peut toujours supposer qu’il

v a une fonction des vitesses car
Fig. 26o, le liquide part du repos et n’est

soumis (u’a la pesanteur. kn

général ce mouvement ne sera pas permanent, car le niveau
du liquide s’abaisse. Si toutefois on suppose les dimensions de
Porifice trés petites par rapport a celles du vase, la vitesse ne
sera sensible que dans le voisinage de Porifice, le niveau libre ne
s'abaissera que tres lentement, ce qui permet d'appliquer les
formules du mouvement permanent et de regarder la vitesse

comme nulle en tous les points du niveau libre.
Fi

Posons T=—5-, Il estla vitesse & expliciter.

4

L’¢quation de Bernouilli donne

ll
) ]; —i—]—)-:_—_gz —+C.

Déterminons C en exprimant que la vitesse 11 est nulle en tous
les points du niveau libre z=o pendant le temps dt, et que la
pression est la pression atmosphérique p,, on obtient ainsi
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Hz
4 3 1\ — — .,
["équation (1) donne alors p—4-p 5 =08z} P,
Au point a la pression est p,, pression atmosphérique, z me-
sure la hauteur h du niveau libre au-dessus de 'orifice, par suite.

IP=2gh ou II=V2gh,

Cas des gaz. — Appliquons le méme théoréme au cas d'un gaz

enfermé dans un récipient et s’échappant par un orifice.
—
Il faut utiliser la formule adiabatique —KB—Y— +T=U~+C.
(I—v)

Supposons que la pression intéricure soit p et la pression exté-
rieure p,. En négligeant I'action de la pesanteur, qui est tres
petite, et considérant la pression du gaz a 'intérieur comme
constante, le gaz peut &tre regardé comme n’étant soumis a
aucune force.

Pour un point intérieur tres éloigné de orifice ol la pression
est p, on a, la vitesse v étant nulle,

p'

K1 v)

=(.

Au point a, ot la pression est p, et la vitesse 1, on a

p, ¥ 1 p,
Ril—o T TRI—
\ .ﬂ) = T A)
d’ou
“1 — pll_T_pnl i
2 - Kl\l—"'/’
RevMarQue. — Cette formule se simplifie si p a une valeur

trés voisine de p,, car on peut alors poser

d .
L U i Vel (S

et écrire

2 Kp o

I P P PP (

N JE— N\
L= 7 P — D

Carcur pv piésir. — Calculons le débit, ¢’est-a-dire la quantité

roINCARE. Cinématique. 22

Google



o Original fram
D d b
igitized by Google HARVARD UNIVERSITY



COEFFICIENT DE CONTRACTION 339

pour rester constante ensuite it une trés faible distance de
Vorifice.

Signification de u. — L.’ expérience montre que les filets liqui-
des a partir du moment o la veine est cylindrique sont paral-
leles & la direction de la veine, c'est-a-dire qu’une molécule
quelconque a sa vitesse perpendiculaire a la section normale de
la veine.

La vitesse d’un point quelconque appartenant a la section con-
tractée ' est ‘/zg (h+ch) (ch est une quantité trés petite et
négligeable), la vitesse est normale i w’. Donc Yexpression du
débit est

SOV Yy e v
Q=7rw V2 gh.
Nous avons trouvé d'autre part

Q==3V2gh uw,

!
)

on a don¢ p=—.
)

On s’explique par la pourquoi on appelle u le coefficient de
contraction : c’est le rapport de la section de la veine contractée
a la section de lorifice.

L’expérience montre que u=0,63 environ.

I'néorkEmMe. — Le coefficient w est plus grand quc_—_‘)— .

I est impossible de déterminer théoriquement le coefficient de
contraction, on peut seulement démontrer que w est plus grand

que —-.

2

Pour cela on applique le théoréme des projections des quan-
tités du mouvement qui s'énonce ainsi :

Si on considere un systeme mécanique quelconque la dérivée
par rapport au temps de la somme des projections des quantités
de mouvement de tous les points du systéme sur un axe est
égale ala somme des projections des forces qui sollicitent le
systeme, sur le méme axe.

Appliquons le théoréme i la quantité de liquide Pa23Q
(fig 262). Projetons la uantité de mouvement du systéme sur une
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direction de la veine liquide. La projection sur la veine de la
pression sur 1'élément ds est p cos zds, et la somme des projec-
tions de toutes les pressions sur tous les éléments de la surface

est fp cos v ds.
Cette intégrale doit étre étendue a toute la surface de la por-

tion de liquide considérée.
L.e théoréme des projections des quantités de mouvement

donne donc :

Q \/2gh =Pcosa —+—fp cos zds.
ou en remplacant Q par sa valeur

! 2

72
D’autre part -E—) + T=g= —i—% et T = ‘7 , done

p=7sgz+p,—3T;

P, cst la pression sur le niveau libre pris pour plan des xy; en
tous les points de ce niveau libreon a T=0, Z=0, p=p,.
En remplacant p par sa valeur dans ’équation (1) il vient :

2ghspuw =P cosa —{——f(pgz —+Ppo) cos '.adc'—fp'l‘cos zds.

gz —+p, cst la pression hydrostathue en un point qui corres-
pondrait a I'équilibre du liquide, c’est-a-dire au cas ou I'on fer-
merait l'orifice. Dans ce cas la pression hydrostatique ferait équi-
libre t la pesanteur et on devrait avoir :

Pcosa —}—f(ggz —+p,) cos zdz =0.
11 reste alors

'.’.gh;x‘sm = -—J oT cos zds.

Par hypothese la vitesse n’est sensible que tres pres de lorifice,
la valeur de T peut donc étre considérée comme nulle pour tous
les points du volume excepté pour une petite zone a’ly ab voi-
sine de l'orifice (fig. 263).
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. . 1 Akl
Remanrque. — Il y a un cas ot » prend savaleur limite 5 Clest

-

l -

le cas de I'ajutage rentrant; il suffit en effet pour que p =

N

(jue 'on aitjpTcos zds =0. Or l'ajutage est parallele a Ia
(aa’ bb/)

veine (fig. 264), 7 est l'angle de la normale au cylindre-ajutage
avec la veine, cct angle est droit donc cos 3=20 et l'intégrale
disparait. L’expérience confirme d'ailleurs suffisamment les pré-
visions théoriques.

PETITS MOUVEMENTS DES FLUIDES

Dans le cas des petits mouvements, les équations générales de
I’hydrodynamique se réduisent a

’

1 dp du N L dp dv e 1 dp dw
P T e e A 1 A PR Ty

) du L.
car les prodults tels que u — sont neghgeablos.

dx

Si la pesanteur agit seule on a :

X=0,Y=0, Z=¢g

Si de plus il existe une lonction des vitesses zon a

d» ds dz
_ em—— \. o — ‘\' = ——
dx’ dv’ dz

ct les équations deviennent :

L dp d /dz 0.
T(l_\_*_ dx( >_U’

1 dp d /ds
?W+m%ﬂ;m

I dp d (d:; >*_
PR PR VAN T A3
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En ajoutant ces égalités apres les avoir multipliées respective-
ment par dx, dv et dz il vient.

dp dsy\_ o4,

Il faut observer (ue dans ces différentielles totales le temps
est considéré comme une constante.
L’intégration donne

L ) do .
(1 IT T:gz—k(,.

La quantité C ne dépend que de t, représentons la par f'(t.
On peut toujours supposer C=0; si, en effet, il n’en était pas
ainsi on poserait =9, [ et 'on pourrait encore prendre =,
comme f[onction des vitesses, car

d= ds ds d=s d- d=
u = ——— it V= 4 = ! W e e = il
dx dx ’ dy dy’ dz dz

[équation [1) devient dans ces conditions

p dz " .
ou
p ds, .
ot T8

A cette équation il faut adjoindre I'équation de continuité
Az =0.

Il faut de plus satisfaire aux conditions qui se rapportent i
la surface libre, on a en tous les points de cette surface.

Po | ds o
a— — —_— z'
o dt °

En prenant la dérivée par rapport a t, et remarquant que

dz dz . .
— -, 1l vient

dt ~ dz
dz dz
—_t = .
dt? O dz

Enfin, en tous les points de la paroi du vase, la vitesse est
contenue dans le plan tangent i la paroi.
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Cas parTictLIER. — Supposons qu’il s’agisse d'un liquide
pesant compris entre deux plans horizontaux, le plan des xy coin-
cidant avec le fond du liquide. L'axe des z étant dirigé vers le

bas, I'équation du niveau libre est z——h.
Pour z =—"nh on doit avoir
d*s d»
T8

Pour la surface inférieure z=0, la composante normale de la

vitesse ¢tant nulle, on a

Une solution particuliere du probléeme est :
2 = (e™ e~ ™) sin (mx — At),

m et A étant liés par une certaine relation.
Vérifions d'abord que cette fonction satisfait i I'éuation
Az = 0.

En calculant les dérivées secondes on obtient :

d’s R d?s d*s )
(lx"' s (l\"‘ = dv‘2 —my
Leur somme est nulle.
D’autre part, -lt =m e™ e ™) sin ‘mx—2); pourz = (), on
dz
de
a bien T =), car e e~ " =0(.
z
Détermination de 7. — Pour z —=— h on doit avoir
d?s ds u
—_ =g - al;
dt? 8 Lz @
or
d?s ) -, .
ETE (e"™ 4 e™™) Msin (mx — At)

la condition (2] donne, apres simplification et résolution :

mh_ v—mh
l‘ - (rn‘ mh _+_ o Towh g o o-mh
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FORMULE DE ILAGRANGE 349

TOURBILLONS

Définition du tourbillon. — osons, en conservant les notations
précédemment employées :

\ dv dw . B — dw du ) - du dv
‘=g~ BPrn T Yo

S'il vy a une fonction des vitesses, on a :
A=0, B=0, C=0.

Car, udx~+vdy—+wdz est dans ce cas une différentielle exacte

et par suite

du dv du dw dv dw
dy T dx’ dz  dx’ dz dy

Si, au contraire, il n’y a pas de fonction des vitesses, les quan-
tités A, B, C ne sont pas nulles a la fois. Ces quantités A, B, C
A . ) .
sont ce qu'on appelle les trois composantes d’un tourbillon, paral-

lelement aux axes ox, oy et oz.

Représentation du tourbillon. — On représente un tourbillon
par un segment de droite dont les projections sur les trois axes
sont A,B,C. Sion appelle (H) la grandeur du tourbillen, on a

=V FB FC.

On justifie cette définition en remarquant (ue l'axe du tour-
billon est le méme en grandeur et en direction, (uels (ue soient
les axes choisis.

De plus, supposons que la masse fluide soit animée d’'un mou-
vement de rotation autour de oz; les composantes de la vitesse
sont :

u=-—uoy, v=uoX, w=10),
par suite
A ;-“, B:U, C=—2uw.
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348 HYDRODYNAMIQUE

Ainsi, dans le cas ou toute la masse est animée d'un mouve-
ment de rotation autour de oz, a chaque point de la masse cor-
respond un tourbillon proportionnel a la vitesse angulaire de
rotation et ayant son axe parallele a 'axe de rotation.

Au tourbillon A, B, ( correspond une rotation infiniment
petite autour de la droite avant pour projections A, B. (.

Les trois grandeurs A, B, C sont liées par la relation

dA dB dC

(1) —_— — =)
) dx dy dz
En effet
d\ B v d*w ) dB . d*w d*u
dx  dv.dz T dx.dy’ ZIT ~dxdy dv.dz ’
dC . d?u dv
dz dy.dz T odxdz

En ajoutant ces équations membre a membre, on trouve la
relation (1).

Ligne de tourbillon. — On nomme ligne de tourbillon une
ligne située dans 'intérieur du fluide et qui a pour tangente, en
chacun de ses points, 'are du tourbillon correspondant i ce
point.

Les différentielles dx, dy, dz des coordonnées d’un point quel-
conque d'une de ces lignes sont proportionnelles aux cosinus
directeurs de la tangente et, par suite, aux projections de I'axe
du tourbillon. On a donc

dx dy dz

A B¢
Telles sont les ¢quations dilférentielles des lignes de tour-

billon.

Théordme de Helmholtz. — Si un certain nombre de molécules
se trouvent i l'origine des temps sur une méme ligne de tour-
billon, elles sc trouveront toujours sur une méme ligne de tour-
billon.
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THEOREME DE HELMHOLTZ 349

Ce théoreme est soumis aux mémes restrictions (uele théoreme

de Lagrange
12 1 faut (u’il existe une fonction des forces U, c'est-a-dire
que 'on ait

Ndx 4+ Ydy 4 Zdz - dU.

2° 1l faut que la densité du fluide soit seulement fonction de la

pression.
=21,
l.emme. — Considérons une fonction f(x, v, z, t). Soitm(x, v, z)

les coordonnées d'une molécule a 'époque t, fla valeur corres-
pondante de la fonction considérée ; au temps t+4dt le point m
est en m, dont les coordonnées sont x+8x, )'—}—3)', z—}—r]z;
d'autre part fest devenu f+4-¢l. Ona

o .

ov
N

of .
oZ.
0z

Em remplacant 2x, gy, sz par leur valeur udt, vdt, wdt, il vient:

o
v

dr

Vo—

dz

o
ot

S
Gl

AR
dt %

-+
ox

Aerication. — Transformation de Uéquation de continuité et
des équations de Uhydrodynamique. — En appliquant cette for-
mule aux fonctions A et 3, ona

6\ (];\ 0.\ + (l\ + (l.‘\
—_— _ v —— wWo—
dt ot Ox dy dz
et
9 03 ds n ds n d- i ds
oA o - u — v o—- W
/ dt dt dx dy dz
ds 4oy dz
- Yu -
dt dx
L'équation de continuité s'éerit :
ds d s
— N =),
dt + dx
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350 HYDRODYNAMIQUE

ou
ds ds du )
— Yu—— —SS-—— —
a T =

c’est-i-dire d'apres (2)

G5 du
gl
- —+— 2N == “.
dt 7 dx
. ~
. du )
On a done ¥ — —=——"_ou
dx a.dt
du dv dw 03
dx dv dz s.dt
. )

C’est I une nouvelle forme de 'équation de continuité.

Mettons de la méme maniere sous une forme nouvelle les trois
autres équations de 'hydrodynamique,

Partons de

1 dp du du ~du du .
ThtTwT T R T YR TN
D’apres la notation T = —i— (u® 4 vt 4 w?¥ on a
dT du Cdy Cdw
T P A P T

et par suite

L dp du ' dT .<du dv _/du (l\\')
R TR PO T{‘K)‘*‘“ (E* i~ )=
dU

)
dx

ou encore

L —ﬂl du —+—%— + vC—wB = _d_L_
dx

(h o dx v dx

O

Cette équation peut encore étre simplifiée en posant :

*dp

FeeU—T— [ =

~
v v
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THEOREME DE HELMHOLTZ 351

~dp dp

L’intégrule‘} —— est parfaitement déterminée car
P

est une

9
o, . ) . ) . -
différentielle exacte puisque parl’hypothise gne d(?pen(i quede p.
L'équation (1} se réduit alors a
du . dF
—_— +VvC—wB ==— —.
dt dx
C’est la nouvelle forme de la premiére équation de 'hydrodyna-
mique ; les autres s’en déduisent par permutation circulaire.

dv dlif dw dl

—_ w\ —uC = ——; — uB—vA = ——.

dt + dv 7 dt =+ dz

Cas parTicULIER. — 1° Supposons le mouvement permanent.
Dans ce cas on a

du dv dw
_— =0, —— =0, —— =0,
dt dt dt

S’il ¥y a une fonction des vitesses les termes A, B, C, sont nuls,
les premiers membres des équations disparaissent ct il reste
I'équation de Bernouilli

F=C"

2° Supposons qu’il n’y ait pas de fonction des vitesses; les
facteurs A,B,C ne sont pas nuls. Montrons que la valeur de la
fonction I est la méme tout le long d’un méme filet.

Pour obtenir 'accroissement de F entre deux points voisins
d’un filet, multiplions respectivement les trois équations de
Phydrodynamique par u, v, w et ajoutons. Il vient :

dI dF ~dF
P T

= 0.

Comme les deux points (xvz ; 'x 4 dx, y + dv, z 4 dz) appar-
tiennent & un méme filet on a
dx dv dz

u A} W

En conséquence dF =0pourtousles points d’un méme filet, par
suite la valeur de la fonction I' est constante le long d’un filet.
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3° Montrons encore que la valeur de F est aussi constante tout

le long d’une ligne de tourbillons.

Pour cela ajoutons les trois équations de I'hydrodynamique
apres avorr multiplié la premiére par A, la seconde par B, la

troisieme par C, il vient

oF

o B ok C
ox + Oy +¢ 07

=0.

Mais les équations d’une ligne de tourbillon sont :

On a done

dx

dx o dy dz
A O
AlD o

4+ dv — 4 dz— = 0=—dF
Ty 0z

Celte équation exprime que tout le long d’une ligne de tourbil-

lon I¥ a la méme valeur.

4° Slll)l)()S()llS muinten:mt le mouvement non perm:m(‘nt et cal-

oA
culons —.

dt

Eerivons d’abord T'équation identique : u A —u A = 0, puis

les 3% et 2 équations de hydrodynamique

et

dw
dt

dv

+vA —uB = —

—— 4+ wA—u( =
dt

dF

dz

dF

dy

Différentions la premiére de ces équations par rapport a x, la

seconde par rapport a v, la troisicme par rapport a z et ajou-

tons, I disparait et il vieni :

d2v

d*w

dz.dt dvy.dt
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D’aprés les équations :

d*v d*w dA L L
Ll oy = (définition de A)
dA dA CdA CdA B (Lemme)
P T P P TR ~
‘\( du dv dw >_ 42 Gauati 1 tinuité) Y,
Mctot @)= Za (équation de contin

A | A8 dC ) (@éfinition de A, B, €),

dx dy dz

L’équation obtenue se réduit a

PAY G? du du . du
P Tl el ol R P

En divisant les deux membres par ? il vient

L 7e0A— N5y A du B du _(_ ﬂ
TlT( o >—T dx T dy s dz

ou

VAN
0( p) A\ du B du C du

el i Sl i P P

’

my m,

Démonstration du théoréeme d Helmholts. /'/-\

— Considérons deux molécules infiniment
voisines m (xyz) et m’(x + %, vy + 4,z &)

. . . N m
situées sur une méme ligne de tourbillon a e
Pinstant t (fig. 263). /
ot , . s Fig. 2065.
Puisque m et m’ sont deux points infi-

niment voisins d'une méme ligne de tourbillon on a :

En désignant par — la valeur commune de ces rapporls on peut
5

écrire ;

)

gy

“__‘A\—, f‘:B—"—-‘ E—(:——-.
2

O

PoINCARE. Cinématique. 23
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354 HYDRODYNAMIQUE

La distance m m’ ou y/3* 4 #* 4 {* s’exprime alors par HE,

H représentant la grandeur de l'axe du tourbillon. °
Au bout du temps infiniment petit dt, m est en m, et m’ en
’. Les coordonnées de ces deux points sont respectivement

.
~ P 3, \.
x +ox,y—4 cy, z+ 6z (m,};
» ~ ~ ~ -~ N
x+&4ox—+a%; ydn+ov+on; z+L+oz+ el{(m;.

m

Calculons 23, 7, ¢4. On a ox = dt. u.
Comme les points m et m’ sont considérés au méme instant on
a pour les composantes de la vitesse suivant ox,

l,etu—{—-ﬂ:—*“du .+(_]l_'_§
I~ ] dz
d’on
. . du , du du
Ox_l_f,;:dt(u—i——d-; ;+_d\—'7‘+ FS>.
On adonc ~
65 B du ; du du »

i N T N P

ou encore

o3 _E(A du B du C du _‘_sa (A
W"pﬁ+?$+71ﬁ_JT)

. ~ /A

En conséquence 55 = ¢4 (—)
5

)

Alinstant t, 5= A

.. TA /A
;+o;:a[—ﬁ——}—o(—°— .

)

>

Le rapport de § a — cst done constant et égal a . Il en est de

‘ .
méme pour 7, et C Donc C,'r,, : restent proporhonnels aux pro-

jections de I'axe de tourbillon sur les trois axes : les deux molé-
cules sont constamment sur une méme ligne de tourbillon.

[¢]

. .. _— £
Reyarque. — On a trouvé précédemment mm’ = H. —. Ce
2

. I3 J -
résultat montre que la distance des molécules reste proportion-
nelle au tourbillon et inversement proportionnelle a la densité

du fluide.
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Cette proposition renferme le théoreme de Lagrange. Suppo-
sons, en effet, qu’il y ait une fonction des vitesses a l'origine des
temps, dans ces conditions

A=B=C=0
et les équations A dy z sont indéterminées
qu A B~ C '

Une ligne quelconque est une ligne de tourbillon.

Toutes les molécules qui sont a l'origine sur une ligne quel-
conque qui est une ligne de tourbillon seront a un instant
quelconque sur une méme, ligne de tourbillon ; une ligne quel-
conque est donc toujours une hgne de tourbillon.

Les équations se trouvent ainsi toujours indéterminées, par
suite &4 un instant quelconque A=0, B=0, C=0, il y a donc
bien une fonction des vitesses a un instant quelconque s’il y en a
une a l'origine des temps. C’est la le théoréme de Lagrange.

, . dA dB dC ..
Autre forme de Péquation i -+ d) +ﬁ7 =0. — Consi-

dérons une surface fermée quelconque et un
élément dw de cette surface (fig. 266). Si le
tourbillon (H) correspondant a dw fait avec ©
la normale a 1'élément un angle » l'intégrale
j([l) cos zdw, étendue a tous les éléments
de la surface fermée, est nulle.
Comme (H) cos o est la projection du tour-
billon correspondant a 1'élément dw sur la
normale a cet élément, on a

(1) cos 5 = Aa+ B3 4 Cv, Fig. 206.
a, 5,7 désignant les cosinus directeurs de la normale; par suite
f(H) cos zdw :f(\'.ﬂ\a.—k 34 C) do,

or fAudm _.f-——dc, dz désignant un élément quelconque du

volume intérieur a la surface, done

d
fg\z-i—BJ-{—(-f dm_f<d\ (B+d(;>u

dx dy
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356 HYDRODYNAMIQUE

L’équation %—t——}——%?— -+ (;—(z::() est donc ¢quivalente a la
sulvante f(H) cos » dw==0.

Faisceau de lignes de tourbillon., — Par chacun des points d'un
élément de surface dw on peut faire passer une ligne de tour-
billon, cet ensemble constitue un faisceau. D’aprés ce qui pré-
cede, toutes les molécules qui, a un instant donné, font partie

d’'un méme faisceau, feront toujours partie d'un méme faisceau.

Moment d’un faisceau. — Soient dw la section normale infini-
ment petite d'un faisceau en ab (fig. 267) et (H) le tourbillon au
centre de gravité de ab; le produit (H}
dw est par définition le moment du fais-
ceau. Ce moment est une constante a
deux points de vue :

1° 11 est le méme en tous les points
Fig. 20-. d'un méme faisceau.

En effet, considérons une secounde
section normale a’ b' d'étendue dw’ et dont (II') est le tour-
billon en son centre de gravité. Appliquons l'équation (H)
cos 2dw=0 a la surface fermée aa’ bb’ limitée par le faisceau
et les deux sections droites. Pour les éléments de la surface
latérale, l'intégrale est nulle : en effet, le plan tangent en ce
point contenant la tangente a la ligne du tourbillon passant par
ce point, la projection du tourbillon sur la normale est nulle et,
par suite {Il) cos ¢ =0. Pour les faces a b et a’ I, le tourbil-
lon est normal a I'élément, pour I'un cos v =

1 et pour Pautre

cos z=— 1. [in conséquence

f‘[(ll) dow —{IlI/dw'l =0

quels que soient les éléments considérés. 1l faut donc que l'on
ait {Il) do — (H) do’ =0 ou (H) dw:= (I}’ dw’, c’est-a-dire que
le moment du faisceau soit le méme en chaque point.

2° Le moment conserve encore la méme valeur, quelle que
soit I'époque a laquelle on le considere. Pour le démontrer,
prenons sur le faisceau I et sur une méme ligne de tourbillon

deux molécules infiniment voisines m et m’ (fig. 268). Parm et
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MOMENT D'UN FAISCEAU 357

m’ menons deux plans paralleles qui déterminent deux sections
infiniment petites a b, a’ b’; le volume ab, a’ b’ peut é&tre assi-
milé 4 un cylindre oblique, car les axes infiniment petits tels
(ue mm’ peuvent &tre considérés comme rectilignes.

Au bout d'un temps quelconque, F est en I, les points m et
m’ sont en m, et m/ et les molécules

a

qui occupaient le volume a b, a’ b’
occupent le volume a, b, a/ b/. Les
surfaces a, b, a’b’ ne sont pas res-
tées rigoureusement planes; mais
comme clles sont infiniment petites on
peut les considérer comme planes et
méme paralléles, car elles forment un Fig. 268.

angle infiniment petit. Le volume

a, b, a’b/ de section droite dw peut étre alors assimilé a un
cylindre oblique de volume mm’ dw et de masse ? mm’dw. On
a done

pmm’.dw = C".

Or,

et
£ — (‘lc

donce

(l[) d(c) p— (:'P.

On a rendu visibles ces faisceaux avec des fumées. Les cou-
ronnes d’hydrogéne phosphoré ne sont autre chose que des fais-
ceaux de lignes de tourbillon. Elles se disposent en sortes de
tores dont les points tournent autour du lieu des centres des
sections méridiennes.

Tutonreme. — Dans le cas d'un liquide ui remplit comple-
tement un récipient, les valeurs de u, v, w sont déterminées si
l'on se donne a un instant quelconque les valeurs des trois fonc-
tions A, B, C.

Supposons qu'il existe deux systemes de valeurs (u, v, w); (u,
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v, w,) correspondant & un méme systeme A, B, C. Dans ces

conditions, on aurait

dv dw dv, dw,
A=—r0—— et \—m—rp— — .
dz dy dz dy
En retranchant membre 4 membre ces deux égalités, il vient
d(v—v) _ d(w—w,)
dz dy )

Les expressions de B et de C donnent deux autres relations

analogues :

d(w—w,) du—u) du—u) _ d{v—v)

dx = dz ’ dv dx

Ces équations établissent que
(u—u)dx 4+ (v—v) dy + (w—w)dz

est unc différenticlle exacte dyp, par suite

d G2

do
u=—u —— 5 v—=y¥ — W =W .
g gy I

-3

Le fluide étant incompressible, I'équation de continuité donne

du+ dv+dw —0

dx dy dz
et
du, dv, dw, -
& TGt Y

d’ott en retranchant membre a2 membre ces deux équations :

d(u—u d{v—v) d(w—w
o) | dbow | dwow) g,
par suite
d’» d?z d?s
dx? + d)"2 + dz; =0
c’est-a-dire
Af' = O
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D'ailleurs, la vitesse en un point (uelconque de la paroi du
vase est dans le plan tangent ce qui s’exprime par 1'équation
au + 3v+4 yw=0, a, 3, v étant les cosinus directeurs de la
normale a la surface.

De méme, au, 4 Bv, 4 vw,=0, d'ol1 en retranchant membre
a membre ces deux équations :

d

D d» d»
ldx+‘3dy+7 dz=0’
.. do . .
par suite -+ =0 en tous les points de la paroi.

Or, d'apres le théoréme de Green, toute fonction qui satisfait

.. do . .
aux conditions A» =0 ¢t —— =0 est identiquement nulle. La

dn

fonction % étant identiquementnulleon a u=u,, v=v,, w=w,.

ReMarQue. — Si a l'origine des temps on connait u, v, w, les
composantes A, B, C du tourbillon
sont déterminées.

Considérons deux molécules infini-
ment voisines sur la méme ligne de
tourbillon ; connaissant u, v, w, on
peut déterminer la position m, de m
au bout du temps dt; il en est de méme
de la position m/ prise par m,, on
obtient .ainsi la nouvelle direction du
tourbillon au point m, ; sa grandeurest

. 1
donnée par la relation mym,/ = s-(—l - om
P Fig. 269.

Donc, sion connaitu,v,w au temﬁs t,
on connait également A, B, C au temps t 4 dt, et par suite,
d’aprés ce qui a été démontré, les valeurs de u, v, w a l'ins-
tant t 4 dt.

Les composantes u, v, w de la vitesse sont donc déterminées
a un instant quelconque si on connait leur valeur i l'origine
des temps.

En conséquence, si on considéere un liquide parfait enfermé
dans un vase qu'il remplit complétement, le mouvement ne

dépend que de la vitesse initiale et non des forces extérieures. 11

A

m m,
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en est encore de méme si un liquide parfait remplit un espace
indéfini et de telle facon que la vitesse soit nulle a4 linfini. Ce
théoréme est soumis aux mémes restrictions que le théoreme de
Ilelmholtz.

Tutonkme. — Dans le cas du mouvement permanent, consi-
dérons le filet F et la ligne de tourbillon T qui se coupent au
point m. Par les différents points
de I menons des lignes de tour-
billon et par ccux de T des filets,
les deux surfaces ainsi obtenues
coincident.

En effet, an bout d'un temps t,
m ¥ les molécules (ui étaient sur la
ligne de tourbillon T sont sur la
ligne de tourbillon T’ qui passe par m’, nouvelle position de m,
ce qui prouve que tout filet qui rencontre T rencontre aussi T'.
Donc, les lignes de tourbillon qui rencontrent le filet F rencon-
trent tous les filets qui s’appuient sur la ligne de tourbillon T.

D’aprés le théoréeme de Bernouilli, qui s’applique tout le
long d'un méme filet et d’'une méme ligne de tourbillon, on a

Fig. 270,

= C*;

d’ailleurs

~
<
\

F:f dp _T_vV,

= C" est alors I'équation d’une certaine surface engendrée
par un systeme de lignes de tourbillon; c'est aussi I'équation
d'une certaine surface engendrée par un systeme de filets. Or,
la fonction I a la méme vuleur tout le long du filet I, elle a
aussi la méme valeur tout le long de la ligne de tourbillon T;
oette valeur est la méme pour le filet F et la ligne de tour-
billon T puisque ces deux lignes ont un point commun m.
Done, les deux surfaces FF = C* coincident.

Cas particulier. — Considérons un liquide pesant  enfermé
dans un vase dont la forme est une figure de révolution. Le
liquide est suppos¢ animé d'un mouvement permanent dans
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lequel les filets sont des circonférences horizontales pvant leur
centre sur Paxe oz du vase. La conséquence de ces hypothéses
est (que, en un point quelconque, chaque molécule décrit d'un
mouvement uniforme une circonférence ayant son centre sur oz.
La vitesse o, étant la méme tout le long d'un méme filet, ne
dépend que du z du point considéré et de r

r’=x*+4 }'2.

Démontrons que le mouvement permanent n'est possible que
si w est indépendant de z. Pour cela, reprenons les équations
de I'’hydrodynamique. Les molécules étant animées d’'un mouve-
ment circulaire uniforme 'accélération est centripéte et la force
d'inertic est la force centrifuge; ses composantes sont :

wix, w'v, 0;

les forces extéricures ont pour composantes o, o, g. Les équa-
tions de 'hydrodynamique donnent alors :

1 dp o 1 dp_()i” t dp .
lodx—o‘\’ 971;7"\’?(12—'

Multiplions la premiere par dx, la deuxieme par dy et la troi-
sieme par dz et ajoutons :
Comme 7 est constant, il vient :
dp
P oixdx —+w’vdy + gdz.

o}
¢

Le premier membre de cette équation étant une différentielle
exacte, il en est de méme du second membre et on a

d ‘wx dg

dz — dx
d'ou
(l(n)

—— =10

dz ’

par suite @ est indépendant de z. Le mouvement permanent

n’est donc possible que si la vitesse de rotation est la méme
tout le long d’'une méme verticale.
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Les lignes de tourbillon sont des verticales. — On a
xdx 4 ydy = rdr.

L'équation précédente donne d'ailleurs
-?—:j w’rdr 4 gz —+ C*.

En un point quelconque de la surface libre, la pression est
constante et égale a la pression atmosphérique. Pour tous les

points de la surface libre on a donc fw*rdr + gz=C".
Quand on connait jm*rdr: ® (r), cette équation donne la
forme de la surface libre.

Cherchons les lignes de tourbillon, c'est-i-dire A, B, C.
Puisque

U= Wy, V=-—wX, W=0
on a
. dw dw
A=o0, B=o, L:zw—{—‘{—d— Y3
ou
C=20)+1‘d—w
dr

On voit que le tourbillon est parallele a oz, par conséquent
les lignes de tourbillon sont des verticales.

ReMARQUE. — La vitesse de rotation étant la méme tout le
long d'une verticale, les molécules sont entrainées comme si
elles appartenaient a un corps solide.

Cas particulier. — Considérons un cylindre de révolution
vertical ayant pour axe oz et pour rayon a. Le tourbillon ne
dépend que de r. Supposons qu'en tous les points intérieurs
C=0C, et en tous les points extérieurs r>a, C=0. Déter-
minons w, on a :

. dw . .
C,=2w—r e C, est constant : on. satisfera a cette con-
"
dition cn prenant v = 7"— .

4
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. . dw
A D'extérieur, on devra avoir 0 =2w +r a
v
dw dr
ou _— —_=— 2 -_—
w r
K

D’oit Log w=—2Logr 4 Log K donc o= -

Les deux formules devant concorder pour r=a, il faut que
C,a’

h—'2

Problemes. — La connaissance de A, B, C, u, v, w, a 'origine
des temps, permet de déterminer ces mémes quantités a un
instant quelconque. D’autre part, la connaissance de A, B, C
a P'origine permet de déterminer u, v, w a l'origine.

Résolvons le probleme dans quelques cas particuliers.

Supposons d'abord que le liquide remplisse un espace indéfini
dans les trois sens, et que sa vitesse soit nulle a 1'infini. Suppo-
sons de plus u et v indépendants de z et w=0.

D’aprés ces hypotheses, la vitesse d'un point quelconque du
liquide est parallele au plan des xy; les vitesses de tous les
points d'une verticale sont égales et paralleles. La trajectoire
d’un point quelconque est donc dans un plan horizontal. Deux
points situés sur une méme verticale a l'origine des temps
seront toujours sur une méme verticale. Dans le cas actuel

A=B=o.
dv dw dw du dv

Enelfet A =@ — i B= — & "~ ®
3—:: o, car u et v sont indépendants de z,
De méme ﬂ —o0 d—w—-_—_ 0, puisque w =o0;

dx Tody ’ ’

] du dv
il reste C= [y &
ct I’équation de continuité s’écrit

. du dv
1) It o= 0.
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Ces deux équations suflisent pour déterminer u et v connais-
sant C. Les composantes A et B du tourbillon étant nulles, le
tourbillon se réduit a sa composante verticale et 'on a C = (II).

Les lignes de tourbillon sont des paralléles i oz et les faisceaux
de lignes de tourbillon sont des cylindres ayant leurs généra-
trices verticales.

Le moment d’un faisceau (H) dw est constant, donc Cdw = C*.

Dans le casactuel les deux [acteurs sont constants. En effet, en
coupant le faisceau par deux plans horizontaux
on obtient un cylindre limité a deux sections
droites a b, a’'b (fig. 271); soit h sa hauteur, le
volume du cylindre est h dw; h est constant:
b en effet, un point quelconque reste toujours dans
un plan horizontal, la distance verticale des
a 4" deux bases reste donc constante; de plus, le

liquide étant incompressible, le volume est cons-

tant, donc hdw est constant et par suite dw est
Fig. 271, aussi constant, dw étant constant ainsi que C d v,
il en résulte que C est constant.

Il s’agit maintenant de déterminer u et v i l'aide des équa-
tions (1).

Ce probleme a été précédemment résolu dans un cas particu-
lier (fig. 272). Rappelons les résultats obtenus : on a considéré un

Fig. a27a.

cylindre de révolution de rayon aet un point M. Soit r =/x* 4 v*
la distance du point a I'axe oz du cylindre. Pour les points inté-
rieurs au cylindre r<a, on a supposé C = C,, et pour les
points extérieurs r > a on a supposé C =o. Ce cylindre peut
¢tre regardé comme un faisceau de section fixe, et son moment
est =a’C,. La vitesse d’'un point quelconque du plan et par suite
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de I'espace {puisque la vitesse est la méme en tous les points
d’une parallele a I'axe des z) est la méme que si le corps était
animé d’'un mouvement de rotation avec unc vitesse angulaire

®, U=V, V==-—0X.
e . C, .
On a troavé a 'intérieur du cylindre o = — et & Pextérieur
K
W) —=—.
r

La vitesse ungnluire d’un point placé a Iextérieur du cvlindre
est en raison inverse du carré de sa distance a 'axe.
Pour r=a, c’est-a-dire pour les points du cylindre, les deux

. . Ca?
valeurs de o doivent étre les, mémes ; donc on a K= ——")—— .
-
Conséquences. — A D'extérieur du cylindre il n’v a pas de

tourbillon, donc les composantes A, B, C sont nulles, et par
suite il y a une fonction » des vitesses. On a

dz = udx 4-vdy = (ydx — xdy)
ou
vdx — xdv
dy =Kk g,
) x-— + .'\v-

done

] t 2~
< =k arc —.
g X

Cette fonction n'est pas unilorme, car I'arc tg est susceptible
»

d'une infinité de valeurs. FEn prenant I'intégrale f(udx —+vdy)
le long d’un contour fermé, il pourrait se faire que I'intégrale
[t nulle, c’est ce qui arriverait si le contour d'intégration n’en-
tourait pas le cvlindre.

St le contour d’intégration entoure le cylindre, Dintégrale

f{udx +vdy) est égale a 2K=.

Autre régle pour trouver la vitesse du point M situé 3 lexté-
rieur du cylindre. — Pour un mouvement de rotation autour de

I'axe du cylindre, la vitesse de M est perpendiculaire & OM et
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. . K ca?
¢gale en grandeur a wr ou — ou encore
r

2r

, elle est en raison

inverse de la distance.

Imaginons maintenant le cylindre rempli de matiere atti-
rante de densité ¢; on sait calculer l'attraction T, qu'exerce
ce cylindre de révolution sur le point M; cette attraction est

i‘\
e, . . 27wa’o
dirigée suivant MO, et a pour expression —5— .
r

~

Pour ¢ =-—ZL la valeur de D’attraction est identique a celle de

—
(X3

la vitesse du point M trouvée plus haut.
On est ainsi conduit pour construire la vitesse du point M a la
réegle sutvante :

Régle. — On supposera le cylindre rempli de matiere attirante

de densité —= , on construira I'attraction de cette masse sur M,

3

°
~A
4

Fig. 273,

on la fera tourner de go° dans un sens convenable et on aura
la vitesse de M en grandeur et en direction.

Ce résultat est vrai quel que soit le cylindre ; par conséquent
il est encore vrai si celui-ci devient infiniment petit ; le faisceau
infiniment petit considéré se réduit 1 une droite, sa section a
alors une forme quelconque.

La regle s’applique encore au cas général. En effet on peut
décomposer un faisceau quelconque en une infinité de laisceaux
infiniment petits. Ces faisccaux sont cvlindriques, la valeur de C
sera la méme tout le long de chaque [aisceau élémentaire, mais
elle pourra varier d’un [aisceau a l'autre. Imaginons que ces
cylindres soient remplis d¢ matiere attirante de densité — .
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Construisons l'attraction de cette matiére attirante sur le point m,
nous aurons la vitesse de ce méme point m en faisant tourner de
go°® l'attraction ainsi obtenue. Soient d’abord deux faisceaux in-
finiment petits et circulaires d’'aires v, w,; A, et A, les centres

A

—

Y
Fig. 275.

de ces sections, C, et C, les valeurs des tourbillons, m, et m, leurs
moments. On a

m =Cuw;

m, =(C,w0,.
Si le premier faisceau n’existait pas, la vitesse du point A,
serait nulle, sa vitesse se réduit donc a celle qui est due a l'exis-
tence du premier [aisceau. Soit r=AA,.
Appliquons la regle. L’attraction du premier faisceau sur A,
est '~ . La vitesse du point A; est donc égale a U et diri-

2nr 2mr

gée suivant la perpendiculaire a la droitec A/A,. Pour la méme

.

aison la vitesse de A, sera perpendiculaire a AA, et égule

m,

2xr
perpendiculaires a la droite qui joint leurs centres.

Considérons le point G qui partage A\, en raison inverse des
moments m, et m,; en supposant chacun des deux faisccaux A,
et A, affecté d’'une masse proportionnelle a son moment, le
point G sera le centre de gravité de ces deux faisceaux. Il est
aisé de constater (ue sa vitesse est nulle. En effet, pour avoir
la vitesse du point G, il faut composer les vitesses de A, et A,

. A chaque instant les vitesses des deux faisceaux sont

Qa
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aprés avoir multiplié la premiére par m,, la deuxiéme par m,;
ces vitesses étant paralleles et directcment opposées, on trouve
ainsi 0. Donc le point G est fixe. Les vitesses des points A, et A,
sont constamment perpendiculaires a A,G, A,G; les droites A,G,
A,G sont donc les normales aux trajectoires des points A, et A,
et comme elles passent par un point fixe, les trajectoires sont
des cercles avant leur centre en G.

Ceci permet, connaissant la position de deux faisceaux a I'ori-
gine des temps, de connaitre leurs positions a un instant quel-
conque.

Cas particulier. — Un cas particulier intéressant est celui ou
les moments m, et m, sont égaux et de signes contraires; les
deux, vitesses sont dans le méme sens et égales entre elles; le
systeme A A, se déplace alors d’un mouvement de translation
perpendiculaire a A /A,. Dans ce cas, la direction de la vitesse
d’un point M quelconque est tangente a la circonférence, licu
A P t
MA,

Considérons en effet la circonférence déterminée par les trois

des points tels que le rapport est constant.

points A, M, A, elle est orthogonale i la premiere. La vitesse
V) y X
—1

Y Y

Fig.. 273,

du point M lui est normale. Pour le faire voir, il suffit de mon-
trer (ue la fonction des vitesses est constante tout le long de
cette circonférence; or, la fonction des vitesses est la somme
des fonctions des vitesses dues aux faisceaux .\, et A,.

. ) . v
La fonction = est K are lo— .
1} D N
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Pour la vitesse due au faisceau A,, la fonction sera KMAA,.

Pour la vitesse due au faisceau A, la fonction sera — Kl\m.
La somme est — K (angle M). Or, tout le long de l’arc de
cercle A MA,, 'angle M est constant, donc la fonction des vitesses
est constante tout le long de cet arc de cercle. Puisque la vitesse
est constamment normale a la courbe ¢ = C", elle est normale a
la circonférence A,MA,, et par suite tangente ala circonférence O.

Liquide contenu dans un vase ayant la forme d’un cylindre de
révolution. — Supposons que le liquide, au lieu de remplir un

D

5

Fig. 270,

espace indéfini, remplisse un vase circulaire de dimensions finies,
ayant pour axe I'axe des z. Admettons que dans ce vase existe un
faisceau de tourbillon A infiniment délié ayant pour section w et
égal a C. Le moment du faisceau infiniment mince est Cw. Déter-
minons la vitesse d’'un point quelconque du liquide contenu i
I'intérieur du vase. Il faut que C soit nul pour les points exté-
rieurs au faisceau, constant a l'intérieur du faisceau A et qu'en
un point de la paroi du vase la vitesse soit tangente a la paroi.

Soit OB = a le rayon du vase. Joignons OA, et désignons par A,
un point situé sur OA,, et tel que OA,>< O0A,=a,; tous les
points de la circonférence de rayon OB sont tels que le rapport

de leurs distances aux points A, et A, est constant, M \‘ = C*.
A

Imaginons que le liquide s’étende encore au dehors du vase et
qu'on ait un second faisceau de moment égal et contraire a celul
de A,, que ce faisceau soit A,et, de plus, qu'en dchors de ces
points il y ait une fonction des vitesses. Le théoréeme cui précede

POINCARE. Cinématique. 24
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nous montre que la vitesse du point M est tangente a la circon-
férence OB. Donc si on a un seul tourbillon 2 l'intérieur d’un
vase ayant la forme d’un cylindre de révolution, tout se passe
comme si le liquide s’étendait a'infini et comme si on avait deux
faisceaux de tourbillon, ces deux faisceaux ayant des moments
égaux et des signes contraires.

Les vitesses des deux faisceaux sont alors perpendiculaires

a A A, et toutes les deux égales i —‘;1%‘- ; m étant la valeur com-
mune des moments et r la distance A|A,. Si on désigne par d la
distance OA|, nous avons
ol
r = (l_l —d.

Le faisceau A, est donc animé d’une vitesse perpendiculaire
a OA,, OA, est la normale a la trajectoire, et comme cette droite
passe sans cesse par un point fixe O, la trajectoire est une cir-
conférence décrite de O comme centre d’'un mouvement uniforme.

Donc si dans un vase ayvant la forme d’un cylindre de révolu-
tion il existe un tourbillon unique de section infiniment petite,
ce tourbillon tourne d’une maniere uniforme autour de 'axe du
vase.

Revenons au cas du liquide indéfini; on peut résoudre le pro-
bleme dans le cas de trois tourbillons et a I'aide de quadratures
trouver comment se comportent ces tourbillons a un instant
quelconque.

Un autre cas particulier est celui ot 'on a un faisceau de sec-
tion fine et elliptique a l'intérieur duquel C est constant. On
démontre que ce faisceau tourne autour de son axe d’un mouve-
ment uniforme.

Pour avoir la vitesse d’un point quelconque du faisceau il n’y
a qu'h appliquer les formules de 1'attraction des ellipsoides et a
faire tourner les attractions de 90°.

Cas général. — Dans tout ce qui précede on a supposé que
les faisceaux de lignes de tourbillon sont des cylindres verti-
caux A=0, B=0, C=£0, w=0 et que u et v sont indépen-
dants de z.

Il s’agit de déterminer la vitessc d'un point quelconque de
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I'espace, connaissant les lignes de tourbillon, les faisceaux de
lignes de tourbillon et leurs moments. On envisage d’abord le
cas ou il s’agit d'un faisceau unique de section infiniment petite,
le moment est donné et en dehors il y a une fonction des
vitesses, car A =0, B=o0, C=o0.

Déterminons d’abord la fonction des vitesses. Cette fonction 2
satisfait a I'équation Ap =o0; elle doit étre finie et déterminée en
tous les points de I'espace, excepté sur le tourbillon ou ses
dérivées deviennent infinies. En partant de la il est aisé de
démontrer que, en un point (uelconque M de l'espace de
coordonnées xyz, on obtient comme il suit. On considére un
cone de sommet M et ayant pour directrice le faisceau de lignes
de tourbillon. On peut calculer l'angle solide au sommet de ce
coéne; c’est la portion de sphére de rayon 1 interceptée. La
fonction est alors o =K. M. S; K est une constante, M le mo-
ment du faisceau, S I'angle solide au sommet du cone. Clest le
cas d'un faisceau unique.

S’il y en a un nombre quelconque ou une infinité, on aura la
vitesse d'un point quelconque en faisant la somme géométrique
de toutes les vitesses partielles dues a tous les faisceaux élémen-
taires. '

Cette régle est susceptible d'une interprétation physique
remarquable. Considérons un courant fermé d’intensité i par-
courant un fil ayant la méme forme que le faisceau et l'inten-
sité 1 ayant pour valeur i=CM, C est une constante numérique
et M le moment du faisceau. Imaginons un pole magnétique
d’intensité 1, le courant exerce sur ce péle une certaine attrac-
tion, il en résulte un potentiel V et les composantes de 'attrac-
tion sont :

dV. dV 4V
dx ' dy ’ dz ’

V est proportionnel & i, c’est-i-dire it M et & I'angle solide sous
lequel on voit le courant du point A.

Le potentiel V relatif a l'attraction de ce courant sur le péle
magnétique est précisément égal a la fonction des vitesses .

Cas du tore. — Un cas particulier intéressant est celui d’un
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faisceau unique ayant la forme d'un tore, infiniment délié,
d’axe oz.
On démontre que cc tore est animé d'un mouvement de trans-

lation paralléle a oz.

Mouvement d’un corps solide plongé dans un liquide. — Con-
sidérons un liquide de densité 1 prolongé indéfiniment dans
tous les sens. Admettons qu'a l'origine des temps il existe une

fonction » des vitesses, on a
udx + vdy + wdz =d»

et la fonction existe a un instant quelconque. Supposons qu'une
spheére solide soit immergée dans le liquide et animée d'un mou-
vement de translation parallele a ox.
Calculons la vitesse d'un point quel-
conque du liquide. La fonction des

0 X . , ., .
vitesses © est déterminée par les trois
5 e ! .
conditions sulvantes :
1° Elle satisfait a DI'équation de
N continuité As == o.
Fig. a5, i

2° Le liquide étant en repos a
I'infini on doit avoir 3 ==o0 a l'infini.

3° La composante normale de la vitesse relative du fluide par
rapport au corps solide doit étre nulle. Or, la vitesse relative est
la différence géométrique de la vitesse absolue et de la vitesse
d’entraincment. Dire que la composante normale de la vitesse
relative est nulle, c'est dire que la vitesse absoluc et la vitesse
d’entrainement ont méme composante parallele a cette direction.

Il faut donc exprimer qu’en tout point de la surface du corps
solide les composantes normales i cette surface de la vitesse
absolue ct de la vitesse d’entrainement sont égales.

Soit N la composante normale de la vitesse d'entrainement,
on doit avoir N = de a la surface du corps solide.

dn

La fonction z est donc soumise aux trois conditions suivantes :

e o doo, .
Av=0; =0 al'nfini; N =l—‘ a la surface du corps solide.
dn

Ces trois conditions suffisent pour déterminer .
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Considérons, en effet, deux fonctions o et o, salisfaisant a ces
trois conditions et soit s — 9, =7, on a Ag=0 et Ap =o,
donc AY = o; i l'infini, 3 =0, 9, ==o0, donc ) = 0. A la surface de

ore 32 __ dz, __ dp dp, 4}
la sphere—(m_ N et W—L\, donc T I T =

Or, on démontre a l'aide du théoréme de Green (ue toute
fonction satisfaisant aux trois mémes conditions que la fonc-
tion ¢ cst nulle; donc les fonctions o et %, sont identiques.

Détermination de ¢. — Soit V la vitesse de translation de la
sphere suivant ox (fig. 279). Considérons un point M sur la sphere
et soit § I'angle que fait la normale en ce point dirigée vers
Pextérieur avec ox. La vitesse du point M étant parallele 2 ox et
égale a V,on a

N=V cos¥f.

\ y o X .
D'autre part, x* 4 y* 4 z’=r* et cos § = — , rétantle rayon
v r

de la sphere et x, v,z les coordonnées de M. Pour un point quel-
conque de l'espace situé a la distance p du centre de la spheére,
on a

x2+y2+zi=9!.
. . i e el e, .
La fonction — satisfait a I'équation :
2

A(%):O ou Jdp=0.

Or, si une fonction o satisfait i 1'équation Az =— o, elle satis=
b Y l . 4

. . ds
fait encore a A —‘) =o0; donc A =o0.
dx dx
D’ailleurs, xdx + ydz+ zdz = zds.
. da X .
D’olt ——== =, par suite
dx 3

Ax L.
ou A{——)=0, A désignant une constante.
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Ax .. .
= La condition (1) est remplie; la con-
dition (2) I'est al;ssi, car ¢ est nul pour un point a l'infini; reste
a déterminer A de facon (ue cette fonction satisfasse a la troi-
sieme condition.

Posons z—

4

. do L. Acost .
Pour cela, il faut calculer —d—- ; on peut écrire p = ———. Si
n o
[}
M se déplace sur la normale a la sphére, § ne varie pas, g seul
. o ds do
varie, par suite —— — —- ,
' P dn dp
do 2A cos 8 .
Or, L= A la surface de la sphere p=r,
’ P
on a donc sur cette surface
do 2A cosh
dn o
Cette expression est égale a N, c'est-a-dire 2 V cos 6, on a
2A cos 9 Vrd .
donce ————=Vecos 8, dou A=— ——. Par suite
_ r 2
Vr? cosf
o= -
] ol

)

Connaissant 3, on connait la vitesse d’un point quelconque.
Cherchons la résultante des actions du liquide sur la sphére. Le
théoreme de Bernouilli donne, dans le cas d’un liquide pesant
dont la densité est prise pour unité,

(1 p— Pt gr—T —2.
0 dt
.o . d» . .
On pourrait déterminer T et Tt‘— ct substituer les expressions

obtenues dans I'équation (1).

Avutre soLutiox. — Appliquons le théoréeme des forces vives :
considérons une certaine force X appliquée au centre de la
sphere et dirigée suivant ox. Soient M la masse de la sphere
solide dont la foree vive est M. VI et H la force vive du
liquide.

La demi-force de tout le systtme est —,1— (MV? 4 H). L’accrois-

2
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sement de cette demi-force est égal au travail de X, ce qui
donne :

dif < dx g —xvae

MV.dV+ =X

Pour écrire les équations du mouvement de la sphere il faut
calculer H, force vive totale du liquide.
Appliquons pour cela le théoréme de Green, nous savons que

e[V ()]
—J) dw_f dx +( dy +< dz ds,
dw est un élément de la surface de la sphere, et dv un élément
du volume du liquide extéricur a la spheére.
Calculons cette intégrale. Le coefficient de d= est le carré de
la vitesse; la densité du liquide étant 1, d+ élément de volume

est aussi I'élément de masse correspondant; le second membre
est donc la force vive de tout le liquide H; nous avons alors :

do
= —f? dn

d= . .
Remplacons 3 et —— par leur valeur a la surface de la sphere :

dn
L Acosh d» . 2 A cosf

d(.v).

#

r? dn r?

2 cos? ]
Alors lI:fL::)-S—i dw

.3

Remplacant A par la valeur —Tl , il vient :
H= \2?. ufcos* Bde.

Reste a évaluer lintégrale j cos? fdw.
En déterminant un point de la sphére par sa longitude 4 et sa
colatitude 6, on a :

do= r*sin 8dbd?}.
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L'intégrale cherchée se transforme alors dans I'intégrale

fo )
/‘

0

Calculons d’abord ﬂ“ cos? § sin, 6d9.

En posant cos § ={, 'intégrale devient :

1 1 2
— f 22d% ou f ) [
1 1 3

. . . 2
I’autre intégration f d¥ donne 27 et nous trouvons pour H
[
la valeur :
72

H= 5

T[;— wr’

H mesure la demi-force vive d'une sphére de liquide de
méme rayon que la sphére donnée. La demi-force vive totale

| ’\] 3 I
- I -; Tl .2

La force vive est la méme que celle d'une sphére de masse

M % s,
On a donc pour I'équation des forces vives :
2 dv
-7 3 l— = x'.
[M + g =X
Supposons X ==o0, on aalors - = La sphere est animée

d’'un mouvement uniforme sans subir aucune résistance de la
part du liquide.

Ce résultat s’applique aux fluides parfaits, mais I'expérience
ne le vérifie pas dans le cas des fluides naturels. Il n’y a pas a
s’é¢tonner de cela : dans un fluide parfait il n'y a aucune visco-
sité, c’est-a-dire aucune force capable de détruire de la force

vive pour la transformer cn chaleur comme il en existe dans les
fluides naturels.
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Solide immergé de forme et de grandeur variables. — lLe cas
des corps immergés de forme et de dimensions variables a été
réalisé par les sphéres pulsantes de M. Bjerknzes.

L’appareil se compose d’une sphérc en caoutchouc munie d’un
tube et d’une poire; en pressant plus ou moins

la poire, on produit des dilatations ou des
contractions de la spheére.

1° Considérons d’abord une sphere pulsante
isolée, elle restera en repos par raison de
symétrie.

Calculons 2 et la force vive totale du liquide ;
soit r le rayon de la sphére, c’est une fonction
du temps puisque le diametre est variable,
soit 1’ la dérivée de r par rapport au temps.

Nous prendrons z= — . La fonction — sa-
' o o)
) \
tisfait a la condition Az =o0; elle est nulle a
I'infini et c'est la seule qui ne dépende que Fig. 278.
. . dn- s
de g. Il faut déterminer A pour que 1"' =N; N c'est 1/,
dn
do d» A : .
or — = —*=—— " On a donc — —=1" a la surface
dn dp 52 2

[}
de la sphére, donc A =—1r'1r%
Calculons la force vive totale du liquide.
Appliquant comme précédemment le théoréme de Green a la
surface de la sphere, il vient :

1o
ll _— — < ¢ U
f‘ dn do

1 =+11L do — —l\—z-‘/dw

ou

l’intégrnle f(lm est la surface de la sphere.
A,

Done Il = —L 4w =1'n". 4=.
v
2° Imaginons qu’au lieu d’une seule sphere pulsante il y ait
dans le liquide deux sphéres pulsantes de rayons r et r,, soient

r' et r/ les dérivées par rapport au temps der et r, et ¢ la dis-
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tance des centres, supposée parallele a ox. Imaginons d’abord
ces sphéres fixes, la forme de la fonction 7 est assez compliquée ;
c’est une série qu’'on pourrait calculer, mais on peut se borner
au premier terme en supposant que les rayons des sphéres sont
trées petits par rapport a la distance des centres ; la fonction des
forces s’obtient alors en considérant isolément les deux spheres
et faisant la somme des fonctions des forces ainsi obtenues.
Soient p et p, les distances d’un point de 'espace ambiant aux
centres des deux spheres, on a pour la premiére spheére

/52 r /r 2
® = ——— et pour la seconde sphere : , = — 2!
4 o ry

. La fonc-
\
tion des forces relative au systeme des deux sphéres est

P=73+9,

ou

g P
Cette fonction ® ne satisfait qu'approximativement a la 3¢ con-
.. db . . .
dition prn N a la surface de la premiére sphére. En effet

d‘b d? d“?l . . . d? W
= de T I ? la surface de la premiére sphére ——— N.

dn
. 3 .y
Reste a montrer que -ﬁ est négligeable.

”

—=! est la composante de la vitesse normale a la surface de la

1
.dn

, 1 .
seconde sphére, elle est de 'ordre dc?- et comme p, differe
v

A ] 1 .
tres peu de o, clle est de l'ordre de7 . Comme p est tres

1 Lo . .
grand par hypothése, —- est trés petit, et par suite la fonction ®

peut étre prise pour fonction des forces.
Pour avoir la force vive, appliquons le théoreme de Green

do -
ll Z—fq) Fd(t),

I'intégrale devant dtre prise & la surface des deux spheres.
Posons H=H,+1,; H, étant I'intégrale prise sur la pre-
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miere sphére et I, 'intégrale prise sur la deuxiéme sphere. On a

-

d ),

do

or — =N==r/, donc

dn
' r?
i, = — [0 —re— 22 ]

p remplacant p,, il vient enfin

b

P

Il 22
rr.roree.

H,=4=r'""r* 4

On a de méme
IS

2
)

o 2,3
H,=4rr' *r® 4

Jo20.2
rr i,

. 2
par suite H=/4= [r’*rs—-i—r’ ,’rf—{——P—‘ r’r"r’r"].

L’expression de la force vive totale n’est plus la méme lorsque
au lieu de supposer les deux sphéres fixes, on imagine que I'une

Fig. 279.

d’elles est mobile dans la direction de la ligne des centres. Alors
la distance p =c des centres est variable et si I'on appelle ¢’ la dé-
rivée de ¢ par rapport au temps, il faut ajouter a H trois termes
de la forme :

2Bc't 4- 2B,c'v', 4+ D¢’

B, B, et D dépendant de r, r, et c.
Connaissant H, pour calculer I'action des deux sphéres 'une
sur l'autre, il suffit d’appliquer les équations de Lagrange.
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Soit X l'action du liquide parallelement a ox sur la premiére
sphére, —X sera la résultante parallele a ox de la réaction de la
sphére sur le liquide, et le travail de cette force pour un accrois-
sement virtuel ¢ ¢ de la distance ¢ est — Xac.

Les équations de Lagrange donnent alors :

1 di d (dl[ )]ﬁx.

21 de T At \dd
. . 1 dH ,
Si ¢/=o0, 1l reste DR ri Br'4B,r/ .
En posant v =< cos it et 1/ =¢, cos 2t, il vient :
1 d (d”) - Esinat
—— —|—=—)=Esink
2 dt \ de

E étant une constante ; ce terme étant alternativement positif et
négatif, si la période de pulsation est assez courte, ses effets
alternativement de sens contraire pourront étre négligés.

Il reste done :

X 1 dll he L,
N ge =

Cette formule montre que sit’ et 1/, sont de méme sens, les
deux sphéres s’attirent ; si 1’ et r, sont de sens contraire, les
deux sph'ere.s se repoussent, 1 ne peut pas étre constant, parce
que le rayon de la sphére ne peut croitre au dela de toute
limite.

Supposons que ce soit une fonction périodique, par exemple

v ==&cos i, 1, =&, cosit.
la période étant la méme pour les deux sphéres pulsantes.
Si & et & sont de méme signe, les deux sphéres pulsantes se
contractent en méme temps et se dilatent en méme temps, r' et
r/ sont toujours de méme signe.

51 8 et &, sont de signes contraires, une sphére se contracte
pendant que P'autre se dilate, r' et r,/ sont de signes contraires.
On peut produire de la sorte des phénoménes d’attraction et de
répulsion apparente entre les sphéeres pulsantes. C'est ce qu’a
réalis¢ M. Bjerknces.
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L’attraction est en raison inverse du carré de la distance, mais
clle présente une différence avec les phénoménes électriques :
dans ces derniers, deux molécules de méme nom se repoussent,
deux molécules de nom contraire s’attirent; ici, si deux sphéres
sont d’accord, c’est-a-dire si elles se contractent et se dilatent
cn méme temps, elles s’attirent ; au contraire, elles se repoussent
si I'une sc contracte quand l'autre se dilate.
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