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LES MÉTHODES NOUVELLES

MÉCANIQUE CÉLESTE.

TOME III.

CHAPITRE XXII.

INVARIANTS INTÉGRAUX.

Mouvement d'un fluide permanent.

233. Pour bien faire comprendre l'origine et la portée de la

notion des invariants intégraux, je crois utile de commencer par

l'étude d'un exemple particulier emprunté à une application phy-

sique.

Considérons un fluide quelconque, et soient u, v, w les trois

composantes de la vitesse de la molécule, qui, à l'instant ^, a pour

coordonnées x^ y, z.

Nous regarderons u^ v, w comme des fonctions de t, x^y^ z et

nous supposerons que ces fonctions sont données.

Si u, p, w sont indépendants de t et ne dépendent que de x,y
et z, on dit que le mouvement du fluide est permanent. Nous

supposerons que cette condition est remplie.

La trajectoire d'une molécule quelconque du fluide est alors

une courbe qui est définie par l'équation diff'érentielle

, , dx ciy dz
(i) __ = _-^. ^ _.

Il V w
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Si l'on savait intégrer ces équations, on en tirerait

X = (fi{l, xo, yo, ^o),

y = ?2(?; ^0, JKO, -o),

Z = C23(/, Xo, JKo, -So),

de sorte que ^,y et z seraient exprimés en fonction du temps t

et de leurs valeurs initiales ^oî^oi Re-

connaissant la position initiale d'une molécule, on en déduirait

ainsi la position de cette même molécule au temps t.

Considérons des molécules fluides dont l'ensemble forme à

l'origine des temps une certaine figure Fq
;
quand ces molécules

se déplaceront, leur ensemble formera une nouvelle figure qui ira

en se déformant d'une manière continue, et à l'instant t l'ensemble

des molécules envisagées formera une nouvelle figure F.

Nous supposerons que le mouvement du fluide est continu,

c'est-à-dire que ii, c, w sont des fonctions continues de x,_y, z]

il existe alors entre les figures Fq et F certaines relations que la

continuité rend évidentes.

Si la figure Fq est une courbe ou une surface continue, la

figure F sera une courbe ou une surface continue.

Si la figure Fo est un volume simplement connexe, la figure F
sera un volume simplement connexe.

Si la figure Fq est une courbe ou une surface fermée, il en sera

de même de la figure F.

Examinons en particulier le cas des liquides; c'est celui oi!i le

fluide est incompressible, c'est-à-dire où le volume d'une masse

fluide est invariable.

Supposons alors que la figure Fq soit un volume, au bout du

temps t la masse fluide qui remplissait ce volume occupera un

volume différent qui ne sera autre chose que la figure F.

Le volume de la masse fluide n'a pas dû changer; donc Fq et F
ont même volume : c'est ce que l'on peut écrire

(2)
I I I

c/xdy dz =
I

dxo dy^ dz^
;

la première intégrale est étendue au volume F et l'autre au vo-

lume Ffl.
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Nous dirons alors que l'intégrale

III dx dy dz

est un invariant intégral.

On sait que la condition d'incompressibilité peut s'exprimer

par l'équation

, _

,

du dv dw
dx dy dz

Les deux équations (2) et (3) sont donc équivalentes.

Revenons au cas des gaz, c'est-à-dire au cas où le volume d'une

masse fluide est variable; c'est alors la masse qui demeure inva-

riable, de sorte que si l'on appelle la densité du gaz on aura

(4)
I I

p dx dy dz =
I I

po dxQ dyo dzo-

La première intégrale est étendue au volume F, la seconde au

volume Fq. En d'autres termes, l'intégrale

/ /
j p dx dy dz

est un invariant intégral.

Dans ce cas, le mouvement étant permanent, l'équation de

continuité s'écrit

. d(pu) d(pv)
^

d(piv)

dx dy ' dz

Les conditions (4) et (5) sont donc encore équivalentes.

!234. Un second exemple nous est fourni par la théorie des

tourbillons de Helmholtz.

Supposons que la figure Fo soit une courbe fermée, il en sera

de même de la figure F.

Supposons que le fluide, compressible ou non, soit à une tem-

pérature constante et ne soit soumis qu'à des forces admettant

un potentiel; il faut alors, pour que le mouvement reste perma-

nent, que «, V, w satisfassent à certaines conditions qu'il est

inutile de développer ici.
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Supposons-les remplies.

Cela posé, considérons l'intégrale

/( u dx -f- V dy -\- w dz )

.

Elle aura, comme nous l'apprend le théorème de Helmhollz, même
valeur le long de la courbe F et le long de la courbe Fq.

En d'autres termes, cette intégrale est un invariant intégral.

Définition des invariants intégraux.

23o. Dans les exemples que je viens de citer on est facilement

conduit, par la nature même de la question, à la considération

des invariants intégraux.

Mais il est clair que l'on peut employer ces invariants en en

généralisant la définition dans des cas beaucoup plus étendus où

l'on ne pourrait plus leur attribuer une signification physique

aussi simple.

Considérons des équations différentielles de la forme

dx dv dz ,

(I) X =
Y-
= X = ^^''

X, Y, Z étant des fonctions données de x, y, z.

Si l'on savait les intégrer on en tirerait ^, y, z en fonction de t

et de leurs valeurs initiales ^05 J'05 ^o-

Si nous regardons t comme représentant le temps et x, y, z-

comme représentant les coordonnées d'un point mobile M dans

l'espace, les équations (i) définiront les lois du mouvement de

ce point mobile.

Les mêmes équations une fois intégrées nous feraient connaître

la position du point M au temps t connaissant sa position initiale Mq

dont les coordonnées sont Xq, yo, Zq.

Si l'on considère des points mobiles suivant la même loi et

dont l'ensemble forme à l'origine des temps une figure Fq, l'en-

semble de ces mêmes points formera à l'instant t une autre

figure F qui sera une ligne, une surface ou un volume suivant

que la figure Fq sera elle-même une ligne, une surface ou un

volume.
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Considérons alors une intégrale simple

(2) j
{kdx-^B dy -^Cdz),

OÙ A, B, C sont des fonctions connues de ^, y et ;;; il peut

arriver que si Fo est une ligne, cette intégrale (2) étendue à tous

les éléments de la ligne F soit une constante indépendante du

temps et soit égale par conséquent à la valeur de cette même
intégrale étendue à tous les éléments de la ligne Fq.

Supposons maintenant que F et Fo soient des surfaces et envi-

sageons l'intégrale double

(3) I I
{A.' dy dz -hB'dcc dz-h C'dx dj),

où A', B', C sont des fonctions de x, y et z. Il peut arriver que

cette intégrale ait la même valeur, qu'on l'étende à tous les élé-

ments de la surface F ou à tous ceux de la surface Fo-

Imaginons maintenant que F et Fq soient des volumes et envi-

sageons l'intégrale triple

(4) Cf fmdccdydz,

M étant une fonction de x, y, z; il peut arriver qu'elle ait même
valeur pour F et pour Fq.

Dans ces différents cas, nous dirons que les intégrales (2), (3)

ou (4) sont des invariants intégraux.

Il arrivera quelquefois que l'intégrale simple (2) n'aura la même
valeur pour les lignes F et Fq que si ces deux courbes sont fermées

;

ou bien que l'intégrale double (3) n'aura la même valeur pour les

surfaces F et Fo que si ces deux surfaces sont fermées.

Nous dirons alors que (2) est un invariant intégral />a7' rapport

aux courbes fermées et que (3) est un invariant intégral par

rapport aux surfaces fermées.

236. La représentation géométrique dont nous avons fait usage

ne joue évidemment aucun rôle essentiel; nous pouvons la laisser

de côté et rien n'empêchera plus d'étendre les définitions précé-

dentes au cas où le nombre des variables est plus grand que trois.
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Considérons alors les équations

rf.r, dx^ dx„
(I) -^ = ^^=...= -^^dt.

oîi X, , Xo, . . • , X„ sont des fonctions données de ^) , ^2? • • • , a^/i ;

si l'on savait les intégrer, on connaîtrait a;,, ^o, . .
.

, ^^ en fonctions

de t et de leurs valeurs initiales x\^ x\^ . . ., x^. Nous pouvons,

pour conserver le même langage, appeler point M le système de

valeurs x^, x... • -, x^, et point Mq le système de valeurs x%

^ 2 ' • • • , ^ /^
•

Considérons un ensemble de points Mo formant xme variété Fo

et l'ensemble des points correspondants M formant une autre

variété F (' ).

Nous supposerons que Fo et F sont des variétés continues à

p dimensions où p ^ n.

Considérons alors une intégrale d'ordre p

M fi
A rfw,

où A est une fonction de Xi, x.2, • • , ^n et où d(» est le produit

de/? différentielles prises parmi les n différentielles

dxi, dx2, . . . , dx,i.

Il peut se faire que cette intégrale ait même valeur pour les

deux variétés F et Fq. Nous dirons alors que c'est un invariant

intégral.

Il peut arriver aussi que cette intégrale ait même valeur pour

les deux variétés F et Fq, mais seulement à la condition que ces

deux variétés soient fermées. C'est alors un invariant intégral

par rapport aux variétés fermées.

On peut encore imaginer d'autres espèces d'invariants inté-

graux. Supposons, par exemple, que /) = i et que F et Fq se

(') Le mot variété est maintenant assez usité pour que je n'aie pas cru néces-

saire d'en rappeler la définition. On appelle ainsi tout ensemble continu de points

(ou de système de valeurs) : c'est ainsi que dans l'espace à trois dimensions, une

surface quelconque est une variété à deux dimensions et une ligne quelconque,

une variété à une dimension.
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réduisent à des lignes; il peut arriver que l'intégrale

/ ( Al clx^ -\- A2 dx^__ + . . . -h A„ dxn )= /sa,- dxi

ait même valeur pour F et Fo et soit invariant intégral; mais il

peut arriver aussi que l'intégrale

/ y E B/ dxf -h il. Ci A- dxi dxi^.,

OÙ les B et les G sont comme les A des fonctions de Xi^ x^-, . . . ^ Xi^;

il peut arriver, dis-je, que cette intégrale ait même valeur pour F
et Fo et il serait facile d'imaginer d'autres exemples analogues

Le nombre p s'appellera Vordre de V invariant intégral.

Relations entre les invariants et les intégrales.

237. Reprenons le système

<:/,r, dx',. dx„,
(i) =^ ^...= —- =dt.

Si l'on savait l'intégrer, on saurait former tous ses invariants inté-

graux.

Si en effet l'intégration était effectuée, on pourrait en mettre le

résultat sous la forme

72= G,,

JK/i-i = G,j_i,

z = i + G„,

C|, Co, . . ., Grt étant des constantes arbitraires, les y et z étant

des fonctions données des x.

Changeons de variables en prenant pour variables nouvelles,

au lieu des x, les y et z.

Considérons alors un invariant intégral quelconque; cet inva-

riant devra contenir sous le signe / (qui sera répété p fois si

l'invariant est d'ordre p), il devra contenir, dis-je, une certaine
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expression, fonction des x el de leurs difFérentielles dx. Après le

changement des variables, cette expression deviendra une fonction

des y^ de s, et de leurs difFérentielles dy et dz.

Pour passer d'un point de la figure Fo au point correspondant

de la figure F, il faut, sans changer les jk, changer z &n z -\- t.

Donc, en passant d'un arc infiniment petit de Fo à l'arc corres-

pondant de F, les différentielles dy et dz ne changent pas (la

quantité t qu'on ajoute à z est en effet la même pour les deux

extrémités de l'arc); enfin, si l'on considère une figure infiniment

petite Fo d'un nombre quelconque de dimensions et la figure cor-

respondante F, un produit d'un nombre (égal à celui des dimen-

sions de Fo et F) de différentielles dy ou dz ne changera pas non

plus quand on passera d'une figure à l'autre.

En résumé, pour qu'une expression soit un invariant intégral,

il faut et il suffit que z iiy figure pas ; les y^ les dy et dz

peuvent y figurer d'une manière quelconque.

Considérons une expression de même forme que celle que nous

avons envisagée dans le paragraphe précédent

(3) TsAf/tu,

cette expression représente une intégrale d'ordre />, A est une

fonction de ^i , x-,, • • • , Xa, d^M est un produit de p différentielles

prises parmi les n différentielles

Cfc»x7j . (XJi'^j • • f
Cl'Ou 11^ *

Nous voulons savoir si c'est un invariant intégral; faisant le

changement de variables indiqué plus haut, l'expression (3)

deviendra

/=

B est une fonction des y et de z, do)' est un produit de^ différen-

tielles prises parmi les n différentielles

dyi, dy^_, ..., dfa-u dz.

Pour que l'expression (3) soit un invariant intégral, il faut et il

suffit que tous les B soient indépendants de z et ne dépendent

que des y.
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Reprenons de même , comme dans le numéro précédent,

l'expression

(4) J\f^dxf + 2 S Gi,k dxi dxk,

les Bj et les C/./t étant des fonctions des x.

Après le changement de variables, cette expression deviendra

j'ai posé, pour plus de symétrie dans les notations,

^i- = J/; (J = 1, 2, ..., n — i); oc',^= z,

Pour que l'expression (4) soit un invariant intégral, il faut et

il suffît que tous les B^ et les d- j^ soient indépendants de z et ne

dépendent que àey.

Invariants relatifs.

238. Nous sommes conduits maintenant à chercher à former

les invariants intégraux relatifs aux variétés fermées. Supposons

d'abord/? = i et cherchons quelle est la condition pour que l'inté-

grale simple

(i)
I
{Ajdxi-\- A^dx^-h. . .+ Andxn)

soit un invariant intégral par rapport aux lignes fermées.

Faisons le changement de variables indiqué plus haut, notre

intégrale deviendra

/
ce que je puis encore écrire, en reprenant la notation plus symé-

trique de la fin du numéro précédent,

(i bis) fzBidx'i.

Cette intégrale simple, étendue à une variété fermée à une dimen-

sion, c'est-à-dire à une ligne fermée, peut être transformée par le
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théorème de Slokes en une intégrale double étendue à une variété

non fermée à deux dimensions, c'est-à-dire à une surface non fer-

mée; on a

Mais l'intégrale du second membre de (2) doit être un invariant

intégral absolu et non seulement par rapport aux variétés fermées.

Nous conclurons donc ceci :

Pour que (i) soit un invariant intégral par rapport aux

lignes fermées, ilfaut et il suffît que les binômes

dx'i^ dx'i

soient tous indépendants de z.

De même et plus généralement soit

(3) r^Adoi

une expression intégrale d'ordre /»; de même forme d'ailleurs que

celles qui ont été envisagées dans les numéros précédents; nous

voulons savoir si c'est un invariant intégral par rapport aux

variétés fermées d'ordre p.

Nous supposons cette intégrale étendue à une variété fermée

quelconque d'ordre/?; un théorème analogue à celui de Stokes

nous apprendra alors qu'elle peut être transformée en une inté-

grale d'ordre p -f- 1 étendue à une variété quelconque, fermée ou

non, d'ordre /? + i . L'intégrale transformée s'écrit

(4) Js^/ dx/^
d.T/,. diij

.

On prend toujours le signe + si /? est pair et alternativement

îe signe + et le signe — si /? est impair. [Je renverrai pour plus

de détails à mon Mémoire sur les résidus des intégrales doubles

(Acta Mathematica, tome VIII), et à mon Mémoire du Cahier du

Centenaire du Journal de UEcole Polytechnique.^

La condition nécessaire et suffisante pour que (3) soit un inva-
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riant intégral d'ordre p par rapport aux variétés fermées, c'est

que (4) soit un invariant intégral absolu d'ordre/? + i

.

239. Reprenons l'expression (i) du numéro précédent et sup-

posons que ce soit un invariant relatif, je veux dire un invariant

intégral par rapport aux lignes fermées.

Amenons-la à la forme (i bis) par notre changement de variables

.

Soit Mo un point de Fo

y\, j2, •••, yn-\, z

ses coordonnées (avec les nouvelles variables).

Soit M le point correspondant de F

Jl> JK2, •••: J«-i. - + ^

ses coordonnées. Les B^ seront des fonctions des y et de z^ mais

je mettrai z en évidence, en écrivant B^ sous la forme

B/,;(^-).

Nous aurons alors, si la ligne Fo est fermée,

ce qui veut dire que l'expression

(3) I.[YirAz + t)-Bk{z)]dx'!,

est une différentiel] e exacte que je pose égale à dY ] la fonc-

tion V dépendra non seulement des y et de 5, mais encore de t.

Pour ^ = o, elle doit se réduire à une constante.

Si nous smpposons t infiniment petit et que nous appelions ^\{z)

la dérivée de Ba(^) par rapport à z, l'expression (3) se réduit à

'L{tB'k{z)]dx'!-.

L'expression

(4) SB'/,(^)«?^k.

est alors une différentielle exacte que je pose égale à d\]. La fonc-

tion U ainsi définie dépendra des y et de z, mais ne dépendra

plus de t. Je mettrai encore z en évidence en écrivant U(:;); il
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vient alors

/(t) étant une fonction arbitraire de t.

Or U(^) peut être regardé comme la dérivée par rapport à z

d'une autre fonction W(;^) dépendant aussi des jk et l'on aura

Comme d'autre part V doit se réduire à une constante pour t= o,

nous conclurons finalement

cp(^) désignant une fonction arbitraire de t seulement que l'on

pourrait d'ailleurs supposer nulle sans restreindre essentiellement

la généralité.

On trouve alors

Ck étant indépendant de z, de sorte que l'expression (i bis) se

réduit à

jd\y + Ts Ga- dx'f,,

la première intégrale étant celle d'une différentielle exacte et la

seconde étant un invariant intégral absolu.

240. Traitons de même un invariant relatif d'ordre supérieur

au premier; soit

cet invariant qui, après le changement de variables, deviendra

L'intégrale

(i) fz[B(z-ht) — B(z)]dui'=l

devra être nulle quelle que soit la variété fermée d'ordre p à

laquelle on l'étende.
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Elle devra donc satisfaire à cerlaines « conditions d'intégra-

bilité » analogues à celles qui expriment qu'une différentielle

totale du premier ordre est une différentielle exacte.

Considérons maintenant une variété V de /? dimensions, mais

non fermée et limitée par une variété v àe p — i dimensions qui

lui servira de frontière.

L'intégrale (i), étendue à la variété V, ne sera pas nulle, mais si

on la calcule pour d'autres variétés analogues V, V", etc., ayant

même frontière p, on trouvera la même valeur, c'est-à-dire que

la valeur de l'intégrale (i) ne dépend que de la frontière v.

Elle est égale à une intégrale d'ordre p — i^

(2) ^^j^^ clw"

étendue à la variété ç et où diû" désigne un produit quelconque

de /? — i différentielles pendant que G est une fonction des y,

de z et de t.

Cette intégrale (2) est évidemment une fonction de ^, dépendant

en outre de la variété v. Considérons sa dérivée par rapport à t;

on aura

Cette dérivée, comme le montre sa dernière expression, ne change

pas quand on y change t en t — A et quand, en même temps, on

transforme V (ou ^) en y changeant partout z en z -{- h.

On en conclut que J est de la forme suivante

^{z) étant une fonction de x, y, z.

L'intégrale

(3) y2D(.^ ^(O"

est d'ordre p — i, mais on peut la transformer facilement en une

intégrale d'ordre />; il suffît d'appliquer la transformation qui,

dans le n° 238, nous a permis de passer de l'intégrale (3) à l'inlé-
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grale (4), et qui est inverse de celle par laquelle, dans le présent

numéro, nous avons passé de l'intégrale (i) à l'intégrale (2).

L'intégrale (3), étendue à la variété v, est donc égale à l'inté-

grale d'ordre p

(4) J'l.E(z)doi'

étendue à la variété V.

Nous dirons, par analogie avec la terminologie consacrée pour

les intégrales simples, que l'intégrale (4) est une intégrale de

différentielle exacte. Et en effet :

1° Elle est nulle pour toute variété fermée;

2° Elle est réductible à une intégrale d'ordre moindre.

Cela posé, on aura

les intégrales sont étendues à la variété V.

Mais cette égalité peut encore s'écrire

Cl.[B{ z. + t)—E{z ^ t)] doi' = r^[B(z)— E(z)]doj',

et elle est vraie pour une variété V quelconque.

Cela veut dire que

^^[B{z)— E{z)] diù'
.['-

est un invariant intégral absolu.

Nous arrivons donc au résultat suivant :

Tout invariant intégral relatif est la somme d'une intégrale

de différentielle exacte et d'un invariant intégral absolu.

241. Nous avons vu au 11° 238 comment, d'un invariant relatif

d^ordre /?, on pouvait déduire un invariant absolu d'ordre /J + i.

Le même procédé est évidemment applicable aux invariants

absolus, de sorte qu'on pourrait être tenté de l'appliquer de

proche en proche et de construire successivement des invariants

d'ordre/» + 2, /> H- 3, ....

Mais on serait promptement arrêté dans cette voie.
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Il y a un cas en effet où le procédé en question est illusoire,

c'est celui où l'invariant que l'on veut transformer est une inté-

grale de différentielle exacte. L'invariant intégral auquel con-

duirait la transformation serait alors identiquement nul.

Si maintenant on transforme un invariant d'ordre/), on obtient

un invariant d'ordre /? + i , mais cet invariant est une intégrale de

différentielle exacte, de sorte que si l'on veut le transformer de

nouveau, on tombe sur un résultat identiquement nul.

Relation entre les invariants et l'équation aux variations.

242. Reprenons le système

dxi dx=, dx,i j

(i) ^^r = T^ =•••"" "^ ""^"•
Aj A2 A,j

Nous pouvons former les équations aux variations correspon-

dantes telles qu'elles ont été définies au début du Chapitre IV.

Pour former ces équations, on change dans les équations (i)

Xi en Xi-^ \i et l'on néglige les carrés des i^-; on trouve ainsi le

système d'équations linéaires

d^ _ dX/c
j _^ dXk

j^ _^
dX/,

^

clt clcc i
ctoc<^ ctx II

Il va, entre les intégrales des équations (2) et les invariants inté-

graux des équations (i), un lien intime qu'il est aisé d'apercevoir.

Soit

F(^i, b, ••-, ^/0= const.,

une intégrale quelconque des équations (2). Ce sera une fonction

homogène par rapport aux ^, et dépendant d'ailleurs des x d'une

manière quelconque. Je pourrai toujours supposer que cette fonc-

tion F est homogène de degré i par rapport aux \\ car s'il n'en

était pas ainsi, je n'aurais qu'à élever F à une puissance conve-

nable pour trouver une fonction homogène du degré i.

Considérons maintenant l'expression

(3) / F(f/jPi, dx^_, ..., dXft),

je dis que c'est un invariant intégral du système (i).
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J'observe d'abord que la quantité sous le signe /

F{dxi, dx-i, ..., dx,i)

est un infiniment petit du premier ordre, puisque t/xj, c/jPo? • • •

,

dxn sont des infiniment petits du premier ordre et que F est

homogène du premier ordre par rapport à ces quantités.

L'intégrale simple (3) est donc finie.

Cela posé, supposons d'abord que la figure Fq se réduise à une

ligne infiniment petite, dont les extrémités aient pour coordonnées

'^1} ^2) • • • 1 -^lit

L'intégrale (3) se réduira à un seul élément et sera par consé-

quent égale à

Cette expression étant une intégrale des équations (2) demeurera

constante et aura même valeur pour la ligne Fo et pour la ligne F.

Si maintenant la ligne Fo et par conséquent la ligne F sont finies,

nous décomposerons la ligne Fq en parties infiniment petites. L'in-

tégrale (3), étendue à l'une de ces parties infiniment petites de Fq,

sera égale à l'intégrale (3), étendue à la partie infiniment petite

correspondante de F. L'intégrale étendue à la ligne Fq tout entière

sera égale à l'intégrale étendue à la ligne F tout entière.

Donc l'intégrale (3) est un învaiùant intégral.

G. Q. F. D.

Réciproquement, supposons que (3) soit un invariant intégral

du premier ordre, je dis que

sera une intégrale des équations (2).

En effet, l'intégrale (3) doit être la même pour la ligne Fq et

pour la ligne F, quelles que soient ces lignes, et en particulier,

si Fq se réduit à un élément infiniment petit dont les extrémités

ont pour coordonnées
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L'intégrale (3) se réduit alors_, comme nous l'avons vu, à

(4) F(ï.,b, ••,ln).

Gomme l'intégrale est un invariant, cette expression (4) doit être

constante.

C'est donc une intégrale des équations (2). c. q. f. d.

Ainsi, à chaque invariant intégral du premier ordre des équa-

tions (i) correspond une intégrale des équations (2) et récipro-

quement.

243. Voyons maintenant à quoi correspondent les invariants

d'ordre supérieur au premier.

Considérons deux solutions particulières quelconques des équa-

tions (2); soient

, rx l Çl> b? • • • > Çra»

ces deux solutions.

Il peut exister des fonctions

qui dépendent à la fois des Xt^ des \i et des ^|, et qui, quelles que

soient les deux solutions choisies, se réduisent à des constantes

indépendantes du temps.

En d'autres termes, la fonction F sera une intégrale du système

I Ctt (XJC
\

O/OC^ G/OC j-^^

l dt " dXi
^'~^

dXi
Ç2-^----+

dx,r"'

auquel satisfont les \i et les ^^.

Faisons une hypothèse plus particulière et supposons que F
soit de la forme

les AfVt étant fonctions des x seulement.

Je dis alors que l'intégrale double

--

I
^kikdxi dx/c

est un invariant intégral des équations (i).

H. P. — m.
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Supposons, ea effet, que la figure Fq se réduise à un parallélo-

gramme infiniment petit dont les sommets ont pour coordonnées

les valeurs pour ^ = o de

Xi, Xi -+- Ç() Xi -\r Çj-, Xi -+- ri -{- ç,-.

La figure F sera aussi assimilable à un parallélogramme infini-

ment petit dont les sommets auront pour coordonnées les valeurs

pour f= i de
oc'i, Xi H- Çi', Xi +-

qi, Xi -\- qi -+-
ç j.

L'intégrale J se réduira à un seul élément qui aura précisément

pour valeur

et, comme cette expression est par hypothèse une intégrale du

système (6), elle aura même valeur pour les deux figures F et Fq.

Supposons maintenant que F et Fq soient deux surfaces finies;

décomposons Fq en parallélogrammes infiniment petits à chacun

desquels correspondra un parallélogramme élémentaire de F. La

valeur de J est donc la même pour chaque élément de Fo et pour

l'élément correspondant de F; elle est donc la même encore pour

la surface Fq entière et pour la surface F entière.

L'intégrale J est donc un invariant intégral. c. o. f. d.

La réciproque se démontrerait comme au numéro précédent.

244. Le théorème est évidemment général et s'applique aux in-

variants d'ordre supérieur à deux. Énonçons-le encore pour ceux

d'ordre trois. Considérons trois solutions particulières des équa-

tions (2), i/, ^1,
^'j'; ces trois solutions devront satisfaire au système

dt ~^ dxi
''"

, , j d'^k _ ^ dXh „
(7) \ dt - Zà'd^i'''^

dX'k _ V^ d\k ).,,

dt jZi dxi
^''

Si le système (7) admet une intégrale de la forme

b 'ù ^'i

(8) SA/./,./ \k \'k II-

<kl <il Ç/
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OÙ les A sont fonctions des ^, l'intégrale triple

(9) / ^kihidxidxhdxi

sera un invariant intégral des équations (i) et réciproquement.

Transformation des invariants.

245. Les invariants étant ainsi ramenés aux intégrales de

l'équation aux variations, on trouve facilement un très grand

nombre de procédés qui permettent de transformer ces inva-

riants.

Si l'on connaît un certain nombre d'invariants intégraux des

équations

, . dxi

on déduira de chacun d'eux une intégrale des équations aux

variations

^''->

'dJ^Zdiï^i^''

En combinant entre elles ces diverses intégrales, on obtiendra

une nouvelle intégrale des équations (2), d'où l'on déduira un

nouvel invariant des équations (i).

Commençons par étudier le cas des invariants de premier ordre.

Soient
*1, 1>2, ..., */.,

un certain nombre d'intégrales des équations (i), ces intégrales

seront des fonctions des xi seulement.

Soient maintenant

f¥,{dxi), f¥._{dxi), ..., fv^idxi

q invariants intégraux du premier ordre de ces mêmes équations (i)

Les fonctions sous le signe /

Y^{dxi), Y^i^dxi), ..., Yqi^dxi)
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dépendront des xi et de leurs différentielles dxi. Elles pourront

dépendre des ^^ d'une manière quelconque; mais par rapport aux

différentielles

elles devront être homogènes et du premier ordre.

Alors

seront des intégrales des équations (2) et seront homogènes et du

premier ordre par rapport aux \i.

Soit maintenant

0(<ï>,, ^2, ..., f,.;Fi, F.2, ..., Fy)=0[*/,, F/],

une fonction des <ï> et des F, dépendant des <ï> d'une manière quel-

conque, mais homogène et du premier ordre par rapport aux F.

Alors

sera une nouvelle intégrale des équations (2); de plus ce sera une

fonction homogène et du premier ordre par rapport aux \i.

Il en résulte que

'0[*A-, ^i{dxi)\/'

est un invariant intégral du premier ordre des équations (i).

On aurait pu arriver tout aussi facilement au même résultat

en transformant les invariants par le changement des variables

du n° 237.

Par exemple

'(Fi+F2+...+ F^)

et

v/Ff-i-F| + ...+ F,}

seront des invariants intégraux.

246. Le même calcul peut s'appliquer aux invariants d'ordre

plus élevé.

Soient encore
*,, *2, ..., 1V,
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p intégrales des équations (i), et

I
¥i{dxidxi;), j ¥^{dxidx!^), ..., 1 Fç{dxidxh),

q invariants intégraux du second ordre. Les F seront des fonctions

des Xi et des produits de différentielles

dxi dxk-

Elles seront homogènes et du premier ordre par rapport à ces

produits.

Alors

seront des intégrales du système (6).

Si alors

est une fonction quelconque des $ et des F, homogène du pre-

mier ordre par rapport aux F, l'expression

sera une intégrale des équations (6); elle sera de plus homogène

et du premier ordre par rapport aux déterminants

\k^Ù— \'k\i-

Il en résulte que l'intégrale double

y e[<ï'jj,, '¥i{dxidxk)\

sera un invariant intégral du second ordre des équations (i).

247. Nous avons ainsi le moyen, connaissant plusieurs inva-

riants du même ordre, de les combiner de façon à obtenir d'autres

invariants du même ordre.

Le même procédé permet, connaissant plusieurs invariants du

même ordre, d'obtenir de nouveaux invariants d'ordre différent.

Soient, par exemple,

j¥,{dxi), jF^Xd^i),
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deux invariants intégraux du premier ordre; je suppose, ce qui

est le cas le plus général, que F, et Fo sont des fonctions linéaires

et homogènes des différentielles dxi.

Les expressions

seront homogènes et du premier ordre par rapport aux Ej et ce

seront des intégrales des équations (2).

De même

seront des intégrales des équations (6).

Il en résulte que

(10) Fi(^,)F2(^i.)-Fi(ç/.)F2(r,)

sera une intégrale du système (6).

Comme Fi et Fo sont linéaires par rapport aux Hj, on aura

Fi(^/+ r/)=F,(^0 + Fi(r,); F,(^,+ ^;.)-F,(^,)+F2(r/).

Il en résulte que l'expression (to), qui d'ailleurs change de

signe quand on permute les \i et les i'^, ne change pas quand on

change li en i/+ i-.

Nous en conclurons que cette expression (10) est une fonction

linéaire et homogène des déterminants

t >•' t 1"'

les coefficients dépendant des x seulement, mais non des l et des l'.

De cette expression (10) on pourra donc déduire un invariant

intégral du deuxième ordre des équations (i).

Soient maintenant

iFi(dxi), I
F^_{dxidxi),

deux invariants intégraux des équations (i), le premier du premier

ordre et le second du deuxième ordre. Je supposerai que F, et Fo

sont des fonctions linéaires et homogènes, la première par rap-

-frr, • 11 7 1 1 n( n— l)
port aux n dinerentielles ciXi, la seconde par rapport aux

produits
dxi dxii.
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Fido, F,(^,ii,-^,r,)
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seront des intégrales du système (6).

L'expression

(II)

sera une intégrale du système (7).

Il est aisé, d'autre part, de vérifier qii'elle sera linéaire et homo-

gène par rapport aux déterminants

> v f
Qi Ci Qi

U ^k îk

'çi ^'i r;

On pourra donc en déduire un invariant intégral du troisième

ordre.

Soient maintenant

/ ¥i{dxidxk), I
F^idxidx/e),

deux invariants de deuxième ordre des équations (i).

Nous en déduirons deux intégrales des équations (6), à savoir

ce que je pourrai écrire, pour abréger,

F,(^r), F,(^r).

Alors l'expression

(12)

Fi(ir)F2(rr)+Fi(r'r)F,(^a')

+ F, (^r) F^crr) + Fi(rr) F^cr )

+ Fi(^r")F2(^'r) + Fi(rr) F2(r)

sera une intégrale du système obtenu en adjoignant aux équa-

tions (7) les équations

dçl _^ dXf, .,,,

dt ^ dxi
^'*

De plus, ce sera une fonction linéaire et homogène par rapport
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aux déterminants formés avec quatre des quantités li et les quan-

tités ij, i}, ij correspondantes.

Je continue, bien entendu, à supposer que Fi et Fo sont homo-

gènes et linéaires par rapport aux produits dxidxh.

On pourra donc déduire de l'expression (12) un invariant inté-

gral du quatrième ordre.

Il est à remarquer que cet invariant ne devient pas identique-

ment nul quand on suppose

L'expression (12), divisée par 2, se réduit alors à

Fi(er)Fi(rr)+Fi(r)Fi(rr)+Fi(r)Fi(m-

D'un invariant du deuxième ordre on peut donc toujours en

déduire un du quatrième ordre; par le même procédé, on en

obtiendrait un du sixième ordre; et, plus généralement, on en

obtiendrait un d'ordre ip{ip étant un nombre pair quelconque).

248. Soit, en général,

/p., /f,,

deux invariants quelconques des équations (i), le premier

d'ordre /?, le second d'ordre q.

Je suppose que Fi et F2 soient des fonctions linéaires et homo-

gènes, la première par rapport aux produits de p différentielles dx,

la seconde par rapport aux produits de q différentielles.

Soient

Si ) si J • • • ) Ci )

p -\- q solutions des équations (2). Ces solutions satisferont au

système d'équations différentielles

.,3) ^^y^-|f (.•,Â: = i,2, ...,/i;,a = i,2, ...,/> + ^).
^ ' dt ^ dxi

Soit alors F'^ ce que devient F< quand on y remplace chaque

produit de p différentielles par le déterminant correspondant

formé à l'aide des p solutions

fc(l) £(2) Mp)
Sj 5 S; 5 • • • ) Çj *
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Soit de même F'^ ce que devient F2 quand on j remplace chaque

produit de q difFérenlielles par le déterminant correspondant

formé à l'aide des q solutions

Si ) ?i ' • • • ) Ci

Alors le produit
f; f;

sera une intégrale du système (i3).

Cela posé, faisons subir aux p -\- q lettres

t(i) t(2) Hp+q^i
Si 5 Ci ) • • ) sj

une permutation quelconque. Le produit F', F^ deviendra

et ce sera encore là une intégrale du système (i3).

Nous affecterons ce produit du signe +; si la permutation con-

sidérée appartient au groupe alterné, c'est-à-dire si elle se ramène

à un nombre pair de permutations entre deux lettres.

Nous affecterons, au contraire, le produit du signe — , si la per-

mutation n'appartient pas au groupe alterné, c'est-à-dire si elle se

ramène à un nombre impair de permutations entre deux lettres.

Dans tous les cas, l'expression

(i4) ±F'(F'^

sera une intégrale du système (i3).

Nous avons (/> + ^) ! permutations possibles ; nous obtiendrons

donc {p+ q)^- expressions analogues à ( 1 4 ) . Mais il n'y en aura que

p\q\

qui seront distinctes; car l'expression (i4) «e change pas quand

on permute seulement entre elles les p lettres qui entrent dans F'j[

et entre elles, d'autre part, les q lettres qui entrent dans F.%

Faisons maintenant la somme de toutes les expressions (i4)-

Nous aurons encore une intégrale de système (i3). Mais cette

intégrale sera linéaire et homogène par rapport aux déterminants

d'ordre/? -f- q que l'on peut former avec les lettres

%\'\ k?
iip+i)
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Oïl pourra donc en déduire un invariant d^ordre p -\- q des

équations (i).

Si /> = ^ et que Fi soit identique avec Fo, l'invariant ainsi

obtenu sera identiquement nul si p est impair; mais il n'en sera

plus de même si /> est pair ainsi que je l'ai expliqué à la fin du

numéro précédent.

Autres relations entre les invariants et les intégrales.

249. Voyons maintenant comment, de la connaissance d'un cer-

tain nombre d'invariants, on peut déduire celle d'une ou plusieurs

intégrales.

Je suppose d'abord que l'on connaisse deux invariants du n'"""^

ordre

/ M dxi dx^_ . . . dx,i,

et

/ W dxi clxi . . . dXfi,

M'
où M et M' sont des fonctions des x; je dis que le rapport ^ sera

une intégrale des équations (i).

En eiï'et, considérons les équations aux variations (2) et soient

£(1) t(2) tin)
'il 1 Çj 7 • • • : Çj )

71 solutions quelconques linéairement indépendantes de ces équa-

tions.

Ces n solutions satisferont à un système d'équations différen-

tielles, analogue aux systèmes (6) et (^), que j'appellerai le sys-

tème S.

Soit A le déterminant formé à l'aide des n^ lettres i'/''. Alors

MA et M'A

seront des intégrales du système S ; il en sera donc de même du

rapport
W
M

et comme ce rapport ne dépend que des x et pas des ^, il devra

être une intégrale des équations (i).
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Faisons le changement de variables du n° 237. Nos deux inva-

On peut démontrer le même résultat d'une autre manière.

Faisons le changement de

riants intégraux deviendront

/ MJ dyi dy^_... dyn-\ dz,

/ M' J rf/i (ijK2 • • . c(7„_i dz,

et

J désignant le jacobien ou déterminant fonctionnel des variables

anciennes x^, x-^,^ . .
.

, x,i par rapport aux variables nouvelles jKh

D'après le n° 237, MJ et M'J ne doivent dépendre que de

yu 72, •••, 7«-i;

M'
il en est donc de même du rapport vr et comme toute fonction

desy^- est une intégrale des équations (i), ce rapport est une inté-

grale des équations (i). c. q. f. d.

250. On peut varier ce procédé de plusieurs manières.

Soient, par exemple,

Jp.idxi), jY^Xdooi), ..., j¥p{dxi),

p invariants linéaires du premier ordre. Supposons que l'on ait

identiquement

Fi = M2 F, + M3 F3 -F . . . + M^ ¥p,

les M/ dépendant seulement des x^ et non des différentielles dx.

Je dis que les M/, si/?^/^ + 1 seront des intégrales des équa-

tions (i).

En effet, soit hih le coefficient de dxk dans F^-; on devra avoir

Ai.^=M2A2./.+ M3A3./,+ ...+ MpAp.^..

Faisons le changement de variables du n° 237; nos invariants

deviendront

jF\(dx'i), jF',{dx'i), ..., jY'pidx'i).
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Si d'ailleurs on pose

F'- — S A'- 7 dx',

on devra avoir

A'i .^- = M2 A', ,,+ M3 A'3 /,+... + M/, a;,^,.

Nous aurons là n équations linéaires d'où nous pourrons tirer

les Mj pourvu qu e /? ^ 7i + i

.

Or, d'après le n" 237, les A^^ ne dépendent que des y et pas

de z] il en est donc de même des M/ ce qui veut dire que les M,-

sont des intégrales des équations (i).

251. Soit maintenant

r (a7| , x^i • • • j ^a)

une intégrale; il est clair que

r/d¥ , d¥ . dF . \

/ \1V "^""'^ ^TZr dXi-^...-^-T-dxa)
^ \ Q,X\ CLX^ UX II J

sera un invariant intégral du premier ordre.

On peut alors se poser la question suivante :

Considérons un invariant intégral du premier ordre

/(Al dxi -1- k-i dx^ -h . .
. -h A/j dxn)

et supposons que la quantité sous le signe / soit une difFérentielle

exacte; quelle relation y aura-t-il entre l'intégrale de cette diffé-

rentielle exacte et les intégrales des équations (i)?

Pour nous en rendre compte, faisons le changement de variables

du n° 237 ; notre invariant deviendra

I
du =

I
(Bi dy^ -f- B2 f/js -4- . . •+ B„_i dy,i- 1-\- C dz).

Les B et C devront dépendre des j" mais pas de z.

Si cette expression d\] est une différentielle exacte, la fonc-

tion U devra donc être de la forme

U = Uo-f-5U,,
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Uo et U) étant des intégrales de l'équation (i). On aura alors

dt
^

Or on a, si l'on revient aux anciennes variables Xi^

dt dxi dxi ^ '
" '

dx,i_
""

Il résulte de là que

dxi dx=i dx,i

€St une intégrale des équations (i). Si cette expression est nulle,

on a

et U est une intégrale des équations (i).

252. On pourrait multiplier les exemples de ce genre; je n'en

citerai plus qu'un seul.

Considérons un invariant du premier ordre de la forme

/ v/2: B/ dx'i -t- 2 Z Cjyt dxi dxk = / y/*-

Soit A le discriminant de la forme quadratique <ï>.

Faisons le changement de variables du n° 237, notre invariant

deviendra

f/s &i dx'i^ H- 2 2 O'ik dx'i dx'k =/"/*"•

Soit A' le discriminant de la forme quadratique <ï>'.

Soit J le jacobien ou déterminant fonctionnel des x par rapport

aux x' ; on aura
A'= AJ2.

D'ailleurs A' sera manifestement (comme les B' et les C), une

intégrale des équations (i).

Soit, maintenant, un invariant du ji"^^^ ordre

/'^' dxi dx=i . . . dx,i.
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Après le changement de variables du n° 237, il deviendra

/ MJ dx\ dx':, . . . dx'n,

et MJ devra être une intégrale des équations (i).

J'en conclus que
A'

c'est-à-dire
A

doit être une intégrale des équations (i).

Changements de variables.

253. Quand on change d'une manière quelconque les va-

riables Xi sans toucher à la variable t^ qui représente le temps, on

n'a qu'à appliquer aux invariants intégraux les règles ordinaires

du changement de variables dans les intégrales définies simples

ou multiples. C'est ce que nous avons déjà fait plusieurs fois.

Mais quand on change la variable ï, la difficulté est plus grande.

Il aurait même semblé a priori que cette transformation ne dût

conduire à aucun résultat.

Et en effet : considérons le système

dxi dx=, dx,i
(I) ^i= ^— = --=...:- -^^.

Al A2 A/j

Introduisons une nouvelle variable t^ définie par la relation

dt _
dt, ~ ^'

Z étant une fonction donnée ào. X\^ x-i^ . . . ^ x,,.

Le système (i) deviendra

, ^ j dxi dx-i dx„.

Supposons que les valeurs initiales x\^ x\^ . . . , .r^^représentenl

les coordonnées d'un certain point Mo de l'espace à n dimensions.
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Si le mouvement de ce point est défini par les équations (i),

i représentant le temps, ce point sera, à l'époque t = 'ï, venu en M.

Si le mouvement est au contraire défini par les équations (2),

t^ représentant le temps, le point Mq sera, à l'époque ^, = t, venu

en M'.

Considérons maintenant une figure Fq occupée à l'instant zéro

par différents points Mq.

Si le mouvement et la déformation de cette figure sont définis

par les équations (i), elle sera, à l'époque ^ = t, devenue une

figure nouvelle F.

Si le mouvement est défini par les équations (2), la figure F^ sera,

a l'époque ti = t, devenue une figure nouvelle F' différente de F.

Et non seulement F' sera différente de F, mais elle ne coïncidera

pas non plus, en général, avec une des positions occupées par F
à une époque différente de l'époque t = -:.

11 semble donc que l'on ait profondément altéré les données du

problème et l'on ne doit pas s'attendre à ce que des invariants

de (i) on puisse déduire ceux de (2).

C'est cependant ce qui arrive pour les invariants d'ordre n.

Faisons le changement de variables du n°237; le système (i)

deviendra

O O " ' ' O X

(i bis) dt

et le système (2)

(2 his^ dti
dyi _ dr2 _ _ dv„_j _ dz

o o * * o Z

Z doit alors être supposé exprimé en fonctions àç,?> y et de z.

Posons alors
rdz

l'intégration se faisant par rapport à :; (les jk étant regardés comme

des constantes), et à partir d'une origine quelconque pouvant

dépendre desjK.

Le système (2) deviendra

(oter) clt=^ = ^= ^4yn-^^dzj^
^^

'
' o o '

*

'

o I

et aura même forme que (i bis).
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Soit alors

/ M dxi dxn . . . dx,ii

un invariant d'ordre n des équations (i); par le changement de

variables du n° 237, il deviendra

/ MJ dyx dy^ . . . dyn-i dz,

J étant le jacobien des x par rapport auxjK et à 5, MJ devra être

une fonction àesy.

Alors

/ MJ dyi dy^

.

. . dyn-i dz^

sera un invariant des équations (2 ter)\

j^ dyi dy^... dy„-i dz

sera un invariant des équations (2 bis), et enfin

f^ch,d.,...cl..

sera un invariant des équations (2).

Remarques diverses.

233 bis. Considérons un système d'équations différentielles

(t) dxi = Xidt,

et leurs équations aux variations

(2) d^i = :Eidt.

Supposons que les équations (i) admettent un invariant intégral

du premier ordre

/ I.Aidxi;

l'expression SA/E^ sera une intégrale des équations (2).
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D'autre part, ces équations (2) admettront pour solution

s étant une constante infiniment petite quelconque.

En efFet, soit

une solution quelconque des équations (i); si s est une constante

très petite,

sera encore une solution des équations (i), et

sera une solution des équations (2).

Il résulte de là que

doit être une constante.

Donc SAjXj est une intégrale des équations (1).

Supposons maintenant que les équations (i) admettent un inva-

riant intégral du second ordre

/ / 'Lk.ikdxidxk-

Alors

sera une intégrale des équations (2) et des équations (2 bis) que

l'on en déduit en changeant les ç, en \'-.

Faisons-j

£ étant une constante. Cela est permis, car ^^=£Xj est une

solution de (2 bis).

Alors

sera une intégrale de (2); ce qui montre que

y*S A,7, ( X^ dxi— Xi dxk )

est un invariant intégral du premier ordre des équations (i).

II. P. — IH. 3



34 CHAPITRE XXII.

Ce procédé permet donc de trouver un invariant d'ordre n — i

,

quand on en connaît un d'ordre n; le procédé peut quelquefois

être illusoire parce que l'invariant ainsi trouvé peut être identi-

quement nul.

Envisageons maintenant un iavariant de la forme suivante

Ç^{ki-\-tBi)dxi,

où Aj et B/ sont des fonctions des x] nous rencontrerons dans la

suite des invariants de cette forme.

Alors

sera une intégrale des équations (2); il en résulte que

doit être une constante.

Soit, pour abréger,

l'expression

doit être une constante, ce qui entraîne la condition

(9* (9*1

dt dt
'

ou bien

Les X/, les A;, les B^- sont des fonctions des x. Il en est donc

de même de

L'iden tité (3 ne peut donc avoir lieu que si l'on a identiquement

et

d^
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La première de ces relations nous apprend que <ï>) est une inté-

grale des équations (i).

253 ter. Soit
<i) = const.

une intégrale des équations (2 ) ; la fonction $ doit être une forme,

c'esl-à-dlrc un polynôme entier et homogène par rapport aux ^/,

dont les coefficients dépendent d'ailleurs des xt d'une façon quel-

conque.

Soit m le degré de ce polynôme. L'expression

(où <ï>' n'est autre chose que <ï> où les \i ont été remplacés par les

différentielles dxi)^ cette expression, dis-je, sera un invariant

intégral des équations (i).

Cela posé, soit I un invariant quelconque de la forme <ï>.

Faisons le changement de variables du n° 237, les équations (i)

deviendront

dvi dz

et, si l'on désigne par 'r\iel 'C les variations de// et :;, les équations

aux variations de (i bis) se réduiront à

dru _ dZ, _W ~ dt~

Avec ces nouvelles variables, <ï> deviendra une forme <ï>o, entière,

homogène et de degré m par rapport aux /); et à "(^; les coefficients

peuvent être des fonctions quelconques des y,, mais d'après le

théorème du n° 237, puisque nous avons affaire à un invariant

intégral, ces coefficients ne peuvent pas dépendre de z.

Les Xi sont des fonctions des y et de z^ et l'on en déduit entre

les variations les relations suivantes

CCUu î CvJi/î

dyk ' ' dz

Les \ sont donc des fonctions linéaires des •/] et de Ç et le détermi-

«) «-i:!!""-^?-
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nant de ces équations linéaires (4) n'est autre chose que le jaco-

bien des x par rapport à y et à ^, jacobien que j'appelle J.

On passe ainsi de la forme <ï> à la forme <ï>o par la substitution

linéaire (4) dont le déterminant est J.

Soit Iq l'invariant de <I>o qui correspond à l'invariant I de <ï>; on

aura

p étant le degré de l'invariant.

Mais lo est une fonction des coefficients de $o et, par consé-

quent, une fonction des -»', indépendante de z\ c'est donc une

intégrale des équations (i).

Soit M le dernier multiplicateur des équations (i) de telle façon

que l'on ait

Âai dxi

et que

M dx\^ dxi . . . dx,i./'

soit un invariant intégral d'ordre n.

Nous avons vu au n" 252 que MJ sera une intégrale des équa-

tions (i). Donc
I„(MJ)P = IM/^

sera une intégrale des équations (i). A chaque invariant de la

forme 4> correspond donc une intégrale de ces équations.

Soit maintenant G un covariant de la forme •!>, de degré/) par

rapport aux coefficients de <î> et ^ par rapport aux variables Ç.

Si Co est le covariant correspondant de $05 on aura

G= CoJ/'.

Les coefficients de Co sont des fonctions des coefficients de $01

ils sont donc indépendants de ;î; il en est de même de ceux de

Go(MJ)p=CMi>.

Donc CM^ est une intégrale des équations (2); donc

P
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OÙ C n'est autre chose que G où les ^i ont été remplacés par dxi,

est un invariant intégral des équations (i).

Voilà donc un moyen de former un grand nombre d'invariants

intégraux; le cas particulier où p est nul (c'est-à-dire le cas des

invariants ou covariants dits absolus) mérite d'attirer l'attention;

si C, j)sr exemple, est un covariant absolu de <ï>,

fVc

sera un invariant intégral des équations (i). On peut donc former

un nouvel invariant intégral sans connaître le dernier multiplica-

teur M.

Le même procédé s'applique aux invariants intégraux d'ordre

supérieur. Soit, par exemple, un invariant intégral du second ordre

/^Kikdxidxi;.

A cet invariant intégral se rattache la forme bilinéaire

qui est une intégrale des équations (2) et (a bis).

Tout invariant ou covariant de cette forme, multiplié par une

puissance convenable de M, sera une intégrale des équations (2),

(2 bis) et donnera, par conséquent, naissance à un nouvel inva-

riant intégral.

De même, si l'on a un système d'invariants intégraux, on en

déduira un système de formes analogues à <ï> et qui seront des

intégrales des équations (2), (2 bis). A tout invariant de ce sys-

tème de formes correspondra une intégrale des équations (i); à

tout covariant de ce système de formes correspondra un invariant

intégral des équations (i).

Soient, j)ar exemple, F et F, deux formes quadratiques par

rapport aux i; F' et F', ce qu'elles deviennent quand on y rem-

place les \i par les différentielles àxi. Supposons que F et F,

soient des intégrales de (2) et que, par conséquent,

soient des invariants intégraux de (i).
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Considérons la forme

F — XFi

où "X est une indéterminée. En écrivant que le discriminant de

cette forme est nul, nous obtiendrons une équation algébrique de

degré n en X, dont les n racines seront évidemment des invariants

absolus du système déformes F, F^. Ce seront donc des intégrales

des équations (i).

Mais ce n'est pas tout; soient 1,, }^o, . . . , X^ ces racines, F et

Fi pourront se mettre sous la forme

F = X,Af + X2A| + .
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bilinéaires

seront des intégrales de (2) et (2 bis).

Le cas le plus intéressant est celui où ii est pair; soit donc

n = im.

Considérons la forme
* — X*!

et égalons son déterminant à o. Nous aurons une équation algé-

brique en \ de degré n^ im; mais le premier membre de cette

équation est un carré j)arfait5 de sorte qu'elle se réduit à une

équation d'ordre m. Les m racines

A], A2, . . , k„i

seront, pour la même raison que plus haut, des intégrales des

équations (i).

Maintenant $ et $, pourront se mettre sous la forme

i = m

<i>i = 5(p,Q;.-Q,pi)

les Pj et les Q^ étant im polynômes linéaires par rapport aux ^;

et les P^ et les Q^ étant les mêmes polynômes où les ^m ont été

remplacés par les i'.

Alors les expressions

PiQ'.-QiP'i, P2Q'2-Q2P;2, •••, P/.^Q'm-Q.nP;«

seront des covariants du système <[>, <ï>, et par conséquent des

intégrales de (2), (2 bis) auxquelles correspondront des inva-

riants intégraux.

11 y aurait exception si l'équation en \ avait des racines

multiples.

Si l'on avait, par exemple,

\, = 1,
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on ne pourrait plus affirmer que les deux expressions

sont des intégrales de (2), (2 bis) mais seulement que leur somme

p,q;-p;Qi + p,q',-p'2Q2

est une intégrale de (2), (2 bis). '
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CHAPITRE XXIII.

FORMATION DES INVARIANTS.

Emploi du dernier multiplicateur.

SSi. Il J a d'abord un in variant intégral qui se forme très aisé-

ment quand on connaît le dernier multiplicateur des équations

différentielles.

Soient

(i) —- = --^ =...= -~^ =dt,
A-l A2 A./J

nos équations différentielles.

Supposons qu'il existe une fonction M de ^i, ^2? ••-? ^n 6t

telle que l'on ait identiquement

^(MXi) djMX.J d(mXn) _
dxi dx-i

' '
'

dx,i

Cette fonction M est ce que l'on appelle le dernier multipli-

cateur.

Je dis alors que l'intégrale d'ordre ri

-IM dx^ dx-i . . . dx,i

est un invariant intégral. Supposons, en effet, que l'on ait intégré

les équations (i), en exprimant ^i, ^o, . . . , .r^ en fonctions de t

et de n constantes d'intégration

OC; ,
OC2

, . • • ) ^n j

l'intégrale J deviendra

J = / M A(5?ai da^ . . . <3?a„,
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A étant le jacobien ou déterminant fonctionnel des x par rapport

aux a; on aura alors

dt -f
clM A

dt
dcii da^ . . . û^a,j.

Oi

D'autre part,

dt

d'W

dt

dt ' dxi

dxx dxi

doiy doii
'

dM^
'dt''

dXn

dui

Je n'écris que la première ligne de ce déterminant; les autres s'en

déduiraient en chaugeant a, en a2, a3, . . . , a„.

dA

~dt
Donc A-i- dt -j- devra être le jacobien des

dxi
dt

dt
Xidt

par rapport aux a; ce sera le produit du jacobien des Xi par rap-

port aux a, c'est-à-dire de A, par le jacobien des Xi-i-^idt par

rapport aux Xi que j'appellerai D; j'écris

, d\
dt -=-

dt
A.D.

Or, le jacobien D est facile à former ; les éléments de la diagonale

principale sont finis, celui qui appartient à la i'^'°^ ligne et à la

jième colonuc s'écrit

dXi
dt

dXl

Les autres éléments sont infiniment petits; celui qui appartient à

la i'^'"'^ ligne et à la A-''^'"^ colonne {i\k) s'écrit

at
dXj

dxh

Il résulte de là qu'en négligeant les termes de l'ordre de dt-^

on aura
dX;

D = 1-4- <sfi^ dxi
'
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d'où

On en conclut

— - A
dt

~
^A dxi

d'où enfin

= 0,

~dt

C. Q. F. D.

Équations de la Dynamique.

255. Dans le cas des équations de la Dynamique, il est aisé de

former un grand nombre d'invariants intégraux. Nous avons

appris, en effet, aux n°' 56 et suivants, à former un certain nombre

d'intégrales de l'équation aux variations et nous avons appris dans

le Chapitre précédent comment on peut en déduire des invariants

intégraux.

Une première intégrale (équation 3, t. [, p. 16^) est la suivante

'l'i^i— rrii+ '']'2^2— ^'2'']2-+-. • •= const.

L'invariant intégral qu'on en déduit est le suivant

Ji = / ( dxi dji -+- dx^_ dy% + . . . -4- dxnyn )•

Il est du deuxième ordre et fort important pour ce qui va suivre.

Un peu plus loin (toujours p. 167, t. I), j'obtiens une seconde

intégrale que j'écris

t. S'. t". S'!
%i Çj Çj Çj

\k Kl, ÇA- Ik

= const.

L'invariant intégral que j'en déduis est du quatrième ordre et

s'écrit

J2 = / ^ dxi dfi dxic dyic.
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La sommation indiquée par le signe S s'étend aux —^—- com-

binaisons des indices i et A".

De même, l'intégrale

J3 = / S dcci dyi dxi; dyic dxi dji,

,1 ^ . , , ^ 1 71(11 — \)(n — 2 ) I
• • 1ou la sommation s étend aux —

i-.
combinaisons des

D

trois indices i, k et /, sera encore un invariant, et ainsi de suite.

Nous obtenons ainsi n invariants intégraux si nous avons

n paires de variables conjuguées; l'un de ces invariants J, sera du

second ordre, l'autre Jo du quatrième, l'autre J3 du sixième, . . .

,

et le dernier 1,^ d'ordre 2 n.

Mais il ne faudrait pas croire que ces invariants sont tous dis-

tincts. A la fin du n" 247, j'ai dit, en effet, qu'on peut toujours
,

d'un invariant du deuxième ordre, en déduire un du quatrième

ordre, un du sixième et ainsi de suite. Les invariants J| , Jo, . . ,in

que je viens de définir ne sont autre chose que ceux que l'on peut

déduire ainsi du premier d'entre eux.

Ces invariants peuvent se rattacher à un autre ordre de consi-

dérations; au commencement de la page 169, tome I, j'ai montré

comment on pouvait déduire le théorème de Poisson de l'inté-

grale (3) de la page 167, ou, ce qui revient au même, de l'invariant

intégral i ^

.

En opérant de même sur l'invariant Jo, on trouverait un théo-

rème analogue à celui de Poisson.

Soient

*, *i, *2, *3,

quatre intégrales des équations de la Dynamique.

Soit

le jacobien de ces quatre intégrales par rapport à

^/' Ji, xk, yk.

L'expression

oùla sommation s'étend à toutes les combinaisons des indices i, A",

sera encore une intégrale.
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On arriverait à un théorème analogue en partant de l'un quel-

conque des invariants J3, J/, , . . • , J».

Mais, d'après la remarque que je viens de faire à l'instant, tous

ces théorèmes ne sont pas réellement distincts de celui de Poisson.

Cependant, parmi tous ces invariants, il y en a un auquel il

convient d'attacher une grande importance, c'est le dernier

d'entre eux

J,j = / dx\ dyi dx^ dy^ . . . dx,i dy,i.

On aurait pu l'obtenir par le procédé du numéro précédent; on

sait, en effet, que les équations de la Dynamique admettent pour

dernier multiplicateur l'unité.

256. Je suppose, maintenant, que les x désignent les coor-

données rectangulaires de n points dans l'espace, et je reprends

les notations de la page 169 du Tome I.

Nous avons trouvé, page l'^o, l'intégrale suivante des équations

aux variations

y-^-y^^ = const.

L'invariant intégral correspondant s'écrit

Çyiy-ÉL-^^dx\.
J À^ \ ni dx J

De même, à l'intégrale

S-r;i/ = const.

correspond l'invariant

à l'intégrale
/{dyn-^ dyit +...-+- cZ/i „) ;

^i{xur^^.i—yu\%l— 3C^j-t\xi-^ yii\\i) — const.

correspond l'invariant

P
Mais tous ces invariants ne présentent pas grand intérêt puisqu'on

peut les déduire immédiatement des intégrales des forces vives,

du centre de gravité et des aires.
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Il n'en est pas de même du suivant qui existe lorsque la fonc-

tion V est homogène par rapport aux x.

Nous avons vu, au n° 56, que si V est homogène de degré — i

,

les équations aux variations admettent pour intégrale

^{-^xu-m+ykiXui) = 3^ [2 {^-^ - ^^ ^«)] + const.,

ou, en supprimant les indices,

Plus généralement, si V est homogène d'ordre p, on obtiendrai l,

par le même procédé, l'intégrale suivante

d'où l'invariant in tés rai

J = / I.{ixdj —pjdx) + {p — i)t
j 2

y cfy d\
-^^^'")'

invariant qui est d'une nature toute particulière puisqu'il dépend

du temps.

La seconde intégrale peut s'écrire

I^^i
^" -V),m

c'est donc nne intégrale de différentielle exacte; et il est aisé de

voir que

lin

n'est autre chose que la constante des forces vives que j'appel-

lerai C.

L'invariant J est du premier ordre; c'est donc une intégrale

prise le long d'un arc de courbe quelconque. Soient donc Co et C(

les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités

de cet arc.

Cet arc n'est autre chose que la figure que nous appelions F,,

dans le Chapitre précédent; quand cette figure se déforme pour
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devenir F, comme je l'ai expliqué au Chapitre précédent, Cq et C|

ne variei'ont pas.

Il résulte de cela que nous aurons

L'intégrale

/ "^{ix dy —py dx )

n'est donc pas constante quand la figure F (qui se réduit ici à un

arc de courbe) se déforme; mais ses variations sont propor-

tionnelles au temps.

L'intégrale est constante, si les deux extrémités de l'arc corres-

pondent à une même valeur de la constante des forces vives.

Elle l'est encore, en particulier, si l'arc de courbe est fermé .

Cette intégrale est donc ce que j'ai appelé, dans le Chapitre pré-

cédent, un invariant relatif.

Mais, si l'on suppose l'arc de courbe fermé, on peut ajouter

sous le signe / une différentielle exacte quelconque sans changer

la valeur de l'intégrale; ajouter, par exemple,

S(a7 c// +JK dx)^

avec un coefficient constant quelconque.

Ainsi les intégrales

sont aussi des invariants relatifs.

Nous avons vu, au n° 238, que d'un invariant relatif du premier

ordre on peut toujours déduire un invariant absolu du second

ordre. L'invariant du second ordre que l'on obtient ainsi n'est

autre chose que

Ji = I
I. dx dy,

que nous avons étudié plus haut.

Il est un cas où l'expression

I.(ix dy —py dx),
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qui ligure sous le signe / , devient une dilTérenlielle exacte. C'est

celui où/? = — 2, ce qui arriverait si l'attraction, au lieu de suivre

la loi de Newton, s'exerçait en raison inverse du cube de la dis-

tance. Alors

/'^{'i.x dy —py dx) = "Zixy.

S2 5rK est donc un polynôme du premier degré par rapport au

temps, et comme

^ dt dt
'

l'expression ^mx- est un polynôme du second degré par rapport

au temps.

C'est le résultat auquel est parvenu Jacobi au début de ses Vor-

lesiingen.

Mais, en général,
"Z^ix dy —py dx

)

n'est pas une différentielle exacte.

Dans le cas particulier de l'attraction newtonienne, notre inva-

riant prend la forme

fl.{2xdy-^ydx)—3t(Ci—C^>).

Les invariants intégraux et les exposants caractéristiques.

2S7. On peut se demander s'il existe d'autres invariants inté-

graux algébriques que ceux que nous venons de former.

On pourrait appliquer, soit la méthode de Bruns, soit celle dont

j'ai fait usage aux Chapitres IV et V; en effet, les invariants inté-

graux correspondent, comme nous l'avons vu, aux intégrales des

équations aux variations et l'on pourrait appliquer à ces équations

les mêmes procédés qu'aux équations du mouvement elles-mêmes.

Mais il vaut peut-être mieux modifier ces procédés, au moins

dans la forme.

Soit un système quelconque d'équations différentielles
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et leurs équations aux variations

Cherchons d'abord les invariants intégraux du premier ordre

de la forme

(3) I {^idxi-k-'Bidx^-\- . . .-\-'R,idx,i),

où l'expression sous le signe / est linéaire par rapport aux diffé-

rentielles dx^ et où les B sont fonctions algébriques des x.

Ces invariants correspondent aux intégrales linéaires des équa-

tions (2).

Quelles sont donc les conditions pour que les écjualions (2)

admettent des intégrales linéaires par rapport aux \ et algébriques

par rapport aux xl

Supposons que l'on donne aux ^ des valeurs qui correspondent

à une solution périodique de période T. Alors les coefficients

des équations (2) seront des fonctions connues de t qui seront

périodiques et de période T et l'on en tirera la solution générale

des équations (2) sous la forme suivante

(4) ^/ = :S/.ÂA-e«A^^;,/,;

les ^i^k étant des fonctions périodiques de ï, les a^ seront les

exposants caractéristiques et les Kk des constantes d'intégration.

Nous pourrons ensuite résoudre les équations linéaires (4) par

rapport aux inconnues A^e^''^ et nous trouverons

(5) A/,e«^« = S,ï,-e,-,A-,

les O/^/f étant des fonctions périodiques de t.

Il y aura donc, entre les Ç, n relations de la forme (5) et il n'j

en aura d'ailleurs pas d'autres.

Si les équations (i) et (2) admettent q intégrales distinctes

linéaires par rapport aux ^ et algébriques par rapport aux x, il

pourra se faire que quelques-unes de ces q intégrales cessent

d'être distinctes quand on j remplace les x par les valeurs qui

correspondent à une des solutions périodiques des équations (i).

H. P. - m. . 4
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1

.

Comment cela pourra-t-il se faire?

Soient

H/ = Biiki-i-B,i^çi-\-...~Bndn = consl. ( t = i, 2, . . . , ^)

ces q intégrales linéaires, où les B seront des fonctions algé-

briques des X et qui correspondront à q invaiùants intégraux

de la forme (3).

Elles sont distinctes, c'est-à-dire qu'il n'y a pas entre elles de

relations identiques de la forme

(6) piHi-Hp2H2-h...+ p^H^ = o,

oîi les coefficients ,3 sont des constantes el qu'il n'y en a pas non

plus de la forme

(6 bis) '\lilIi-{- '\l,Ji2'^. . .+ '\'r,îiq = o,

les ']i étant des intégrales des équations (i).

Est-il possible alors qu'il y ait entre elles une relation de la

forme

(6 ter) ©iHi H- cj-aHa -1-. . .-I- cfryH^ = o,

les CD étant fonctions quelconques des x seulement. D'après le

n** 250, si une pareille relation avait lieu, les rapports des fonc-

tions cp devraient être des intégrales des équations (i).

Nous aurions donc

cpi _ cç, _ _ ?<?

Jes ij; étant des intégrales et par conséquent

^j^i Hi -1- tj^2 H2 -T- • . . -t- ^'î H? = ^}

ce qui est contraire à l'hypothèse.

Il ne peut donc pas y avoir entre les H^- de relation identique

de la forme (6 ter).

Mais si l'on donnait aux x les valeurs qui correspondent à une

solution particulière périodique ou non, il pourrait arriver que

le premier membre de (6) s'annulât identiquement. Il arriverait

alors que l'équation (6), qui n'est pas satisfaite identiquement
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quels que soient les x, le serait quand on remplacerait les x par

des fonctions convenablement choisies de ?, à savoir par celles

de ces fonctions qui correspondent à wne solution particulière.

J'appellerai singulière toute solution particulière pour laquelle

cette circonstance se produira.

Cela posé, deux cas peuvent se présenter.

Ou bien les solutions périodiques des équations (i) sont toutes

singulières.

Ou bien elles ne sont pas toutes singulières.

258. Considérons une solution singulière S.

Soit

d'où

Comme la relation (6) n'est pas identiquement vérifiée on n'a

pas identiquement

(7) Bi=B2 = ...= B„ = o,

mais comme la relation (6) doit être vérifiée par la solution S,

ces relations (7) (qui d'après nos hypothèses sont algébriques)

devront être satisfaites pour les valeurs des x qui correspondent

à la solution S.

Soit maintenant

B'.=.X — -^X,— + X ^
'

dxi ' " "
dx=i, '

' ' " " dxn
'

puis

B]= X.^ + X2 ^' +. . .+ X„ -^,
dx'^ dx^

'

dx,2

La solution S devra évidemment satisfaire aux relations

{-; bis) B', = o (j = I, 2, . . ., /z),

puis aux relations

{] ter) Bj' = o (f = I, 2, . . ., /i)

et ainsi de suite.

Nous formerons donc successivement les relations (7), (7 bis)^

{"jter), etc. et nous nous arrêterons quand nous serons arrivés à
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un système de relations qui ne seront que des conséquences de

celles qui auront été précédemment formées.

Les relations (7), (7 bis)^ (7 ter), etc. seront algébriques

d'après nos hypothèses, et leur ensemble formera ce que j'ai

appelé au n° 11 un système de relations invariantes.

Si donc un système d'équations différentielles admet une solu-

tion périodique singulière, il admettra un système de relations

invariantes algébriques.

Il est probable que le problème des trois corps n'admet pas de

relations invariantes algébriques autres que celles qui sont déjà

connues. Je ne suis pas toutefois encore en mesure de le démon-

trer.

Cela posé, supposons que nous ayons plusieurs solutions sin-

gulières
;
pour chacune d'entre elles on devra avoir

(8) 13lB/.l^- p2 B/., -+-,.. -i-p^B,-.^ = o.

Seulement les constantes (3 pourront ne pas être les mêmes pour

deux solutions singulières différentes. Il n'est donc pas évident

que ces deux solutions singulières devront satisfaire à un même
système de relations invariantes. C'est cependant ce qui arrive

ainsi que nous allons le démontrer.

Supposons, pour fixer les idées, ^ = 4; la suite des raisonne-

ments serait la même dans le cas de ^ >• 4- Considérons les n rela-

tions

(17) piBa+132B,-2-i-p3B/3 + P4Brt = o {i = 1, 1, . . ., n).

Formons le Tableau T des ^n coefficients B; tous les déter-

minants formés à l'aide de quatre colonnes de ce Tableau devront

être nuls.

S'ils ne le sont pas identiquement, nous trouverons ainsi une

ou plusieurs relations auxquelles devront satisfaire toutes les

solutions singulières, où entreront seulement les x et où n'entre-

ront pas les indéterminées ^.

S'ils le sont identiquement, considérons trois des relations (17),

nous en déduirons
M, _ M2 _ M3 _ M4

les M étant des mineurs du premier ordre du Tableau T.



FORMATION DES INVARIANTS. 03

On aura donc

(i8) MiHi + M2H2-4-M3H3 + M4H4 = o.

Cette relation (i8) devra être identique, car le coefficient de ^a

est un des déterminants du Tableau T que je suppose identique-

ment nuls.

Nous aurions donc là une relation de la forme (6 ter), ce qui

est contraire à notre hypothèse, à moins que l'on n'admette que

tous les M ne soient identiquement nuls.

Si tous les mineurs du premier ordre du Tableau T sont iden-

tiquement nuls, formons les mineurs du second ordre.

Soient M',, M^, M3 trois de ces mineurs obtenus en prenant

dans le Tableau trois colonnes quelconques et en j supprimant

les lignes i et 4 pour M,, 2 et 4 J)our M2, 3 et 4 pour Mg.

Il viendra

(19) m; Hi -i- M'2 H2 + M'3 H3 = o.

Cette relation doit même être identique; car le coefficient de \k

dans le premier membre est un des mineurs du premier ordre

de T que je suppose tous identiquement nuls.

Ce serait donc encore une relation de la forme (6 ter), à moins

que l'on ne sujapose que tous les mineurs du second ordre M' ne

soient identiquement nuls.

S'il en est ainsi, il viendra identiquement

B/2 Hj— Bji H2 = o,

ce qui est encore une relation de la forme (6 ter).

Il ne peut donc arriver que tous les déterminants du Tableau T
s'annulent identiquement. Nous aurons donc au moins une rela-

tion (et, par conséquent, un système de relations invariantes), à

laquelle toutes les solutions singulières des équations (i) devront

satisfaire.

On pourrait conclure immédiatement que toutes les solutions

des équations (i) ne peuvent être singulières.

Mais ce n'est pas tout; nous pouvons élargir notre définition

des solutions singulières.

Nous venons de définir les solutions singulières par rapport à
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q intégrales Hf des équations (2) linéaires par rapport aux \ et

correspondant à q invariants (linéaires et du premier ordre) des

équations (i).

Nous pourrions définir absolument de la même manière les

solutions singulières par rapport à q intégrales quelconques

Hi, H,, ..., H^

des équations (2) et des équations (2 bis) obtenues en remplaçant

les \ par les ^'.

Ces intégrales devront être homogènes et de même ordre, tant

par rapport aux \ que par rapport aux ^'; ce seront des polynômes

entiers par rapport à ces variables; mais elles ne seront pas for-

cément linéaires par rapport aux \\ elles pourront donc corres-

pondre à des invariants intégraux d'ordre supérieur, ou à des

invariants intégraux du premier ordre, mais non linéaires.

De plus, ces intégrales devront être distinctes, c'est-à-dire

qu'elles ne devront pas satisfaire identiquement à une relation

de la forme (6), (6 his^ ou (6 ter).

Je dirai alors qu'une solution particulière S est singulière si,

pour les valeurs de x qui correspondent à cette solution, une

relation (6) est satisfaite.

Nous aurons alors

Ayt étant un monôme formé par le produit d'un certain nombre

de facteurs ^i, ^2, . • ., i«, i', , i',, • • ., ^^^ élevés à une puissance

convenable, et les Ba.j étant des fonctions algébriques des x.

Nous j)oserons d'ailleurs, comme plus haut,

B,-=: j3iB;.i4-i32B,-.,-f-...+ p^B/.y,

et nous n'aurons rien à changer aux raisonnements qui précèdenl.

Nous arriverons à la même conclusion.

Toutes les solutions singulières par rapport aux q intégrales H/

satisfont à un même système de relations invariantes algébi'iques.

Ces résultats sont encore vrais si l'on envisage des intégrales

de la forme suivante
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La définition des solutions singulières, par rapport à ces inté-

grales, sera encore la même et ces solutions singulières satisferont

à un même système de relations invariantes algébriques.

On n'aurait qu'à répéter la démonstration qui pi-écède sans j
rien changer. Seulement, les coefficients des quantités B;^.^ qui

joueraient dans cette démonstration le même rôle que les ^i pour-

raient être soit des ^/, soit des produits de ^i et de i|-, soit des

produits de la forme t^i.

259. Je ne veux pas entrer ici dans le détail des raisons qui me
font regarder comme vraisemblable que, dans le cas du problème

des trois corps, toutes les solutions périodiques ne peuvent pas

être singulières.

Cela m'entraînerait beaucoup trop loin démon sujet; j'j revien-

drai plus tard; mais en attendant, je vais provisoirement admettre

cette proposition en faisant seulement observer combien il est

peu probable que toutes les solutions périodiques du problème

des trois corps satisfassent à un système de relations invariantes,

ce qui serait nécessaire d'après le numéro précédent pour qu'elles

pussent être singulières. Reprenons les notations et le numérotage

d'équations du n° 257.

Si les équations (i) et (2) admettent q intégrales distinctes

linéaires par rapport aux ^ et algébriques par rapport aux x, ces

q intégrales ne cesseront pas d'être distinctes quand on y rempla-

cera les a; parles valeurs qui correspondent à une solution pério-

dique non singulière.

En écrivant que ces q intégrales sont des constantes, et rem-

plaçant dans les équations ainsi obtenues les x par les valeurs

correspondant à une solution périodique, on obtiendra q équa-

tions de la forme (5), mais où l'exposant cf./s sera nul. Ces q équa-

tions devront donc figurer parmi les équations (5). Donc pour
que les équations (i) admettent q invariants intégraux dis-

tincts linéaires par rapport aux x, il faut que, pour toute

solution périodique non singulière) q des exposants caracté-

ristiques <y.jf soient nuls.

Cherchons maintenant les invariants intégraux de la forme

(7) / sj'Lkidx} -f- iBikdxidxk = j \/F{dxi).
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Ces invariants correspondront aux intégrales des équations (i)

et (2) qui sont quadratiques par rapport aux ^. A l'invariant (7),

correspondra, en effet, l'intégrale

F(^;) = const.

qui devra être quadratique par rapport aux ^ et algébrique par

rapport aux x. Remplaçons dans cette équation les x par les

valeurs qui correspondent à une solution périodique non singu-

lière; il viendra

(8) F*(^^)= const.,

où F* est un polynôme quadratique homogène par rapport aux ç,

dont les coefficients sont des fonctions périodiques de t.

Toutes les équations delà forme (8) doivent pouvoir se déduire

des équations (5) et cela de la manière suivante :

Dans le cas d'un problème de Dynamique et, en particulier,

dans le cas du problème des trois corps, nous avons vu que les

exposants caractéristiques sont deux à deux égaux et de signe

contraire. Nous pouvons donc grouper les équations (5) par

couples; soient

(5 his) A;te«i^ = ^/ç.-e/A-,

En multipliant l'une par l'autre les équations (5 his) et (5 ter)^ on

obtiendra une équation de la forme (8), et toutes les équations de

la forme (8) devront être des combinaisons linéaires des équations

ainsi obtenues.

Si donc on suppose que les équations (i) ont la forme canonique

des équations de la Dynamique et qu'elles contiennent/? couples

de variables conjuguées, nous aurons p couples d'équations ana-

logues à (5 his) et (5 ter) et, par conséquent, pour chaque solu-

tion périodique, il y aura p équations de la forme (8) linéairement

indépendantes.

Parmi ces/? équations et parmi leurs combinaisons linéaires,

choisissons-en une; soit F*(^j); opérons de même pour toutes

les autres solutions périodiques; nous aurons alors un certain

polynôme F*(i(), homogène et du deuxième degré par rapport
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aux i, et dont les coefficients seront des fonctions des x définies

seulement pour les valeurs de x qui correspondent à une solution

périodique.

Il reste à savoir si le choix peut être fait de telle façon que les

coefficients de F* soient des fonctions algébriques des^, ou même
des fonctions continues des x. Je pose le problème sans chercher

pour le moment à le résoudre.

Cherchons maintenant les invariants du deuxième ordre, c'est-

à-dire ceux qui ont la forme d'une intégrale double

/A'
où F est une fonction linéaire des produits dxidxk (les coeffi-

cients de cette fonction linéaire étant bien entendu des fonctions

des ^). Ces invariants du second ordre auront la signification

suivante :

Pv.eprenons les équations (i) et (2) (nous conserverons toujours

le numérotage du n° 257) et formons en outre les équations

^^«) dt=2.

Elles nous conduiront à des équations analogues à (5) et que

j'écrirai

Elles ne difi'éreront d'ailleurs des équations (5) que parce que les

lettres y sont accentuées.

Les invariants du second ordre correspondront alors, d'après

le Chapitre précédent, à celles des intégrales de (1), (2) et (2 a)

qui sont linéaires par rapport aux déterminants

i )•' f >'

et algébriques par rapport aux x.

Soit

une de ces intégrales; si l'on y remplace les x par les valeurs qui

correspondent à une solution périodique, on obtiendra une équa-
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lion de la forme

(9) F*(^,ï;r^.— ^/,^;) = consi..

où F* sera une fonction linéaire par rapport aux. déterminants

et dont les coefficients seront des fonctions périodiques de t.

Voici maintenant comment on pourra former toutes les relations

de la forme (9) relatives à une solution périodique donnée.

Dans le cas des équations de la Dynamique, les équations (5 «)

se répartissent en couples comme les équations (5); soit

{5a bis) A/, e^t< = S ^
6//,,

{5a ter) B/,e-«(i« = S^-e;-/,,

un de ces couples; multiplions (5a bis) par (5 ter), (5 a ter)

par (5 bis) et retranchons; nous obtiendrons une équation de la

forme (9). Chaque couple d'équations nous en donnera une, et

toutes les autres équations de la forme (9) ne seront que des

combinaisons linéaires de celles qu'on peut ainsi former.

Parmi toutes les équations de la forme (9) ainsi obtenues
,

choisissons-en une; opérons de même pour toutes les autres solu-

tions périodiques
5 nous aurons alors une relation

F*(?/?A-— ^.•^'/)= const.

dont le premier membre sera une fonction linéaire des déter-

minants; les coefficients de cette fonction linéaire seront des

fonctions des x définies seulement pour les valeurs des x qui cor-

respondent à une solution périodique.

Il reste à savoir si le choix peut être fait de façon que ces coef-

ficients soient des fonctions algébriques ou même des fonctions

continues des x.

Revenons maintenant aux invariants du premier ordre linéaires.

D'après le n° 29, la forme des équations (4) et par conséquent

celle des équations (5) se trouve modifiée quand deux ou plusieurs

des exposants caractéristiques deviennent égaux.

Si, par exemple, neuf de ces exposants sont égaux à zéro, on
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pourra écrire les équations (5) correspondantes sous la forme

(10 )
P/,= E,-^,6,7,,

P/f désignant un poljnome entier par rapport à t, ayant pour coef-

ficients des constantes.

Ces polynômes sont de degré q — i au plus; et, pour préciser

davantage, ces polynômes sont au nombre de ^ ^ le premier se

réduit à une constante, le second est de degré un au plus, le troi-

sième de degré deux au plus, et ainsi de suite, et enfin, le der-

nier de degré q — i au plus.

Dans le cas où le degré de ce dernier polynôme atteint son

maximum et est égal à. q — i, l'avant-dernier polynôme est la

dérivée du dernier, le q — 2^ la dérivée du q — i® et ainsi de

suite.

Dans tous les cas, on peut répartir les q polynômes en plu-

sieurs groupes; dans chaque groupe, le premier polynôme se

réduit à une constante et chacun d'eux est la dérivée du suivant.

Pour qu'il existe p invariants intégraux linéaires, il ne suffit

donc pas que p des exposants caractéristiques soient nuls; il faut

encore que/? des polynômes P;^se réduisent à des constantes (ou,

ce qui revient au même, que ces polynômes se répartissent au

moins en p groupes).

Quelle est alors, au point de vue qui nous occupe, la signifi-

cation des équations (10) où P^ ne se réduit pas à une constante?

Nous avons au n° 216 défini un invariant intégral dont le rôle

est très important. Cet invariant est de la forme

/-'/
F et F, étant des fonctions algébriques par rapport aux a;, et

linéaires par rapport aux différentielles dx.

Un pareil invariant correspond à une intégrale des équations (2)

de la forme suivante

F -I- ^Fi = const.,

où F et F, sont des fonctions algébriques par rapport aux x et

linéaires par rapport aux ^.

Si dans celte intégrale, je remplace les a: par les valeurs qui
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correspondent à une solution périodique, il viendra

(il) F* -f- fFt = const.,

où F* et F* sont des fonctions linéaires par rapport aux ^ dont

les coefficients sont des fonctions périodiques de t.

Voici maintenant comment on peut obtenir toutes les relations

de la forme (i i) en partant des équations (lo).

Considérons deux polynômes P;^, le premier se réduisant à une

constante, et le second étant du premier degré, le premier étant la

dérivée du second. Les équations (lo) correspondantes s'écriront

(10 bis) Ai=S^,-0,-,

(lo ter) As-f- Aii = S^,-e-,

les 9/ et les 6'^ étant périodiques en ^; on en déduit

E^.-e:— izï,e, = const.,

ce qui est une relation de la forme (i i).

Remarquons encore que l'équation (lo bis), élevée au carré,

nous fournit une relation de la forme (8) et que des équa-

tions (lo bis) et (lo Zer) on peut déduire une relation de la

forme (9), à savoir

260. Appliquons ce qui précède au Problème des trois Corps,

et cherchons quel peut être pour ce Problème le nombre maximum

des invariants intégraux des diverses sortes étudiées dans le numéro

précédent; à savoir :

Première sorte : invariants linéaires par rapport aux différen-

tielles dx;

Deuxième sorte : invariants où la fonction sous le signe j est

la racine carrée d'un polynôme du second degré par rapport aux

différentielles des x;

Troisième sorte : invariants du second ordre, linéaires par rap-

port aux produits de différentielles dxidxk',

Quatrième sorte : invariants de la forme considérée à la fin du
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numéro précédent, c'est-à-dire de la forme

Ces diverses sortes d'invariants correspondent aux diverses

sortes d'intégrales des équations (2) et (2 a), à savoir:

Première sorte : intégrales linéaires par rapport aux ^;

Deuxième sorte : intégrales quadratiques par rapport aux ^;

Troisième sorte : intégrales linéaires par rapport aux déter-

minants i/^^^— ^^i/;

Quatrième sorte : intégrales de la forme

F + tFi,

F et F, étant linéaires par rapport aux ^.

Nous pouvons regarder comme extrêmement vraisemblable que

toutes les solutions périodiques du Problème des trois Corps ne

sont pas singulières.

Dans le Problème des trois Corps, le nombre des degrés de

liberté est six; le nombre des exposants caractéristiques est

douze; d'après ce que nous avons vu au n° 78, il j en a six et six

seulement qui s'annulent; les six autres sont deux à deux égaux

et de signe contraire. Il y a donc six équations de la forme (10)

et six polynômes P/r dont quatre de degré zéro et deux de degré un.

Ou bien encore il j a trois couples d'équations de la forme (5 bis),

(5 ter), quatre équations de la forme (10 bis), deux équations de

la forme (10 ier).

Voyons donc combien il y aura au plus d'invariants de chaque

sorte indépendants.

Je précise ce que j'entends par là; je ne regarderai pas comme
indépendants Ji invariants de la première sorte

/f„ /f„ ..., /f,.

ou n invariants de la seconde sorte

ou n invariants de la troisième sorte

//f„ //f,. .... //f,„
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OU II invariants de la quatrième sorte

quand il y aura entre F,, Fo, . . . , F/^ une relation identique de

la forme

<ï>,, Oo, .,.,<!>« étant des intégrales des équations (i).

Il est clair d'abord qu'il ne pourra pas y avoir plus de quatre

invariants de la première sorte, autant que d'équations (lo bis).

Ces quatre invariants sont déjà connus.

Il ne pourra pas y avoir plus de treize invariants de la seconde

sorte, dont trois proviendraient des trois couples d'équations de

la forme (5 bis), (5 ter) et les dix autres s'obtiendraient à l'aide

des carrés des quatre équations (lo bis) et de leurs produits deux

à deux. Ces dix derniers existent réellement; mais ils ne sont pas

indépendants des quatre invariants de la première sorte puisqu'on

peut les en déduire par le jDrocédé du n° 245. Il pourrait donc y

avoir trois invariants nouveaux.

Il ne pourra pas y avoir plus de onze invariants de la troisième

sorte dont trois proviendraient des trois couples d'équations de

la forme (5 bis) (5 ter); six s'obtiendraient en combinant deux à

deux les quatre éc[uations (lo bis); deux en combinant les deux

équations (lo ter) avec l'équation (lo bis) correspondante.

Sept de ces invariants sont connus; l'un est l'invariant Jj du

n° 2S5, les six autres sont ceux qu'on déduit des quatre équa-

tions (lo bis), mais ils ne peuvent pas être regardés comme indé-

pendants des quatre invariants de la première sorte puisqu'on

peut les en déduire par le procédé du n° 247.

Il pourrait donc y avoir quatre invariants nouveaux de la troi-

sième sorte.

Enfin i] ne peut pas y avoir plus de deux invariants de la qua-

trième sorte, autant que d'équations (lo ter).

L'un de ces invariants est connu, c'est celui du n° SoG; il

pourrait encore y avoir un invariant nouveau.

Il est probable que ces invariants nouveaux, dont la discussion
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précédente n'exclut pas la possibilité, n'existent pas; mais pour

le démontrer, il faudrait recourir à d'autres procédés, par exemple

à des procédés analogues à la méthode de Bruns.

Emploi des variables képlériennes.

261. L'invariant de la quatrième sorte du n" 256 peut encore

être mis sous une autre forme.

Soit un système quelconque d'équations canoniques

dxi _ d^ dyi _ dV
' dt dfi

'

dt dxi

Considérons l'intégrale suivante prise le long d'un arc de courbe

quelconque

J = \ {Xi dyi -\- X.2 dy2 -h. .^x,i dy,i).

Supposons que l'on écrive les équations de l'arc de courbe le long

duquel on intègre en exprimant les x et les y en fonction d'un

paramètre a et que les valeurs de ce paramètre qui correspondent

aux extrémités de l'arc soient ao et a,. L'intégrale J sera égale à

-X"[-^]-
Supposons que nous considérions notre arc de courbe comme la

figure F du Chapitre précédent qui varie avec le temps et se réduit

à Fq pour t^^o.

Alors les X, les y et les fonctions des x et des y, telles que F,

, ,
... seront des fonctions de a et de t.

dx dy

Il viendra

ou

dt jmM'^^-j^-i.mY
en intégrant par parties

lit =/[2:ft]--/[2;s^^]--[-g
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Or ^ clY dy ^ d¥ dx _ d¥
^^ dy doL ' .^ dx d% dot

donc

Si nous supposons que F soit homogène de degré/) par rapport

aux X, il viendra
^ d¥
Zx ~r- =p¥.dx

Soit alors C la constante des forces vives de telle sorte que

l'équation des forces vives s'écrive

Soient Go et G» les valeurs de cette constante qui correspondent

à ao et à a, ; il viendra

(3) ^=(r-/.)(C,-Go).

Donc J n'est pas un invariant proprement dit; mais sa dérivée,

par rapport au temps, est constante et, pour nous servir de l'ex-

pression définie au numéro précédent, c'est un invariant de la

quatrième sorte.

262. Supposons maintenant que F présente une autre sorte

d'homogénéité.

Partageons les couples de variables conjuguées en deux classes,

et désignons, par Xi, yi les couples de variables conjuguées de la

première classe, par x'^^ y\ les couples de variables conjuguées de

la seconde classe.

Je suppose que F soit homogène d'ordre/? par rapport aux xi,

aux {x'j)- et aux (jKi)"i de telle sorte que l'on ait

-Z — L^fx'— 'i^^- F
dx 2

"^
\ dx' ^ dy' ) ^

Posons alors

l=JVz{xdy)+-^Mx'dy'-y'dx')\^
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d'où
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dJ _ /'T'^ dx dy I -^ l dx' dy' dy' dx'\^

dt ~J \_^ dt d% 2^ \ dt ~db. 'dï ~dâ.)\

Ç\^x ^^^ I V / ,
d\y'

,
d'-x' X'X

~^J \r doidt 2
"^

\ dT-dt "^ dzidt)\

ou

^ _ /'["V^ dF_dy i^ /dF dx^ d¥ dy'X'X

dt J [^.^ dy dct.~^ 1 j^\dx' da dy' dct. j

\

J y da. dx^^ i~'\ d'x dx' "^ da dy' ) J '

ou, en intégrant par parties,

^ _ r'^'^ /dF dx dF dy dF dx' dF dy\
dt J^ ,^d \ dx drt. dy dix dx' dx dy' d% )

ou

5 = tF-/-F]S;

OU enfin

^=(i-/.)(Ci-Go),

ce qui montre que J est encore un invariant de la quatrième sorte.

263. Appliquons ce qui précède au problème des trois corps

et voyons ce que devient l'invariant du n° 256 avec les diverses

variables choisies.

Au n° 11, nous avons piùs comme variables

PL, pG, pe, p'L', p'G', p'e',

i, g, e, r, g', 6'.

F est homogène de degré — 2 par rapport aux variables de la

première série : donc

r[p(L^ZH-G^^H-0^e)-hp'(LV^/'+GV/^'-h0'^O')] + 3 «(Cl— Go)

sera un invariant.

H. P. - III. .5
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La même homogénéité subsiste si l'on prend pour variables,

comme au n° 12,
A, H, Z, A', H', Z',

X, h, Ç, X', /i', Ç'.

Donc

fiAdl + Udh-hZ f/Ç + A.'dl'-\- W dh'+ Z'd^') + 3ti Ci— Co)

sera un invariant.

Si l'on prend comme variables [voir n° 12)

A, A', ?, ^', p, p\

X, X', 7), ri', q, q',

la fonction F sera homogène de degré — 2 par rapport aux A,

aux ^, aux T), aux/? et aux q.

Il en résulte que

fl.ii.Adl-^^drj — ri
di -h pdq — q dp)-^Q>t(Ci— Go)

est un invariant.

Le signe S signifie qu'on doit ajouter à chaque terme celui qu'on

en déduit en accentuant les lettres. Ainsi

I.^ dri = ^ d-ï] -^ ^'dri'.

Si enfin, nous prenons les variables des n°^ 131 et 137

A, A'; T/,

X, X'; (T;,

nous verrons de même que

AsAt/X H- 2A'«;X'-f- S(T,-^cr, — a,o?Ti)]-(- 6^(Ci— Go)

sera un invariant de la quatrième sorte.

Remarque sur l'invariant du n° 256.

264. Au n° 25t), nous avons envisagé le cas où les x désignent

les coordonnées de n points de l'espace et où les équations de la
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Dynamique prennent la forme

(Px dV
dt^ dx'

V étant homogène de degré/? par rapport aux x.

Nous avons vu que dans ce cas

J= 1 'L{ix dy -\-py dx)-\-{p — 2)^(Ci

—

Cq)

est un invariant de la quatrième sorte.

Deux cas particuliers méritent quelque attention. Supposons

p = 1,

il vient alors

J = 2 I
I.{x dy —y dx)

et J est un invariant de la première sorte.

C'est ce qui arrive en particulier quand on suppose plusieurs

points matériels s'attirant en raison directe de la distance. La

vérification est alors fort aisée.

On a, en effet, dans ce cas,

X = A ces X ^ -H B sin f

et

y ^= — mXA. ëin\t -h m\B cosÀ t,

X étant une constante absolue pendant que A et h sont des con-

stantes d'intégration qui sont d'ailleurs différentes pour les diffé-

rents couples de variables conjuguées. Tl vient alors

dx = ces À t dk -I- sinX t dB,

dy = — m X sin X t dA -1- /?i X ces X t dB,

d'où
X dy —y dx = m X (A dB — B dA

)

,

ce qui montre que

J ===2X fl.m(AdB — BdA)

est bien un invariant puisque le temps en a disparu et que les

constantes d'intégration et leurs différentielles j figurent seules.

Soit maintenant/) = — 2; c'est un cas qui est réalisé en parti-
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culier quand plusieurs points matériels s'attirent en raison inverse

du cube des distances.

L'invariant J devient alors

Mais la quantité sous le signe / est la différentielle exacte de

l'expression

S = S a^K,

de sorte que si l'on désigne par So et S) les valeurs de S corres-

pondant aux deux extrémités de l'arc d'intégration, il viendra

J =(2Si— 4GiO + (aSo— 4CoO-

Si nous supposons en particulier que l'une des extrémités de l'arc

d'intégration corresponde à une situation particulière du système

où les n points matériels sont en repos et à une très grande distance

les uns des autres; les forces mutuelles seront très petites de sorte

que les vitesses de ces points matériels resteront très longtemps

très petites et les distances très grandes. Il en résulte que Co sera

nul, ainsi que Sq, aussi bien pour toutes les valeurs de t que pour

/=: o et il restera

J = 2Si — 4Gi^.

On aura donc

B étant une nouvelle constante, et G celle des forces vives ; ou bien

Zxy = iGt-^B,

ou

dt

ou, en intégrant^

2 2

A étant une troisième constante.

C'est le résultat obtenu par Jacobi au début de ses Vorle-

siingen ilber Dynamik.
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Cas du problème réduit.

265. On peut reprendre la question que nous avons traitée au

n° 260, en prenant des problèmes se rattachant au problème des

trois corps, mais un peu simplifiés.

J'envisagerai d'abord ce que j'appellerai le problème restreint,

c'est-à-dire le problème du n° 9 où deux masses décrivent des

circonférences concentriques pendant que la troisième masse infi-

niment petite se meut dans le plan de ces deux, circonférences.

Le nombre des degrés de liberté est alors deux; il y a un couple

de la forme (5 his\ (5 ^e/'), une équation (lo his') et une équa-

tion (lo ter) {cf. n°259).

Nous pourrons donc avoir au plus un invariant de la première

sorte, déjà connu, deux invariants de la deuxième sorte, dont un

connu, deux invariants de la troisième sorte, dont un connu, un

invariant de la quatrième sorte, déjà connu.

Nous pourrons également considérer le problème plan, c'est-

à-dire le problème des trois corps se mouvant dans un même
plan.

Enfin, nous pouvons supposer que l'on ait réduit le nombre

des degrés de liberté par le procédé du n° 16; soit dans le cas du

problème général; on arrivera alors à ce que j'appellerai le pro-

blème général réduit; soit dans le cas du problème plan; on

arrivera alors à ce que j'appellerai le problème />/«« réduit.

La discussion à laquelle on serait conduit dans ces différents

cas peut se résumer dans le Tableau suivant :
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Nombre des degrés de liberté.

Nombre des couples (5 bis),

(5 ter)

Nombre des équations (lo bis).

Nombre des équations (lo ter).

Nombre maximum des inva-

riants possibles :

Première sorte

Deuxième sorte

Troisième sorte

Quatrième sorte

Nombre maximu?n des inva

riants nouveaux possibles

Première sorte

Deuxième sorte

Troisième sorte

Quatrième sorte

PROBLEMES

RESTREINT.
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CHAPITRE XXIV.

USAGE DES INVARIANTS INTEGRAUX.

Procédés de vérification.

266. Dans le Tome II nous avons exposé différents procédés

pour trouver des séries qui satisfont formellement aux équations

du problème des trois Corps. Gomme ces séries peuvent avoir une

grande importance pratique et qu'on ne les obtient qu'au prix de

calculs longs et difficiles, tous les moyens que l'on peut trouver

de vérifier ces calculs peuvent être précieux; la considération des

invariants intégraux nous en fournit un qui n'est pas sans intérêt.

Appelons Xi{i^\j 2, 3, 4^ ^j 6) les coordonnées des deux

planètes (qui doivent être rapportées, comme nous l'avons dit

au n° 11 et comme nous l'avons toujours fait depuis, la première

au Soleil, la seconde au centre de gravité de la première et du

Soleil)-, appelons, d'autre part, yt les composantes de leurs

quantités de mouvement; ces quantités xi et yt peuvent être

développées en séries de la manière suivante :

Rappelons les résultats des Chapitres XIV et XV, et en parti-

culier ceux du n° 155. Dans ces Chapitres, au lieu des douze

variables xt et yi que je viens de définir, nous avons employé,

pour définir les positions des deux planètes, douze autres variables

A, A', Xi, X'i, (7i, (T2, <!z, 0-4, Ti, T.2, T3, a^.

Nous avons introduit en outre six arguments

Wu w^, w\, w'2, w'^, w\,

en posant
vi'i =1 mt -\- -usi ; w'i = n'it -\- vs'i,

et six autres constantes d'intégration

An A' -r-'O -r'" -r'O •r'O
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et nous avons vu alors que l'on peut satisfaire aux équations du

mouvement de la manière suivante.

Les quantités

A, A', li—Wi, l[ — w^, <Ji, Il

sont développables suivant les puissances de \k et des x'J' . Chaque

terme est périodique par rapport aux w et aux w' et dépend en

outre des deux constantes d'intégration Aq et A'^,.

Les constantes ni et rij^ sont développables suivant les puissances

de ]x et des x'^ et dépendent en outre de Ao et A|,.

Les Tj3i et les nr'^- sont six constantes d'intégration.

Enfin
KdX + A'dX[ -+- S C7/ dzi

est une différentielle exacte lorsqu'on y remplace les douze

variables A, }^, a- et t par leurs développements et que dans ces

développements on regarde les w et les w' comme six variables

indépendantes et les six quantités Aq, A^, cc'^'* comme des con-

stantes.

Nos quantités Xi etyi que je viens de définir s'expriment aisé-

ment à l'aide des douze variables A, "k, a- et t.

On conclura que xi et yi peuvent être développés en séries

procédant suivant les puissances de pi. et des x^-" ainsi que suivant

les cosinus et les sinus des multiples des w et des w'; chaque

coefficient dépendant en outre de A et A[,.

De plus l'expression
2 Xi dyi

sera une différentielle exacte si l'on regarde les ^v et les pp' comme
six variables indépendantes et Aq, Aj,, x^ comme des constantes.

Les séries ainsi obtenues, il est à j)eine besoin de le rappeler,

ne sont pas convergentes; elles n'ont de valeur qu'au point de

vue du calcul formel, ce qui leur donne cependant une certaine

utilité pratique, comme je l'ai expliqué au Chapitre VIIL

Néanmoins si l'on substitue ces développements aux Xi et

aux yi dans l'expression d'un invariant intégral, le résultat de

cette substitution devra encore, au moins au point de vue formel,

satisfaire aux conditions auxquelles doit satisfaire un invariant

intégral, et c'est ce qui va me fournir le procédé de vérification

sur lequel je désire attirer l'attention.
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267. Nous avons vu plus haut que

(i) I '^{'ix dy -\-y dx) — 3f(ci — Cq)

esl vm invariant intégral.

Nous allons, pour nous servir de cet invariant, faire un change-

ment de variables analogue à celui du n° 237.

Posons, pour plus de symétrie dans les notations,

w'i=^Wi+^ (t = I, 2, 3, 4), n'i=z ni+^, V5'i = -n5i+^^,

Nous avons vu que l'on pouvait développer les x et les y en

séries dépendant des w^ des w' , de Aq, A'^, et des x'^ ; c'est-à-dire,

avec nos nouvelles notations, des Wi et des \i{i = i , 2, 3, 4> 5, 6).

Nous pouvons alors prendre pour variables nouvelles les ^i et

les Wi et alors les équations différentielles du mouvement pren-

dront la forme

, ^ d^i dwi
( 1 )

—^ = = dt
o ni

[de même qu'au n° 237 les équations (i) devenaient, après le

changement de variables,

o I

ainsi que nous l'avons vu].

Les rii sont fonctions des \i seulement.

Mais il vaut mieux encore prendre d'autres variables ; en effet,

les six rii étant fonctions des six \i seulement, rien n'empêche, au

lieu des \i et des pp,, de prendre comme variables les ni et les wi^

de sorte que les équations différentielles deviennent

dui dwi
(3)

—'- = -=.dt.
o ïli

Un invariant intégral du premier ordre prendra la forme

J = j(I.kid7ii-\-'LBidwi),

les A et les B étant des fonctions des ni et des wi.
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Je pourrai supposer que la figure F est un arc de courbe dont

les équations, variables avec le temps, sont de la forme suivante

ni=fi{cc, i): wi=f'i{a., t),

les variables ni et Wi étant exprimées en fonctions du temps t et

d'un paramètre a qui varie de ao à a, quand on parcourt l'arc F
tout entier. L'équation de l'arc Fq sera alors

ni = fii<x, o); wi = f'i{a, o).

Ces conventions faites, je puis écrire

d'où

d5 r j '^ f dAi drii dBi dw£ d^ni d'^wA

dt J ^A \ dt da. dt da.
'' dt da ' dt d% j

Or, on a

dkj _ ^
dkj

dt dwk

dt dw/c

d^ rii d'^ Wi dm= o:

d'où enfin

dt da. ' dt doL da.

= j^i ïdrii (l^ktik -^ + B; ) + dwil^knk -^ I

di r^ r , /^ dki

-dt =J ^'- H' \^'"-' d^, ^ -/ '

"-'—- d^k\

Si J est un invariant intégral absolu, on devra donc avoir

(4) S,n.^^=o,

rJ k
(5) 2...^=-B,.

Examinons maintenant ce qui arrive dans le cas où les A et

les B sont des fonctions périodiques des w et peuvent, par consé-

quent, être développés en séries trigonométriques.

Considérons d'abord l'équation (4) et soient

les b et les b' dépendant des nt.



USAGE DES INVARIANTS INTÉGRAUX. 76

L'équation (4) devient

2 ( mi «1 -I- . . . 4- Wg «6 ) [— 6 sin ( /?ii (Vi M- . . . + m^ w^ )

+ è'cos(mi Wi^ . . .-\- metPe)] = o,

ce qui ne peut avoir lieu que si

(6) mi«i-4-. . .-+- meWe = o,

ou si

b = b' = o.

Or, les 7Ji sont des entiers constants, les n sont nos variables

indépendantes entre lesquelles il ne peut y avoir aucune relation

linéaire; l'équation (6) entraîne donc

m-i = m.2 = . . , = 7?^6 = o.

Cela signifie que le développement trigonométrique de Bi se

réduit à son terme tout connu; c'est-à-dire que B, est une fonction

des rii seulement, indépendante des w.

Passons maintenant à l'équation (5); soit

A; = 2 (a cosco -f- a'sinto),

en écrivant, pour abréger, w au lieu de

TTZi Wi -h. . . -+- nie iVs-

L'équation (5) s'écrit alors

S ( /Wi Wj + . .
. -H m^n^) (— a sin ca -f- a' cos œ ) = — B;.

Considérons d'abord un terme dépendant des w, c'est-à-dire

tel que //Z), mo, . . . , /ne se s'annulent pas à la fois. On aura

wii 7^l -1- • .
. -T- meng^o.

Dans le second membre B^ ne dépend pas des w; ce second

membre ne contient donc ni terme en cosco, ni terme en sinio.

Il résulte de là que
a = a' = o.

Donc A/ ne dépend pas des w et se réduit au terme tout connu

de son développement trigonométrique, terme qui dépend seu-

lement des rii.
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Mais alors l'équation (5) se réduit à

B,- = o.

En général, tout invariant intégral absolu linéaire et du pre-

mier ordre, où l'expression sous le signe / est algébrique par

rapport aux x et aux y et, par conséquent, périodique par rap-

port aux MP, devra être de la forme

/
les A., ne dépendant que des ni', c'est, en effet, ce qui arrive pour

les invariants absolus que nous connaissons et qui s'obtiennent

d'ailleurs en différentiant les intégrales des aires, celles des forces

vives ou du mouvement du centre de gravité.

Mais l'invariant relatif

J = / "Li^ix dy -{-y dx)

mérite plus d'attention. Nous avons vu que

J -3^(Ci— Go)

(où Co et C, sont les valeurs de la constante des forces vives aux

deux extrémités de l'arc Fo) est un invariant intégral. On aura

donc

(7) §=3(Ci-Co)=3y^G.

Si nous posons encore

J = / I.{kidni-\-Bidwi),

l'équation (y) deviendra

car la constante des forces vives G est fonction des ni seulement.

Les équations (4) et (5) devront donc être remplacées par les
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suivantes

(4 ois) Z^kfl/c
2

=0,

(5 6^5) ^kn/c -j— = 3 -j B/.
aw^ drii

Les A et les B doivent être des fonctions périodiques des w.

Si nous traitons les équations (4 his^ et (5 his) comme nous

avons traité les équations (4) et (5), nous reconnaîtrons :

1° Que les B^ sont indépendants des w\
2° Que les Aj sont indépendants des w

;

3° Que

3|^=B.

On trouve donc, en définitive,

^{^ix dy -+-y dx) = 2 A;c?«j+ 3 \ —— dwi,dm

les Ai dépendant des ni seulement.

En d'autres termes, les expressions

ou

ne dépendent pas des w et sont fonctions seulement, soit des i,

soit des 71, suivant qu'on exprime tout en fonction des \ et des (v,

ou en fonction des n et des w.

De même, on aura

, , ^ / dvi dxi \ ^ <r/G

Les Xi^ les y, et C sont, comme je l'ai dit, développés suivant

les puissances de p. et des x^ . Les expressions (8) et les deux

membres des égalités (9) sont donc aussi développables suivant

les puissances de ces quantités.

Tous les termes des développements des expressions (8), sui-
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vant les puissances de [x et des a'^", devront donc être indépen-

dants des w.

D'antre part, chaque terme de développement du premier

membre de (9) devra être égal au terme correspondant du second

membre.

Nous avons ainsi un très grand nombre de procédés de vérifi-

cation pour nos calculs.

268. J'ai dit que
2 Xi dji

est une différentielle exacte si l'on regarde les \i comme des con-

stantes, et les w comme des variables indépendantes.

Nous trouvons, en effet, alors

^{^'ix dy -\-y dx ) = 3 / 2 —— dwt,

ou comme les -r- ne dépendent que des \ et doivent être, par

conséquent, regardés comme des constantes

J
:L{2xdy-hydx)=3^-^^ wt,

d'où

J ^xdy-^J ^(xdy+ydx) = 3^-^^ w^,

d'où enfin

(,o)
/^-<?''=32S'

l.xy.

Revenons pour un instant aux notations du n° 162. Dans ce

numéro, comme dans le n° 152, nous avons pris comme variables

(II) i^'
^;

'''

nous avons posé

dS =(A — Aoo)dli-h (A'— A'^f^)dl\ -i- S a,- d-i— rf((79 1 x,-).

D'un autre côté les variables (i i), de même que les variables jc,-,

j-/, sont des variables conjuguées. El en résulte, ainsi que j'ai eu

plusieurs fois l'occasion de l'expliquer, que l'expression

2 Xi dyi - Adli — A' dl \ — 2 Ci dii = <iU
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est une différentielle exacte. J'ajouterai qu'on formera facilement

la fonction U qui peut, par conséquent, être regardée comme une

fonction connue des xt et des j/"j.

On a alors

(12) S = S^^. wi—'Zxy— U — Aoo)^i— A^^ X; — a»! t,-.

Gomme dans l'application du procédé du Chapitre XV on est

conduit à former la fonction S, l'équation (12) nous fournil, sous

une forme nouvelle, la vérification cherchée.

Rapport avec un théorème de Jacobi.

269. On sait que Jacobi a démontré au début de ses Vorle-

sungen ûber Dynainik que, dans le cas de l'attraction newto-

nienne, la valeur moyenne de l'énergie cinétique est égale, à un

facteur constant près, à la valeur moyenne de l'énergie potentielle,

en admettant, bien entendu, que les coordonnées puissent être

exprimées par des séries trigonométriques de même forme que

celles que nous étudions ici.

Ce théorème de Jacobi se rattache directement à ce qui précède.

Les équations du mouvement peuvent s'écrire

d'où

yzL

dxi _ dyi _ dN
lit

~-^"
~dt ~ 'dxi'

V = G.

Alors — V représente l'énergie potentielle, C l'énergie totale, et

y yl

l'énergie cinétique.

D'autre part, V étant homogène de degré — i , on aura

_V = y^;r,= E^,^,
JmA dXi

'
' dt

y r ' ^ I V .

dxj
_

^d 2 nii 1
"^

' dt
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L'équation des forces vives peut donc s'écrire

I „ dxi dji

-1 -^^ dt dt

Reprenons, d'autre part, les équations (9) du n° 217 et ajou-

tons-les, après les avoir respectivement multipliées par iij^^ il

viendra
/ dvî „ dxi \ ^ ^ dOi

Si l'on observe que
dx dx

' dwk dt

(puisque —^ = nA^ on conclura que

„ / dv/ dxi \ „ ^ dÇj.

En comparant avec l'équation des forces vives, on trouve

y -^ = - G
drik 3

ce qui montre que G doit être homogène de degré ^
par rapport

aux «A? ce qui pourrait se voir d'ailleurs directement. Mainte-

nant, la valeur moyenne d'une fonction U, que je représenterai

parla notation [U], sera nulle si U est la dérivée d'une fonction

périodique ; on aura donc

et, en rapprochant de l'équation des forces vives, on tire

d'
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En considérant les dérivées partielles -7— au lieu des dérivées

totales -1- on arriverait à des résultats analogues. On trouverait

df! dx[

et par conséquent

'
\ ' dwj; dw]^ '

'

L ' ' dwk] dn/^-

Application au problème des deux corps.

270. Les considérations précédentes s'appliquent en particulier

au problème des deux corps. Considérons une planète et le Soleil

et rapportons la planète à des axes de direction fixe passant par le

Soleil; envisageons par conséquent le mouvement relatif de la

planète, par rapport au Soleil.

Soient .r,, Xo, x^ les trois coordonnées de la planète; jki, >'2>

y^ les trois composantes de la quantité de mouvement.

Soient ^, 7], "C, les trois coordonnées de la planète, rapportées à

des axes particuliers, à savoir : le grand axe de l'orbite, une

parallèle au petit axe et une perpendiculaire au plan de l'orbite,

on aura
Xi = hi^-h h\ 7) -I- h'[ t,

X2 = h-i'c, -^ h'^-r\ -{- hl Ç,

les h étant des constantes liées par les relations bien connues qui

expriment que la transformation des coordonnées est orthogonale.

On aura de même

j d^ df]
, d'à:,

a étant la masse de la planète.

Maintenant il est clair que X^ est nul et que ^ et f\ sont des fonc-

tions d'un seul argument w^ qui est l'anomalie movenne, et de

deux constantes, qui sont le grand axe a et l'excentricité e.

D'autre part les h sont des fonctions des trois angles d'Euler,

H. P. — III. 6
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OU, plus généralement, de trois fonctions quelconques co,, Wo, CO3

de ces trois angles.

Ainsi les x et lesjK sont fonctions de w, de a, de e et des to.

On aura alors, en appelant C la constante des forces vives et n

le raojen mouvement.

dn2 (;"'• S'

et, d'autre part, les expressions

n

1

2:

da

„ dji

de

dy.

dxi

div

dxi

^'~d^

d.Tj \

dxi

dix>k

dC
dn

doivent être indépendantes de iv.

Quelques-uns de ces énoncés étaient évidents d'avance et ne

nous fournissent pas de vérification nouvelle.

En effet, les ^—^ sont des fonctions linéaires des x,- dont les'
d(xti-

'

coefficients dépendent des w et qui sont telles que

II en résulte que nous pouvons écrire l'identité suivante

dx\ dx=<

dtii/c diji/i
«3

dx^
ai a? a3

X\ x^ x^

?l' ?t ?3

les a étant des constantes quelconques et les o^^ des fonctions

données des w; on aura de même

dV] dy^ dy^
«1 -T-^ -t- «2 -f^ H- «3 -5^ =

ato/,. awx,. acu/f
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Celte expression doit se réduire à une constante indépendante de w
et, comme nous avons troisj^elations analogues que l'on obtient en

faisant A- = i , y, 3, nous pouvons écrire

y 3 ^2 /2 3^3 = COnSt

,

yi^z—.V^^i = const.

j^Xi— _Xi^2 = const.

Mais ce n'est pas là un résultat nouveau; ce sont les équations des

ailles.

Examinons maintenant l'expression

dn dxin da

Voyons comment les x et les y dépendent de a. Les x con-

tiennent a en facteur et les y contiennent an, car on a

•^'
' dt ^ dw

On a donc

dxi _ Xi _ dyi _ rv j7 dn
da a ' da a n da

Notre expression devient donc

ly^ ^ -t-

2 dn
a n da

Il est aisé de vérifier qu'elle est nulle; on a en effet, d'après la

troisième loi de Kepler,
n"- d^ = const.,

d'où

2 dn 3 da
n a

ISous n'obtenons pas encore ainsi un procédé nouveau de vérifi-

cation.

Il reste à examiner les deux expressions

Nous n'avons plus à faire varier que e et (v; nous n'aurons donc
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plus à faire varier les to, c'est-à-dire la direction du grand axe de
l'orbite. Nous pouvons donc choisir des axes particuliers et faire

X

«3=^ = 0.

Les fonctions J sont les fonctions de Bessel; sous le signe 2 l'in-

dice/? prend toutes les valeurs entières depuis —00 jusqu'à + od,

à l'exception de la valeur o.

Nous déduirons de là

jKi = — [j.a«,S Jp_i(/?e) sin/)w

jK2= \J-an\/\ — e^-I.i i,^i{pe)cospw.

L'expression W devient alors, en supprimant le facteur com-
mun u.«-n,

SeSJp-i/jcos/jcp — 2EJp_i ^ ^J/;-i/?cos/>(P-f-[Ej^,_isin/)(ï^]2

/ ON V, T sinofp ,— 2(1 — e^)SJp_i —-— ^ip-xp Sinpw +(\ ~ e^')['Zip_i cos/)(p]2 = ^^'.

J'ai écrit partout, pour abréger un peu, ip_^ au lieu de ip_^ (pe).

On doit avoir

Oi

an

L = — •

—

-, n^a^ = 7)1,

m désignant la masse du Soleil plus celle de la planète; on a donc

et

Mais, comme

il viendra

2 2

C ^ — — 7fi^n}

3 -j- = — ii.m^n 3= — na^n.

W = ixa^nW,

W = — 1

.
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En identifiant les termes semblables on a une série de relations

entre les fonctions de Bessel J.

L'élude de l'expression E nous conduirait à une série de rela-

tions analogues où entreraient cette fois les fonctions de BesselJ et

leurs dérivées premières.

271. On pourrait multiplier ces applications particulières; on

pourrait par exemple, après avoir traité comme nous venons de le

faire dans le numéro précédent le cas du mouvement képlérien,

c'est-à-dire après avoir tenu compte des termes du degré o par

rapport aux masses troublantes, appliquer les mêmes principes à

l'ensemble des termes du degré i . On serait sans nul doute conduit

à des relations intéressantes.

On pourrait également étudier, par le même procédé, les équa-

tions des variations séculaires que nous avons traitées au Cha-

pitre X. On aurait alors avantage, au lieu de l'invariant intégral

/S ( 2 ^r; clfi+ yt dxi),

à se servir des invariants analogues que nous avons définis aux

a°^ 261, 262, 263.

Nous laisserons toutes ces questions de côté.

Application aux solutions asymptotiques.

272. Appliquons encore ces principes aux solutions asympto-

tiques. Prenons pour variables les coordonnées Xi et les

dxi

Considérons l'invariant

J = / 'L{'i.x dy -\- y dx)
;

nous savons que si C est la constante des forces vives, et si C| et Co

sont les valeurs de cette constante aux deux extrémités de la ligne

d'intégration, on aura

<i) J — 3^(Ci— Go) = const.

Si nous envisageons un système de solutions asymptotiques, il
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se présentera sous la forme suivante : les xi et lesjK/ seront déve-

loppés suivant les puissances de

Aie^'if, A2e'A<, .... A/,.e^(.'^,

les coefficients étant périodiques en t -\- ]i^ où

Al, As, . . ., A/,., h

sont k + I constantes arbitraires.

Si l'on substitue ces valeurs des xi et des yi dans Féquatioi»

des forces vives, le premier membre se trouve aussi développe-

suivant les puissances de

AieK.^ A2«=«, . .., A/,e'^i.^,

les coefficients étant périodiques en t -\- h; et, comme il doit être

indépendant de t, il en résulte qu'il le sera également de A,,

Ao, . . . , A/i- et h.

Si donc on substitue les valeurs des xi et des y/ dans l'équa-

tion (i), on voit qu'on aura

Cl = Gfl,

et par conséquent
J = const.

Dans J l'expression sous le signe / se trouve développée sui-

vant les puissances de

Aje^'.^, A^e'^'", ..., A/,e'J-kt;

les coefficients sont périodiques en t + li; elle dépend linéaire-

ment des A" -f- 1 différentielles

c?Ai, clKi, ..., f/A/i-, dh.

On devra donc avoir

Les premiers membres des équations (2) se trouvent déve-

loppés suivant les puissances des A/e"»^; tous les termes de ce

développement doivent être nuls, sauf le terme tout connu. On
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obtient ainsi une foule de relations entre les coefficients du déve-

loppement des Xi suivant les puissances des A^e^i^.

Je me bornerai, à titre d'exemple, à envisager le premier terme

et j'écrirai

X/ et Z/ étant périodiques en ^ + h.

On en déduit

X^- et Z^- désignent les dérivées de Xj et Z^-.

On a alors, en négligeant toujours les termes en e-^'^, etc.,

" (^^^ ^'"-y
Ik)

= S''^e=''[2X(Z'+ aZ)+ X'Z].

On a donc
i:m(2XZ'+ 2aXZ ^ X'Z) = o,

ce qui nous donne une première relation entre les coefficients X
et Z/.

La relation

^ / dy dx\

nous en fournirait une autre, mais qui, en réalité, ne serait pas

distincte de la première, puisqu'en la combinant avec cette pre-

mière relation on trouverait une équation qui est une consé-

quence immédiate du principe des forces vives.
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CHAPITRE XXV.

INVARIANTS INTÉGRAUX ET SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES.

Retour sur la méthode de Bohlin.

273. Je suis obligé, avant d'aller plus loin, de compléter

quelques-uns des résultats des Chapitres Vil, XIX et XX. Je

veux d'abord résumer les résultats que je veux comparer et qui

vont me servir de point de départ.

Au Chapitre VII nous avons vu que si un système

(0 -j^ =Xi (i = I, 2, . .., /i)

admet une solution périodique

et si l'on pose

Xi = x'i + ^i,

les ^i seront développables suivant les puissances croissantes de

(3) Aie«.f, A2e«=^ ..-, A^e^n^,

les coefficients étant des fonctions périodiques de t; les Ai sont

des constantes d'intégration, les a^ sont les exposants caractéris-

tiques de la solution périodique (2).

Les séries satisfont toujours foi^mellement aux équations (i);

elles sont convergentes à certaines conditions que nous avons

énoncées au n° 105.

11 y a exception dans le cas où nous pouvons avoir entre les

exposants a, une relation de la forme

(4) ^ ^—i-\~I.a^ — !Xi = o
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les coefficients ^ étant entiers, positifs ou nuls, le coefficient y

entier positif ou négatif. (C/. t. I, p. 338, ligne 5; en écrivant

celte relation, j'ai supposé que l'unité de temps était choisie de

telle sorte que la période de la solution (2) soit égale à 21:.]

S'il j a une relation de la forme (4), les ^ ne seront plus déve-

loppables suivant les puissances des quantités (3), mais suivant

les puissances de ces quantités (3) et de t.

C'est précisément ce qui arrive si les équations (i) ont la forme

canonique des équations de la Djnamique. Dans ce cas, en effet,

deux des exposants sont nuls et les autres sont deux à deux égaux

et de signe contraire.

Dans le cas des équations de la Dynamique [ou plus générale-

ment quand il y a une relation de la forme (4)]> nous avons pu

encore obtenir un résultat; il suffit de donner aux constantes

d'intégration A des valeurs particulières de façon à annuler celles

de ces constantes qui correspondent à un exposant nul, et l'une

des deux qui correspondent à, chaque couple d'exposants égaux

et de signe contraire. [Plus généralement on annulerait la con-

stante A correspondant à l'un des exposants qui figurent dans la

relation de la forme (4); de telle façon qu'entre les exposants

correspondant aux constantes A qui ne sont pas nulles, il n'y ait

plus de relation de cette forme.]

Par exemple si

«1=32 = 0, a3=— a4, «5 = — ag, ..., a„_i = — a„ (npair),

on fera

Ai=A2 = o, A3 = 0, A5 = o, ..., A„-i = o.

Les \ seront alors encore développables suivant les puissances

de celles des quantités (3) qui ne sont pas nulles; seulement on

n'aura plus ainsi la solution générale des équations (i), mais une

solution particulière dépendant d'un nombre de constantes arbi-

traires inférieur à n (k savoir —;— dans le cas général des équa-

tions de la Dynamique).

C'est ainsi que nous sommes arrivés aux solutions asympto-

tiques : nous y sommes parvenu en annulant un certain nombre de

constantes A, non seulement celles que nous avons égalées à zéro

pour la raison que je viens de dire, mais celles que nous avons dû
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annuler pour satisfaire aux conditions de convergence du n° 105.

Je ne m'occupe pas pour le moment du développement des ^

suivant les puissances de ^ ou dey/u.

Au Chapitre XIX j'ai étudié la méthode de M. Bohlin, qui n'est

au fond qu'une application de la méthode de Jacobi, puisque le

problème est ramené à la recherche d'une fonction S satisfaisant

à une équation aux dérivées partielles. Seulement cette fonction S

est mise sous une forme qui est particulièrement appropriée au

cas oiî il y a approximativement entre les moyens mouvements une

relation linéaire à coefficients entiers. Les cas qui doivent nous

intéresser le plus sont ceux qui sont voisins de celui que j'ai

appelé le cas limite (n° 207). Nous avons vu dans ce numéro que

la fonction S est développable suivant les puissances de y'jj., sous

la forme

S = So -t- /[J. S 1 + jj, S9 -j- . .

.

et que

djk

est périodique de période ait par rapport à

72, 7s, •, Y'i

(en reprenant les notations du numéro cité).

Mais les résultats peuvent être simplifiés par le changement de

variables exposé aux n°^ 209 et 210.

Au n° 206 j'ai défini n + i fonctions

périodiques par rapport aux variables

7%, 73, , 7",

et que j'ai regardées comme des généralisations des solutions pério-

diques.

Nous avons posé ensuite au n" 210

Avec les nouvelles variables x-^^ y\ les équations conservent la
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forme canonique; seulement les nouvelles équations admettront

les relations invariantes suivantes

x\ = x'i = jk'i = o,

qui pourront par rapport aux nouvelles équations canoniques être

regardées comme des généralisations des solutions périodiques au

même titre que
OCl=T,, y\=^, Xi=li,

pour les anciennes.

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer

que nos équations canoniques admettent comme relations inva-

riantes

3^1 = a"/ = jKi = o.

S'il en est ainsi, nous avons vu au n" 210 que Ji = o est un zéro

simple pour les dérivées -y-^ et un zéro double pour les déri-

vées —— (i^ i).
dyt ^ '

Ainsi S, ou plutôt S — Sq peut se développer suivant les puis-

sances de y^ et le développement commencera par un terme du

deuxième degré ; nous aurons

(5) s = So + s,jf + 2:3rf + 2,jKÎ-i-...

les S étant des séries dépendant dejKs^JKsi • • •
? J'« et développées

suivant les puissances de y/ p.; on voit en outre que les S sont des

fonctions périodiques de ^^2, y-i-, - -
-, Yn-

Cela malheureusement ne nous suffit pas pour notre objet.

La fonction S définie par l'équation (5) ne dépend, en effet,

que de /i — i constantes arbitraires

'*' 2 ' *^ 3 ) • • • 1 •''«'

tandis qu'il en faudrait n pour la solution complète du problème.

Pour une étude plus approfondie, nous aurons recours au chan-

gement de variables du n° 206. Si nous adoptons les notations

de ce numéro, c'est-à-dire si nous posons

Z\= - \
-

, ,

y Zi = jKi
— ri d^

A dx'i

si nous définissons comme dans le numéro cité les variables x\^
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ll^, t^<, les fonctions T et V; les dérivées de V par rapport à

v^ et aux Zi seront des fonctions périodiques des zi {Cf. t. II,

p. 36i).

Examinons plus particulièrement les équations qui sont au

début de la page 363 (t. II) et qui s'écrivent

puis, regardantjKojJKsî • • • lyn comme des constantes, envisageons,

toujours comme dans le numéro cité, les équations

Quand nous ferons varier p, , le point (^, , j^i) décrira une courbe

que je veux étudier. Supposons que, ne faisant pas varier les

constantes x'.-,., ^3, . . ., a;^, nous fassions au contraire varier x\,

nous obtiendrons vine infinité de courbes correspondant aux

diverses valeurs de x\.

Nous avons supposé plus haut qu'on avait les relations inva-

riantes

Xi = a?/ = jKi = o

qui sont comme une généralisation des solutions périodiques,

A ces relations correspondra le point

c'est-à-dire l'origine des coordonnées. C'est dans le voisinage de

ce point que je voudrais étudier nos courbes.

Donnons à x\ la valeur qui correspond à la fonction S particu-

lière définie par l'équation (5), nous aurons

Xi = 2S,jki-+-3S3Jk!h-.. ..

La courbe correspondante passe donc par l'origine; on obtien-

drait une seconde courbe passant par l'origine en changeant \J\k

en — y/ p..

Nous avons donc deux courbes se croisant à l'origine; les

centres courbes pourront passer près de l'origine, mais sans

l'atteindre et sans se couper mutuellement; de telle façon cjue

l'ensemble de nos courbes rappellera, par sa forme générale dans
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le voisinage immédiat de l'origine, la figure formée par une série

d'hyperboles ayant mêmes asymptotes et parleurs asymptotes.

274. Pour mieux étudier ces courbes et les fonctions S corres-

pondantes restreignons-nous d'abord au cas où il n'y a que deux

degrés de liberté.

Supposons qu'on ait fait le changement de variables du n° 208

de telle façon que
^1= 3-2 =jri = o

soit une solution périodique, cela revient à dire que pour

cci = .r, =7i = o

on a

dF _ clF _ dF _
dyi dy2 d^i

Développons F suivant les puissances croissantes de Xi, x-j,

etyi. Le terme de degré o ne dépendrait que de y^ et comme on

devrait avoir
^F _

il se réduirait à une constante. Comme F n'est définie qu'à une

constante près, nous pouvons supposer que ce terme de degré zéro

est nul.

Cherchons les termes du premier degré; comme

dF _ dF _
dx] dyi

il n'y aura d'autres termes du premier degré qu'un terme en x-^.

Posons maintenant

Xx^tx\, jKi=£7'i, x^_=^z^x'^, y.,=y',.

On voit que F est divisible par e^ et que, si l'on pose

F = s^F',

les équations conservent la forme canonique et deviennent

, , dx'i _ dF' dy'i _ dF'

dt dy'i dt dx'i
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D'ailleurs F' sera développable suivant les puissances de s sous

la forme
F'— F' — sF' -L-^2F' _j_

F' sera développable d'autre part suivant les puissances de^', , x[^,

y\ les coefficients étant des fonctions périodiques àe y'.,. On aura

enfin
F; = Ha^; + Xx'^~ -\- iBx\y\ + G/i^

H, A, B et G étant des fonctions périodiques àey'.,.

Nous allons appliquer à nos équations une méthode analogue à

celle de Bohlin, où le pai-amètre £ jouera le même rôle que jouait

dans le Chapitre XIX le paramètre [x.

Supprimons nos accents devenus inutiles et écrivons xi, j'j, F.

F/ au lieu de x'^, y\^ F', F'^-.

Je dis d'abord que je puis toujours supposer

H = 1.

Si en effet il n'en était pas ainsi je prendrais pour vainables nou-

velles

xl= Ha;,, •?'2= / -ff

La forme canonique des équations n'en serait pas altérée

puisque

^2 dyt, •2^2 df^ = O

est une différentielle exacte.

De plus yl s'augmente d'une constante quand yo augmente

de au; je puis toujours choisir l'unité de temps de telle façon

que cette constante soit égale k itz. Alors toute fonction pério-

dique de période au de j^o sera une fonction période 2- dey*.

La forme de la fonction F ne sera donc pas changée; seulement

le premier terme H^o se réduira à xl.

Supposons donc H = i

.

Je dis maintenant qu'on peut supposer

A = G = o, B = const.

Formons en effet nos équations canoniques (i) en supposant e = o,



INVARIANTS INTÉGRAUX ET SOLUTIONS A S Y M PTOT IQ U E S. 9^

il viendra

et une équation en —^ que je puis remplacer par l'équation des

forces vives

x=i_ H- Aa7f H- iBxij^i -F CjKi = const.

Les équations

sont des équations linéaires à coefficients périodiques. En vertu

du n° 29 elles auront pour solution générale

a7i = qc cp H- Wj J; j'j = (p ©i + (Vj ip]

,

où o, (L, çp,, di, sont des fonctions périodiques dej'o; a et ^ des

constantes d'intégration; a et h des constantes.

11 est aisé de voir que b =^ — « et que cp-i, — '|cci est une con-

stante que je puis supposer égale à i.

Cela posé, faisons un nouveau changeinentde variables en faisant

372 = x'^ -^ H x'.^- + 2 }^x\y\ -f- LjV' ; J2 = J-,

,

H, K, L étant des fonctions de j'2 choisies de manière que la

forme canonique des équations ne soit pas altérée. Il suffit pour

cela que
Xi dyx— x'^ dy\ -+- x^ dy^— x'^ dy\

soit une différentielle exacte.

Or on voit que x^cly ^ — x\dy\ est égal à une différentielle

exacte augmentée de

tp', «p,, ... désignent les dérivées de cp, cp,, ... par rapport à j.,-
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Il suffit donc, pour que la forme canonique des équations ne

soit pas altérée, de prendre

On voit que H, K, L sont des fonctions périodiques de jKoj d'oîi

il suit que la forme de la fonction F ne sera pas non plus altérée.

Mais, si nous supposons £ = o, nos équations doivent admettre

comme solution

d'où

B = --, A = C=o.

INous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer

H = i, A = C=o, B = const.

d'où (puisque nous avons supprimé les accents)

Fo = a72 -4- 2Ba7lJKI

G'eSt ce que nous ferons désormais.

Faisons encore un changement de variables en posant

y.

Comme

Xi dvi— u dv =

est une différentielle exacte, la forme canonique ne sera pas

altérée.

Il vient d'ailleurs

La fonction F est alors développable suivant les puissances de

On a d'ailleurs

Fo = ^2 + '^ B u.

Mettons donc F sous la forme

F('a?2, u\ yo, i^)
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et définissons une lonction S par l'équation de Jacobi

C étant une constante. Développons S et C suivant les puissances

de £

S = So + îSi-i- E^s., -i-. . .,

c =: Go + sGi-^ E'^Ca^. ...

Nous aurons pour déterminer Sq, Si, S-j. . . ., par récurrence,

les équations suivantes

dy. dv

(2) \ «72 dv

— 1- 2B —r~ = * -)- C.
dy2 dv

Je désigne, comme je l'ai déjà fait bien des fois, toute fonction

connue par <ï>
; dans la seconde équation (2) je regarde Sq comme

connue; dans la troisième je regarde Sq et S^ comme connues et

ainsi de suite.

Nous prendrons
Su = aoj2+ i^ot'

avec la condition
«o-i- -iBPo = Ca.

Comme Co est arbitraire, les deux constantes Kq et jBq peu-

vent être choisies arbitrairement. 11 importe toutefois de ne pas

prendre |3o= o. Voici pourquoi.

Supposons qu'on ait démontré que

dSn dSi dSp
dv dv '

' ' " dv

est développable suivant les puissances de

nous pourrons (si [jq n'est pas nul) en conclure qu'il en est de

même de

d'à,,

dv

H. P. — III.
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puisque la quantité sous le radical se réduit à [Sq pour c = o.

Nous ne pourrions plus tirer cette conclusion si j^o était nul : or il

importe de pouvoir la tirer, à cause de la présence du radical \^/

u

dans F.

Considérons maintenant la seconde équation (2). La fonction $
qui y entre dépend de p et de^^^o et est de la forme suivante

4. =SA;„.„e'«''+'"r.-i-Aoo.

Les coefficients A sont des constantes pouvant dépendre de a,,

et po- Les indices m et n peuvent prendre toutes les valeurs

entières, positives, négatives ou nulles. J'ai mis en évidence, en le

faisant sortir du signe S, le terme où ces deux indices sont nuls.

La seconde équation (2) nous donne alors

S'«--^ A piiii'+ 2.7 y,

i=air, + ai(;+ > -^
;s^Lj - ri

jLi i/i-i- 2B7n

avec la condition
c(i-i-2B[3i= Âoo -H C,.

Sauf cette condition, les constantes a,
, p, et C( sont arbitraires

;

je supposerai donc
ai= j3| = 0.

Je déterminerai So par la troisième équation (2); cette équation

étant tout à fait de même forme que la seconde, se traitera de la

même manière, et ainsi de suite.

En résumé, les dérivées -,— et -7- sont développables suivant les

puissances de

Si l'on compare cette analyse avec celle du n° 125, on voit

qu'il y a entre elles une analogie parfaite. Seulement, au lieu de

n'avoir que des exponentielles imaginaires

e-'>i, e^h'i^ . . . , e±'>",

nous avons ici des exponentielles réelles

27S. Une fois la fonction S déterminée, nous pouvons, par

l'application de la méthode de Jacobi, arriver à des séries analo-

gues à celles du n" 127.
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La fonclion S dépend de p, de y^ et des deux constantes ao

et ^Q. La constante des forces vives

vj = L/o —1— zLti —l— . . .

est fonction de a^ et de ^o-

On a alors, comme solution de nos équations différentielles

canoniques, les équations suivantes

^S dS dS dS

dj2. du dcio «po

dC dC
rii = —

; n-i = jk- 7

duiy ajio

OÙ cTj et Mo sont deux nouvelles constantes d'intégration.

Je vois d'abord que 7ii et /ïo," qui dépendent d'ailleurs de ao

et ^oj sont développables suivant les puissances de s.

D'autre part, S est développable suivant les puissances de e,

et, si je fais s = o, j'ai comme première approximation

aSo djQ Q

dy^ dv

dSo ^
dSo

acio «po

On a quatre équations d'où l'on peut tirer Xn, u-, y 2 et v déve-

loppés suivant les puissances de s et dépendant d'ailleurs de a^

[^0, /2| t + m^, Rot + T^-:,-

Par un raisonnement tout pareil à celui du n° 127, on verrait

que

sont développables suivant les puissances de

Il en sera de même d'ailleurs de \/u, Xi et jkc

Je pourrais même ajouter que toutes ces quantités sont déve-

loppables suivant les puissances de

t, «0, e=^'(«/+cT,), v/p;e(".<+nTJ^ V^e-('»=^+î^=',

et, en effet, S — Sq est développable suivant les puissances de

£, ao, e=^'r., \/foe^, y/p^e-".
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Si nous posons un instant

les deux équations

dS dS
«1 f 4- TîTi = -j— j fi^t -h Jn=, = —TT-

doLo f/po

prendront la forme

(3) ^2=^h, ~-3=4^i,

'1-2 et <l)i étant développaLles selon les puissances de

£, ao, e±'(".ï+cT.', /p^e("2«+cT,'^ /p^e-("»<-^::',

[et, en effet, on a par exemple

/B, e"= v/po 6'^'+!^^ I -f- — + -^^ H ^ +

.

et des formules analogues pour e-^y--, et \/[3„e"''].

Il suffît alors, pour démontrer la proposition énoncée, d'appli-

quer aux équations (3) le théorème du n° 30.

Comparons maintenant le résultat obtenu avec celui du Ciia-

pitre YII que j'ai rappelé au début du présent Chapitre.

Nous avons vu dans ce Chapitre Vil que, dans le voisinage de

la solution périodique
Xi = jKi = a"2 = o,

les variables ^,, j',, ^2, j'2 sont développables suivant les puis-

sances de

g*Hn[t+rn,}^ Ae"'.^, X'e-"'J, et t;

A, A' sont des constantes d'intégration; /i\ et Ji'., sont des con-

stantes absolues, dépendant seulement de la période de la solution

périodique et de ses exposants caractéristiques.

Nous venons de voir que ces mêmes variables doivent être

développables suivant les puissances de

g±/(«,<+CT,). /pue'".'+î^^', v/p^e-<":i'+^^'.

Les deux résultats sont évidemment d'accord ; en effet, nous pou-

vons d'abord poser
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D'autre part, n\ et /?o sont des constantes, mais qui sont déve-

loppables suivant les puissances de £, y.Q et [3o, et qui se réduisent

à n\ et n'.^ pour s = a^ = j3o = o.

Nous pouvons alors écrire, par exemple,

et développer ensuite le second facteur suivant les puissances de e,

ao, Po ; ce second facteur se trouvera alors, en outre, développé

suivant les puissances de t.

C'est pour cela qvie, dans le Chapitre YII, nous avions vu le

temps t et ses puissances sortir des signes exponentiels et Irigo-

nométriques, ce qui pouvait, dans certains cas, produire une

difficulté; l'analjse précédente montre que cette difficulté était

purement artificielle.

Si je veux maintenant comparer notre résultat avec ceux du

Chapitre XIX, j'envisagerai les courbes

Ji l(t,'l), a7i=Çi((.'i)

dont j'ai rappelé la définition à la fin du n° 273. Pour obtenir les

équations de ces courbes, je n'ai qu'à prendre les ex^aressions de
' X\ et jK, et à j donner à ao, [3o, n^t-\-JJ5^ une valeur constante.

Alors jKi et X\ sont développables suivant les puissances de

En faisant varier n-^t -|- tho, ou voit bien que les courbes ont la

forme que j'ai décrite à la fin du n° 273.

Je rappellerai, en terminant, que tous ces résultats ne sont vrais

qu'au point de vue formel; les séries ne sont convergentes ciue

dans le cas des solutions asjniptotiques dont on obtient les équa-

tions en faisant

Po = 0, ^2 = -1- ^;

ne veux dire en faisant

/PoenT,= A, v/Ppoe-

ou bien encore en faisant

5o = 0,
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je veux dire en faisant

s/Jle^^ = 0, \/%e-^^ == A',

A et A' désignant des constantes (înies.

276. Passons au cas où il y a plus de deux degrés de liberté.

Les résultats précédents peuvent se généraliser de deux manières

différentes.

Il nous suffira, pour l'expliquer, de supposer trois degrés de

liberté. Il peut arriver qu'on veuille étudier nos équations dans le

voisinage d'un système de relations invariantes

a:ji = 0-2 = 373=71 = 0,

jouant le rôle d'une généralisation des solutions périodiques au

sens du n° 209.

Il peut arriver aussi qu'on veuille les étudier dans le voisinage

d'une véritable solution périodique

a?i = 372 = ^3 =JKl = J2 =o-

Dans le premier cas, il y a quatre relations invariantes et une

relation linéaire entre les moyens mouvements, relation que nous

avons,, en employant au besoin le changement de variables du

n° 202 mise sous la forme

Wl = o.

Dans le second cas, il y a cinq relations invariantes, et deux

relations linéaires entre les moyens mouvements, que nous avons

mises sous la forme
«1 = o, n=i = o.

Nous commencerons par le premier cas et nous poserons

F = £2F'; a7i=E<, JKi = £j'i, Xn=Z^x'ç,, X^^z'^x'^',

les équations restent canoniques et F' devient développable sui-

vant les puissances de e, sous la forme

F'= f'o + £f;-h....
On a d'ailleurs

F ç = /12 x'^ -I- A3 ,r'.j -h A a? f _)- 2 B x\ y\ -f- Cj'i-

,
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OU, en supprimant les accents devenus inutiles,

Fo = hiX=, -4- h^Xz-h Kx\^ i^Bx^yi-^ Cj^f

Les fonctions h-^, hs, A, B, G ne dépendent que de JK2 et de jks

et sont périodiques de période air par rapport à ces deux va-

riables.

Je vais recommencer les changements de variables du n** 274;

tout ce que j'en ai dit reste vrai, mais seulement au point de

vue formel.

Pour que je puisse appliquer les principes du calcul formel, il

faut qu'il y ait un paramètre par rapport aux puissances duquel

s'effectuent les développements. Ici ce sera le paramètre u..

En effet, F et par conséquent Ao, A3, A, B, G sont développa-

bles suivant les puissances entières de p.. .T'ajoute que, pour jx = o,

B et G se réduisent à o et que Ao, /^s, A se réduisent à des con-

stantes que j'appelle h\^ h\ et Aq.

Gherchons à intégrer les équations suivantes

Je cherche à faire l'intégration de telle manière que

yi—fi^ 73-/3

soient des fonctions périodiques de période air de deux variables

nouvelles ^^2 ^^
J^'s ^"^ devront elles-mêmes être de la forme

n^ et ^3 sont des constantes développables suivant les puissances

de [x; OTo et TO3 sont des constantes d'intégration.

Les équations (i) prennent alors la forme

«3 -j—r = — ^3-(
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sont des fonctions périodiques dej^o et de y^ (les h^ se réduisant

à des constantes comme nous l'avons yu) et enfin que lesjK|- sont

des fonctions périodiques de y'^ et jk's, sauf les y^ qui se rédui-

ront À y'-.

Nous égalerons, dans les équations (2), les équations des puis-

sances semblables de u. et nous aurons une suite d'équations qui

nous permettront de déterminer par récurrence les j-f et les nf\
Ces équations s'écrivent

(3) {
"^ dy',

^"^
dy',

^"--^
dy', ^ "^ dy',

*'

„ dyK^' „ ^v',--' ,, dyl ,,, dv%

Je désigne par $ toute fonction connue; dans la deuxième équa-

tion, je regarde comme connus les j''|-*^' et les «[•"'; dans la troi-

sième, les y", les jK/''? les n" et les /z"' et ainsi de suite.

On a d'abord

de sorte que les équations (3) se réduisent à

dy^i dy-i
1, _ ^

7zS , , -h ?i% -y-=-, h ni^) _ $

auxcjuelles il faut adjoindre les équations

(3 ter)
\

dy', ' dy, '

déduites de la seconde écjuation (2), comme les équations (3 bis)

le sont de la première équation (2).

Toutes ces équations s'intégreront de la même manière; soit

par exemple la première équation (3 bis). La fonction <I> qui y
entre (comme d'ailleurs toutes les autres fonctions $) est pério-

dique en j'2 et j^'g. Nous égalerons n[J^ à la valeur moyenne de
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celte fonction et il nous sera facile ensuite, par le procédé que

nous avons déjà appliqué tant de fois, de satisfaire à notre équa-

tion par une fonction j/-^' périodique en j/'^ ely'.^.

Ayant ainsi déterminé /o e^y-i en fondions dej^^ ^^Js-ij^ pose

dy=, dy,

dy-1
,

dy^

dy3 dy.,

Il est clair que

^2 dy'i -i- ^3 <r//3 — oc^ dy^— x> dy^

,

qui est nul, est une différentielle exacte et, par conséquent, que

Informe canonique des écjuations n'est pas altérée quand on prend

])0ur variables nouvelles a:'.,, •2^35 J'^i J's a^^ li^^^ de x^, ^3, j^o, j^'3.

La forme de la fonction F n'est pas non plus altérée, mais on

voit qu'on a identiquement

— «2-^2 — n^x'.^ = h^x-i -f- h-iX-i,

ce qui montre que les coefficients de x'.-^ et de x'.^ se réduisent à

des constantes..

Je puis donc toujours supposer que h-, et A3 sont des con-

stantes.

C'est ce cjue je ferai désormais.

Soit maintenant à intégrer les équations

ou, ce qui revient au même,

,,
dy% dy^

(4; ^ /

/,, 52^ _,_ A3^ = 2(A.ri+ Bji)-
\ dy^ dy-i

Cherchons à satisfaire à ces équations en posant

a étant une constante, :; et 5 des fonctions périodiques de ^2 et jKs-
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Les équations deviendront

1 , dz ^ dz
, ^ ^

(4 bis)
i 1 ds , as

, , .^ ,

I fu -j h «3 —, as = 2( A^ 4- B5).

Développons A, B, C suivant les puissances de [x sous la forme

A = Ao H- [jlA, -i-. . .

,

B = Bo + [JlB2+...,

G = Go -+- (J.C2 -+-... •

Remarquons que Aq est une constante et que Bo = Co = 0.

Développons de même h^ et ^3

Les coefficients de ces développements sont des quantités con-

nues. Développons d'autre part les inconnues ^, 5 et a suivant les

puissances croissantes de y/ p. sous la forme

a = «1 y i-i -t- ci-i [j. -T- «3 [j, \f\x + . . .

,

S =; 5o -1- 5i sj \X -i- ^2 [J. -r- . . . .

Afin de présenter les équations sous une forme plus symétrique,

j'écrirai le développement de A sous la forme

A = Ao -H Al /ij. + A2 (J. + A3 \x \/\x -F Ajf ;r- + . . .

.

Il faudra seulement se rappeler que A,, A3, A5, ... sont nuls.

De même pour les développements de B et de C.

Cela posé, j'égale dans les équations (4 bis^ les coefficients des

puissances semblables de u.. J'appellerai (4 bis p) les deux équa-

tions obtenues en égalant d'une part les coefficients de pi. - dans

la première équation (4 his) et, d'autre part, les coefficients

p

de p.- dans la seconde équation (4 bis).

Les équations (4 bis o) et (4 bis i) détermineront «i, s^ et ^1 ;

Les équations (4 bis 1) et (4 bis 1) détermineront ao, *i et ^21

Les équations (4 bis 1) et (4 bis 3) détermineront «3, «2 et z^,-

et ainsi de suite.



INVARIANTS INTÉGRAUX ET SOLUTIONS A SYM PTO TIQ U ES. I07

Je veux dire que les équations (4 bis p) détermineront Sp

et -SjB+t à une constante près, qu'elles détermineront ap et com-

pléteront la détermination de Sp_K et Zp que les (4 bis p — i) ne

nous avaient fait connaître qu'à une constante près.

Si l'on se rappelle que

Bq = Bi = Go = Cl = G,

on voit qiie les équations (4 bis o) s'écrivent

(^ bis o) <

\ - dji dys

les équations (4 bis i) s'écrivent

/ dzo , „ dz^_
hl h/i^ -1 «1^1= — 2G2S0,

\ ^ dy^ dy^

(4 bis i)

les équations (4 bis 2) s'écrivent

l A?, -—-^ +/t5 ^—^ — «^^Si «1^., = 2B, 5| 2G9 5i — 2 G350 M-*,

(4 6i« 2) ', ^^^
^^^^

1 AS -7-=- + /i9 -^ — a, 5o
— «i5i = 2 An -Sv -1-2 A. 5, -t-aBo^o -t-*

[les lettres <ï> désignent des fonctions connues périodiques en y^
etjj/3, qui sont nulles dans les équations (4 6^52), mais que j'écris

néanmoins parce C[u'elles apparaîtraient dans les équations sui-

vantes].

Les équations (4 bis o) nous apprennent que Z\ et 5o sont des

constantes. Passons ensuite aux équations (4 bis i) et égalons les

valeurs moyennes des deux membres, il vient

— «1^1 = — 2.So[G2],

— «iSo = aAo^î,,

ce qui détermine a,, 5o et ;5,; on trouve pour «, deux valeurs

égales et de signe contraire. Les équations (4 bis i) déterminent

ensuite, à des constantes près, z<x et s^ qui sont des fonctions
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périodiques de y2 et j-j. On peut donc regarder comme connus

^2— [s,] el Si — [si].

Venons aux équations (4 bis 2) et égalons les valeurs moyennes

des deux membres, on obtiendra deux équations d'où l'on pouiTa

tirer «o, [:-2] et [^i].

Les valeurs moyennes des deux membres étant égales, les équa-

tions (4 bis 2) nous donneront ^3 et ^2 à des constantes près sous

la forme de fonctions périodiques de y 2 et^)'3.

Et ainsi de suite.

Comme nous avons trouvé pour «, deux valeurs, les équa-

tions (4 bis) admettront deux solutions. Soient

a =^ a^ s = cp, s = oi,

a = — a, z = '\), s = 'l/i

ces deux solutions. La solution générale des équations (4) sera

_/! = Ae^'çi-T- Be-«^ij;i.

On peut toujours supposer

a<\il — tt>i d; := I.

On verrait alors, comme au n" 274, que si l'on pose

Xi = x\ cp + j-; J;, jKi = ^\ ?i-+-7'i ^1-

Xï = x'.^ -!- H2 a?i- H- 2 K2 ^'1 j'i H- 1-2 71- ^ 7-2 = 72 )

^3 = ^3 -t- H3 .r'i^ + 2 K3 x\ y\ -H Laji" , j'3 = 73

,

et si Ho, Ko, L'2, H3, K3, L3 sont des fonctions périodiques con-

venablement choisies de y 2 et^s, la forme canonique des équa-

tions ne sera pas altérée.

La forme de F ne sera pas non plus altérée; mais B se réduirait

à une constante, A et C à o.

On peut donc toujours supposer

B = const. , A = G = o.

Le reste du calcul s'achèverait comme aux n"^ 274 et 275 et l'on

arriverait finalement à la conclusion suivante :

Les variables xi et j»'-^- peuvent se développer suivant les puis-
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sances de s, \/[Jl, de Irois conslantes ao, c'„ et [Sq, de e-'^"i^^^y\

de e-''f"i'^-^'>), de \/"^(>e^"'-^^'^^\ y/[3oe~^"-^+^-^ Les conslantes /?,, n\

et /2o sont elles-mêmes développables suivant les puissances de s,

y'ij., a-o, a'y et [^o-

277. Passons au second mode de généralisation et supposons

qu'on veuille étudiei" les équations dans le voisinage d'une véri-

table solution périodique mise sous la forme

Xi = X^ = 373 = Ji = J2 = 0.

Nous poserons

F = ï2 F', .n = zx\
, j'i = sj'i , X, = zx',^, y. = zy\_,

d'où
f = f'o + sf;+....

Les équations restent canoniques et l'on a

F'o = A .r ; + <f ( x\ , yi , x',, j 2 )

,

<ï> étant une forme quadratique homogène en x\, y\, x'.,, y'^; les

coefficients de <ï> et h sont des fonctions périodic[ues de ys=y.^.
Nous supprimerons désormais les accents devenus inutiles et

nous écrirons simplement

Fo = /ixs->r-<t^{xi, yu ^2,72)-

On démontrerait comme aux n°' 274 et 276 que l'on peut toujours

supposer que h se réduit à une constante.

Envisageons maintenant les équations

dyz _ dxx _ d^ dy^ _ d<P

dt ~ ' dt ~ dyi
'

dt dxi

dx2 _ d^ dy.2 _ rf*

dt dy^ dt dx^

Elles sont linéaires et à coefficients périodiques. Leur solution

générale sera donc de la forme

Xi = Aie'^'cpi.i + A2e-«'cp2.i + ^•ie''^o-i,x-{- A. «-'''«Di.i,

jj'j = Al e«'cp,., -{- Aîe-û^^'f 2.2 + A3e'^'cp3.2 + K,,e-^^(o-^.2,

3^2 = A,e«'cp,.3-|- A2e~"'o2.3-t- A3e*'ç)3.3 + A4e-*^cp4.3,
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Les A sont des constantes d'intégration, les cp sont des fonctions

périodiques dej'3.

Il est aisé de vérifier c[ue l'expression

est nulle, sauf dans les deux cas suivants

i = i , k = 1; 1 = 3, ^ = 4

.

Dans ces deux cas, cette expression se réduit à une constante que

je puis supposer égale à i.

Posons maintenant

Xi — X\ cpi.i +JKi92.1 + ^'2?^-l+7'2?4-I'

.^2 = 0C\ Ç1.3 +yi ?2.3 + ^'2
«f3.3 +y2 ?i.3,

72 = ^'l?1.4+yiT2.4 + ^2T3.t + 7'2?4.4-

On voit alors que

Xi dyi — y\ dxi -\- x^ cly^ — y=> dx^

= x\ dy\ — y\ dx\ + x\ dy\—y\ dx\ + '\dy-i^

OÙ ^ est une forme c[uadratique homogène par rapport à x\^ y,,

^'2, y\, dont les coefficients sont des fonctions périodiques de y^i.

Si alors nous posons

^3 = ^3—-' J3=73,

l'expression

^1 dyx + a?, dy=i + x^ dy^ — x\ dy\— x'.-^ dy\_— x'.^ dy'.^

sera une différentielle exacte et la forme canonique des équations

n'est pas altérée.

La forme de la fonction F n'est pas altérée, seulement Fq se

réduit à

hx'.^-\- A x'i y\ -+- B a?',7 2

,

OÙ /i, A. et B sont des constantes.

On poserait ensuite

/ / I 72
^272 = "2, \0g~-=7.V2,
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et le calcul s'achèverait comme aux n-^ 275 et 276; on arriverait à

la conclusion suivante :

Les Xi et les yi sont développables suivant les puissances de e

de trois constantes ao, ,60 et [b'^, de g-""''^^'', de

Les exposants /ii, n^. et 11'.^ sont eux-mêmes développables suivant

les puissances de s, ao, po et ^'^.

Cette généralisation s'applique immédiatement quand il y a

n degrés de liberté; le premier cas, celui du numéro précédent,

correspond à celui où ily a /i + i relations invariantes et une seule

relation linéaire entre les moyens mouvements. C'est celui qui

nous a occupés au Chapitre XIX.

Le second cas, celui du présent numéro, correspond à celui où

il y a 271— I relations invariantes définissant une véritable solu-

tion périodique et où il y a n — i relations linéaires entre les

moyens mouvements. C'est celui des solutions asymptotiques qui

nous a occupés au Chapitre VIL
Mais il y a des cas intermédiaires où l'on d^ ii — q relations inva-

riantes, et q relations linéaires entre les moyens mouvements.

Alors les Xi et les j>'/ peuvent se développer suivant les puissances

positives ou négatives de q exponentielles réelles et de n — q
exponentielles imaginaires.

Relation avec les invariants intégraux.

278. Supposons donc que les équations canoniques

, ^ dxi d¥ dxi d¥
(i) —f— ^ —.—

; —r- = -;— (f = I, 2, ...,«)
^ ^ dt dyi' dt dxi ^

'
' ' '

admettent une solution périodique de la forme suivante

Xi —
'f

/

{t^ h), yi^ <\ii (t-h h),

OÙ h est une constante d'intégration; et soit T la période, de telle

façon que cp/ et (];/ soient développables en séries procédant suivant

les sinus et cosinus des multiples de -tj^ (^ -f- h).
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Considérons les solulions voisines de cette solulion périodique;

elles pourront, d'après ce qui précède, être mises sous la forme

suivante : xi et yi seront développés suivant les puissances

de in — 2 quantités conjuguées deux à deux et que j'appelle

Aie5(,<, A'jé— «.'

Les A et les A' sont des constantes arbitraires d'intégration; les

exposants a peuvent se développer eux-mêmes suivant les puis-

sances de A) A', , Ao A\ . . . , A«_i A^^_,

.

De plus les coefficients du développement de x, et ào. yi sont

des fonctions périodiques de t-{-h^ de période T. Ces coefficients

(de même que les exposants a) dépendent en outre de la constante

des forces vives C.

Nous savons qu'il existe un invariant intégral

(2) J-î.dxi dyt,

d'où il résulte que, si [3 et y sont deux constantes d'intégration, on

devra avoir
dxi dvi dxi dxi

, = c o n "= f

.

d^ dy dy d<^ '

On pourra écrire cette équation sous une autre forme; suppo-

sons qu'on donne à [^ un accroissement 0|3 et qu'il en résulte

pour Xij j'ij Aie^'^ . . . des accroissements

oxf, oyi, oA/e^A'

Supposons d'autre part c|ue l'on donne à y un accroissement o'y

et qu'il en résulte pour Xi, yi, . . . des accroissements

o'^i, O'fi,

Notre équation s'écrira

(3) "^{^^Ti ù'yt— ofi i'xi) = const.

Le second nombre est une constante; je veux dire que c'est une

fonction des constantes d'intégration multipliée par o|^5'y.
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Or on a évidemment

D'autre part

c/G dh ^d{kke'-^kt) ^d{k',,e-^kt) * '

dy. r. -^ d'J.
'N/ . A' \

'''=
dG'^-^li'd(Â^P^)'^^^^''^-

On voit ainsi que ô^^- et oyi sont de la forme suivante

ôj/ = '^ii
-+- trix.i ;

o'j; = r/,-+ «r/j.j

8-2?/ = ^î -H « li.i ;
o'a7i = ^'j- -1- t

^'i .j,

où i/, i,.n '^ii ''^1. 2 sont linéaires par rapport à §C, S/i, etauxSAe^"^,

oA'e^"^; et d'autre part développables suivant les puissances des

Ae^^ et des A'e~°"^ et suivant les sinus et les cosinus des multiples

de -=r (i + /O- O^^ trouverait aisément les expressions de o'xi^ S'j//;

il suffit de changer o en o' dans celles de oxt et oyi. On voit alors

que l'on pourra écrire l'équation (3) sous la forme

D + E« 4- Ff2 — const.,

où

sont développés suivant les puissances des Ae^^, A'e~"^ et les

Tsinus et cosinus des multiples de ^ft {t + h) et sont d'autre part

bilinéaires par rapport aux

SAe'^', oA'e-a', oC, 8/i,

o'Ae''', o'A'e-a^, o'G, o'A.

Le premier membre devant être indépendant de t^ nous aurons

d'abord
E = F =0,

ce qui nous fournit déjà certaines relations de vérification

auxquelles doivent satisfaire les développements des xi et des j",.

II. P. — III. 8
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Ensuite D doit être indépendant de ^; il sera donc linéaii^e par

rapport aux déterminants suivants

I SA/,. o'A/^. — o'A/^oA'/^.,

\ A'/. A'j ( A/,. ' Ay — Ay o'A/^),

(4)
' A^(8A/, o'C — §'A/,8G),

A/,.(oA/,. o'A — S'A/,- oh)

(oC o'/i — o' oC h)

(ou par rapport aux déterminants analogues déduits des premiers

en permutant A^f avec A^, ou A/ avec Ay).

Les coefficients seront développés suivant les puissances des

A/!fA)^ et dépendront en outre de G.

Le temps en efFet doit disparaître. Les exponentielles doivent

donc disparaître; ce qui ne peut arriver que si chaque facteur

Ae^'^ est multiplié par un facteur A'e~"', ou oA'e~^^, ou o'A'e""^

On peut déduire de là une nouvelle série de relations de véri-

fication.

279. Parmi les exposants a^t les uns sont imaginaires, les autres

réels; parmi pes derniers les uns sont positifs, les autres négatifs.

Mais comme entre deux exposants égaux et de signe contraire je

puis arbitrairement choisir celui que j'appelle a^, je ne restreindrai

pas la généralité en supposant que a/ç est positif s'il est réel.

Annulons maintenant les coefficients A;;- qui correspondent à

nn exposant imaginaire, ou à un exposant positif.

Alors on aura, si a^ est réel,

et si y.ft est imaginaire

Je ferai en outre

A/, = o, A'/,^o

Aa- = A/. = 0.

Go étant la valeur de la constante des forces vives qui correspond

à la solution périodique envisagée.

Nos séries deviennent alors convergentes et représentent les

solutions asymptotiques que nous avons étudiées au Chapitre VIL

Elles contiennent comme constantes arbitraires h et les A^. qui

correspondent aux exposants négatifs.



INVARIAINTS INTÉGRAUX ET SOLUTIONS AS YMPTOT IQUE S. Il5

Nous aurons donc 2/i égalités qui exprimeront les ^'/ et les _;>/•/

en fonctions de t et de ces constantes h et A^. Si entre ces in

égalités nous éliminons t^ h et les A^., nous aurons entre les xt et

les j/ lin certain nombre de relations invariantes.

Si un ensemble de valeurs des xi et des j^^- est regardé comme

représentant un point dans l'espace à 2 /r dimensions, ces relations

invariantes représentent une certaine variété V de cet espace;

c'est ce cj[ue j'appellerai la variété asymptotique.

Reprenons l'invariant intégral

/S dxi dyt

et étendons l'intégration à une portion de cette variété asjmpto-

ticfue V. En d'autres termes, supposons que tous les systèmes de

valeurs des ^^ et desj,, qui font partie du domaine d'intégration,

satisfassent à nos relations invariantes.

Je dis que V invariant intégral sera nul.

Il me suffit de démontrer que

S
( oxi o'yt— oji o'xi) = 0,

et cela est évident, car on a

Ayi,- = o, G = Co,

d'où

oA/,- = 0, oG = o,

o'A/j; ^ o, o'G = o,

ce qui montre que toutes les expressions (4) s'annulent. Nous

aurions pu également faire

G = Go,

A/,-^o, A'/^. = (pour a/,, réel),

A/, = A/^. = (pour a/c imaginaire).

Nous aurions obtenu une nouvelle série de solutions asympto-

tiques et, par conséquent, une nouvelle variété asymptotique à

laquelle les mêmes conclusions s'appliqueraient.

Ce que nous avons fait pour l'invariant (2), on pourrait le faire

pour un invariant bilinéaire quelconque (invariant de la troisième
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sorte, n" 260), c'est-à-dire de la forme

(5' //^ B dxidxic,

OÙ B est une fonction des Xi et des yi et où, sous le signe S, une

ou deux des différentielles dxi^ dxk peut être remplacée par dyt

ou dyk-

L'expression
EB(ô^/o'iPyi. — rixic"^' Xi)

serait encore linéaire par rapport aux quantités (4)- Cela s'appli-

querait encore à un invariant quadratique (invariant de la deuxième

sorte, n° 260) de la forme

(6) JsJ^ B dxi dxi;,

où B est fonction des xt et des yi et où, sous le signe S, une ou

deux des différentielles dxi, dxk peut être remplacée par dyi^ dyu-

On verrait que l'expression

S B oa^i oa?/^.

doit être linéaire par rapport aux expressions

/ o4/,oA/,,

,, , .
,

A'/,A}oAA-5Ay,
U ou)

A' -A -n

l oG oA

et de celles qu'on en peut déduire en permutant A/^ 6t A)., Kj et A'-.

Pour toute variété asjmptotique, l'invariant (5) comme l'inva-

riant (6) doivent s'annuler.

Autre mode de discussion.

280. La même étude peut être poussée plus loin, en la pré-

sentant sous une autre forme.

Nous supposerons, par exemple, que nous avons affaire à un

problème de Dynamique, que les xi sont les coordonnées des

divers points matériels du système et que les variables conju-
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guées yi sont les composantes de leurs quantités de mouvement.

Nous nous proposerons d'étudier les invariants intégraux algé-

briques par rapport aux. Xi et aux j^; et de voir, s'il peut eu exister

d'autre que celui qui est connu et qui s'écrit

/ / S dxi dyi.

Nous avons vu que, dans le voisinage d'une solution périodique,

les Xi et les yt peuvent se développer suivant les puissances

des Ae^^, .... Nous allons de nouveau envisager ces développe-

ments; mais nous pourrons supposer que la valeur de la constante

des forces vives qui correspond à la solution périodique est nulle,

de sorte que les développements procéderont non seulement sui-

vant les puissances des Ke^^, mais encore suivant celles de C. Ils

dépendront en outre de t -\- h.

En égalant les xi et les yt à ces développements, on obtient

in équations, que nous allons résoudre par rapport aux Ae°'^,

à C et à i + /i.

Il vient

(7) { = *,

f ao^-Hpo= ^(^+/O=0•

Nous remarquerons que a.o comme c/.h est développable suivant

les puissances de G et des A/^A^., et l'on voit que fk-,fki ^^ cosO,

sin© sont des fonctions uniformes des xi et des jk« dans le voisi-

nage de la solution périodique. De plus, les xi et les yi peuvent

se développer suivant les puissances des./a, des/"^ et de <ï> et sui-

vant les sinus et les cosinus des multiples de 0.

D'autre part l'expression

( 3 ) 'Lilxi o'yt— oji ù'xi)

qui correspond à l'invariant (2) ou les expressions analogues qui

correspondraient à un autre invariant bilinéaire de la forme (5)

devra être développable suivant les puissances des /^, j\^ $ et
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bilinéaire par rapport à

O'/Zo O'//.-, O'*, Ô'0.

De plus, quand on y remplace//;,/^., <ï>, 6 par leurs valeurs (7),

cette expression doit devenir indépendante de t. Or le temps t

pourrait s'y introduire de trois manières :

1" Sous la forme exponentielle;

2° Sous la forme de cosinus ou sinus des multiples de (^ + /i);

3° En dehors des signes exponentiels et trigonométriques (et,

comme nous allons le voir, au second degré au plus).

Il ne doit y entrer d'aucune de ces trois manières.

1° Pour qu'il n'y entre pas sous la forme exponentielle, il faut

et il suffît que l'expression soit linéaire par rapport aux quantités

suivantes analogues à (4)

'-'fie //,— //, 0//.,

f'kf'j ( ''fk O'fj — s/y 0'//,),

K"j \ /US/a-ô'* — 07/,0<i'),

/Uô//rS'0-87;tSe),

\ (8<i>o'0 — 8'<ï>S0),

les coefficients étant développables suivant les puissances des //(,

/; et de $.

2" Pour que t n'y entre pas sous la forme trigonométrique, il

faut et il suffît que notre expression ne dépende pas de 0, mais

seulement de ses variations o0, o'6.

3° Il nous reste à déterminer la condition pour que t n'y entre

pas en dehors des signes exponentiels et trigonométriques. Remar-

quons que l'on a

/ o//,- = e^^^ ( A/- -h A /, i oy./.
),

( 9 ) p/X = e-'^-'' '(SA'/,- A'/, t l^j.,,
)

,

( o<i> = oG, 00 = o^o + / oao-

Nous distinguerons dans notre expression des termes de cinq

sortes, selon qu'ils contiendront en facteur une quantité (8) figu-

rant dans la première, deuxième, troisième, quatrième ou cin-

quième ligne du Tableau (8).

Cela posé, si nous remplaçons q//,, . . . par leurs valeurs (9),
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nous verrons que les termes des cinq sortes contiendront respec-

tivement en facteur

(ôA/,. o'A'/^.'— oA/^.o'A/,.)+ t[Qy./^ q'( Aa- A'/,.)— o'a/,. o(Aa.A/J],

Aa- A} ( oA A- 0' Ay— oAj ô' A/,

)

-I- \'^ Aj t [Al- (oa/c 0' Aj— o'a;,- oA/)— Ay(oay o'A^— aj ôA/,)]

+ A /,. A'^. Ay A'j t-{ oa/^. 0' aj — oay 0' a/,. ),

A'^. (ôA/,. o'G — ô' A;;-oG)+ A/,.A/^. ^(6a;t o'G — S'a^t oG),

A'A-(3AA-8'po-8'A^-8Po) + A/,A'/,«(8a/,8'Po-S'a/,Spo)

-I- A/^. ?(oA^- o'^o — o'A/.:Oao) h- Aa-A'/^. ï-(oa/,. S'ao — o'a/,. oao),

(oG o'jjQ— o'G SPo) -i- ^(oG o'ao — o'G oao).

On voit que le temps pourrait entrer au second degré.

Faisons d'abord disparaître les termes en t^; ils ne peuvent

provenir que des termes de la deuxième sorte et de la quatrième

sorte.

Je dis que le coefficient de

doit s'annuler.

En effet, les accroissements virtuels des constantes étant arbi-

traires, nous pourrons supposer que tous les ôa/ s'annulent à

l'exception de oa^, et de même que tous les 8'ay s'annulent à

l'exception de S'ay.

Tous les termes en t- s'annulent alors, à l'exception du terme en

t^{o'/./.o' aj
— oaj 0' a/,).

Il y aurait exception s'il existait une relation entre les n — i

exposants o.i\ on ne pourrait plus en effet supposer que tous les Sa/

s'annulent sauf un, sans que ce dernier s'annule lui-même.

Maintenant il y a quatre termes de la seconde sorte qui donnent

des termes en
^- ( oa^ ô' ay— oay 0' a^).

Je les écrirai pour abréger sous la forme

les iL sont développés suivant les puissances des//, f\ et de <E>.

Je désigne par lo^ l'expression qui figure à la seconde ligne du
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Tableau (8) :

to, se déduit de wj en permutant//,- et/^.,

C03 se déduit de Wi en permutant /y elf'j,

C04 se déduit de tO) en faisant à la fois ces d'eux permutations.

Pour que les termes en t- disparaissent, il faut et il suffît que

(11) <hi~i\i.2 — <lis-hii!,=o.

Si celte condition est remplie, nos quatre termes

<\ii lOi -i- 4^2 W2 H- 4^3 W3 -+-
'r'i ^i

nous donneront comme termes en t

+ ("l^a
—

'^i ) ^ Ay A}[oay o'(A/,Aa.)— o'ay g( A/,A/,)].

Considérons maintenant les termes de la quatrième sorte que

aous associerons deux par deux; soit un groupe de deux termes

d^l Wj -i- d'2'^2>

oii ^i et d/2 sont développables suivant les puissances de G et

des A^A^. ; où w, est l'expression qui figure à la quatrième ligne

du Tableau (10) et où too est celle qu'on en déduit en permutant A/,

et A^ et changeant a^ en — a/^.

Pour que les termes en t- disparaissent, il faut que

"t^I = '\'i

et alors les termes en t se réduisent à

'\iit[o{\/, A'/,) 0' «0— 0'
( A/i A',,) O7.o].

281. Maintenant nos termes en t procèdent suivant les puis-

sances de C, des AaA)^. ; et suivant les et les 0', de ao, a/;.. G,

Af(A'/^. Il nous reste à faire disparaître ces termes; je vais écrire

qu'ils sont nuls quand on y fait

G = 0, A/,.A/. = 0,

sans supposer bien entendu que oG, o'G, SA/fA)|,, ô'A^fA^ soient

nuls.

Soit dans notre invariant B^ ce que devient le coefficient du

terme en {ofk^'f'/f
—

^f'k^'fk) quand on y fait G = A/,A/f=o.
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Soit D/f ce que devient le coefficient du terme en

/',.(<?//,S'0-S0 87,.)

et Do ce que devient celai du terme en

(o<ï>o'0 — 80 8'*).

Nous devrons avoir identiquement

I:B/,[o3;/,o'(Aa-A'/,)— 8'a/,o(A;r.A'^.)]

4- :SDA[8(A/,A),)8'au — 8'(Aa-A'aOo2£u]+ Do(oC 8' a»— 8'G 8ao) =0.

Écrivons, pour abréger, ya au lieu de A/j A'^., yo au lieu de C et

d(u, v)

au lieu de

il viendra

ou bien

Sous le signe S ou SS, k peut prendre les valeurs i, i, . . .,

n — I et j les valeurs 0,1,2,...,/? — 1

.

En égalant à zéro le coefficient de <^(Yj, ya), on trouve

(12) B/, -^ By -T-^ — ^k-, 1- Dy 77— = o.
'

d-(j ' d^k d^ij d^ik

En égalant à zéro le coefficient de (?(Yoï ^j)i on trouve

^'^*") ^^^-^^^+^«^="-

Ces équations expriment que

( 1 3 )
— Do ao f/Yo + 2: ( B/, a/,— D/, «o ) <5?T/.-

est une différentielle exacte.

Dans les équations (12) et (12 bis) il faut faire Yy
= o; les -j-

sont donc des constantes; les ay sont donc des fonctions linéaires

des y; en réalité, comme nous l'avons vu, les a peuvent être déve-

loppés suivant les puissances des y; mais le résultat que nous
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venons d'obtenir n'est vi^ai que si l'on néglige les carrés des y et

si l'on arrête les développements des a aux termes du premier

degré. De plus, les B et les D sont des constantes. L'expres-

sion (i3) est donc la différentielle exacte d'un polynôme du

deuxième degré.

Pour pousser plus loin cette étude, exprimons les a^ non plus

en fonctions de

Yoi Tii • • ' T«-i)

mais de

«0, Yi, •••, Y«-i,

et, pour éviter toute confusion, représentons par des d les déri-

vées prises par rapport aux nouvelles variables et par des d les

dérivées prises par rapport aux anciennes.

On voit alors que

S B /,. a/,, d'il- -t- c/ao ^ Dy yy

est une différentielle exacte, ce qui entraîne les conditions

/wN r. à^k _p ^a.-

à^i dyk

Si l'on connaît les relations entre les a et les y, ces équations

nous permettront de déterminer les coefficients B/.

Nous pouvons exprimer SBy-yy en fonction des variables

ao, Yi) Y2> •' Y«-i

en écrivant

S Dy Yy = Eo «u + ^ E/, YA-

Les Ejc nous seront donnés par les équations

et Eo pourra être choisi arbitrairement.

Il faut d'abord que les équations (i4) soient compatibles, ce

qui pour /i >• 3 exige certaines conditions

, r\ àa/c dcci doL/ da,- da.j daji

à-(i àyj ()^(/,
~

d-(/, â-^i ô-(j

Ces conditions (i5) seront toujours remplies puisqu'il y a tou-
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jours un invariant intégral

P
S'il j a plusieurs invariants intégraux qui ne s'annulent pas

identiquement pour la solution périodique envisagée, à chacun

de ces invariants devra correspondre un système de valeurs des

coefficients B, et E/.

Si les équations (i4) admettent q solutions linéairement indé-

pendantes, on pourra calculer les valeurs correspondantes des E/f

à l'aide des équations (i4 bis)^ et comme Eq reste arbitraire, nous

aurons q + i systèmes de valeurs, linéairement indépendants, des

coefficients B^ et Ej.

Nous pourrons donc avoir q + i invariants intégraux distincts

(si la solution périodique considérée n'est pas singulière au sens

donné à ce mot au n° 257), mais nous ne pourrons pas en avoir

davantage.

282. J'ai dit plus haut que les conditions (i5) étaient certai-

nement remjîlies ; il pourrait rester un doute sur ce point; et en

effet si les équations (i4) comportent q solutions distinctes, iJ

peut y avoir q -^ i invariants; si donc il n'y a qu'un invariant,

on pourrait supposer q = 0; la présence d'un seul invariant

/I^dxtdyi

ne suffirait donc pas pour permettre d'affirmer que les équa-

tions (i4) comportent certainement une solution.

C'est ce doute qu'il me reste à dissiper.

J'observe d'abord que dans le cas du problème des trois corps,

il y a non pas un^ mais deux invariants intégraux.

Nous avons, en effet, dans le Tome I, Chapitre IV, étudié les

équations aux variations de ce problème.

Nous avons obtenu pages lyo et 172 les intégrales suivantes

const.
dx

dV
const.
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On trouverait de même

Multiplions (2 bis) par (i), (1 bis) par (2) et retranchons, il

viendra

2r7^-so^<-v.^'?'

-2(^'-^?')^(-.+rO = const.

Le premier membre est linéaire par rapport aux déterminants

de la forme

Nous avons donc une intégrale des équations aux variations et

nous pourrons en déduire un nouvel invariant intégral bilinéaire.

Dans le cas du problème des trois corps, on a donc au

moins ^ = i , et l'on peut être assuré que les conditions (i5) sont

remplies.

283. En est-il encore de même dans le cas général? Supposons

qu'elles ne le soient pas. Alors tous les coefficients que nous avons

appelés Bi doivent être nuls ainsi que tous les E^, à l'exception

de Eq.

Donc quand on donne aux Xi et auxjK« les valeurs qui corres-

pondent à la solution périodique envisagée, c'est-à-dire quand

on fait

C = A/,A'/,= o,

les coefficients des termes en of/,o'f'/^— ^'f'k^-'fk
doivent s'annuler,

et il ne reste que les termes en

(o*o'0 — 00 0'*).

Notre invariant déferait donc s'annuler quand on aurait

00 = 3'0 = 0.
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Or ce n'est pas le cas de l'invariant

auquel correspond l'expression

l.{lx,Q Yi— lytl'xi) :

Soit, en efFet,

rj'& = I^aio' Xi -h 'Zb/o'yi.

On devrait avoir une égalité de la forme

I.(oXioyi—oyiù'xi) = ^{ai^Xi-^ biùyi)^(c,o x/^ eil'yi)

— 'S. {ai o' Xi+ bi o'yi ):i{Ci oxt+ e,- oyi).

Or cela est impossible puisque le premier membre est une forme

bilinéaire de déterminant i et le second une forme bilinéaire de

déterminant o.

Nous devons donc conclure que les conditions (i5) sont tou-

jours remplies.

284. Recherchons maintenant si les équations (i4) peuvent

admettre plusieurs solutions.

Soient
B,, Bo, ..., B„,

b;. b',. ..., b;,

ces deux solutions, et supposons que l'on n'ait pas

B/<: _ B;

B:t
" B^

alors les deux équations

6ia/, d-Xi
t>/f -r- = hi -— ,

à-(i 0-(/,

entraîneront

Alors les indices

h/. -— = b,- ——

r , . . . , 2, n

se répartiront en un certain nombre de groupes, autant qu'il y a
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de valeurs différentes pour le rapport -^, deux Indices appartien-

dront au même groupe s'ils correspondent à une même valeur du

rapport^-

Alors, pour que y.k dépende de v; (ou a/ de v^), il faut que les

indices i et k appartiennent au même groupe.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait deux groupes seule-

ment comprenant resj)ectivement les indices

I, 2, ..., p,

/> -t-i, /» -+- 2, . . ., n— r.

Alors

a] , a=ii . . . , Xy,

dépendront seulement de

«0, Ti' T^> •••' T/'»

et

dépendront seulement de

Il y a alors ce fait que les exposants caractéristiques a^ forment

plusieurs groupes indépendants; de telle façon que les a/, d'un

groupe ne dépendent pas des produits AyAy relatifs à un autre

groupe.

Les solutions périodiques pour lesquelles cette circonstance se

produira (ou pour lesquelles il y aurait une relation entre les a^)

pourront s^a^pelev pai^ticulièi^es.

Nous arrivons donc à la conclusion suivante :

Pou?' qu'ily eût cVautre invariant algébrique que ceux que

nous connaissons, il faudrait, ou bien que toutes les solutions

périodiques fussent particulières, ou bien qu'elles fussent

toutes singulières au sens du n° 257.

Je n'entreprendrai pas de démontrer que cette circonstance ne

peut se présenter dans le problème des trois corps; mais cela

paraîtra bien invraisemblable.
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Invariants quadratiques.

28o. Etudions maintenant au même point de vue les invariants

quadratiques, c'est-à-dire les invariants intégraux de la forme

/v/F.

OÙ F est une forme quadratique par rapport aux différen-

tielles dxi^ clyi.

Soit
F = 2 H dxi clxk

,

où les H sont des foutions des x et des y et où le produit dxidxk

peut être remplacé dans certains termes par le produit dxidy^ ou

dytdyh.

Nous pourrons alors écrire l'équation suivante analogue à l'équa-

tion (3) dun°278

(i) SHo^j- 0.27/,- = const.

D'autre part, nous avons trouvé au n° 278

Nous pourrons alors écrire l'équation (i) sous la forme

D + Eï + F^2 = const.,

où D, E; F sont développés suivant les puissances des Ae^^, A'e~«^

et des sinus et cosinus des multiples àe -Ty {t -\- h) et sont, d'autre

part, quadratiques par rapport aux

oAe^', oA'e-a^, oC, oh.

On devra donc avoir

E = F = o,

et de plus D devra être indépendant de ^, ce qui montre que D
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devra être linéaire par rapport aux expressions suivantes

oAa- 8A'^.,

A),A) ôA^-SAy,

A'^. oA;t 8G,

A'^ SA/, oh,

oG oh,

OU par rapport aux expressions qu'on en déduit en permutant Ay^

et A)f, ou Kj et Ay.

Les coefficients seront développés suivant les puissances des

produits ^k^k ^^ ^^ ^ (^^ Von suppose que la solution périodique

corresponde à la valeur zéro de la constante des forces vives).

286. Revenons aux équations (-) du n° 280 et raisonnons

comme dans ce n" 280; nous verrons que l'expression

n = I^Yioxi or/,,

quand on y remplace les xt et les yi par leurs développements en

fonctions des //f, f\, O et ©, devra satisfaire aux conditions sui-

vantes :

i" Elle devra être linéaire par rapport aux quantités suivantes

l f'/cfj ^fk Ofj,

, „ , . , ] fk ofk S*,
(8 bis)

1
/ao/a-oQ,

I 0<î> 00,

\ 6<Ï>2O02,

les coefficients étant développés suivant les puissances des//;/), et

de O.

2° Elle ne dépendra pas de 0, mais seulement de of).

3° Si ces conditions sont remplies, l'expression IT ne con-

tiendra le temps ni sous la forme exponentielle, ni sous la forme

Irigonométrique.

Il reste à chercher la condition pour que le temps n'y entre pas

non plus en dehors des signes exponentiels et trigonométriques.

Picprenons les équations (9) du n° 280; nous verrons qu'aux
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divers termes du Tableau (8 bis) correspondent les termes sui-

vants

oAa-oA'/,+ if(A/,oA;toa/,— A/,oAA-oaA-)— AkA'/,t^-{^sci.y,

A'/. A.J A;t SAy + A -^ Ay t ( A/c oa^. oAy + Aj oay 5A^-

)

4- A^. A'^. Ay Ay t^ ox/, oay

,

A/,3Aa- oC -F A^-A^t^oa^. 8G,

A'^. oAy^ o!3o -+- A'/, t ( A/, oao+ Aa- oa^. o po j+ A^- A';;,, f^ oa/, ocxo,

oG o^o H- ^ôG 3xo; oG'^, 0^5 -t- aio^o oao + i^Bal.

Faisons d'abord disparaître les termes en t'-.

L'ensemble de ces termes est une forme quadratique par rap-

port à

oao, Sa,, ..., oa„_i.

Cette forme quadratique doit être identiquement nulle.

Le coefficient de oa./fOy.jt- devra donc être nul. Or, il y a quatre

termes qui pourraient introduire le produit t- ùy.kOaj : ce sont les

termes en

f'kfj^fkofj, f'iJjofkOfj, f/J'j0f';,0fj, ficfjOf'kOf'j.

Désignons pour abréger ces quatre expressions par W), too, 0)3,

(O4; l'ensemble de nos quatre termes s'écrira alors

^ij ^25 ^3 et tp^ étant développables suivant les puissances

des fkf'k et de O. Pour que le coefficient de f^ Bu/i^ck.j disparaisse

on devra avoir identiquement

De même le coefficient de t- o-ayt devra s'annuler; or il provient

des termes en

oA^A-, fW^, f'io/l

Désignons pour abréger ces trois expressions par œ'^ , oj!,, to'3 et

l'ensemble des trois termes par

d;'iW'i + <];'2to'2-4-<|>'3w'3,

^1' 'l'i! 'Ys
étant développables, suivant les puissances des //</'/,

et de fl>.

H. P. - m. Q
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Pour que le coefficient de t- ù-
y./( disparaisse on devrait avoir

(II) /A-A(1^'2 + f3)-^i = 0.

Pour la solution périodique on a

/l = /l =f'2=f'-2 = ---= fn-1 = f'n- i
= O-

Tous les termes qui contiennent en facteur l'une des expres-

sions qui figurent à la a'', 3^ ou 4*^ lignes du Tableau (8 bis)

doivent alors s'annuler, car chacune de ces expressions contient

en facteur f^ ou/^.

Les seuls termes de l'expression II qui ne s'annulent pas pour

la solution périodique sont donc les termes en

^fk^fk, 0*00, 0*2, 002.

L'équation (i i) montre que <];'j contient en facteur/;}/)^. : donc le

terme ^\ ofk^/'k doit s'annuler également. Il ne reste plus que les

termes en
6<i.2, 5*00, 002.

Le premier ne contient pas t^ le second le contient au i^'' degré,

le troisième au 2*^ degré.

Ce troisième terme étant le seul qui contienne t^ doit être nul;

s'il est nul, le deuxième terme étant le seul qui contienne t sera

nul également.

En définitive, tous les termes de II s'annulent pour la solution

périodique sauf le terme en o^^.

Or, dans le problème général de la Dynamique, de même que

dans les cas du problème des trois corps que nous avons appelés

le problème restreint, le problème général réduit et le pro-

blème plan réduit, nous connaissons un invariant quadratique

et nous n'en connaissons qu'un.

Si j'écris l'équation des forces vives sous la forme

F = const,

cet invariant n'est autre chose que

c'est à cet invariant que correspond le terme en o<ï>- qui ne

s'annule pas.
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Si donc il existe nn invariant quadratique, autre que celui qui

est connu, cet invariant devra s'annuler pour tous les points de la

solution périodique.

En d'autres termes, cette solution périodique devra être singu-

lière au sens du n° 257, en ce qui concerne cet invariant.

Il y aurait exception si les n exposants

«0, «1, <^2, •-, a«-I

n'étaient pas indépendants les uns des autres, mais s'il j avait une

relation entre eux. Dans ce cas, en effet, le coefficient de i-, qui

est une forme quadratique par rapport aux ii variables

pourrait s'annuler identiquement sans que tous ses coefficients

fussent nuls puisque ces n variables ne seraient plus indépen-

dantes.

En résumé, pour qu'il y eût d'autres invariants quadrati-

ques que ceux que nous connaissons, il faudrait que toutes les

solutions périodiques fussent singulières ou particulières.

11 n'est pas très vraisemblable qu'il en soit ainsi pour le pro-

blème des trois corps.

Cas du problème restreint.

287. On peut imaginer un autre mode de discussion que nous

n'appliquerons qu'au cas du problème restreint. La discussion du

n° 257 a laissé subsister la possibilité de deux invariants quadra-

tiques dont un est connu. Supposons que ces deux invariants

quadratiques existent et soit H la forme quadratique correspon-

dant à l'un de ces invariants. D'après ce qui précède II pourra

contenir des termes en

j
S/io/n /lO/iS*, /lo/iO*, /io/iO0, /i3/iO0,

( fr^fh fVofx', 202, 8*80, 8*-^.

D'autre part, Il est une forme quadratique par rapport aux quan-

tités

oxi, 0X2, oyi, ojo,
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dont les coefficients sont des fonctions algébriques en ^,, jCo,

Voici quelles seront les variables xi et y/ que nous choisirons.

Dans ce problème, que j'appelle restreint, deux des corps décri-

vent des circonférences concentriques et le troisième dontlamasse

est nulle se meut dans le plan de ces circonférences. Je rappor-

terai ce troisième corps à des axes mobiles tournant d'un mouve-

ment uniforme autour du centre de gravité des deux premiers;

l'un de ces axes coïncidera constamment avec la droite qui joint

ces deux premiers corps. J'appellerai X\ et x^ les coordonnées du

troisième corps par rapport à ces axes mobiles, etj^, GtjK2 les pro-

jections de la vitesse absolue sur les axes mobiles.

Posons alors

$ = F + coG,

oii F et G désignent la fonction des forces vives et la fonction des

aires dans le mouvement absolu, et où co désigne la vitesse angu-

laire de rotation des deux premiers corps autour de leur centre de

gravité commun. Les équations prendront la forme canonique

dxi d^ dyt <:/<?>

dt dyt dt dxi

L'intégrale $ = const. n'est autre chose que « l'intégrale de

Jacobi » (c/. Tome I, n° 9, page aS).

Cela posé, notre expression H sera une forme quadratique en

8a7i, 0372, O/l) OJ^25

dont les coefficients seront algébriques en xt ^lyi. Si nous suppo-

sons que les quatre variables x &ly sont liées par la relation

$ = const.,

qui entraîne la suivante

o<i> = o,

nos quatre variables ùxt^ oyi ne seront plus indépendantes; on

pourra éliminer l'une d'entre elles, et II deviendra une forme qua-

dratique ternaire.

Considérons un point de la solution périodique; pour ce point

on aura
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Toutes les expressions (i) s'annuleront donc à l'exception de

o/iS/i, §9^ ô*5e et 0*2.

Si l'on suppose ôO = o, elles s'annuleront toutes à l'exception de

o/io/i et 002,

Soit donc, pour un point de la solution périodique,

n = Bo/irl/;-hCo02,

L'ensemble des termes en t^ se réduira donc, pour ce même
point, à

(cf., supra, Tableau lo bis) et, puisqueyi = f\ =o, à

Gf2§a2.

Les termes en t'^ doivent disparaître; celui-ci est le seul qui ne

s'annule pas pour le point considéré; tous les autres sont nuls,

quand même on ne s'assujettirait pas à la condition o<ï> = o,

car S$o0 et 8$^ ne donnent pas de termes en i^.

Or ôao n'est pas identiquement nul. On a, pour un point de la

solution périodique,
driç) cIt-o dxo

W\^ df[^ ~dë
"^^^

. dan . ,.,
mais on ne saurait avoir -j— = o ; ce serait supposer qu il y a une

infinité continue de solutions périodiques de même période, ce

qui n'a pas lieu.

On peut remarquer toutefois que -~ contient en facteur la

petite quantité, que je désigne par pi, c'est-à-dire la masse du

second corps, et par conséquent que Sao s'annule pour pi = o,

c'est-à-dire dans le mouvement képlérien.

Les termes en t- ne peuvent donc disparaître que si l'on a

G = 0,

d'où
n = B3/i8/'i.

Mais cette dernière égalité montrerait que II se réduit à une

forme quadratique binaire et par conséquent que son discri-
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minant est nul. Ainsi le discriminant A de II dei,'rait s'annuler

pour tous les points de toutes les solutions périodiques.

288. Mais une relation algébrique telle que

A = o

ne peut pas, à moins de se réduire à une identité, être vraie pour

tous les points de toutes les solutions périodiques.

En effet, adjoignons à la relation

(a) A = o

deux autres relations

(3) F = p, G = Y

(où j3 et Y sont deux constantes arbitraires, F et G les deux fonc-

tions ainsi désignées dans le numéro précédent) et une quatrième

relation algébrique quelconque

(1) H=o,

le nombre des solutions de ces quatre équations algébriques sera

limité quelles que soient les constantes [3 et y.

Considérons maintenant une solution périodique, les variables xi

&\^yi seront développées suivant les puissances de p., sous la forme

(5)

1
Ou i

'— OC î —r~ \^ Ou i 1 •

De même F sera développable suivant les puissances de [j. et

l'on aura
F = Fo-l-iaFi^....

G et H seront indépendants de [x.

Reste A; je disque cette fonction, qui par hypothèse est algé-

brique en Xi et j-/, dépend de même algébriquement de a.

En effet, en exprimant que

/^s

est un invariant intégral, on sera conduit à certaines relations oij

entreront les coefficients de H, leurs dérivées et les coefficients

des équations différentielles du mouvement.
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Nous avons supposé que H est une fonction algébrique des Xi

et àes yi; nous pouvons supposer que cette fonction algébrique

entre comme cas particulier dans un type déterminé, ne conte-

nant pas p. explicitement, mais dépendant algébriquement d'un

certain nombre de paramètres arbitraires. Alors / y/ll ne serait

pas un invariant intégral quels que soient ces paramètres, mais

seulement quand ces paramètres prendront certaines valeurs par-

ticulières, dépendant de [a.

En exprimant que / y/ll est un invariant intégral, on est con-

duit à certaines équations algébriques entre \x. et ces paramètres;

ces équations devront être compatibles et il est clair qu'on en

tirera les paramètres en fonctions algébriques de ]x.

Les coefficients de la forme II et A seront donc aussi algébriques

en [JL.

L'équation A = o est donc algébrique en a; et nous pouvons

supposer qu'on lui a fait subir une transformation telle que le

premier membre soit un polynôme entier en a.

Nous écrirons donc

A = Ao + [J-Ai + [Ji2 A2 -I- . . .

.

De plus, Ao ne sera pas identiquement nul, à moins que A ne le

soit. Si, en effet, Aq s'annulait, A contiendrait un facteur u., que

l'on pourrait faire disparaître.

La fonction A doit s'annuler quand on y remplace ^/ et y/ par

les développements (5). Elle devient alors développable suivant

les puissances de u. et, le terme indépendant de [j. devant s'annuler,

on aura

(2 bis) Ao(^°, jK°) = o.

Remarquons maintenant que l'on doit avoir

(3 bis)

G(^?,M) = Tc

Po et Yo étant des constantes. Il suffît, pour s'en assurer, de se

souvenir que, pour jj. = 0, le mouvement se réduit au mouvement

képlérien.
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Prenons maintenant, par exemple,

H =:rf-H^|— I

et écrivons l'équation

{^ bis) (x1Y--^(xiy = i.

Observons ensuite que, si l'on suppose [ji = o, le troisième corps

décrira une ellipse képlérienne; soient ^ et v] les coordonnées de

ce corps, non par rapport aux axes mobiles, mais par rapport aux

axes de symétrie de cette ellipse.

Les équations de l'ellipse képlérienne s'écriront alors

( ? =?„-(_?. cOSCp -f- ç--> C0S2 -J-. .
,

(6) .
•

"
. '

( V) = -z;! sincf -t- -/js sin2cp -f-. . .

.

Les coefficients ^k, 'f]k dépendront de deux constantes qui sont

le grand axe et l'excentricité de l'ellipse, et par conséquent de [io

et Yo- On aura d'ailleurs

OÙ le moyen mouvement n, dépend de [jq et où fU) est une nou-

velle constante d'intégration.

L'intersection de l'ellipse (6) avec le cercle

aura lieu en deux points qui seront donnés par les équations

(7) ^ = cos6, Y] = =t:sinG, to — ± Oq.

Ou aura ensuite

( a7"J = $ cos(wf -I- TTîo) + VI sin( wf H- ^2),

I
CC^ = ^ ëm(0it -^W^) — /] COS((0/^ -H TJTo),

où T^2 est une nouvelle constante d'intégration.

On obtiendra les solutions de l'équation (4 bis) en combinant

les équations (7) et (8), ce qui donne

.xi = COS 6 H '-
(Oo-t- a/CTT 7TTi)+ CT, ,

L '^1 J

^0 = COS 6 H '-
( cpo H- 'iA-K — 7TJi)H- T52

(A' étant un entier quelconque).
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Pour que k solution soit périodique, il faut et il suffît que le

rapport — soit commensurable. Mettons ce rapport sous la forme

d'une fraction réduite à sa plus simple expression et soit D son

dénominateur. On voit que l'équation (4 bis) admettra 2D solu-

tions distinctes.

Les équations (2 bis), (3 bis) et (4 bis) ne devraient admettre

qu'un nombre limité de solutions quelles que soient les con-

stantes [3o et Yo- Or je puis choisir ^o de telle sorte que — ait

telle valeur que je veux et, par conséquent, que D soit aussi

grand que je veux.

Cela ne peut arriver que si Aq et par conséquent si A est

identiquement nul.

Par conséquent le discriminant de la forme II est identique-

ment nul et cette forme doit se réduire à une forme binaire.

On démontrerait de la même manière qu'au sens du n° 257 il

ne peut pas arriver que toutes les solutions périodiques soient

singulières.

La démonstration n'est ainsi donnée que dans un cas très par-

ticulier, mais on peut entrevoir la possibilité d'une extension au

cas général.

289. La forme II, regardée comme forme binaire, doit se

réduire à

pour un point d'une solution périodique; la forme binaire sera

donc définie (c'est-à-dire égale à la somme de deux carrés) si la

solution périodique est stable^ c'est-à-dire si les exposants carac-

téristiques sont imaginaires; elle sera indéfinie (c'est-à-dire égale

à la différence de deux carrés) si la solution périodique est instable,

c'est-à-dire si les exposants caractéristiques sont réels.

Supposons encore jx très petit et reprenons l'équation (4 bis).

D'après les principes du Chapitre III (n° 42), pour une valeur

donnée de ^oj nous aurons au moins deux solutions périodiques
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dont une stable et une instable. Soient

Jes valeurs correspondantes des constantes nst et Wo.

Soient

/Il

G H (Cf — ôî'i ) + ^2 = '\'",

l'équation (4 bis) nous donnera, pour la première solution pério-

dique
^

x\ = cos (
i\i -\

et pour la seconde

x9 = cos i) -\

V. « 1

Nous pourrons, sans restreindre la généralité, supposer t}>">> «]>' et

d'ailleurs (];' et (];" compris entre o et -^^ Alors la forme II sera

2 71 \
définie pour xl = cos (

<]^' H- -fr )

indéfinie pour a?J = cos f (L" ~i—rr ) '

définie pour x^ = cos
(

4'' -+- "W ) '

indéfinie pour x^ = cos ( 4'"-^ -ft )
'

définie pour x°^ = cosC»]^' -+- 2tc),

indéfinie pour a^f = cos(4'" -r- stï ) ;

ce qui montre que le discriminant de II considéré comme forme

binaire doit s'annuler au moins 2D fois, d'où l'on conclurait,

comme plus haut, qu'il est identiquement nul.

La forme H se réduit donc à un carré; donc, comme elle doit

être égale à

B 2/t 0/;
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pour tous les points d'une solution périodique, elle devrait s'an-

nuler pour tous ces points.

Le même raisonnement montrerait encore qu'elle est identi-

quement nulle.

En résumé, au moins pour le cas particulier du problème res-

treint, il n'y a pas d'autre invariant quadratique que celui qui est

connu.
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CHAPITRE XXVI.

STABILITE A LA POISSON.

Diverses définitions de la stabilité.

290. Le mot stabilité di été entendu sous les sens les plus diffé-

rents, et la difFérence de ces divers sens deviendra manifeste si

l'on se rappelle l'histoire de la Science.

Lagrange a démontré qu'en négligeant les carrés des masses,

les grands axes des orbites demeurent invariables. Il voulait dire

par là qu'avec ce degré d'approximation les grands axes peuvent

se développer en séries dont les termes sont de la forme

A sin(aZ -+-
P),

A, a et p étant des constantes.

Il en résulte que, si ces séries sont uniformément convergentes,

les grands axes demeurent compris entre certaines limites; le

système des astres ne peut donc pas passer par toutes les situations

compatibles avec les intégrales des forces vives et des aires, et de

plus il repassera une infinité de fois aussi près que l'on voudra

de sa situation initiale.

C'est la stabilité complète.

Poussant plus loin l'approximation. Poisson a annoncé ensuite

que la stabilité subsiste quand on tient compte des carrés des

masses et qu'on en néglige les cubes.

Mais cela n'avait pas le même sens.

Il voulait dire que les grands axes peuvent se développer en

séries contenant non seulement des termes de la forme

A sin(a^ + p),
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mais des termes de la forme

At s'wÇcct -T- j3).

La valeur du grand axe éprouve alors de continuelles oscilla-

tions, mais rien ne prouve que l'amplitude de ces oscillations ne

croît pas indéfiniment avec le temps.

JNoiis pouvons affirmer que le système repassera toujours une

infinité de fois aussi près qu'on voudra de sa situation initiale;

mais non qu'il ne s'en éloignera pas beaucoup.

Le mot de stabilité n'a donc pas le même sens pour Lagrange

et pour Poisson,

Encore convient-il d'observer que les théorèmes de Lagrange

et de Poisson comportent une importante exception : ils ne sont

plus vrais si le rapport des moyens mouvements est commensu-

rable.

Les deux géomètres n'en concluent pas moins à la stabilité

parce qu'il est infiniment peu probable que ce rapport soit

exactement commensurable.

Il y a donc lieu de définir exactement la stabilité.

Pour qu'il y ait stabilité complète dans le problème des trois

corps, il faut trois conditions :

1° Qu'aucun des trois corps ne puisse s'éloigner indéfiniment;

2° Que deux des corps ne puissent se choquer et que la distance

de ces deux corps ne puisse descendre au-dessous d'une certaine

limite;

3° Que le système vienne repasser une infinité de fois aussi

près que l'on veut de sa situation initiale.

Si la troisième condition est seule remplie, sans que l'on sache

si les deux premières le sont, je dirai qu'il y a seulement stabilité

à la Poisson.

Il y a un cas où, depuis longtemps, on a démontré que la pre-

mière condition est remplie. Nous allons voir que la troisième

l'est également. Quant à la deuxième, je ne puis rien dire.

Ce cas est celui du problème du n° 9, où l'on suppose que

les trois corps se meuvent dans un même plan, que la masse du

troisième est nulle, que les deux premiers décrivent des circon-

férences concentriques autour de leur centre de gravité commun.

C'est ce que j'appellerai, pour abréger, \e problème restreint.



l42 CHAPITRE XXVI.

Mouvement d'un liquide.

291. Pour mieux faire comprendre le principe de la démon-

stration je vais d'abord prendre un exemple simple.

Considérons un liquide enfermé dans un vase de forme inva-

riable et qu'il remplit complètement. Soient x^j^ z les coordon-

nées d'une molécule liquide, u, v, (v les composantes de sa vitesse,

de telle façon que les équations du mouvement s'écrivent

dx dy dz ,

^ ' u V w

Les composantes u^ p, w sont des fonctions que je suppose don-

nées de X, y, z et t.

Je supposerai le mouvement permanent de telle façon que u,

p, w ne dépendent que de x, y et z.

Comme le liquide est incompressible, on aura

du dv dw
dx dy dz

En d'autres termes, le volume

/ dx dy dz

est un invariant intégral.

Étudions la trajectoire d'une molécule quelconque : je dis que

cette molécule repassera une infinité de fois aussi près que l'on

voudra de sa position initiale. Plus exactement, soit U un volume

quelconque intérieur au vase et aussi petit que l'on voudra; je

dis qu'il j aura des molécules qui traverseront une infinité de fois

ce volume.

Soit Uo un volume quelconque intérieur au vase; les molécules

liquides qui remplissent ce volume à l'instant o rempliront à

l'instant i un certain volume U), à l'instant 2-ï un certain volume

Uo, . . . , à l'instant wz un certain volume U/;.

L'incompressibilité du liquide ou, ce qui revient au même,

l'existence de l'invariant intégral nous montre que tous les
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volumes
Uo, Ui, U„ ..., Un

sont égaux entre eux.

Soit Vie volume total du vase, si

V<(ft-i-i)LJo,

on aura

V<Uo + Ui+U2+...+ U„.

Il est donc impossible que tous ces volumes Uo, Ui, ..., Va
soient tous extérieurs les uns aux autres; il faut que deux au

moins d'entre eux, U^ et U/t, par exemple, aient une partie

commune.

Je dis que, si U/ et U^ ont une partie commune, il en sera de

même de Uo et Vk-i (en supposant par exemple k >> i). Soit en

effet M un point commun à U, et à U/ti la molécule qui est au

point M à l'instant ix est à l'instant o en un point Mo appartenant

à Uo, puisque le point M appartient à U/.

De même la molécule qui est au point M à l'instant kx est à

l'instant (k — i)x au point Mo, puisque le mouvement est perma-

nent; elle est, d'autre part, à l'instant o, en un point M^ appai-

tenant à Uo puisque M appartient à U/r et nous devons en conclure

en outre que Mo appartient à U^^.^.

Donc U;f_/ et Uo ont des points communs. c. q. f. d.

On peut donc choisi/^ le nombre a de telle sorte que Uo et Ua
aient une partie commune.

Soit U'j) cette partie commune, et formons U', , Uo, . . . avec Uj,

comme nous avons formé U,, Uo, ... avec Uq. Nous pourrons

trouver un nombre [3 tel que UJ, et U'h aient une partie commune.
Soit Uq cette partie commune.
Nous pourrons trouver un nombre y tel que U'^ et UÇ aient une

partie commune.

Et ainsi de suite.

11 résulte de là que U'^ fait partie de U», U" de U'^, U'^ de U'é,

En général, Ulf^" fera partie de U|/". Quand le nombre/» croît

indéfiniment, le volume U'/' devient donc de plus en plus petit.

D'après un théorème bien connu, il y aura au moins un point,
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peut-êlre plusieurs, peut-être une infinité qui appartiendront à la

fois à Uo, à U'o, à Uq, . . . , et à Uj/", quelque grand que soit p.

Cet ensemble de points que j'appelle E sera en quelque sorte la

limite vers laquelle tend le volume U|/", quand/? croît indéfini-

ment.

Il pourra se composer de points isolés; mais il pourra en être

autrement; il pourra arriver, par exemple, que E soit une région

de l'espace de volume fini.

Une molécule qui sera à l'intérieur de U'^,, et, par conséquent,

de Ua à l'époque zéro, sera à l'intérieur de Uo à l'époque — a-:.

Une molécule qui sera à l'intérieur de U'^, et, par conséquent,

de U';j à l'époque zéro, sera à l'intérieur de U'^ à l'époque — ^t

et, par conséquent, à l'intérieur de Uo à l'époque —• (a -+- ^)'t.

Une molécule qui sera à l'intérieur de U™ à l'époque zéro, sera

à l'intérieur de U„ à l'époque — y-, à l'intérieur de U,j à l'époque

— (^ H- y)^ et à l'intérieur de Uo à l'époque — (a + [i -|- y)T.

Comme U,',', UJj, U'^ font partie de Uo, cette molécule sera à

quatre époques différentes (multiples de t) à l'intérieur de Uo-

De même, et plus généralement, une molécule qui se trouvera

à l'intérieur de U[j^' à l'époque zéro, se sera trouvée à p époques

différentes antérieures (qui seront égales à des multiples négatifs

de t) à l'intérieur de Uq.

Et comme E fait partie de U'/', quelque grand que soit /?, il en

résulte qu'une molécule, qui, à l'époque zéro, fait partie de E, tra-

verse Uo à une infinité d'époques différentes, toutes égales à un

multiple négatif de x.

Il y a donc des molécules qui traversent le volume Uo une infi-

nité de fois, et cela quelque petit que soit ce volume.

c. Q. F. D.

Les équations

deviennent

dx __ dy _ <^^ _ 1

IL V

dx _ dv _ dz _
Il — V

quand on change t ea — t] elles conservent donc la même forme.

En conséquence, de même que nous venons de démontrer qu'il

j a des molécules qui traversent Uo une infinité de fois avant
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l'époque zéro, nous aurions pu démontrer qu'il y des molécules

qui traversent Uq une infinité de fois après l'époque zéro.

Le raisonnement qui précède nous fait connaître les époques

où Uo est traversé par une molécule qui, à l'époque zéro, fait partie

deE.

Etant à l'intérieur de E et^ par conséquent, de U'^, et de Ua a

l'époque zéro, elle sera à l'intérieur de Uo à l'époque

Étant à l'intérieur de E et, par conséquent, de U'^ et de Ur^ à

l'époque zéro, elle sera à l'intérieur de Uq et de U^ à l'époque

et à l'intérieur de Uo à l'époque

Elle sera donc à l'intérieur de Uo aux deux époques — ^x et

-(oc+^)t.
Comme elle fait partie de E et de U™ à l'époque zéro, elle fera

partie de U'^ à l'époque — y-, de U'^ à l'époque — ([3 + y)T, de Uo
à l'époque — (a -h [B -[- y)-!, de sorte qu'elle traversera Uq aux

trois époques

— YT, --(i3 + T)T, -(a + p+Y)!:.

A l'époque — "^x elle fait partie de U^ et, par conséquent, de U,,

et de Uai à l'époque
— (a + Y)^

elle fera donc encore partie de Uo.

En résumé, cette molécule devra traverser Uo aux diverses

époques
— «T, — Px, — YT,

— (a + p)T, _(p_i-y)x, _(a-HY)^> •••>

-(a+p + Y)^, ' ,
•••,

, . .
.

,

le coefficient de — tétant ainsi une combinaison quelconque des

nombres a, [3, y, ....

Quelles sont maintenant, parmi toutes ces époques, celles où la

H. P. - m. 10
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molécule sera non seulement à l'intérieur de Uq, mais à l'intérieur

deu;.
Il est aisé de voir qu'il suffît de prendre les combinaisons où

n'entre pas le nombre a.

Les époques où la molécule sera à l'intérieur de U'^ correspon-

dront de même aux combinaisons où n'entrent ni le nombre a, ni

le nombre ,8.

292. Reprenons les volumes

(r) Uo, Ui, Uo, ..., U„.

Je conviendrai de dire, pour abréger le langage, que chacun

d'eux est le conséquent de celui qui est placé avant lui dans la

suite (i) et Vantécédent de celui qui est placé après lui.

De même, Uo, U3 seront le deuxième, le troisième conséquent

deUo.

Je puis prolonger la suite (i), au delà de l]«, en construisant

les conséquents successifs de U,i

Je puis également la prolonger vers la gauche et construire les

antécédents successifs de Uo

U_i, U_2, •••,

de telle sorte que les molécules qui sont dans Uo, à l'époque zéro,

sont dans U_) à l'époque — -ï et dans U_o à l'époque — i-z.

Cela posé, si je désigne toujours par V le volume total du vase

et par k un entier quelconque; si l'on a

A-V<(7i-M)Uo,

il y aura des points qui feront partie à la fois de k -+- 1 volumes de

la série (i).

En effet, la somme des volumes de la série (1) est égale à

//^ _(_ i)Uo; si aucun point ne pouvait faire partie à la fois de plus

de k de ces volumes, cette somme devrait être plus petite que AV.

Nous pourrons donc trouver dans la série (i) A" H- i volumes

Ua„, Uap Ua, Ua„

qui auront une partie commune.
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J'en déduis que les k -+- 1 volumes

Uo, Ua,-a„, Ua.-aoi •••, Ua^— a»

ont une partie commune.

Soit, par exemple, A" =: 2,

2V<(n + i)Uo,

on pourra trouver trois volumes

U-a, U^, Uy

qui auront une partie commune; les indices a, ,8, y satisfaisant

aux conditions

o£a£/z; o^|35n; o^y^n; a < P < y.

On en déduit que les trois volumes

Uo, Up-a, Uy_a

ont une partie commune, et qu'il en est de même des trois vo-

lumes

Ua-p, Uo, Uy_|5

ou des trois volumes

Ua-Y) Up-y, Uo.

293. Nous avons vu plus haut qu'il y a des molécules qui tra-

versent Uo une infinité de fois avant l'époque zéro, et d'autres

qui traversent Uo une infinité de fois après l'époque zéro. Je me
propose d'établir qu'il y en a qui traversent Uo une infinité de fois

tant avant quUiprès l'époque zéro.

Soit Uo un volume quelconque; d'après le numéro précédent

nous pouvons toujours trouver deux nombres a et a, le premier

négatif, le second positif et tels que les trois volumes

Ua, Uo, U«

aient une partie commune. Soit U„ cette partie commune.

Toute molécule qui sera dans U'^ à l'époque zéro, sera dans U,,

aux trois époques
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De ces trois époques, la première est négative, la dernière

positive.

Notre molécule traversera donc Uo au moins une fois avant

l'époque zéro et au moins une fois après cette époque.

Opérant ensuite sur U'^ comme sur Uq, nous trouverons deux

nombres b et [3, le premier négatif, le second positif et tels que

les trois volumes
U'„ U'o, U'p

aient une partie commune. Soit U'^ cette partie commune.

Toute molécule qui sera dans U'^ à l'époque zéro sera dans \]\

aux trois époques
— ax, o, — ai,

et, par conséquent, dans Uq aux cinq époques

— (a + P)-!:,
— jEt, o, —bx, — {a-\-b)x.

De ces époques les deux premières sont négatives, les deux

dernières positives.

Toute molécule qui sera dans U'^ à l'époque o, traversera Uo

au moins deux fois avant l'époque zéro, et au moins deux fois après

cette époque.

Et ainsi de suite.

On formerait U'^' avec U'^, U'J' avec Uq, et l'on verrait que toute

molécule qui sera dans Ug'"' à l'époque o, traverse Uq au moins

p fois avant l'époque zéro et au moins/? fois après cette époque.

Mais U'„ fait partie de Uo, U'^ de U'^,, et ainsi de suite. Il j aura

donc un ensemble de points E (comprenant au moins un point)

et qui fera partie à la fois de tous les volumes UJf' quel que soit/?.

Toute molécule qui, à l'époque zéro, sera à l'intérieur de E sera

donc également à l'intérieur de

Uo, U'o, U'^, ..., U(/", adùif.

puisque E fait partie de tous ces volumes.

Elle traversera donc Uq une infinité de fois avant l'époque o,

et une infinité de fois après cette époque.

Il existe donc des molécules qui traversent Uq une infinité de;

fois tant avant qu'après l'époque zéro. c. q. f. d.
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294. L'ensemble E, tel qu'il a été défini dans le n° 291 (de même
que l'ensemble E considéré dans le numéro précédent), peut se

composer d'un seul point (quoique, bien entendu, il y ait toujours

une infinité de molécules qui traversent Uq nne infinité de fois).

Il peut se comj30ser d'un nombre fini de points ou d'un nombre

infini de points discrets.

On pourrait aussi supposer que cet ensemble E possède un

volume fini ; voyons quelles seraient les conséquences de cette

hypothèse. Raisonnons sur l'ensemble E défini dans le n" 291.

Je considère la suite des nombres entiers

a, P, ..-,

définis dans ce numéro et je dis que l'on a

En effet, U» est le premier des conséquents de Uo qui a une

partie commune avec Uq.

U'p est le premier des conséquents de U'^, qui a une partie com-

mune avec U(,

.

Mais Uy fait partie de Uo, etU'p de Up. Si donc Ug a une partie

commune avec Uq, c'est que Up est un des conséquents de Uq qui

a une partie commune avec Uq. Cela entraîne l'inégalité

On trouverait de même
= -( = à =

Les nombres a, [i, y, 8, . . . vont donc toujours en croissant, ou,

du moins, ne décroissent jamais.

D'autre part, nous avons, d'après le n° 291,

V V V

On a évidemment

Uo > u; > u'^ > . .
.

,

et, si E a un volume fini que j'appelle aussi E, il vient, quel que

soit/>,

E < \J'f^

puisque E fait partie de U[/".



l5o CHAPITRE XXVI.

Les nombres a, [^, y, ... sont donc tous plus petits que

V

Ils ne peuvent donc croître au delà de toute limite et nous pou-

vons conclure que, dans la suite des nombres a, ^, . . ., à partir

d'un certain rang, tous les termes sont égaux entre eux.

Supposons qu'à partir dap^ rang, tous ces termes soient égaux

kl.

Alors U'/" et Uj^' auront une partie commune qui sera U'/"^",

U'/"*"'' et U^^^" auront une partie commune qui seraU'/"^"' et ainsi

de suite.

Soit E\ le )v^ conséquent de E.

E est l'ensemble des points qui font partie à la fois de Uq, U„,

Up, . . . , ad in/.; Ex sera l'ensemble des points qui font partie à

la fois de Ux, Ux, Ux, . . .; je pourrais dire aussi que E est l'en-

semble des points qui font partie à la fois de

(I) ur", W-'\ ••

puisque chacune des régions Uq, U'^,, ... n'est qu'une portion de

la précédente. De même Ex est l'ensemble des points qui font

partie à la fois de

(1) uf, ur^\ .....

Mais U[/''^" est une partie de U^^', U'/^"' est une partie de

U)^"^", . . .; chaque terme de la série (2) est une partie du terme

correspondant de la série (i). Donc E est une partie de Ex ou

coïncide avec Ex-

Or, nous avons supposé que E était une certaine région de

l'espace ayant un volume fini. Le fluide étant incompressible, son

\^ conséquent Ex devra être aussi une certaine région de l'espace

ayant le même volume. E ne peut donc être une partie de Ex-

Donc E et Ex coïncide.

Si donc on suppose que E soit une certaine région de l'espace

ayant un volume fini, il faut admettre que E coïncide avec l'un de

ses conséquents.

295. Voici quelques théorèmes qui sont presque évidents et
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que je me borne à énoncer. Soient

Ua,. Ua„, . . . , Uaçj,, • . .,

ceux des conséquents de Uq qui ont une partie commune avecUo',

les nombres a^, sont rangés par ordre de grandeur croissante; on

aura
. V

Soient ensuite

Uyj, Uy^, . . ., Uy^,

a conséquents de Uo, ayant une partie commune entre eux et

avec Uq. Je choisis ces nombres y de façon que y^. soit aussi petit

que possible 5 on aura

i^cc^ài-i-^^^^ixj.

Si nous reprenons les notations du n° 291, et que nous dési-

gnions par Ua le premier conséquent qui ait une partie commune
avec Uq, par U'^ cette partie commune, par Ug le premier consé-

quent de U'o qui ait une partie commune avec U'^
;
je dis que, si [^

n'est pas égal à a, on aura

et, en effet, Up_oc aura une partie commune avec Uo-

Probabilités.

296. Nous avons vu au n° 291 qu'il j a des molécules qui tra-

versent Uo une infinité de fois. D'autre part, en général, il j en a

d'autres qui ne traversent Uo qu'un nombre fini de fois. Je me
propose de montrer que ces dernières doivent être regardées

comme exceptionnelles ou, pour préciser davantage, que la pj-o-

babiiité pour qu'une molécule ne traverse Uo qu'un nombre fini

de fois est infiniment petite, si Von admet que cette molécule est

à l'intérieur de Uq à l'origine du temps. Mais il faut d'abord que

j'explique le sens que j'attache au moi probabilité. Soit cp(.r, y^ z)

une fonction quelconque positive des trois coordonnées x^y, z]

je conviendrai de dire que la probabilité pour qu'à l'instant t= o
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une molécule se trouve à l'intérieur d'un certain volume est pro-

portionnelle à l'intégrale

J=
I
o{x, y, z) dx dy dz

étendue à ce volume. Elle est égale, par conséquent, à l'intégrale J

divisée par la même intégrale étendue au vase V tout entier.

Nous pouvons choisir arbitrairement la fonction cp, et la proba-

bilité se trouve ainsi complètement définie; comme la trajectoire

d'une molécule ne dépend que de sa position initiale, la probabi-

lité pour qu'une molécule se comporte de telle ou telle manière

est une quantité entièrement définie dès qu'on a choisi la fonc-

tion o.

Cela posé, je prendrai d'abord tout simplement cp ^ i , et je

chercherai la probabilité p pour qu'une molécule ne traverse pas

plus de k fois la région Uo entre l'époque — ii~ et l'époque zéro.

Soit donc o-Q une région faisant partie de Uq et définie par la

propriété suivante. Toute molécule qui à l'origine du temps sera

à l'intérieur de o-q ne traversera pas Uq plus de k fois entre les

époques — iiy et o.

Si nous admettons que notre molécule est à l'intérieur de Uo à

l'époque zéro, la probabilité cherchée sera

Soient
(Tl, (72; ••) '^n,

les 72 premiers conséquents de c-q. Il ne pourra pas y avoir de

région commune à plus de A" des Ji -h i régions

sans quoi, toute molécule qui, à l'époque zéro, se trouverait dans

cette région commune traverserait o-q et, par conséquent, Uo plus

de k fois entre les époques — nz et o.

On a donc
(rt-+-l)(T0</--V,

et, par conséquent,
A-V

^< (/i + i)Uo*
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Quelque petit que soit Uq, quelque grand que soit A, on pourra

toujours prendre n assez grand pour que le second membre de

cette inégalité soit aussi petit que l'on veut. Donc, quand n tend

vers l'infini, p tend vers zéro.

Donc, la probabilité pour qu'une molécule qui, à l'origine du

temps, se trouve dans la région Uo ne traverse pas cette région

plus de k fois entre les époques — oo et o, cette probabilité, dis-je,

est infiniment petite.

De même, est infiniment petite la probabilité pour que cette

molécule ne traverse pas cette région plus de k fois entre les

époques o et + oo.

Faisons maintenant n = k^ -+- x. La probabilité pour que notre

molécule ne traverse pas Uq plus de A" fois, entre les époques

— (A^ -\- x)'z et o, sera plus petite que

(A-3 + a7-i-i)Uo

Elle tend donc vers zéro cjuand k croît indéfiniment.

La probabilité P pour que notre molécule ne traverse pas Uo

une infinité de fois, entre les époques — oo et o, est donc infini-

ment petite.

Et, en effet, cette probabilité P est la somme des probabilités

pour que la molécule traverse Uo une fois seulement, pour qu'elle

traverse Uo deux fois et deux fois seulement, pour qu'elle traverse

Uq trois fois et trois fois seulement, etc.

Or, la probabilité pour que la molécule traverse Uo k fois et k

fois seulement, entre les époques -— oo et o, est évidemment plus

petite que la probabilité pour qu'elle traverse Uo k fois ou moins

de k fois entre les époques — [k^ + x)z et o, plus petite par con-

séquent que
A-V

La probabilité totale P est donc plus petite que

V aV kVP<

e du second membre est uniformément c

Chacun des termes tend vers zéro quand x tend vers l'infini. Donc

La série du second membre est uniformément convergente.
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la somme de la série tend vers zéro. Donc P est infiniment petit.

De même, est infiniment petite la probabilité pour que notre

molécule ne traverse pas Uo une infinité de fois entre les époques o

et + GO.

Les mêmes résultats subsistent quand, au lieu de prendre cp = i

,

on l'ait tout autre choix pour la fonction cp.

L'égalité (i) doit alors être remplacée par la suivante

J(^o)

où J (o-o) et J(Uo) désignent l'intégrale J étendue respectivement

aux régions g-q et Uq.

Je suppose que la fonction cp est continue; par conséquent elle

ne devient j)as infinie; et je puis lui assigner une limite supé-

rieure [x; on aura alors

J((7o)< I-lt^O,

et puisque

on en déduira
IX kYP< (n-Hi)J(Uo)

Quelque petit que soit J(Uo), quelque grand que soit k, on

pourra toujours prendre n assez grand pour que le second membre

de cette inégalité soit aussi petit que l'on veut. Nous retombons

donc sur les mêmes résultats qui sont ainsi indépendants du

choix de la fonction cp.

En résumé, les molécules qui ne traversent Uo qu'un nombre

fini de fois sont exceptionnelles au même titre que les nombres

commensurables qui ne sont qu'une exception dans la série des

nombres, pendant que les nombres incommensurables sont la

règle.

Si donc Poisson a cru pouvoir répondre affirmativement à la

question de la stabilité telle qu'il l'avait posée, bien qu'il eût

exclu les cas où le rapport des moyens mouvements est commen-

surable, nous aurons de même le droit de regarder comme dé-

montrée la stabilité telle que nous la définissons, bien que nous

soyons forcés d'exclure les molécules exceptionnelles dont nous

venons de parler.
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J'ajouterai que l'existence des solutions asjmptotiques prouve

suffisamment que ces molécules exceptionnelles existent réelle-

ment.

Extension des résultats précédents. •

297. Jusqu'ici nous nous sommes bornés à un cas très parti-

culier, celui d'un liquide incompressible enfermé dans un vase,

c'est-à-dire, pour parler le langage analytique, celui des équa-

tions
dx dy dz

lï ^ 'Y ^ ~z'

où X, Y, Z sont trois fonctions liées entre elles par la relation

dX dY dK _
dx dy dz

et telles qu'en tous les points d'une surface fermée (celle du vase)

on ait

/X-t- mY -i- nZ = 0,

/, m, n étant les cosinus directeurs de la normale à cette surface

fermée.

Mais tous les résultats précédents sont encore vrais dans des cas

beaucoup plus étendus sans qu'il y ait rien à y changer, non plus

qu'aux raisonnements qui y conduisent.

Soient n variables ^i, .ro, . . ., ^«, satisfaisant aux équations

différentielles

dx\ dx=) dx,i
('^ ?^'= x7= x:=---^ x7'

où X|, Xo, ..., X„, sont n fonctions uniformes quelconques,

satisfaisant à la condition

dxx dxi •
• ^^^^ )

de telle façon que les équations (i) admettent l'invariant intégral

(2) / M dxi dx=i . . . dx,i.
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Je suppose de plus que M est positif ; nous dirons alors que, les

équations (i) admettent un invariant intégral positif.

Je suppose encore que les équations (i) soient telles que si le

point (^,, X.2-, . • -, ^n) se trouve à l'origine du temps à l'intérieur

d'un certain domaine V (qui joue le même rôle que jouait tout à

l'heure le vase où le liquide est enfermé) il restera indéfiniment à

l'intérieur de ce domaine.

Je suppose enfin que l'intégrale

/'M t/j7i dx2 . . . dx„

étendue à ce domaine est finie.

Dans ces conditions, si l'on considère un domaine Uq contenu

dans V, on pourra choisir d'une infinité de manières la position

initiale du point (^,, ^oi • • -, ^«) de telle sorte que ce point tra-

verse une infinité de fois ce domaine Uo- Si ce choix de la posi-

tion initiale est fait au hasard à l'intérieur de Uq, la probabilité

pour que le point {^x^
i

oc-^-, • • , ^n) ne traverse pas une infinité de

fois le domaine Uq sera infiniment petite.

En d'autres termes, si les circonstances initiales ne sont pas

exceptionnelles, au sens que j'ai donné plus haut à ce mot, le

point (Xi, ^21 • • -1 Xii) repassera une infinité de fois aussi près

que l'on voudra de sa position initiale.

Il n'j a d'ailleurs rien à changer aux démonstrations qui pré-

cèdent. Nous retrouverons, par exemple, l'inégalité

V<(7r + i)Uo,

oi!i V et Uo désigneront l'intégrale (2) étendue respectivement

aux domaines V et Uq.

Nous pourrons en déduire les mêmes conséquences; en effet,

l'intégrale (2) étant par hypothèse essentiellement positive jouira

de la même propriété que le volume, à savoir qu'étendue à un

domaine tout entier, elle sera plus grande qu'étendue seulement

à une partie de ce domaine.

298. Comment verrons-nous maintenant s'il existe un do-

maine V tel que le point (.^i, ^To, . . ., Xn) reste toujours à l'inté-

rieur de ce domaine s'il y est à l'origine des temps.
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Siirjposons qae les équations (i) admettent une intégrale

F(a:'i,a^.2i . . . , a"„) = const.

Considérons le domaine V défini par les inégalités

A < F < //,

où h et h' sont deux constantes quelconques, aussi rapprochées

qu'on le voudra.

Tl est clair que si ces inégalités sont satisfaites à l'origine des

temps, elles le seront toujours. Le domaine V satisfait donc bien

aux conditions proposées.

Application au problème restreint.

299. Nous allons appliquer ces principes au problème restreint

du n° 9; une masse nulle, mouvement des deux autres masses

circulaire, inclinaison nulle. Si nous rapportons la masse nulle

dont nous étudions le mouvement à deux axes mobiles tournant,

autour du centre de gravité commun des deux autres masses, avec

une vitesse angulaire constante ii égale à celle de ces deux autres

masses; si nous désignons par ^, 'i\ les coordonnées de la masse

nulle par rapport aux deux axes mobiles, et par V la fonction des

forces, les équations du mouvement s'écriront

dç, _ j.,
df] _ ,

dr
, „, d\

^ dt
' ^ de,

dr/ „ „ dY
dt dr^

et l'on voit tout de suite qu'elles admettent un invariant intégral

positif

(2) I
dç, dr^ dç dr^'

.

D'autre part, elles admettent l'intégrale de Jacobi

(3)
• Kl±2ll=y^'J^^l.^r;-)+h,

Il étant une constante.



l58 CHAPITRE XX.VI.

Comme ^'- 4- 'r\''- est essentielJement positif, on doit avoir

(4) V+^(?2 + ^.)>_A.

Nous sommes donc conduits à construire les courbes

V-4- — (^2_|_yj2)=const.

Le premier membre de la relation (4) est essentiellement posi-

tif, car nous avons

V = — 4 -,

OÙ jjit et 1712 sont les masses des deux corps principaux, /) et /'^

leurs distances à la masse nulle. Le premier membre de (4 ) devient

infini pour 7',^o, pour ;'o = o ainsi qu'à l'infini; il doit donc

avoir au moins un minimum et deux points où ses deux dérivées

premières s'annulent sans qu'il y ait ni maximum, ni minimum.

Plus généralement, s'il J a 7i minima ou maxima relatifs il y

aura /i + i points où les deux dérivés s'annulent sans qu'il y ait

ni maximum ni minimum.

Mais il est évident que ces points où les deux dérivées s'annulent

correspondent à ces solutions particulières du problème des trois

corps que Laplace a étudiées dans le Chapitre VI du Livre X de sa

Mécanique céleste.

Or on obtient deux de ces points, en construisant sur ni^ ni-2 un

triangle équilatéral, soit au-dessus, soit au-dessous de la droite

m\m.2 que nous prenons pour axe des i. Le troisième sommet de

ce triangle est une des solutions de la question.

Tous les autres points satisfaisant à la question sont sur l'axe

des \. Or il est aisé de voir que le premier membre de (4), quand

i varie de — oc à + oc, présente trois minima et trois seulement,

le premier entre l'infini et la masse 7?i,, le second entre les deu\

masses m^ et 7;2o, le troisième entre l'infini et la masse mo.

En effet la dérivée -^ + n-^q ne s'annule (pour 7, = o) qu'une

seule fois dans chacun de ces intervalles, puisqu'elle est la somme

de trois termes qui sont tous croissants.
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Les équations
d^ .>. dY

^-— -H n2 ^ = — 1- n2 7) =
«^ clt]

qui expriment que le premier membre de (4) a ses deux dérivées

nulles, n'ont donc que cinq solutions, à savoir les points B) et Bo

sommets des triangles équilatéraux^ les points Ai, A2 et A3 situés

sur l'axe des ^; nous supposerons que ces points s'y rencontrent

dans l'ordre suivant

—
• co, Al, mi, Aq, mi, A3, -+- co.

Il reste à savoir quels sont ceux de ces points qui correspondent

à un minimum, nous savons d'avance qu'il y en a deux.

Remarquons que si nous faisons varier d'une manière continue

les deux masses m) et m2, un quelconque des cinq points A et B
correspondra toujours à un minimum ou n'y correspondra jamais.

On ne pourrait, en effet, passer d'un cas à l'autre que si le hessien

du premier membre de (4) s'annulait, c'est-à-dire si deux des

points A et B se confondaient, ce qui n'arrivera jamais.

Il suffira donc d'examiner un cas particulier, par exemple celui

où nix :=: in.^. Dans ce cas, la symétrie suffît pour nous avertir que

les deux solutions Aj et A3 doivent être de même nature, de

même que les deux solutions B, et Bo ; ce sont donc A, et A3

seulement, ou bien B, et Bo seulement qui correspondent à un

minimum. Donc A2 ne correspond pas à un minimum.

On reconnaîtrait que A, ne correspond pas à un minimum.

Les deux minima correspondent donc à B, et B2.

Supposons maintenant m^ beaucoLip plus petit que m^-, ce qui

est le cas de la nature.

Pour des valeurs suffisamment grandes de — /i, la courbe

se composera de trois branchesTermées C| entourant m, , C2 entou-

rant 7«2 et C3 entourant C\ et Go. Pour des valeurs plus petites,

elle comprendra deux branches fermées, Cj entourant lUx et /?io,

C2 entourant Ci

.

Pour des valeurs plus petites encore, nous aurions une seule

branche fermée laissant m, et m2 en dehors, et entourant B, etBo.
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Enfin pour des valeurs encore plus petites, nous aurons deux

courbes lermées symétriques l'une de l'autre entourant respecti-

vement B, et Bo.

Ce que nous allons dire s'applique seulement aux deux pre-

miers cas; nous laisserons donc de côté les deux derniers.

Dans le premier cas, l'ensemble des points satisfaisant à l'iné-

galité (4) se décompose en trois ensembles partiels : celui des

points intérieurs à G), celui des points intérieurs à Go, celui des

points extérieurs à G3.

Dans le deuxième cas, l'ensemble des points satisfaisant à (4)

se décompose en deux ensembles partiels : celui des points inté-

rieurs à G,, celui des points extérieurs à Go.

Ge que nous allons dire ne s'applique ni dans le premier cas à

l'ensemble des points extérieurs à G3, ni dans le deuxième à celui

des points extérieurs à Ga-

Gela s'appliquera au contraire, dans le premier cas, à celui des

points intérieurs à G, ou à celui des points intérieurs à Go et, dans

le deuxième cas, à celui des points intérieurs à G).

Considérons, pour fixer les idées, le premier cas et l'ensemble

des points intérieurs à G2.

Nous prendrons alors comme domaine V le domaine défini par

les inégalités

(5) _,_A_Hs>l!!:^_V-^(ï2 + .^2)> + /, _e.

Nous supposerons s très petit et que h ait une valeur telle que

nous sojons placés dans le premier cas; enfin, pour achever de

définir le domaine V, nous assujettirons le point ( ^, r, ) à se trouver

à l'intéineur de la courbe Ca-

Il est clair alors que, si le point (ç, y), i', 7\) se trouve dans le

domaine V à l'origine du temps, il y restera toujours.

Pour montrer que les résultats des paragraphes précédents sont

applicables au cas qui nous occupe, il nous reste à faire voir que

l'intégrale

(2) fcr^ dr\ cFc; ch;

étendue au domaine V est finie.

Gomment cette intégrale pourrait-elle devenir infinie? La

1
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courbe Co étant fermée. ^ et 't\ sont limités; l'intégrale ne peut

donc devenir infinie que si ^' et -/]' sont infinis. Mais, à cause des

inégalités (5), ^' et
-/i'

ne peuvent devenir infinis que si

devient infini, ou, puisque ^ et r\ sont limités, si V devient infini.

Or Y devient infini pour r, = et pour 7-2 = 0. Mais, comme
le point fjii est extérieur à Co, nous n'avons qu'à examiner le

cas de
;-, = o.

Évaluons donc la portion de l'intégrale qui est voisine du

point /«2- Si /'o est très petit, ^- + 7)- est sensiblement égal

à (0/72ï)-, le terme -^ est aussi sensiblement constant; de sorte

que, si nous posons

H pourra être regardée comme une constante.

Si alors nous posons

(ç — 0/«2) = r-T costo, ï] = r.2sinaj; ^'=pcoscp, 7)'=psiric3,

les inégalités (5) deviendront

/ - 7 • TT P" "Î1 TT
{t, bis) H-H£>^ ;^>H —

£

et l'intégrale (2) deviendra

' {1 bis) I 9'^i d^ '^^''i (^'^ d'^-

Nous adjoindrons aux inégalités (5 bis) l'inégalité

r^. < y.,

a étant très petit, puisque c'est la partie de l'intégrale voisine

de 771-2 qu'il s'agit d'évaluer et que l'autre partie est certainement

finie.

Si nous intégrons d'abord par rapport à w et à cp, l'inté-

grale (2 bis) deviendra

(2 ter) ^T^- j ?r.2d: clri.

H. P. - m. n
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Intégrons d'abord par rapport à p. Il faut calculer l'intégrale

J
pdp

prise entre les limites

\/<"-'-f) " p=/K"
m.

2

ce qui donne s.

L'intégrale (2 fer) se réduit donc à

4 îT^ £ 1 r2 dfo = 2 Tt2 ea^ :

elle est donc finie.

Les théorèmes démontrés plus haut s'appliquent donc au cas

qui nous occupe. La masse nulle repassera une infinité de fois

aussi près que l'on voudra de sa position initiale, si l'on n'est

pas placé dans certaines conditions initiales exceptionnelles dont

la probabilité est infiniment petite.

Si donc, dans le problème restreint, on suppose que les condi-

tions initiales soient telles que le point ^, v] doive restera l'inté-

rieur d'une courbe fermée C| ou Go, la première des conditions

de la stabilité telles qu'elles ont été définies au n° 290 se trouve

remplie.

Mais de plus la troisième l'est également : il y a donc stabilité

à la Poisson.

300. Le résultat serait évidemment le même quelle que soit la

loi d'attraction.

Si, en effet, le mouvement d'un point matériel i, /) est régi par

les équations

dH _ (^ d^ _ d^
dt^ d^ df- df]

OU dans le cas du mouvement relatif par les équations

d^l df] dV
di^ di d^

d^ dl _ d\
dt- dt dt\



STABILITÉ A LA POISSON. l63

de manière que l'intégrale des forces vives s'écrive

i[(ir-Qn-^-
et si la fonction V et la constante h sont telles que les valeurs

de i et de r, restent limitées, il y aura stabilité à la Poisson.

Mais ce n'est pas tout, il en est encore de même dans un cas

plus étendu.

Soient 57,, ^2, . . ., x,i les coordonnées de ^ points matériels.

Soit V la fonction des forces dépendant de ces ii variables.

Soient m,, m^^ ..., /n„ les niasses correspondantes, de telle

façon que nous désignons indifféremment par /?2,, m-2 ou par m^
la masse du point matériel dont les coordonnées sont.ri, ^2 et^Cs-

Les équations s'écriront

dt^ dxi

et l'intégrale des forces vives s'écrira

dxi \ -^ nxi
I
dx,-

^~% \dt
V + A.

Si la fonction V et la constante h sont telles que, en vertu de

cette égalité, les coordonnées Xi soient limitées, il y aura stabi-

lité à la Poisson.

En effet, ce qu'il s'agit de démontrer, c'est que l'invariant

intégral

dn

Idx\ dx'.^ . . . dx',^ dx\ dx=,_ . . . dx,i \ x'i =

est fini quand l'intégration est étendue au domaine que j'ai

appelé V et qui est défini par les inégalités

Appelons A l'intégrale

/'

étendue au domaine défini par l'inégalité

mi ,,-^, <i.
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La même intégrale étendue au domaine

sera évidemment
AR".

Etendue au domaine défini par les inégalités (i), elle sera

ou, puisque s est très petit,

Notre invariant intégral est donc égal à

r "-1

(2) nKs
I
(Y -h h)- dx-^dx^_. . . dx,ii

l'intégration devant être étendue à tous les points tels que V+ A

soit positif.

D'après mon hypothèse, le domaine V + A > o est limité.

Il sera alors aisé de reconnaître si l'intégrale (2) est finie ou

infinie.

Elle sera toujours finie si n = 2 ; car alors l'exposant de V+ A

est nul.

Supposons maintenant que n soit >> 2 et que V H- /i devienne

infiniment grand d'ordre p quand la distance des deux points .r,,

Xo, x-i et ^Tii, ^3, X(, devient infiniment petite du preinier ordre.

Alors la quantité sous le signe / dans l'intégrale (2) est de l'ordre

La variété

a /i — 3 dimensions; l'intégrale est d'ordre n\ la condition jaour

que l'intégrale soit finie s'écrit donc

n — {n— ^)>pi~ ~' )'
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d'où
6

P<z—::•

C'est là la condition pour qu'il y ait stabilité à la Poisson.

Application au problème des trois corps.

301. Les considérations qui précèdent s'appliquent au cas où

l'équation

entraîne comme conséquence que les xine peuvent varier qu'entre

des limites finies.

Malheureusement, il n'en est pas ainsi dans le problème des

trois corps. J'adopterai les notations du n° 11
;
je désignerai par

^,, jTo, x-i les coordonnées du second corps par rapport au pre-

mier; par a?/,, ^5, Xq celles du troisième par rapport avi centre de

gravité des deux premiers; par a, b, c les distances des trois

corps, par M,, Mo, M3 leurs masses, et enfin par

iiii =: nii = in-i = jj,

mi^ = m-i = me = p'

les quantités que j'ai appelées [3 et ^' au n° 11.

Nous aurons alors

_ M, M 3 ,
MsMi Ml M,abc

L'égalité (i) entraîne l'inégalité
,

(2) V + /i>o.

La fonction V est essentiellement positive; si donc la con-

stante h est positive, l'inégalité sera toujours satisfaite; mais la

question est de savoir si l'on peut donner à h des valeurs néga-

tives assez petites pour que l'inégalité ne puisse être satisfaite

que pour des valeurs limitées des coordonnées Xi. Cela revient à
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demander si l'inégalité

( 3 ) 1 \- h A > oabc
jointe à celles qui sont imposées aux trois côtés d'un triangle

(4) a -f- 6 > c, b-\-c'^a, a-^c'^b,

ne peut être satisfaite que pour des valeurs finies de «, b^ c.

Prenons a=^c et très grand; prenons b très petit; les inéga-

lités (4) seront vérifiées d'elles-mêmes.

Quant à l'inégalité (3), qui devient

M2M.3+M1M2 M3M,
h >o,

elle peut, quel c|ue soit A, être satisfaite par des valeurs aussi

grandes que l'on veut de a.

Quelque petit que soit A, quelque grand que soit «, on peut

toujours prendre b assez petit pour que le premier membre soit

positif.

L'existence des intégrales des aires ne modifie pas cette con-

clusion; ces intégrales s'écrivent, en effet :

/ '^{X2x'.^— Xix'^_)^ ^'{x^x'^— x^x'-^)= ai,

(5) < ^{XzX\ — XiX'.^)-+-'^j {X(,X\ — X!,x'^)z= an,

\ P ( iPi X'.2 X^x\) -\- p' ( Xi,. X'~ Xs X\ ) = «3 .

En vertu de ces équations, on a

^ {x? -\- x':!-^x.?)-^^ ^ "-' , 0.2 ,
^'2\-^

. _- _

X
'

1
(6) î: (^? + ^'i + ^'3-

) + T (^'4' -(-
x'-h + ^'i ) >

.-, j

où I est le moment d'inertie qu'aurait un s^'stème formé de deux

points matériels dont les masses seraient [^ et ^J et les coordonnées

par rapport à trois axes fixes ^,, x-^-, x-i\ x,,^ x-^^ Xq\ le moment

d'inertie, dis-je, que ce système aurait par rapport à la droite,

qui servirait d'axe instantané de rotation à un solide, qui coïnci-

derait momentanément avec ce système et tournerait de façon

que les constantes des aires soient les mêmes que pour le système.

L'inégalité (2) doit alors être remplacée par la suivante

{2 bis) Y -f- A > —!— '
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Mais cette inégalité, comme l'inégalité (2) elle-même, peut être

satisfaite par des valeurs des Xi aussi grandes que l'on veut; car,

pour des valeurs très grandes des xi, le moment d'inertie I est

très grand et, le second membre étant très voisin de zéro, on

retombe sur l'inégalité (2).

Nous devons donc conclure que les considérations du numéro

précédent ne sont pas applicables.

Pour mieux nous en rendre compte, calculons l'invariant intégral

/dx\ dx'^_ . . . dx\ dxi dx^^ . . . dx^,

en l'étendant à un domaine défini par les inégalités suivantes

A — £ < T — V < A + £,

«1 — £1 < K] <«! + £,,

(7) / T^ /

«3 — £3< K3<a3-4-£3.

Les £ sont des quantités très petites; les K^- sont les premiers

membres des égalités (5), et T est la force vive réduite, c'est-

à-dire le premier membre de (6).

Intégrons d'abord par rapport aux x'^, nous trouverons

b^iz Cl-iî 1
a\-\- a\-^ ar^'V- dx^dx^. . .dxf,

5--'/(V + A

m)"
II, lo et I3 représentant les trois moments d'inertie principaux

du système.

Je remarque en passant que, si l'on choisit les axes de coor-

données parallèles aux axes principaux d'inertie, on aura, d'après

la définition de I :

a\ a\ a\ a\-\-a\-^a\

On voit que l'intégrale, qui est étendue à tous les systèmes de

valeurs tels que

V + A
\

> o,
2I

est infinie, bien que le dénominateur ^/ijlols devienne infini

quand l'un des points x^, ^To, x-> ou ^4, ^5, Xç^ s'éloigne indéfi-
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niment. Et en efTet le champ d'inlégralion est alors triplement

infini et le dénominateur ne devient que doublement infini.

302. Mais si les considérations des numéros précédents ne sont

plus applicables, on peut néanmoins tirer de l'existence de l'in-

variant intégral certaines conclusions qui ne sont pas sans intérêt.

Supposons donc que la distance b de deux des corps devienne

petite et que le troisième corps s'éloigne indéfiniment. Le troi-

sième corps, à cause de sa grande distance, cessera de troubler le

mouvement des deux premiers qui deviendra sensiblement ellip-

tique.

Ce troisième corps décrira d'ailleurs sensiblement une hyper-

bole autour du centre de gravité des deux premiers.

Pour bien faire comprendre ma pensée, je vais d'abord prendre

un exemple simple : je suppose un corps décrivant une hyperbole

autour d'un point fixe. L'hvperbole se compose de deux branches;

l'une de ces branches est le prolongement analytique de l'autre,

bien que pour le mécanicien la trajectoire ne se compose que

d'une seule branche.

Nous pouvons alors nous demander si, dans le cas du problème

des trois corps, la trajectoire admet un prolongement analytique

et comment on peut le définir.

Les coordonnées du second corps par rapport au premier

sont ^r,, x^^ x-i] celles du troisième par rapport au centre de

gravité des deux premiers sont x.,,^ x^, x^, de sorte que nous

sommes ramené à envisager le mouvement de deux points fictifs

dont les coordonnées par rapport à trois axes fixes sont Xij X2,

Xz pour le premier et ^4, ^3, x^ pour le second.

Le premier de ces points décrira sensiblement une ellipse, le

second sensiblement une hyperbole, et il ira en s'éloignant indé-

finiment sur l'une des branches de cette hyperbole. Pour avoir

le prolongement analytique cherché, construisons la seconde

branche de cette hyperbole et associons-la à l'ellipse décrite par

le premier point.

Considérons alors deux trajectoires particulières de notre sys-

tème. Pour la première, les conditions initiales du mouvement

seront telles que si t est positif et très grand, le point ^r.,, x^, Xf,

se trouve très voisin de la première branche de l'hyperbole et le
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point ^1, x^t X'i très voisin de l'ellipse, de telle façon que la

distance de ces deux points, soit à l'hjperbole, soit à l'ellipse,

tende vers zéro quand t croît indéfiniment.

Prenons l'asymptote de l'hyperbole pour axe des x.,^ et soit V
la vitesse du point qui décrit cette hyperbole pour une valeur

de t positive et très grande. Alors

X'^ — V i

tendra vers une limite finie et déterminée X quand t croîtra

indéfiniment.

Soit de même ii le moyen mouvement sur l'ellipse et / l'ano-

malie moyenne, la diflerence

l — nt

tendra vers une limite finie et déterminée /o-

Si nous nous donnons l'ellipse et l'hyperbole et par conséquent

V et n, si de plus nous nous donnons X et /q? les conditions

initiales du mouvement correspondant à la première trajectoire

seront entièrement déterminées.

Considérons maintenant la seconde trajectoire et supposons

que les conditions initiales du mouvement soient telles que, pour t

négatif et très grand, le point X/,, ^5, x^, soit très voisin de la

seconde branche de l'hyperbole et le point x,, .To, x-j, très voisin

de l'ellipse et que ces deux points se rapprochent indéfiniment de

ces deux courbes quand t tend vers — 00.

Les différences

a"t— V/, l—nt

tendent vers des limites finies et déterminées X' et
/[,
quand t tend

vers l'infini.

Les conditions initiales correspondant à la seconde trajectoire

sont entièrement définies quand on se donne l'ellipse, l'hyper-

bole, X' et /|j.

Si l'on a
X = X , 1^=1'^^

les deux trajectoires pourront être regardées comme le pro-

longement analytic^ue l'une de l'autre.
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Considérons maintenant un système d'équations différentielles

(i) -^ = Xi (j = i, 2, ..., n),

où les fonctions X^-, qui dépendent seulement de a^i, ^2, . . ., Xn,

satisfont à la relation

^à clXi

ces équations admettront l'invariant intégral

(2) I dxy dx^i . . . dx,i-

Supposons que nous sachions d'une façon quelconque que le

point x^, X21 •., Xn doive rester à l'intérieur d'un certain

domaine V analogue au domaine V envisagé dans les numéros

précédents, mais s'étendant indéfiniment de telle sorte que l'in-

tégrale (2) étendue à ce domaine soit infinie. Les conclusions

des n°^ 297 et 298 ne seront plus applicables.

Mais remplaçons les équations (i) par les suivantes

/ 7 • \ uXi A;
,

(l Of5) —7-7 = -—- =: X/,^ ^
dt' Mi

"

où M est une fonction donnée quelconque de x^, ^To, . . ., x,i.

Le point x^, X2, - • • , Xa-, dont le mouvement est défini par les

équations (i his\ décrira les mêmes trajectoires que celui dont le

mouvement est défini par les écjuations (i). Les équations diffé-

rentielles de ces trajectoires sont en effet, dans un cas comme dans

l'autre,

dx\ dx'i dxa

Xi Xo X/j

Mais, si j'appelle P le point dont le mouvement est défini par

les équations (i) et P' celui dont le mouvement est défini par les

équations (i his)^ nous voyons que ces deux points décrivent la

même trajectoire, mais suivant des lois différentes.

Si j'appelle t l'époque où P passe en un point de sa trajectoire

et 1! l'époque où P' passe en ce même point, ces deux époques

seront reliées par la relation

dt _ ^_

dt' ^ m.'
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On a d'ailleurs

^(MX',-)

2 = 0,
dxi

ce qui veut dire que les équations

(.Us) ^' = x;.

admettent l'invariant intégral

(2 bis)
I M dXi dx^ . . . dxn-

Supposons que la fonction M soit toujours positive et qu'elle

tende vers zéro quand le point ^i, ^o? • • • , ^« s'éloigne indéfini-

ment, et cela assez rapidement pour que U intégrale (2 his')

étendue au domaine V soit finie

.

Les conclusions des n°^ 297 et suivants sont applicables aux

équations (i his^. Ces équations (i his^ jouissent donc de la stabi-

lité à la Poisson. Comme, d'ailleurs, elles définissent les mêmes

trajectoires que les équations (i), on peut dire, dans un certain

sens, qvie les trajectoires du point P jouissent aussi de la stabi-

lité à la Poisson.

Je précise ma pensée.

Nous avons

Comme M est essentiellement positif, t croîtra avec t' \ mais,

comme M peut s'annuler, il peut arriver que l'intégrale du second

membre de (3) soit infinie.

Supposons, par exemple, que M s'annule pour ^'=T; alors t

sera infini pour
i = T ou pour ï'>T.

Considérons la trajectoire du point P', nous pouvons la diviser

en deux parties, la première que P' parcourt depuis l'époque

t'=zo jusqu'à l'époque ^'=T, la seconde C que P' parcourt

depuis l'époque t' =^ T jusqu'à i'= ao.

Le point P décrii^a la même trajectoire que P', mais il n'en

décrira que la partie C, car il ne pourrait atteindre la partie C
qu'au bout d'un temps t infini.
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Pour le mécanicien, la trajectoire de P ne se composerait donc

que de G; pour l'analjsle, elle se composerait non seulement

de C, mais de C qui en est \q prolongement analytique.

Envisageons un point Pi dont la position est définie comme il

suit : le point P, occupera à l'instant t^ la même position que le

point P' à l'instant t'
\
quant à ^, , il sera défini par l'égalité

.r
dt' , , , rr.x-- (où^'„>T).

Le mouvement du point P| se fera encore conformément aux

équations (i), et ce point Pj décrira G', de telle façon que les

trajectoires des points P et P, pourront être regardées comme le

pi'olongement analytique l'une de l'autre.

Supposons maintenant cjue le point P soit, à l'origine des temps,

à l'intérieur d'un certain domaine Uq- Si les circonstances initiales

du mouvement ne sont pas exceptionnelles, au sens donné à ce

mot au n° 296, la trajectoire du point P et ses prolongements

analytiques successifs viendront recouper une infinité de fois le

domaine Uq c[uelque petit qu'il soit. Mais il peut se faille que le

point P ne rentre jamais dans ce domaine, parce que ce domaine

est recoupé, non par la trajectoire proprement dite du point P,

mais par ses prolongements analytiques.

303. Gela s'applique au problème des trois corps.

Nous avons vu plus haut qu'on devait envisager l'intégrale

/ dxi . . . dxQ d.r\ . . . dx'g,

que nous avons d'ailleurs ramenée à l'intégrale sextuple

3.

a\ -^ al -+- af^ \- dx^ dx^ . . . dxç,

I V + A —
2* / V^lilola

Mais nous avons vu que cette intégrale, étendue au domaine V,

est infinie et c'est ce qui nous a empêché de conclure à la stabilité

à la Poisson.
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Ecrivons les équations du mouvement sous la forme

^- _ dx'i _
dt

-^''
dt ~ ^''

les X; et les Y^ étant des fonctions des xi et des Xj^.

Soit alors

M
(_a7j ; a;'3-i-iP|j-T-...-f-a?jr-i-i)-

et écrivons les équations nouvelles

dxi _ X/ dx'i _ Y,-

'dt'
~ lÂ' HF ~ W

Les équations nouvelles admettront comme invariant intégral

/ M dxi . . . dxç, dx'^ . . . dx'g

ou bien

/
a^ -h a^T -h ar.\- dx< dx^ . . . dx^ ,,V + A ! = '-]

- -M.
il sJhUh

Or cette intégrale est finie.

Si donc la situation initiale du système est telle cjue le point P

de l'espace à 12 dimensions dont les coordonnées sont

c[ue ce point P, dis-je, soit à l'origine du temps à l'intérieur d'un

certain domaine Uo, la trajectoire de ce point et ses prolonge-

ments analytiques, tels cpie nous les avons définis à la fin du

n° 302, recouperont une infinité de fois ce domaine Uq, à moins

que la situation initiale du système ne soit exceptionnelle, au sens

donné à ce mot au n° 296.

304.' Il semble d'abord c[ue cette conséquence ne puisse inté-

resser que l'analyste et n'ait aucune signification physique. Mais

cette manière de voir ne serait pas tout à fait justifiée.

On peut conclure, en elTet, C[ue si le système ne repasse pas une

infinité de fois aussi près que l'on veut de sa position primitive,
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l'intégrale

L
dt

sera finie.

Cette proposition est vraie, en laissant de côté certaines trajec-

toires exceptionnelles, dont la probabilité est nulle, au sens donné

à ce mot au n° 296.

Si cette intégrale est finie, on conclura que le temps pendant

lequel le périmètre du triangle des trois corps reste inférieur à

une quantité donnée est toujours fini.
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CHAPITRE XXVII.

THÉORIE DES CONSÉQUENTS.

30o. Nous pouvons encore tirer de la théorie des invariants

intégraux d'autres conclusions qui nous seront utiles dans la suite,

en la présentant sous une forme un peu difFérente.

Commençons par examiner un exemple simple. Soit un point

dont les coordonnées dans l'espace soient a:, y et z et dont le

mouvement soit défini par les équations

dx^ _ dy _ dz _
''^ ^-^' ^-^' -dt-^-

X, Y et Z sont des fonctions données et uniformes de x^ y, z;

supposons d'abord que X et Y s'annulent tout le long de l'axe

des z, de telle façon que

a? = J/ = G

soit une solution des équations (i).

Posons ensuite

X = p cosw, y z= p sinto,

les équations (i) deviendront

, c/p ^^ o dz

où R, et Z sont des fonctions de p, to et z, périodiques de

période 2tc par rapport à w.

Nous conviendrons de ne donner à
p que des valeurs positives,

et nous pourrons le faire sans difficulté puisque a;^=y:=o est

une solution.

Je suppose maintenant de plus que ù ne puisse jamais s'an-

nuler et, par exemple, reste toujours positif; alors to sera toujours

croissant avec t.
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Imaginons qu'on ait intégré les équations (2) et qu'on en pré-

sente la solution sous la forme suivante

p =/i(o), a, b), z = f.2(1.0, a, b).

r.es lettres a et b représentent des constantes d'intégration.

Soit

Po=/i(o, a,b), z^=fi(o, a, b),

Soient Mo le point dont les coordonnées sont

^ = ?o. y = 0, z = zo,

et M, celui dont les coordonnées sont

a? = pi, y = O, z = Zy.

Ces deux points appartiennent tous deux au demi-plan des .r:;

situé du côté des x positifs.

Le point M, sera dit le conséquent de Mq.

Ce qui justifie cette dénomination, c'est que, si l'on considère

le faisceau des courbes qui satisfont aux écjuations différen-

tielles (i); si, par le point Mq, on fait passer une courbe et qu'on

la prolonge jusqu'à ce qu'elle rencontre de nouveau le demi-plan

(y =:z o, a: >> o), cette nouvelle rencontre aura lieu en Mi

.

Si l'on trace dans ce demi-plan une figure quelconque F^, les

conséquents des différents points de Fq formeront une figure F|;

que l'on appellera la conséquente de Fo-

Il est clair que p^ et z^ sont des fonctions continues de po et

de ;;o-

Donc, la conséquente d'une courbe continue sera une courbe

continue, celle d'une courbe fermée sera une courbe fermée, celle

d'une aire n fois connexe sera une aire 11 fois connexe.

Supposons maintenant que les trois fonctions X, Y et Z soient

liées par la relation

dx dy dz

où ]M est une fonction positive et uniforme de x, y, z.

Les équations (i) admettront alors l'invariant intégral

JM dx dy dz
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et les équalions (2) admettront

/•Mp dp diii dz.

Considérons maintenant les équations

(3)
dp _R
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306. Soit alors une courbe fermée Cq située dans le demi-plan

(j)r = o, :r >> o) et enveloppant une aire Fq. Soit C( la consé-

quente de Co, ce sera aussi une courbe fermée qui enveloppera

une aire F,, et cette aire F, sera la conséquente de Fq.

Si l'intégrale (5), étendue à Fq et à F, , a pour valeur Jq et J,

,

on aura
Jo = Ji,

et il suit de là que Fo ne pourra être une partie de F,, et F, une

partie de Fo-

Quatre hypothèses peuvent être faites sur la position relative

des deux courbes fermées Cq et C,.

1° C, est intérieur à Coî

2° Co est intérieur à C| ;

3° Les deux courbes sont extérieures l'une à l'autre;

4° Les deux courbes se coupent.

L'équation Jq = Jj exclut les deux premières de ces hypothèses.

Si, pour une raison quelconque, la troisième se trouve égale-

ment exclue, on sera certain que les deux courbes se coupent.

Supposons, par exemple, que X, Y, Z dépendent d'un para-

mètre arbitraire [i, et que, pour p. = 0, Cq soit sa propre consé-

quente; alors, pour les valeurs très petites de [x, Cq difFérera très

peu de C,; il ne pourra donc pas arriver que les deux courbes Cq

et Cl soient extérieures l'une à l'autre, et il faudra qu'elles se cou-

pent.

Courbes invariantes.

307. J'appellerai courbe ùiçariante toute courbe qui sera sa

propre conséquente.

Il est aisé de former des courbes invariantes ; soient, en effet, Mo
un point quelconque du demi-plan. M, sou conséquent; joignons

Mo à M, par un arc de courbe quelconque Co ; soit C, le consé-

quent de Co, Co celui de Ci, et ainsi de suite. L'ensemble des

arcs de courbe Co, C,, C2, ••• constituera évidemment une

courbe invariante.

Mais nous serons amenés aussi à envisager des courbes inva-

riantes dont la génération sera plus naturelle.

Supposons que les équations (i) admettent une solution pério-
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dique. Soient

(6) x = ^i(t), y = cp,(0, z = Os{t)

les équations de cette solution périodique, de telle façon que les

fonctions cp/ soient périodiques en i, de période T.

Je suppose que, quand t augmente de T, lo augmente de 2tt.

Les équations (6) représentent une courbe; soit Mo le point où

cette courbe coupe le demi-plan; ce point Mq sera évidemment
son propre conséquent.

Supposons maintenant qu'il existe des solutions asjmptotiques

très voisines de la solution périodique (6). Soient

(7) :r = *i(0, y = <P.2it), ^ = <ï>,(0

les équations de ces solutions.

Les fonctions <ï>, seront développables suivant les puissances

de Ae"^, les coefficients étant eux-mêmes des fonctions périodiques

de t. Dans celle expression, a est un exposant caractéristique,

A est une constante d'intégration.

Dans les équations (7), les trois coordonnées x, y, z se trouvent

donc exprimées en fonction de deux paramètres, A et t] ces équa-

tions représentent donc une surface que l'on peut appeler la sw^-

face asymptotiqiie. Cette surface asymptotique va passer par

la courbe (6); puisque les équations (7) se réduisent aux équa-

tions (6), quand on y fait A = o.

La surface asymptotique va couper le demi-plan suivant une
certaine courbe qui passe par le point Mo et qui est manifestement

une courbe invariante.

308. Considérons une courbe invariante K. Je suppose que X,
Y, Z dépendent du paramètre [x, ainsi d'ailleurs que la courbe K..

Je suppose que pour [x=o, la courbe K soit fermée, mais

qu'elle cesse de l'être pour les petites valeurs de [x.

Soit Aq un point de K. La position de ce point dépendra de ]x\

pour pi == o, la courbe K est fermée, de sorte que, après avoir par-

couru cette courbe à partir de Aq, on revient au point Ao ; si \t.

esl très petit, il n'en sera plus de même, mais on reviendra passer

très près de Ao ;
il y aura donc sur la courbe K un arc de courbe

différent de celui oii se trouve Ao, mais qui viendra passer très
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près de Aq. Soit Bq le point de cet arc de courbe qui est le plus

voisin de Aq.

Je joins AoBq.

Soient Al et Bf les conséquents de Aq et Bq; ces deux points

se trouveront sur K; soit A, B, la courbe conséquente de la petite

droite AoBq.

Nous aurons à envisager la courbe fermée Cq qui se compose de

l'arc AqMBo de la courbe K compris entre Ao et Bq et de la petite

droite AqBq. Quelle sera sa conséquente?

Supposons, pour fixer les idées, que les quatre points A,, Aq,

B, , Bo se succèdent sur K dans l'ordre Ai Ao B, Bq.

La conséquente C^ de Co se composera de l'arc A(MB, de la

courbe K et du petit arc A, B, , conséquent de la petite droite AqBo.

On peut faire plusieurs hypothèses :

i" Le petit quadrilatère curviligne AoBoAjBj est convexe,

je veux dire qu'aucun de ses côtés curvilignes ne présente de

point double et que les seuls points communs à deux côtés sont

les sommets. Dans cette hypothèse, la courbe se présenterait

comme l'indique l'une des deux figures suivantes

Fig. I.

Cette hypothèse doit être rejetée, car il est manifeste que l'in-

tégrale J est plus grande dans le cas de la Jig. i pour C, que

pour Co, et plus petite dans le cas de \^ Jig. 2.

a'* L'arc A.qKx oî^BoB, a un point double. — S'il en était ainsi

sur la courbe invariante K, il devrait y avoir un point double sur

^1

I
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l'arc qui joint un point quelconque de la courbe à son premier con-

séquentj nous supposerons qu'il n'en est pas ainsi; et, en effet,

cette circonstance ne se présentera dans aucune des applications

que j'ai en vue ; elle ne s'appliquera pas, en particulier, dans le cas

de la courbe invariante engendrée par une surface asymptotique

ainsi que je l'ai expliqué à la fin du numéro précédent. Il est aisé

de constater, en effet, que la surface asymptotique ne présente pas

de ligne double si l'on se borne à la portion de cette surface qui

correspond aux petites valeurs des quantités que j'ai appelées

plus haut Ae°''.

D'autre part, la droite AoBq n'a pas de point double, et il doit

en être de même de sa conséquente A,B,. En résumé, nous sup-

poserons que les quatre côtés de notre quadrilatère n'ont pas de

point double.

3° L'arc AqA, coupe l'arc BoB,. — (Ce cas contient comme

cas particulier celui où la courbe K serait fermée.) Nos courbes

présentent alors l'aspect de \d.fig. 3.

4° L'arc AqBo coupe son conséquent A(B,. — Nos courbes

présenteraient alors l'aspect de \d,fig. 4-

Il y a des cas où l'hypothèse doit être rejetée. Supposons, par

exemple, queX, Y, Z dépendent d'un paramètre [jl; que pour p. = o

la courbe K soit fermée et que chacun de ses points soit son propre

conséquent, de telle façon que pour |Ji == o les qualre sommets du

quadrilatère se confondent.

Alors les quatre distances AqBo, A^B,, A, Aq, B, Bq seront des

infiniment petits si p. est l'infiniment petit principal. Supposons
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que A, Ao soit un infiniment petit d'ordre /?, AqBq un infiniment

petit d'ordre q^ et que q soit plus grand que/?.

Comme AjB, est le conséquent de AoBq, la longueur de l'arc

A,B, devra être d'ordre q. Soit alors C l'un des points d'inter-

section de AqBo. Dans le triangle mixtiligne dont deux côtés sont

les droites A| Ao et AoC et le troisième côté l'arc de courbe A, C

faisant partie de A, B^ ; le côté A^ C est plus grand que la diffé-

rence des deux autres; il devrait donc être d'ordre/? et nous

avons vu qu'il doit être d'ordre q.

L'hypothèse doit donc être rejetée.

5° Deux côtés adjacents du quadrilatère se coupent, par
exemple A, Ao et A, B) . — Il faut alors que AqBq, qui est l'antécé-

dent de A, B,, coupe lui-même K; si A'^ est l'intersection de A„Bo

avec K et A', celle de A) B, avec l'arc Aq A, , A', sera le conséquent

de A'(, et nous tomberons sur la figure suivante

11 est manifeste que A'^ et A', peuvent jouer le même rôle que

Ao et A, et que l'on retombe sur le premier cas.
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Celle nouvelle hypothèse doit donc être rejetée.

En résumé les deux arcs Aq A, et BqB, se couperont toutes les

fois que pour une raison ou pour une autre les hypothèses 2° et 4"

devront être rejetées.

Il resterait à examiner le cas où les points A,, Aq, B,, Bq se sui-

vraient sur R dans un ordre différent. Les ordres BiBqA, Aq,

BoB,AoA,, AqAjBqB, ne diffèrent pas essentiellement de celui

que nous venons d'étudier.

Les ordres tels que A,B|BoAo, A, BoB, Ao, A, BqAoB,, ... ne

se présenteront pas dans les applications qui vont suivre; nous

supposerons toujours en effet que si, u. est très petit, les dis-

tances AqA, et BoB, sont très petites par rapport à la longueur

des arcs Ao MB» ou A, MB,

.

Il reste l'ordre A| AoBqBi ou les ordres équivalents; nous n'en

parlerons pas non plus; il est clair que, s'il se présente, il y aura

sur l'arc AqMBo un point qui sera son propre conséquent.

309. Supposons par exemple que les équations (i) admettent

une solution périodique

(6) x = o,{t), y = o,_(th ^ = ^i(t)

et des solutions asymplotiques

(7) ^=^<Pi(i), J=*2(0, -=*3(0-

Supposons que les équations (i) dépendent d'un paramètre

très petit p. et que X, Y, Z soient développables suivant les puis-

sances de ce paramètre.

Supposons que, pour ui :^ o, les solutions asymplotiques (7) se

réduisent à des solutions périodiques. Voici comment cela pourra

se faire. Nous avons dit que les $j sont développables suivant les

puissances de Ae°'^, les coefficients étant eux-mêmes des fonctions

périodiques de t. Mais l'exposant a dépend de [x; supposons qu'il

s'annule pour p. = o ; alors pour p. = o les fonctions <ï>j devien-

dront des fonctions périodiques de t et les solutions (7) se rédui-

ront à des solutions périodiques.

La surface asymptotique va couper le demi-plan suivant une
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certaine courbe Co qui passe par le point Mq, intersection du

demi-plan avec la courbe gauche (6).

La courbe Co est manifestement invariante, comme je l'ai dit

à la fin du n° 307; pour [Ji-^o, chacun des points de Cq est son

propre conséquent.

Je supposerai de plus que, pour [j. = o, la courbe Cq est fermée.

Reportons-nous au Chapitre VII, tome I; nous avons vu aux

n°^ 107 et suivants que, dans le cas de la Dynamique, les expo-

sants caractéristiques sont développables suivant les puissances

de y/uL et sont d'ailleurs deux à deux égaux et de signe contraire.

Nous supposerons qu'il en est ainsi.

Nous avons alors en réalité deux surfaces asympiotiques corres-

pondant aux deux exposants égaux et de signe contraire a et — a;

nous avons donc deux courbes Co qui iront se couper au point Mq.

Nous distinguerons quatre branches de courbe

p/ /-<// (-" p'/

aboutissant toutes quatre au point Mq ; C^ et C'^ correspondront

à l'exposant a, C'^ et C'[ à l'exposant — a.

Figr. 6.

Ces diverses branches de la courbe sont représentées sur la

/lg\ 6. La branche C^ est la branche MoPoPi AoA, , la branche C^

est la branche MoEqE, ; la branche C\ est la branche MoQiQo et

la branche C'I est la branche MoRiRoBi Bo-

Ces quatre branches de courbe sont évidemment invariantes.

Maintenant, pour |jl = o, C^ se confond avec C'^, C„ avec C'[ et
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(si nous supposons que, pour [jl = o, la courbe Co que nous appel-

lerons alors Cq est fermée) ces quatre branches de courbe iront

s'appliquer sur la courbe fermée Cq.

On peut déduire de là que, pour [j. très petit, ces branches de

courbe différeront peu les unes des autres; que C^ s'écartera peu

de C'^, Cl de C, et que C^ suffisamment prolongé ira passer très

près de C^' suffisamment prolongé.

J'ai marqué sur la figure divers points de ces branches de courbe

et leurs conséquents. Ainsi A,, Bj, E,, Pi, Q, , R, sont respecti-

vement les conséquents de Aq, Bq, Eq, Pqi Q05 Ro-

Ce que nous remarquerons d'abord, c'est que les points A), Aq,

B), Bo se succèdent bien (comme nous l'avons supposé au début

du n° 308) dans l'ordre A, AqB, Bq quand on parcourt de A, à Bq

la courbe invariante formée des deux branches G'^ et C'[.

Cette courbe invariante n'est pas fermée, mais elle diffère peu

de la courbe fermée C°.

Examinons, en ce qui la concerne, les cinq hypothèses du

n° 308. La première, comme nous l'avons vu, doit toujours être

rejetée. La seconde ne se présentera pas non plus.

Elle ne pourrait se présenter, en effet, que si la surface asympto-

tique (7) avait une ligne double.

Nous avons dit que les <ï>j sont développables suivant les puis-

sances de Ae^'; soit donc

Si notre surface avait une ligne double, cette ligne double

devrait satisfaire aux équations (i); en effet, la surface asympto-

tique est engendrée par une infinité de lignes satisfaisant à ces

équations de telle sorte que, si deux nappes de cette surface

venaient à se couper, l'intersection ne pourrait être autre chose

qu'une de ces lignes.

Comme <ï>/ dépend à la fois du temps t et du paramètre A, nous

mettrons ce fait en évidence en écrivant

«i>,- = */(^, A).

S'il y avait une ligne double, nous devrions avoir les trois

identités

«I>/(^, A) =*,(«', B) (i = i,2, 3),
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OÙ A et B sont deux constantes et où t' est une fonction de t\ ces

trois identités devraient subsister quel que soit t.

En difFérentiant, on aura

d^i d^i dt'

dt dt' dt

Mais, en vertu des équations (i), on aura

d^i

et de même
^^ =X['ï>i(^ A), *,(«, A), *3(«, A)]

-^ = X[4>i(r, B), ^,{t', B), ^,{t\ B)],

d'où

d^i d^i dt'

d'où

dt dt' ' dt
'

h étant une constante.

On tirerait de là

*? ( t) + Ae"^*!
( + A2 e2a' *? (î) = *? (ï + A) + G e^'^^K ^ ^ A) -i- . . .

,

où
G = Be«/'.

L'identité devant être vraie pour z = — oo, d'où

il vient

^\{t)^^\{t^h),

d'où h=^o, d'où

*,?( + Ae«'*l (
-+-••= *f (0+ Ge«'*/ ( + •• •

ou

A*,î(^)+ A2e«f<î>?(i)4-...= G*l(r)^ G2eaï4>2(^)^_.. .

ou, en faisant encore ^ = — oo,

A = G=:B.

Les deux valeurs A et B étant égales, il n'y a pas de ligne double.

c. Q. F. D.
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La troisième hjpolhèse est celle qu'il convient d'adopter.

Passons à la quatrième; pour voir si elle doit être rejetée, il

faut chercher à se rendre compte de l'ordre de grandeur des dis-

tances A, x\o et AqBo : c'est ce que nous ferons dans les diverses

applications qui vont suivre.

Enfin, la cinquième hypothèse se ramène toujours à la pre-

mière, comme nous l'avons vu.

Extension des résultats précédents.

310. Nous avons fait plus haut sur les équations (i) des hypo-

thèses très particulières; mais toutes ne sont pas également

nécessaires.

Considérons, en effet, un domaine D simplement connexe et

faisant partie du demi-plan (j/ = o, ;r > o), et supposons que l'on

sache d'une manière quelconque que, si le point (.r, y, z') se

trouve à l'origine du temps en un point Mq de ce domaine, to va

en croissant constamment de o à 271 quand t croît de o à ^0 1 de

telle façon que la courbe satisfaisant aux équations (i) et passant

par le point Mo, en la supposant prolongée depuis ce point Mo
jusqu'à sa nouvelle rencontre avec le demi-plan, n'est jamais

tangente à un plan passant par l'axe des z.

Alors on pourra définir, comme au n° 305, le conséquent

du point Mo, et il est clair que tout ce qui précède sera

encore applicable aux figures qui se trouvent à l'intérieur du

domaine D.

Il ne sera pas nécessaire que les courbes qui satisfont aux

équations (i) et qui viennent rencontrer le demi-plan en dehors

de D soient assujetties à ne jamais être tangentes à un plan

passant par l'axe des z. Il ne sera pas nécessaire non plus que

X ^=y =iO soit une solution des équations (i).

Alors, si Co est une courbe fermée intérieure à D et si C) est sa

conséquente, les deux courbes seront extérieures l'une à l'autre

ou se couperont.

Les résultats du n° 308 seront également applicables aux

courbes invariantes qui ne sortiront pas du domaine D; et, si

même une courbe invariante sort du domaine D quand elle est



l88 CHAPITRE XXVII.

suffisamment prolongée, les résultats seront encore applicables à

la portion de cette courbe qui est intérieure à ce domaine.

311. Considérons maintenant, au lieu d'un domaine plan D,

une aire courbe S simplement connexe. Par un point Mq de cette

aire courbe faisons passer une courbe y satisfaisant aux équa-

tions (i) et prolongeons cette courbe jusqu'à ce qu'elle rencontre

de nouveau S 5 le nouveau point d'intersection M, pourra encore

s'appeler le conséquent de Mq.

Si nous considérons deux points, Mo et M'^, très voisins l'un de

l'autre, leurs conséquents seront, en général, très voisins l'un de

l'autre; il y aurait exception si le point M, se trouvait sur le bord

de S, ou si la courbe y touchait la surface au point M, ou au

point Mq. Sauf ces cas d'exception, les coordonnées de Mi sont

des fonctions analytiques des coordonnées de Mo-

Pour éviter ces cas d'exception, je considérerai un domaine D
faisant partie de S et tel que la courbe y, issue d'un point Mo
intérieur à D, vienne recouper S en un point M, qui ne vienne

jamais sur le bord de S ; tel aussi que la courbe y ne touche S ni

en Mo, ni en Mi. Je supposerai enfin que ce domaine D est sim-

plement connexe.

Adoptons un système particulier de coordonnées que j'appel-

lerai, par exemple, i, t) et Z, et pour lesquelles je supposerai seu-

lement ce qui suit :

1° Quand \l\ et |7i| seront plus petits que i, les coordonnées

rectangulaires x, y et z seront des fonctions analytiques et

uniformes de i, v] et ^, qui seront périodiques de période 2-n: par

rapport à ^.

2° A un point {x,y, z) de l'espace ne pourra correspondre plus

d'un système de valeurs de i, vi, (i^ tel que

(A) l^l<i, I^jK', o<Ç<2Tr.

3° Quand on fait ^^ = 0, ou ^ = 27: et qu'on fait varier l et '/]

de — I à + I , le point x, j, z décrit la surface S, ou une portion

de cette surface comprenant le domaine D.

4° Des conditions (i) et (2) il résulte que le déterminant fonc-

tionnel A de ^, -/i, ^ par rapport k x^y, z n'est jamais infini ni nul

quand les inégalités Çk) sont remplies.
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5° On peut transformer les équations (i) en les mettant sous la

forme

, i- \
dl dri dr^

('^") ^=^' dt^^' Tt^^-

Je supposerai que Z* reste positif pour

\\\<l, |-rj<i, Ç=o.

Les équations (i his) admettront l'invariant intégra

•M

/ ^ d\ d-q di^,

et les équations

d^ S dr, _U dC
^^^''^

lix^-T*' ~d^-l?' ^
admettront l'invariant intégral

/ d\di\ dC^

Soit Fo une figure quelconque faisant partie de D et Fi sa con-

séquente; supposons que les différents points de Fq et de Fi se

déplacent de telle façon que \ et Tj restent constants et que X^

croisse de o à s, e étaat très petit; la figure Fo engendrera un

volume <ï>o et la figure F, engendrera un volume ^\ ; l'intégrale

/ —^ d\ dq dl = zj —^ d\ dri

aura même valeur pour <ï>o et pour $, ; donc l'intégrale double

•MZ'/ ^ d'id'^:

analogue à l'intégrale (5) du n° 305, aura même valeur pour Fq

et ¥^. Elle est d'ailleurs essentiellement positive.

Il résulte de là que les résultats du n° 306 sont applicables aux

courbes fermées Cq situées à l'intérieur de D, et que ceux du

n° 308 sont applicables aux courbes invariantes K, ou du moins à

la portion de ces courbes qui est à l'intérieur de D.

Même une courbe invariante sort du domaine D quand elle est

suffisamment prolongée, les résultats seront encore applicables à

la portion de cette courbe qui est intérieure à ce domaine.
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Application aux équations de la Dynamique.

312. Soit F une fonction des quatre variables .r,, Xo, j^, ,
j/-^;

formons les équations canoniques

dxi rfF dji c?F

^ ' dt dyi dt dxi

Je supposerai, comme je le fais d'ordinaire :

1° Que F est une fonction périodique de j-, et j^^o
;

2" Que F dépend d'un paramètre [j. et est développable suivant

les puissances de ce paramètre sous la forme

F = Fo+ [JiFi-^-jt^F,^...;

3'^ Que Fo est fonction seulement de x^ et de x^.

Cela posé, nous aurons l'intégrale

(2) F = G,

G étant une constante.

Cela posé, donnons à C une valeur déterminée une fois pour

toutes et soit M un point mobile dont les coordonnées rectangu-

laires sont

[i-hcp(a7j)cos7i]cos72, [i + T(a?i) cosjki] sinj,, cp(a7i) sinji.

La fonction ^(^i) est une fonction de av, que je me réserve de

déterminer plus complètement dans la suite.

Supposons d'abord que F, qui dépendra de x<i d'une manière

quelconque, soit développable suivant les puissances croissantes

de X\ cosj/i et a:< siny, . Il en résultera que, pour x^ = o, la fonc-

tion F ne dépendra plus dejKi et, d'autre part, que la fonction F
ne changera pas quand on changera x^ en — x^ et jki eny. H- tt.

Nous supposerons alors que 9 (.2^1 ) est une fonction impaire de Xx

qui croît de o à i quand X\ croît de o à + (x; on pourra prendre

par exemple

Cf(a7i)= ,

Si l'on adopte cette hypothèse, le point M sera toujours à l'inté-

rieur d'un tore de rayon i, tangent à l'axe des z.
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A chaque point M intérieur à ce tore, correspondront une infi-

nité de systèmes de valeiu's de ^i,jKi etjK2; niais ces systèmes ne

seront pas essentiellement distincts les uns des autres, puisqu'on

passe de l'un à l'autre en augmentante^, ou y^ d'un multiple de 2tc

ou en changeant X\ en — Xi eiy\ enjKi + "•

Si l'on se donne ^i , j^i etyo , X2 s'en déduira à l'aide de l'équa-

tion (2). Supposons que les variables .27 etjK varient conformément

aux équations (i), le point M correspondant décrira une certaine

courbe que j'appellerai trajectoire.

Par chaque point intérieur au tore passe une trajectoire et une

seule.

Il est aisé de voir quelle est la forme de ces trajectoires

pour u = o.

Pour fA = o, les équations différentielles se réduisent à

dxj _ dyj^ c?Fo

dt ' dt dxi

Les Xi sont donc des constantes, ce qui montre que nos trajec-

toires sont situées sur des tores, et les yi sont des fonctions

linéaires du temps ; car

dxi
= nt^

ne dépendant que des xi^ est une constante.

Si le rapport ;?, ; n^ est commensurable, les trajectoires sont

des courbes fermées; elles ne sont pas fermées, au contraire, si

ce rapport est incommensurable.

Soient m,, m^^Pi-, p^. quatre entiers tels que

posons

L'identité

nixpi
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Nous supposerons que n^ ne s'annule pas quand Xf reste infé-

rieur à une cerlaine limite a. Alors -— conservera toujours le

même signe et l'on aura, par exemple,

Cette inégalité, vraie pour jjc = o, le sera encore pour les petites

valeurs de p..

Alors les relations

jK2 = o, \Xi\<:a — z

définiront un certain domaine plan D qui aura d'ailleurs la forme

d'un cercle.

Les trajectoires issues d'un point de ce domaine ne seront alors

jamais tangentes à un plan passant par l'axe des z, du moins

avant d'avoir recoupé de nouveau le demi-plan y.2 = o. Notre

domaine pourra donc jouer le rôle du domaine D du n" 310.

Les équations (i) admettent l'invariant intégral

f'
dx 1 dx^ dy i dy<i

,

d'où l'on déduit le suivant à l'aide de l'intégrale F = const.

' dxi dyi dy=i

dY

T.»^ . d¥ , 1 , dVi , ' .• c r T • TMais -%— est égal a —^ et par conséquent negatir. L invariant J

est alors un invariant positif.

Les résultats des n"* 306 et 308 sont donc applicables aux

courbes tracées dans le domaine D.

Cela posé, soit b une valeur de x^ plus petite que a — s et telle

que les valeurs correspondantes de n^ et de /22 satisfassent à la

relation

mini-î- in^iii = o,

où ln^ et m^ sont deux entiers premiers entre eux.

La courbe
Xi,= b,

qui est une circonférence, sera une courbe invariante pour pi = o.
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En supposant toujours [j^ = o, les trajectoires issues des divers

poinls de cette circonférence auront pour équation générale

ji = rtj i -+- const., ^^2 = '2-2^ -I- const,,

d'où

yi= — y^-^ const.

Pour avoir les conséquents successifs d'un point donné, il suf-

fira de faire successivement

J2=0, j2=2Tr, j2 = 4Tt, ..., 72=2^:11.

Pour passer d'un point à son conséquent il suffît donc d'aug-

' menter y, de

«2 "^1

d'où il suit que tous les points de la circonférence invariante Xi=b
coïncideront avec leur m'^'^'^ conséquent.

Ce point et ses m, — i premiers consécjuents sont distribués

sur cette circonférence dans vm ordre circulaire qu'il est aisé de

retrouver quand on connaît les deux entiers mi et /?^2; je l'appel-

lerai l'ordre Q.

Ne supposons plus p. = o ; les écjuations (i), d'après le Cha-

pitre III, admettront encore des solutions périodiques peu diffé-

rentes des solutions

Xi=^ b, _7i = Tii? + const., y^ = n^t -{- consl.

Elles en admettront au moins deux dont l'une instable et l'autre

stable. A chacune de ces solutions périodiques correspondra une

trajectoire fermée; je considère une de ces trajectoires que j'ap-

pelle T et qui correspondra à une solution instable, afîn que parT

passent deux surfaces asjmptotiques.

Soit Mo le point où cette trajectoire perce le demi-plan yo = O7

Ml, Mo, ... ses conséquents successifs {Jig. 7). Le point Mo
coïncidera avec son /m^^™® conséquent M^^-

Je joins le point M^ au centre de la circonférence Xi^b; le

rayon ainsi mené coupera la circonférence en un point M'^ très

voisin de M^. Les divers points M);, se succéderont sur la circon-

férence dans l'ordre circulaire 0.

H. P. - III. i3
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J'ai fait la figure en supposant, pour fixer les idées, m^ = 5,

/?2o=2. La trajectoire fermée T coupe le demi-plan aux cinq

points Mo, M,, Mo, M3, M4. Par cette trajectoire passent deux

surfaces asjmptotiques qui se coupent.

L'intersection de ces surfaces asjmptotiques avec le demi-plan

se composera de diverses courbes; nous aurons deux courbes se

coupant en Mo, deux en M,, deux en Mo, deux en M3, deux

en M/,. Toutes ces courbes sont représentées sur la figure.

Fig. 7.

Considérons en particulier les deux courbes qui passent en Mol

nous distinguerons quatre brandies de courbe, à savoir MqAq,

MoBo, MoPo, MoQo; les deux premières sont représentées en

trait plein, les deux dernières en trait pointillé^ la première et la

troisième, comme la deuxième et la quatrième sont dans le pro-

longement l'une de l'autre.

De même à chacun des points M aboutiront cjuatre branches

de courbe dont deux sont représentées en trait plein et deux en

trait pointillé et qui sont deux à deux dans le prolongement l'une

de l'autre.

Soit Ao un point de la branche MoBo; par Ao menons un

rajon allant au centre de la circonférence X\=^b et prolon-

geons ce rayon jusqu'en Bq à sa rencontre avec la courbe en trait
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plein M3B0. Comme u. est très petit et que toutes nos courbes

diffèrent très peu de la circonférence x^=ib, le segment AqBo

sera très petit.

Nous voyons alors que M, A,, MoAo, M3A3, M4A4, M0A5 sont

les conséquents successifs de MoAq; que M4B,, MqBo, M,B3,

MoB.,, M/^Bg sont ceux de M3B0 et enfin que A,B,, A2B2, . . .,

AgBj sont ceux de AqBo.

Les arcs AjB,, AoBo, ..., A3B5 ne sont plus rectllignes en

général, mais sont des arcs de courbe très petits.

La partie de la figure en trait plein reproduit alors les Jïg. 1

ou 2 du n° 308; et l'ensemble de nos courbes en trait plein

représente une courbe invariante K.

J'ai fait la figure dans la première hypothèse qui, comme nous

l'avons vu, doit être rejetée ainsi que la cinquième; d'après ce

que j'ai dit au n° 309, il en est de même de la deuxième.

Il faut examiner la quatrième avec plus de détail. Pour cela,

cherchons l'équation de nos surfaces asymptotiques. D'après ce

que nous avons vu au n° 207, cette équation peut s'obtenir de la

façon suivante :

On forme une fonction S qui est développable suivant les puis-

sances de y/ [A, de telle sorte que

v/[J!.Si-i-. . .+ [Ji^ S

Quant à S^, c'est une fonction périodique de période air par

rapport à jkI et 4"^ P^i' rapport à y\

.

Nous aurons ensuite

, _ c/S
, _ dS

(4) ^'="''dy;^"''dy::

L'équation (4) est l'équation de la surface asymptotique.

Si la série S était convergente, la périodicité des S^, entraî-

nerait cette conséquence que nos courbes devraient être fermées

et que les deux points Aq et Bq coïncideraient. Mais il n'en est

pas ainsi (c/. n° 225, et sqq.).

Que signifie alors l'équation (4)? l^i'e ne peut être vraie qu'au

point de vue formel j c'est-à-dire que si S^ est la somme des p -\- i
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premiers termes de la série S de telle façon que

_ p

-/; = So -V- /l-^ Si + . . . 4- [a 2 Sp,

l'équation

a bis) ^^^'"'^^"^^^

sera vraie aux quantités près de l'ordre i,». ^
.

Mais l'équation (4 bis) représente une surface fermée et p est

aussi grand que l'on veut.

Nous devons donc conclure que la distance AqBo est un infini-

ment petit d'ordre infini (c/. n"^ 225 et suivants). D'autre part,

la distance AqA^ (ou B0B3) est de l'ordre de y/[j. et est par con-

séquent infiniment petit d'ordre ^.

La distance AoBq est donc infiniment petite par rapport

à AqA], ce qui montre que la quatrième hypothèse doit être

rejetée.

La seule hypothèse possible est donc la troisième.

Donc les deux arcs Aq A5 et BqB;; se coupent.

Application au problème restreint.

313. Je vais appliquer les principes précédents au problème

du n° 9 et j'adopterai les notations de ce numéro; nous aurons

par conséquent les équations canoniques



THEORIE DES CONSEQUENTS. I97

les équations conserveront la forme canonique et deviendront

on aura d'ailleurs

d'où

ni

clxi _ d^' dyt d^'

dt dyt dt dxi'

Fn = Xi Xi

(Xx-^Xi)'^

4 ,

I

(.ri -H 373)3 a " (a?i+a72)-^ 2

Si nous supposons l'excentricité très petite, L et G différeront

très peu en valeur absolue; donc l'une des deux quantités x^ et x-2

est très petite.

J'observe de plus que les égalités

L = y/a, G = ya{i — e-)

montrent que G est toujours plus petit que L en valeur absolue.

Donc X\ et x-i sont essentiellement positifs.

Supposons X\ très petit, la fonction F' sera une fonction de a

et de l -\- g — t développable en outre suivant les puissances

de ecoso- et de esin^-. Ce sera donc aussi une fonction de x^

et de j'o développable en outre suivant les puissances de

v/a7i cos/i et s/x^ sinjKi.

Elle sera périodique de période 271 tant eny^ qu'en j/o-

Si, au contraire, c'est x^ qui est très petit, la fonction F' sera

une fonction de X\ et de j-,, développable en outre suivant les

puissances de

yx2 COSJK2 et /^2 sinjKî-

Mais nous supposons nos quatre variables x ei y liées par

l'équation des forces vives

F = G;

cette équation se réduit approximativement à

Fo = C.

Construisons la courbe Fq = G en prenant Xi et X2 comme les

coordonnées d'un point dans un plan.

L'équation peut s'écrire

{xi-\- x^y^id -\- xi— x^) = 4-
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Cette courbe a deux asymptotes

et elle est symétrique par rapport à la première de ces deux
asymptotes.

Mais il importe de remarquer que la seule partie de la courbe

qui nous soit utile est celle qui est située dans le premier qua-

drant

Suivant les valeurs de C, la courbe peut présenter une des

formes représentées par les deux figures suivantes :

Fis-. 8.

Les axes de coordonnées sont représentés en Irait mixte, les

asymptotes et les parties utiles de la courbe en trait plein, les

parties inutiles de la courbe en trait pointillé.

Nous supposerons que l'on donne à C une valeur telle que la

courbe présente la forme de la /ig. 9 et qu'elle comprenne deux

arcs utiles AB et CD. Nous n'envisagerons d'ailleurs que l'arc AB.

Remarquons que quand on parcourt cet arc AB, Xt décroît con-

stamment de OA à zéro, Xo croît constamment de zéro à OB et —
croît constamment de zéro à -f- co.

Si nous coDstruisons maintenant la courbe F = C en regardant

ji et y2 comme des constantes et ^, et X2 comme les coordon-
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nées d'an point dans un plan, la courbe différera peu de Fq = C
et pourra encore être représentée par \Q.Jîg. 9; elle aura un arc

utile AB et quand on parcourra cet arc le rapport — croîtra con-

stamment de zéro à + 00.

Fi g- 9-

On est ainsi conduit au mode de représentation géométrique

suivant : on représentera la situation du système par le point

dont les coordonnées rectangulaires sont

-/X2 C0SJK2 /a?2 sinj)^2

v/a72 -1- 4 a?i— 2 s/~xi /Xi cosj-ia?! cos_7"i \Jx%^ ^x^-

2 sjXx sinjKi

sjx=>_ 4- 4^1^ 2 y/rz"! cosjKi

Ces trois fonctions sont développables suivant les puissances

de y/^'i cosj/, et sjx^ ûx\y^^ si x^ est très petit, et suivant celles

de \Jx-i cosjj/o et \/^2 sinj^a? si x^ est très petit. Elles ne dépendent

que du rapport — •

A chaque système de valeurs de y, et de/K2 et à chaque point

de l'arc utile AB correspond ainsi un point de l'espace et un seul.

Le déterminant fonctionnel des trois coordonnées par rapport

''^ y^i y-i et au rapport 1/- conserve toujours le même signe.
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Nous pouvons donc appliquer les résultats du numéro précé-

dent à l'intérieur de tout domaine D où n-^ ne s'annule pas.

Or 112 s'annule pour X\-\~ x^.^ 2.

Mais si l'on a Xj + ^2 = 2, ;r< >> 0, a^o >> o, on aura évidemment

2 X-i Xi 2 Xn -\- Xi 3

(Xi-^X^y^ 2 (Xi-i-Xi)^ 2 4

Or, le premier membre de cette égalité est Fq, et en construisant

la courbe Fq = C, nous avons supposé que nous nous trouvions

dans le cas de la /ïg. 9; or le cas de \a fïg. 9 suppose

Comme Fq diffère très peu de F et par conséquent de C, nous ne

pourrons avoir à la fois

4 4

(à moins que C ne soit très voisin de sa limite -? ce que nous ne

supposerons pas

On n'aura donc pas, dans les conditions où nous nous sommes

placés, no = o.

Ainsi les résultats du numéro précédent sont applicables et si

l'on construit les surfaces asymptotiques et (|ue l'on envisage

l'intersection de ces surfaces avec le demi-plan j^o = o, les deux

arcs analogues à ceux que nous avons appelés plus haut AqA;;

et B0B5 se couperont.

J'ajouterai encore un mot :

Les coordonnées du troisième corps par rapport au grand et

au petit axe de l'ellipse qu'il décrit sont, d'après une formule

bien connue,
L2(cosZ +... . ),

LG(sin/ +...).

On voit ainsi que, quand G change de signe, la seconde d^e ces

coordonnées change de signe.

Il en résulte que la planète troublée circule dans le même sens

que la planète troublante si G est positif et en sens contraire si G
est négatif.
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CHAPITRE XXVIII.

SOLUTIONS PÉRIODIQUES DU DEUXIÈME GENRE.

31-4. Considérons un système d'équations

(i)
'di

^^' (f = i, 2, ..., ri),

OÙ les Xi sont des fonctions de .^i, Xo, . . ., x,i, et de t, pério-

diques de période T par rapport à t.

Soit

(2) Xi=(t:i{t)

une solution périodique de période T des équations (i).

Nous allons chercher si les équations (1) admettent d'autres

solutions périodiques, très voisines de (2) et dont la période soit

multiple de T.

Ces solutions, si elles existent, s'appelleront solutions pério-

diques du deuxième genre.

Considérons une solution des équations (i), très voisine de (:>,).

Soit

la valeur de xi pour ^ == o et

la valeur de Xi pour t = A^ï (A- étant un entier).

Les ^j et les ^\i dont la définition est ainsi la même qu'au Cha-

pitre ni seront très petits et l'on verrait comme au Chapitre III

que les '| sont des fonctions des [3, développables suivant les puis-

sances croissantes des [i.

Pour que la solution soit périodique de période AT, il faut et

H. P. -ni. i4
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il suffît que

(3) 4^1= (1/2 = ...= 4^,j = o.

Les Oi{t) étant des fonctions périodiques, les t|^ s'annulent avec

les [3.

Nous supposerons que les fonctions X^- qui figurent dans les

équations ( i ) dépendent d'un certain paramètre |jl. Alors, les fonc-

tions ^i{t) dépendront non seulement de t, mais de jjl; par rap-

port à f, elles seront périodiques de période T, T étant une con-

stante indépendante de |j..

Dans ces conditions, les fonctions <]>, dont la définition reste la

même, dépendront non seulement des p, mais de [j.. Si nous

regardons

comme les coordonnées d'un point dans Tespace k n -\- i dimen-

sions, les équations (3) représentent une courbe dans cet espace.

A chaque point de cette courbe correspondra une solution pério-

dique, de période AT.

Comme les <ii s'annulent tous, quand les [îi s'annulent tous à la

fois, cette courbe comprendra la droite

(4) pi= p2 = ...= p„, = o.

Aux différents points de cette droite correspondra la solu-

tion (2) qui, étant une solution périodique de période T, est, par

cela même, une solution périodique de période kT.

Mais nous devons nous demander s'il existe d'autres solutions

périodiques, voisines de la première, ou, en d'autres termes, si la

courbe (3) comprend, outre la droite (4), d'autres branches de

courbe s'approchant très près de la droite (4)-

En d'autres termes, y a-t-il des points de la droite (4) par où

passent des brandies de la courbe (3) autres que cette droite?

Soit

Pi= P2 =•• •= p/J = o, I-i = (J-o

un point P de la droite (4)-

Pour que par le point P passent plusieurs branches de courbe,

il faut qu'en ce point P le déterminant fonctionnel, ou jaco-

hien, des d», par rapport aux [3^ s'annule.
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Celte condition n'est d'ailleurs pas suffisante, comme nous le

verrons plus loin, pour que par le point P passent plusieurs

branches de courbe réelles.

Formons le déterminant des (L par rapport aux [5, ajoutons — S

à tous les termes de la diagonale principale et égalons à zéro le

déterminant ainsi obtenu. Nous obtiendrons ainsi l'équation

connue sous le nom à''équation en S.

Les racines de cette équation {Cf. n° 60) sont

a étant l'un des exposants caractéristiques des équations (i).

Pour que le déterminant fonctionnel soit nul il faut et il suffit

qu'une des racines soit nulle; on doit donc avoir

ce qui veut dire que kaT soit un multiple de 2 i7t.

Donc, pour que par le point P passent plusieurs branches de

courbe, il faut que Vun des exposants caractéristiques soit

multiple de ^^yy
•

315. Cette condition n'est pas suffisante et une discussion plus

complète est nécessaire.

Posons

et cherchons à développer les
fj

suivant les puissances entières ou

fractionnaires de \.

Nous supposons que le jacobien des 'i;, par rapport aux j3, est

nul ; ce jacobien s'annule pour \ = o, mais ne sera pas en général

identiquement nul; il faudrait pour cela que l'un des exposants

caractéristiques fût constant, indépendant de [j. et égal à un mul-

tiple de --pp--

Nous supposerons donc que le jacobien s'annule pour X = o,

mais que sa dérivée, par rapport à X, ne s'annule pas.

De même, nous supposerons d'abord que les mineurs du pre-

mier ordre de ce jacobien ne s'annulent pas tous à la fois.

Dans ce cas, en vertu du théorème du n° 30, de n — i des
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équations (3) on pourra tirer ii — i des quantités [3 en séries

développées suivant les puissances entières de ). et de la /i^*"'"""

quantité p, par exemple de [i«.

Dans la /î""™*^ équation (3), substituons les valeurs de

Pi, h, ..-, P,t-i,

ainsi trouvées. Le premier membre de celte /i"^™^ équation se

trouvera ainsi développé suivant les puissances de X et de (^„; écri-

vons-la sous la forme

J'observe d'abord que doit être divisible par ^a-, car la

droite (4) doit faire partie de la courbe (3).

D'autre part, la dérivée de par i^apport à ^a doit s'annuler

pour X = o, puisque le jacobien s'annule. Pour X = o, % ne con-

tient donc pas de terme du premier degré; supposons qu'il ne

contienne pas non plus de termes du deuxième, . . . , du jo — i

""'""

degré, mais qu'il contienne un terme de degré/?.

Enfin, comme la dérivée du jacobien par rapport à X ne s'annule

pas, nous aurons un terme en X[3,,.

Je puis donc écrire

= AX13„+Bji;:-i-G,

C étant un ensemble de termes contenant en facteur p^"*"*, ^^1^,%

ou y^^ '^n ; et A et B étant des coefficients constants qui ne sont pas

nuls.

On voit qu'on peut tirer de là [3„ en série procédant suivant les

\__

puissances de Tv'" ' et la question est de savoir si cette série est

réelle.

Si/» est pair, ou si,/? étant impair, A et B sont de signes con-

traires, la série est réelle et il existe des solutions périodiques du

deuxième genre.

Si/? est impair et si A et B sont de signes contraires, la série

est imaginaire et il n'y a pas de soUition périodique du deuxième

genre.

Je suppose maintenant que non seulement le jacobien s'annule

pour ). ^o, mais qu'il en soit de même de tous ses mineurs du

premier, du second, etc., du p — i
''''"'' ordre. Je suppose
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toutefois que les mineurs du y;'^'™" ordre ne sont pas tous nuls à

la fois.

Dans ces conditions, d'après le n'^ 57, il y aura non pas un,

, . . . 1 . , , 2 iV
mais/» exposants caractéristiques qui seront multiples de -pfi-'

De n —p des équations (3), on pourra alors tirer n — p des

quantités ^ sous la forme de séries développées suivant les puis-

sances de "k et des/) dernières quantités [3.

Pour abréger le langage, je dirai les [5' pour désigner les n —p
premières quantités (3, et les P" pour désigner les p dernières

quantités [3. Nous aurons donc les [5' développées suivant les puis-

sances de 7. et des ^".

Substituons ces développements à la place des [S' dans les p
dernières équations (3), nous obtiendrons p équations

(5) 01=0,=...= 6/;= o,

dont les premiers membres seront développables suivant les puis-

sances de "k et des (S".

Le jacobien et ses mineurs des p — i premiers ordres étant

nuls, ces premiers membres ne contiendront pas de termes du

premier degré en [3" indépendants de \. Il faut voir maintenant si

les premiers membres des équations (5) contiendront des termes

du premier degré par rapport aux [3" et en même temps du pre-

mier degré par rapport à À.

Soit ^i l'ensemble des termes de 0/ qui sont du premier degré

par rapport aux ^"; il est clair que 9/ pourra se développer sui-

vant les puissances de \', soit

ce développement; les 8[^' seront des polynômes homogènes du

premier degré par rapport aux ^"

.

D'après ce qui précède, 0" sera identiquement nul; mais il faut

voir s'il n'en est pas de même de 9^'

.

Le jacobien des '\i par rapport aux |3 est égal à

n(i — fM'T

le produit indiqué par le signe II s'étendant à n facteurs corres-

pondant aux n exposants caractéristiques a.
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Soient a, , ao, . . . , o.,i ces n exposants et soit

(p(a) = (,_eA-aT).

le jacobien sera égal au produit

o(ai)œ(o:2) .. .cf(a„).

Pour 1 = 0, le jacobien s'annule ainsi que ses mineurs des

p — I premiers ordres; il en résulte que /> des exposants sont

multiples de-pp' Donc,yO des facteurs cp(a) s'annulent pour )v = o

et sont, par conséquent, divisibles par ).. Le produit, c'est-à-dire

le jacobien sera donc divisible par \p .

Nous supposerons que pour }v = o, aucun des -^ ne s'annule;

c'est ce que nous avions déjà supposé plus haut. Dans ces condi-

tions aucun des ^{^'^•) n'est divisible par 1-. Donc le produit n'est

pas divisible par \P'^^ .

Ainsi, le jacobien est divisible par \p
^ mais pas par )v/'+'.

Jl résulte de là que le déterminant des 6j est différent de zéro,

et par conséquent qu'aucun des 9j ne s'annule identiquement.

Le cas le plus simple est celui où, pour À = 0, les termes du

deuxième degré ne disparaissent pas dans les 0/ et où ces termes

du deuxième degré ne peuvent pas s'annuler à la fois, à moins

que tous les [5" ne s'annulent à la fois.

Soit alors 't\i l'ensemble des termes du deuxième degré de 0/

pour X = o.

Il suffira alors d'envisager les équations algébriques

T^/ + xe] =0,

dont les premiers membres sont des polynômes homogènes du

deuxième degré par rapport à \ et aux [5".

Si ces équations admettent des solutions réelles, nous aurons

des solutions périodiques du deuxième genre.

Je ne développerai pas la discussion dans les autres cas, me
réservant de la faire complètement en ce qui concerne les équa-

tions de la Dynamique.
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Cas OÙ le temps n'entre pas explicitement.

316. Supposons que les fonctions Xi qui figurent dans les

équations (i) ne dépendent pas du temps t.

Dans ce cas, comme nous l'avons vu au n° 61, l'un des expo-

sants caractéristiques est toujours nul.

D'autre part, si

est une solution périodique de période T, il en est de même de

a^i = ^i{t-r- h)

quelle que soit la constante h.

Dans Je numéro précédent, nous supposions qu'iJ y avait, quel

que soit pi, une solution périodique

et la période ne pouvait être que T, puisque les X/ étaient des

fonctions périodiques de t, de période T.

La période était donc indépendante de [j..

Il n'en est plus de même ici. Nous supposerons toujours que,

quel que soit [t., les équations (i) admettent une solution pério-

dique

Mais la période dépendra de ^ en général. J'appellerai ï la

période, et Tq la valeur de T pour u = p-o, c'est-à-dire pour )^ = o.

Nous modifierons alors un peu la définition des quantités (3 et ^î;.

Nous désignerons toujours par <fi{o') + (3^ la valeur de Xi pour

^ = o; mais nous représenterons par cpi;(o) -f- [3/-h (i/^- la valeur

de Xi pour t = k (T -h t) (et non pour t = /cT).

Alors, les >\ii seront des fonctions des n -f- 2 variables

Si l'on continue à regarder les [3 et), comme les coordonnées

d'un point dans l'espace à /^ + i dimensions, les équations

(3) <j^; = o

représenteront alors non plus une courbe, mais une surface
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puisque nous pouvons faire varier indépendamment et d'une

manière continue les deux paramètres t et )..

Mais il importe de remarquer que sur cette surface sont tracées

des courbes dont les divers points correspondent à des solutions

périodiques qui ne peuvent pas être regardées comme essentielle-

ment distinctes.

Si, en effet,

est une solution périodique, il en sera de même de

quelle que soit la constante /i, et cette nouvelle solution ne sera

pas réellement distincte de la première.

A la première correspond le point

?/^//(o)-o/(o),

et à la seconde le point

P,=/,(/u-cp,(o).

Quand on fait varier h d'une manière continue, le second point

décrit une courbe dont les divers points ne correspondent pas

ainsi à des solutions réellement distinctes.

En particulier, envisageons la solution

A cette solution correspondra le point

qui appartient à la droite (4)-

A la solution

^i= ^iii-^ h),

qui n'est pas réellement distincte de la première, correspondra

le point

(4 f^is) p,-= Oi{h) -cp;(o),

qui appartient à une certaine surface (4 bis) faisant partie de la

surface (3).

Il s'agit de savoir si la surface (3) contient des nappes autres

que (4 bis) et s'approchant très près de (4 bis); c'est-à-dire s'il
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y a sur la surface (4 bis) des points par où passent d'autres nappes

(le la surface (3) que la surface (4 bis) elle-même.

JNous pourrons, sans restreindre la généralité, supposer ^,1=0

(ou nous imposer une autre relation arbitraire entre les ^).

En effet, les solutions

Xi=fi{t), Xi=fi{t-\-h)

ne sont pas réellement distinctes et il suffira d'envisager l'une

d'elles.

Nous pouvons donc choisir arbitrairement la constante h\ et

nous pouvons le faire, par exemple, de telle façon que

/i(/0 = '-?.(o),

d'où

Pi -G.
C. Q. F. D.

Si nous nous imposons cette condition [îi,^o, les deux sur-

faces (3) et (4 bis) se réduisent à des courbes et, en particulier,

la surface (4 bis) se réduit à la droite (4).

Nous sommes amenés de nouveau à rechercher si par un point

de la droite (4) passe une autre branche de la courbe (3).

Pour cela, combinons l'équation [3, -^ o avec les équations (3);

ces équations représenteront la courbe (3) ou une courbe dont la

courbe (3) n'est qu'une partie. Pour que cette courbe, dans le

domaine considéré, ne se réduise pas à la droite (4); il faiit que

le jacobien de -!/,, 'I/o, . . ., 'ij,,-, |^i par rapport à [B,; ^31 •
-, '^n-,

'^

et celui de J/,
, ^21 • ^ 4*" P^'^

rapport à [Bo, [^3. . . .
, [3„, t soit nul

pour \^o.
Comme rien ne distingue [5, des autres (S, les jacobiens des di

par rapport à t et à /^ — i quelconques des [5 devront s'annuler

tous. C'est-à-dire que tous les déterminants contenus dans la

matrice des n"' 38 et 63 doivent s'annuler à la fois. En raison-

nant comme au 11° 63, on verrait que l'équation en S doit avoir

deux racines nulles.

Il en résulte que deux des exposants caractéristiques devront

être multiples de ^4^- Cela est déjà vrai de l'un d'entre eux qui

est nul. Un second exposant devra être multiple de j-^-

Si cette condition est remplie, nous formerons un système de
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71+ I équations comprenant les équations (3) et [i, = o. Nous en

tirerons t et les ^ en séries dévelojDpées suivant les puissances

entières et fractionnaires de \.

Si les séries sont réelles, il y aura des solutions périodiques du

deuxième genre; si les séries sont imaginaires, il n'y en aura pas.

Je ne développerai pas la discussion.

317. Supposons maintenant que les équations

où le temps entre explicitement, admettent une intégrale uniforme

F = G,

de telle façon que l'on ait

y f^ X, = o
.^d dxi

Nous avons vu au n° 64 que dans ce cas le jacobien des h par

rapport aux [i s'annule et que l'un des exposants caractéristiques

est nul.

Les équations

(3) (!;i
= 4/2 =. ..= 4;„ = o

ne sont pas alors distinctes puisqu'on a identiquement

Elles ne représentent donc pas une courbe, mais une surface.

Mais dans ce cas, d'après les principes du Chapitre III, nous

avons une double infinité de solutions périodiques de période T

Xi = tKO)

puisqu'il y en a une qui correspond à chaque valeur du para-

mètre [j. = jjioH- ^ et à chaque valeur de la constante C.

Nous conviendrons de donner à la constanle G une valeur

déterminée Cq et nous n'aurons plus qu'une simple infinité de

solutions périodiques de période T

Xi = T'(0,

chacune d'elles correspondant à une valeur de \.
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Les équations (3) n'étant pas distinctes peuvent être rempla-

cées par Ti — I d'entre elles, par exemple par

Considérons alors le système

{Zbis) .];i
= ^2 =-•••= J^«-i = o, F[cp,'(o)+ j3,-] = Co.

Les équations (3 bis) représentent non plus une surface mais

une courbe dont fait partie la droite

(4) p.- = o.

Pour que par un point de la droite (4) passe une autre branche

de courbe, il faut que le jacobien de

4^1, '^2, •- ^n-U F»

par rapport aux [3, s'annule.

Cette condition peut encore se mettre sous une autre forme.

Supposons que nous résolvions l'équation

par rapport à Xu et que cette résolution donne

Xn= ^{Xi, X^, . . ., Xn-i).

Substituons Q à la place de Xn dans X/, et soitX^- le résultat de

cette substitution.

Les équations (i) se trouveront ainsi remplacées par les sui-

vantes

{ibis) -^=X;- {i=i, 1, ..., ri — i).

Ces équations (i bis) admettront pour solution périodique

Xi= (Ifiit).

Les exposants caractéristiques de cette solution périodique,

considérée comme appartenant aux équations (i bis), seront au

nombre de n — i . Soient a< , a2, . . . , a«_, ces n — i exposants. Ce

seront les mêmes que ceux de cette solution périodique .r,- =^ ^i{^)i

considérée comme appartenant aux équations (i) en suj)primant

celui des n exposants qui est égal à zéro.
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Pour que dans le voisinage d'un point de la droite (4), les

équations (i) admettent des solutions périodiques du second

genre, il faut et il suffît que les équations (i bis) en admettent,

c'est-à-dire qu'en un point de la droite (4) l'un des ti — i expo-

sants caractéristiques a,, ao, . . ., a„_, soit multiple de -pfr'

Ainsi, la condition énoncée plus haut que le jacobien de 'j*,,

'i/o, . . . , J/«_i , F est nul est susceptible d'un énoncé tout différent.

Pour qu'elle soit remplie, il faut que deux, des exposants soient

multiples de-p^; cela est toujours vrai d'un d'entre eux qui est

nul; cela doit être vrai d'un second exposant.

Supposons .cette condition remplie. Des équations (3 bis) nous

tirerons les [i en séries ordonnées suivant les puissances entières

et fractionnaires de \. Je ne ferai pas la discussion pour savoir si

ces séries sont réelles.

318. Supposons maintenant que les X/ ne dépendent pas

explicitement du temps, et que les équations (i) admettent une

intégrale

F = G.

Dans ce cas, d'après le n° 66, deux des exposants caractéris-

tiques sont nuls. Si, pour un système de valeurs de [ji et de C, les

équations admettent une solution périodique, elles en admettront

encore pour les valeurs voisines de sorte que nous aurons une

double infinité de solutions périodiques

dépendant des deux paramètres [i et C. La période T ne sera pas

constante, ce sera une fonction de p. et de C.

Donnons alors à C une valeur déterminée Cq et soient encore

les valeurs de xi pour t = o, et pour t = k (T -+- 1)

.

Aux équations

(3) (|;i
= 4;2 = . . . =4^„ r^ O

nous adjoindrons d'abord l'équation F = Co et ensuite une i^ela-

tion arbitraire entre les [i, par exemple [3, = o.
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Nous pouvons en effet, sans restreindre la généralité, et pour

la même liaison qu'au n° 316, supposer p, = o.

Nous obtiendrons ainsi le système

(3 ter) 4;, = o, F = Co, 13, = o.

ï

Ces équations représentent une courbe; en effet, le nombre

des équations est égal à /z -f- 2; mais les n équations (3) ne sont

pas distinctes et peuvent être remplacées par n — 1 d'entre elles

et cela pour la même raison qu'au numéro précédent. Le sys-

tème (3 ter) se réduit ainsi k n -+- \ équations. Le nombre des

variables est /i -i- 2, à savoir

Cette courbe (3 ter) comprend la droite

(4) P/ = o.

Soit Pi = o, [Ji =: [j-o un point de cette droite. Pour que, par ce

point, passe une autre branche de courbe, il faut que le jacobien

des premiers membres des équations (3 ter) soit nul, ou, ce qui

revient au même, que le jacobien de /i — i des J; et de F par rap-

port à (âo, [^3, . . ., ^,1 et •t soit nul, ou enfin, puisque rien ne

distingue |3i des autres [j, que les jacobiens de F et de n — i

quelconques des 'l par rapport à -ï et k n— i quelconques des [i

soient tous nuls.

Celte condition est susceptible d'un autre énoncé.

Comme dans le numéro précédent, de l'équation F = Co nous

tirerons

i),

et nous obtiendrons les équations

(i bis)
dt

= X'- (i = i, 2, . .., n — i).

Il faut alors, d'après le n" 316, que des n — i exposants carac-

téristiques [si la solution périodique est regardée comme appar-

tenant aux équations (i bis)^, un soit nul et un autre multiple

de -t^tft; ou, ce qui revient au même, que des n exposants carac-

téristiques [si la solution périodique est regardée comme appar-
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tenant aux équations (i)], deux soient nuls et un troisième mul-

tiple de -TTp •

Supposons cette condition remplie*, on tirera de (3 ter) les [i

et T en séries ordonnées suivant les puissances entières ou frac-

tionnaires de ).
;
je m'abstiendrai encore ici de la discussion.

Application aux équations de la Dynamique.

319. Je voudrais faire une discussion plus complète de ce qui

concerne les équations de la Dynamique; mais pour cela, j'ai

besoin d'abord de démontrer une importante propriété de ces

équations.

Soient ^i et 'r\i les valeurs de Xi et jk/ pour ^ = o; soient X/

et Y/ les valeurs de Xi elyi pour t =-T. Nous savons que

//S dxi dyt

est un invariant intégral; on aura donc

//L{d-y^idXi—d\id-r^i)^-o,

l'intégrale double étant étendue à une aire quelconque A.

Gela peut s'écrire

J^ÇLidXi - XidY.i~\idr,i -H r,id\i) --= o,

l'intégrale simple étant étendue au contour de l'aire A, c'est-

à-dire à un contour fermé quelconque.

En d'autres termes, l'expression

^{^id\i—\id^i-\ld-c^i-^- -radh)

est une différentielle exacte.

Il en résulte que

est aussi une diflerentielle exacte.

320. Si l'on fait varier T, il est clair que S sera fonction de T.
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Calculons la dérivée de S par rapport à T, à l'aide des équations

11 vient

dS
dT

dXi _ dF_ dYj _ dF
dT ~ dT/ lïf ~ ~"dXi

ou bien

OIT, en intégrant par parties,

OU enfin

= aF — Z (X— ^) ^^ -t- (Y — -^) ^ -+- fonction arbitraire de T.
dS^

dT

Nous prendrons la fonction arbitraire de T égale à une con-

stante — aC et nous aurons

dT ^ '

'^. ,^^F ^^ ^^Fl

Pour T = o, on a t/S = o et par conséquent

S — const.

Nous prendrons cette constante nulle de sorte que S s'annulera

identiquement pourT"-o; la fonction S est ainsi entièrement

déterminée.

321. Cherchons les maxima et les minima de la fonction S.

Considérons d'abord T comme une constante. Pour que la fonc-

tion S présente un maximum ou un minimum, il faut, à supposer

que cette fonction S puisse être regardée comme fonction

uniforme des variables X,-}-^j et Y^-h'/ii dans Le domaine

considéré, il faut, dis-je, que ses dérivées par rapport à ces
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variables soient nulles, c'est-à-dire que l'on ait

La solution correspondante est donc une solution pério-

dique de période T et cette période ï est ici une des données de

la question.

Ne regardons plus T comme une donnée; pour que S présente

un maximum ou un minimum, il faudra que l'on ait d'abord

Xj = ^/, Y£=r,i,

et, de plus,
dS

Mais si X = ^, Y = yi, il reste

g = .(F-GX

d'où
F = C.

La solution correspondante sera encore une solution périodique

de période T.

Mais la période T ne sera plus une donnée de la question ; ce

qui sera une donnée, c'est la constante des forces vives C qui

n'intervenait pas dans le cas précédent.

Les deux manières de rechercher les maxima de S se rattachent

aux deux manières d'entendre le principe de moindre action, celle

de Hamilton, et celle de Maupertuis. On le comprendra mieux

après avoir lu le Chapitre suivant.

322. On peut aussi modifier de la façon suivante la définition

de la fonction S.

Dans un grand nombre d'applications, F est une fonction pério-

dique de période 2 7t par rapport aux yi. Dans ce cas, une solu-

tion peut encore être regardée comme périodique, quand Xi= ^/

et que Y/— ru est multiple de 27c.

Alors il est clair que si nous posons

OÙ nii, mo, . . ., m,i sont des entiers quelconques, l'expression dS

sera encore une diflerentielle exacte.
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On trouvera d'ailleurs

Nous prendrons

^ = .(F-C,-4(X-0:S.-(V-,-.,«.)g].

Pour T = o, on a

Nous prendrons

dS = S4'«jTt; d^i

S = ^T.I.mi^i,

ce qui achève de déterminer la fonction S.

Les maxima et minima de S, en supposant T donné, s'obtien-

dront en égalant à zéro ses dérivées, ce qui donne

X; = ^/, Y,- = Tj j + 2 mi T.

.

La solution correspondante est encore une solution périodique

puisque Y/— -ru est un multiple de air. La période T est donnée.

Si T n'est pas donné, il faut d'abord que

X/ = ^i, Y/ = y; i -h 1 nii TU

et, de plus, que

d'où

F = G.

323. Il faut maintenant que nous apprenions à discerner les

véritables maxima et les véritables minima de S; en effet, nous

avons seulement jusqu'ici cherché la condition pour que les déri-

vées premières de S soient nulles; mais on sait que cette condi-

tion n'est pas suffisante pour qu'il y ait un maximum; il faut

encore que les dérivées secondes satisfassent à certaines inéga-

lités.

Supposons-nous d'abord placés dans les conditions du n° 319
et regardons T comme donné.

Soit

IL P. - III. x5
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une solution périodique de période T, de lelle sorte que

cp,(o) = ç.,-(T), cpHo) = cp',(T).

A cette solution pourra correspondre un maximum ou un mi-

nimum de la fonction S.

Soient

Xi=Oi{t)-+- x'i, Yi = o'i(t)-+- y'I

deux solutions très peu différentes de cette solution périodique.

Je supposerai que x\^ y^-, x"-^ y"- soient assez petits pour qu'on

puisse en négliger les carrés et qu'on puisse regarder ces quan-

tités comme satisfaisant aux équations aux variations {Cf. Cha-

pitre IV).

Soient ^^- et rj^- les valeurs de x'^^ et y\ pour ^ =o; X^- et Y^- les

valeurs de x'^ et y'^ pour t = T.

Pour savoir si S a un maximum ou un minimum, il suffît d'étu-

dier l'ensemble des termes du second degré dans le développement

de S suivant les puissances des ^'^ et des V]'^.

Or il est aisé de reconnaître que cet ensemble de termes se

réduit à

Etudions l'expression

(i) ^{^"i/i—yi^'i)-

D'après le n° 56, cette expression doit se réduire aune constante.

Quelle est la forme de la solution générale des équations aux

variations.

S'il y a ;i degrés de liberté, nous aurons n — i solutions parti-

culières de la forme

x'i= e^kt^;,j{t), j;-= e«^'0),.,-(O-

Les y.k sont les exposants caractéristiques et les 9 sont des fonc-

tions périodiques de période T.

Nous aurons n — i autres solutions de la forme

x'i= e-^ktblj{t), yi=e-'^kt%lj{t)

correspondant aux exposants — a^ qui sont égaux et de signe

contraire aux n — i exposants a^.
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Nous aurons la solution évidente

' _ ^Il^i ' — ^1
""^ - dt ' ^'' ~ dt

et enfin la 2/?^*-'™^ solution particulière sera

Donc, la solution générale pourra s'écrire

x'i= SA/,e='^'6/,.,-(0-+-SB/,e-a^'6;;;..,-(0-f-C -^ -^ D (t -^j ^

y,= sA/,e'A^6'/,.,(«)+ ^B;,e-«i^e;;.,-(o+ c ^ + d' (^^ ^

les A, B, C, D étant des constantes d'intégration.

On aura de même,

x}=^A',,e^i^Q,j{t)-i-^B';,e-^ktr;,j{t)-^C' 'hi ^ n' (f 'Ili ^

avec une formule analogue pour jk,'.

Les A', B', C, D' sont de nouvelles constantes.

Substituons ces valeurs dans l'expression (i); cette expression

deviendra une forme bilinéaire par rapport aux deux séries de

constantes
A, B, C, D,

A', B', C, D'.

Cette forme devant s'annuler identiquement pour

A/, = A'/„ B/, = B},, G = C, D = D'

sera une forme linéaire par rapport aux déterminants contenus

dans la matrice

Al B, A, B, ... A„_i B„_i C D
||

a; b; A'2 b; ... a;,_i b'„^, c d'
If

Les coefficients de cette forme linéaire devront être des con-

stantes puisque l'expression (i) doit se réduire à une constante.

En général, aucun des exposants caractéristiques ne sera nul et

deux de ces exposants ne seront pas égaux entre eux.

Il résulte de là que nous ne devons pas avoir de terme conte-
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liant run des déterminants

kk k'j- A y A )„ A/, Wj- By A
),

, B/, B;- By B '/.

,

A/,C— GA;„ A/, D'— DA'/„ B/,C'— CB;.,, B/, D' - DB'^.,

car le coefficient de ce terme devrait contenir en facteur l'une des

exponentielles
e(ai.+ay);^ e(oik-cij)t^ g-la^+dj) t

^
g±akt

et ne pourrait se réduire à une constante.

Les seuls déterminants qui puissent entrer dans notre forme

sont donc
A/, B'a-— B/, A'/„ CD'— DC,

de sorte que je puis écrire

(2) :^(cc"iy~yix"i) = ::m,o(A/,b),- B/,A;,) +- N(GD'- dc),

les M^ et N étant des constantes.

Je dis que Mk ne peut être nul; sans quoi l'expression (i) ne

dépendrait pas des constantes Aa, A)^, B^, B^; si alors nous sup-

posions que toutes les constantes A' et B', C et D' sont nulles à

l'exception des deux constantes A^ et B^ auxquelles nous attri-

buerions des valeurs données, différentes de zéro, on aurait une

relation

qui serait linéaire par rapport aux inconnues a:'^ et y'^ et où les

coefficients x"- et y"- seraient des fonctions données du temps,

différentes de zéro. Une pareille relation ne peut exister puisque

les 2/1 variables x'- et y'^ sont indépendantes. Donc Ma ne peut

être nul.

Si nous changeons t en t -^ T, nous obtiendrons de nouvelles

solutions des équations aux variations et ces solutions nouvelles

s'obtiendront en changeant les constantes

A/,, B/,, C, D
en

A/,e«^T^ B/,e-'^k-r, G + DT, D.

Pour avoir

il suffira donc de faire dans l'expression (i),

A;^^ A/^-c'-'aT^ b'/,= B/,e-'AT, C'= C -^ DT, D'= D,
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d'où

(3) :S(X',-r,;-- Yi^'O = SM/,(e-«iT_ ea.T)A;,B/,- 1\TD^

324. Pour discuter l'équalion (3), il faut distinguer plusieurs

cas :

1° Les exposants riz 'j-h sont réels; les fonctions

9^./, o;^.^ o:^.,, 01,

sont alors aussi réelles.

2" Les exposants ±: a^ sont purement imaginaires et le carré a'^.

est réel négatif.

Alors les fonctions ^h.i et O'^^-, ^,^i
et 8^'^- sont imaginaires con-

juguées.

3° Les exposants ± a^j sont complexes. Alors nous aurons,

parmi les exposants caractéristiques, les exposants dz ay c[ui

seront imaginaires conjugués des exposants d= a;;-, et

^j-i^ ^'j.U 6}./, ^"j.i

seront imaginaires conjugués de

^k.i, ^'l:U ôl.n 61/-

Supposons maintenant les x\ et les y\ réels. Pour le calcul des

constantes A, B, C, D, nous aurons in équations que l'on

obtiendra en faisant dans l'équation qui donne x\^ par exemple,

; = o, i = T, ? = -2T, ..., ^ = (2rt — i)T.

Ces 111 équations sont linéaires par rapport aux m inconnues IS
,

B, C, D. Les seconds membres sont réels et les coefficients sont

réels ou imaginaires conjugués deux à deux.

Quand on change y — i en — \/— i :

i" Kji et B/f ne changent pas quand a/f est réel;

2" Kk et B/f se permutent quand a/f est purement imaginaire;

3" A/f et B/f se changent en hj et By c[uand a/f est complexe et

imaginaire conjugué de ay.

Donc :

1° A/f et B/f sont réels quand a/^ est réel;

2" A/f et Ba sont imaginaires conjugués quand a/f est purement

imaginaire ;
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3° Aa- et Ay, B/f et By sont imaginaires conjugués quand a/f est

complexe et imaginaire conjugué de aj.

Enfin C et D sont réels.

Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes pour que x'- et j''- soient

réelles.

Donnons aux constantes A^, B^, C, D, de même qu'aux con-

stantes A/^, B^., G', D' des valeurs satisfaisant à ces conditions.

Alors le second membre de (2) devra être réel; et pour qu'il en

soit ainsi il faut :

i" Que Ma- soit réel si a^ est réel;

2" Que Ma soit purement imaginaire si a-A est purement imagi-

naire
;

3° Que Ma et My soient imaginaires conjugués si a^ et ay sont

complexes et imaginaires conjugués.

La forme (3) contient un terme

M/,(e-='/.T— e'AT)A/,B/,.

et ne contient pas d'autre terme dépendant de Aa ou Ba-

' Si l'exposant aA est réel, la présence d'un terme en AaBa suffit

pour que la forme quadratique (3) ne puisse être définie.

Si donc un seul des exposants aA est réel, la fonction S ne peut

présenter ni maximum ni minimum.

Supposons maintenant que deux exposants aA et aj soient com-

plexes et iinaginaires conjugués.

Annulons toutes les constantes sauf

A/,, Ba, Ay, By,

la forme (3) se réduit à

I\I/,(e-aiT _ gaiT^ X/, B/, -^ Mj (
e-a/T - e«/T) Ay By.

Ces deux termes sont imaginaires conjugués, de sorte que la

forme (3) est réelle.

Supposons que Aa ne change pas et que Ba change de signe;

Ay qui est imaginaire conjugué de Aa ne changera pas non plus,

et By qui est imaginaire conjugué de Ba se changera en — By.

Donc, la forme (3) changera de signe; elle ne peut donc être

définie.

Si donc un seul des exposants aA est complexe, la fonction S

ne peut avoir ni maximum ni minimum.



SOLUTIONS PERIODIQUES DU DEUXIEME GENRE. 22i

Supposons maintenant que a^v soit purement imaginaire. Alors

Aa- et B/t sont imaginaires conjugués et le produit A^B/c est Ja

somme de deux carrés.

Pour que S ait un maximum, il faut et il suffit que toutes les

quantités
M^. . a/,T

sin - — NI

soient négatives; pour que S ait un minimum, il faut et il suffit

que toutes ces quantités soient positives.

Il importe de remarcpier que toutes ces quantités sont réelles;

car et - sont réels.
/— I /— I

32o. Comment ces résultats sont-ils modifiés si l'on suppose

que la constante des forces vives est regardée comme une des

données de la question. On a alors identiquement

2/d¥ , cl¥ ,\

ou 1 on suppose que dans -j- et -j-i ^i et yi ont ete remplaces par

les fonctions périodiques 0((^) et '^'i{t).

Et, en eff'et, la valeur constante de la fonction F doit être la

même pour la solution périodique

et pour la solution infiniment voisine

Cette relation est une équation linéaire entre les constantes

A A-, B/,, G, D

et les coefficients doivent être indépendants de t.

Il résulte de là que A/t et B/^ ne doivent pas figurer dans la rela-

tion, puisque ces constantes sont toujours multipliées par 6^"*=^

et que cette exponentielle ne pourrait disparaître.

De plus, C n'y figure [las non plus puisque la solution
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OÙ G est une constante très petite, se déduit de la solution pério-

dique en donnant au temps un très petit accroissement C et cor-

respond, par conséquent, à la même valeur de la constante des

forces vives que la solution périodique.

Notre relation, qui ne peut se réduire à une identité, se réduit

donc à

D=o.

Mais, si D est nul, le terme — NTD- disparaît dans la forme (3).

Pour que S admette un maximum ou un minimum, il suffit

donc que les quantités

M,;. . a/.T
sin-

soient toutes de même signe.

S'il n'y a que deux degrés de liberté, il n'y a qu'une de ces

quantités.

Donc, s'il n'y a que deux degrés de liberté et si c/./ç est purement

imaginaire, la fonction S présente toujours soit un maximum,

soit un minimum.

326. Supposons-nous maintenant placés dans les conditions

du n° 322, de sorte que

^S = 2 [(X,- - ^i) d{ Yi + T,i) - (Y, - v),-- -imi-) d{Xi 4- H,)]

et regardons T comme une constante. Pour que S ait un maximum

ou un minimum, il faut d'abord que l'on ait une solution pério-

dique

où

Nous envisagerons alors une solution voisine

et la discussion se poursuivra comme plus haut; les résultats sont

les mêmes.

Pour qu'il y ait un maximum ou un minimum, il faut d'abord

que tous les exposants a^ soient purement imaginaires; il faut
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ensuite que toutes les quantités

:Sin-,^=j — INT

V— J v/-

soient de même signe.

Si l'on considère la constante des forces vives comme une

donnée de la question, D est nul, le terme — NTD- disparaît et

il suffît que les cjuantités

Ma- . a/,T

soient toutes de même signe.

327. Qu'arrive-t-il maintenant si les équations admettent

d'autres intégrales uniformes que celle des forces vives et si,

par conséquent, quelques-uns des exposants caractéristiques sont

nuls?

On pourrait néanmoins faire une discussion analogue à celle

qui précède.

Supposons, par exemple, que nos équations admettent, outre

l'intégrale des forces vives, /> autres intégrales uniformes :

et de telle façon que les crochets deux à deux [F^, F/^] de ces

intégrales soient nuls. Nous savons alors par le n° 69 que 2/? + 2

exposants caractéristiques sont nuls. Nous supposerons que tous

les autres exposants sont différents de zéro.

Nous aurons alors n —p — i couples de constantes analogues

aux constantes A/ç et B;^ et /? + i couples de constantes Ca et D/,

analogues aux constantes C et D.

La forme (3) deviendrait alors

2 M/,(e-='i''"— e«*T) A/,B/,— 2 N/,T D|,

où SN^TD^ est une somme de termes analogues au terme NTD-.
Si maintenant nous regardons les valeurs de nos p + i inté-

grales comme des données de la question, les constantes D^j

seront toutes nulles, les termes N^TD^. disparaîtront et la condi-

tion 2:)0ur que S soit maximum ou minimum sera encore que
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toutes les quantités
M/,(e-«^''"— e^iT)

soient de même signe.

Je n'insiste pas d'ailleurs sur ce point, car, dans le cas du pro-

blème des trois corps, ou bien nous aurons affaire au problème

restreint du n" 9, ou bien nous pourrons diminuer le nombre des

degrés de liberté eu employant les procédés des n"^ lo et i6.

Or, dans le cas des problèmes réduits des n°^ 9, 15 et 16, il

n'y a plus qu'une seule intégrale uniforme, celle des forces vives,

et il n'y a que deux exposants nuls, comme nous l'avons vu au n*^ 78.

Solutions du deuxième genre des équations de la Dynamique.

328. Cliangeons T successivement en 2T, 3Ï, . . ., ;nT, ...
;

la fonction S définie plus liant dépend de T, soit

S;n= S(mT).

Cherchons les maxinia et les minima de S,» en regardant T
comme une constante.

Si nous envisageons une solution périodique de période T, ce

sera également une solution périodique de période inT. Donc, les

dérivées premières de S„i sont nulles.

Pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faut d'abord que tous

les exposants a/^ soient purement imaginaires.

Si ensuite toutes les quantités

M/, . mai,,T
(I) —=sjn-—

^

v/— I /— I

sont négatives, il y aura maximum; si elles sont toutes positives,

il j aura minimum.

Voici le premier point sur lequel je voulais attirer l'attention.

Si nous donnons à l'entier m toutes les valeurs entières pos-

sibles, les n — I quantités (i) présenteront, en général, toutes les

combinaisons de signes possibles.

Posons, en effet, pour abréger,

a/,T

V—

I
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et soit

z;^ = m co/,. -F- 2 nik TT.

Donnons à m et aux nik toutes les valeurs entières possibles; si

nous regardons ^i, ^o, •••5 ~-i)-\ comme les coordonnées d'un

point dans l'espace k 11 —^
i dimensions, nous obtiendrons ainsi

une infinité de points. Je dis qu'il j aura une infinité de ces

points dans toute portion de l'espace k Ji —^ i dimensions si petite

qu'elle soit.

Je n'aurais, pour le montrer, qu'à avoir recours aux raisonne-

ments par lesquels on établit qu'une fonction uniforme de n va-

l'iables réelles ne peut avoir n -f- i périodes distinctes.

Les quantités inscrites dans le tableau suivant :

(Oi,
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Or, c'est ce qui résulte immédiatement de ce que nous venons

de dire plus haut.

Passons au cas où l'on a une relation de la forme (2). Nous

pouvons toujours supposer les entiers h premiers entre eux; dans

ce cas, l'expression

(4) Z>i^i-i- 62^2 -!-•••+ ^«-1 -,7-1

admet pour période unique 27t.

Pour qu'il n'existe pas de nombres Zh satisfaisant aux inéga-

lités (3), il faut et il suffit que la différence entre la plus grande

et la plus petite valeur que prenne l'expression (4), quand on

donne aux Z/^ toutes les valeurs compatibles avec les inégalités (3),

que cette différence, dis-je, soit plus petite que a-, c'est-à-dire

qu'une période de cette expression (4).

Or, cette différence est manifestement

7r(|6iK|62|+..-+|6,,-i|);

on doit donc avoir

(5) \b^\-^\bi\-^.. .^\b,i-i\Çi.

L'inégalité ne peut avoir lieu que si tous les b sont nuls, sauf un

d'entre eux qui doit être égal à ± i

.

Dans ce cas lùj^ doit être égal à un multiple de 2-; cela revien-

drait à dire que a.j^ devrait être nul, puisque a.^ n'est déterminé

1^ 1-1 V 1
2- 1/ I

qu a un multiple près de =

Or, nous avons précisément exclu le cas où l'un des a/f est nul.

L'égalité ne peut avoir lieu que si tous les b sont nuls, sauf deux

d'entre eux qui doivent être égaux à =L i

.

A-lors la somme de la différence de deux des w/f sera un mul-

tiple de 2 — ; et, si nous remarquons que les a^ ne sont déterminés

qu a un multiple près de —\^
; nous pouvons énoncer ce

résultat d'une autre manière.

Deux des exposants caractéristiques seront égaux.

C'est le seul cas d'exception qui subsiste et que l'on peut faci-

lement exclure.

329. Supposons maintenant que les équations de la Dynamique
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considérées dépendent d'un paramètre arbitraire [jl, ainsi que cela

arrive, comme nous le savons, pour le problème des trois corps.

Quand nous ferons varier [x d'une manière continue, la solu-

tion périodique

variera aussi d'une manière continue, ainsi que l'on peut s'en

rendre compte parla lecture du Cbapitre III.

Les quantités M^- varieront aussi d'une manière continue, mais,

ainsi qu'il a été expliqué au n" 323, elles ne pourront jamais

s'annuler; elles conserveront donc ioujours le même signe; or,

c'est leur signe seul qui nous intéresse.

La constante des forces vives sera regardée comme une des

données de la question, mais cette donnée pourra dépendre de u.

et nous la choisirons de telle façon que la période T de la solution

périodique demeure constante.

Les exposants a/f varieront aussi d'une manière continue quand

on fera varier u. d'une manière continue; voyons un peu comment

se fait cette variation dans le cas du problème des trois corps.

Pour [ji. = o, tous les exposants sont nuls; mais, dès que [a cesse

d'être nul, les exposants cessent aussi de l'être; un de ces expo-

sants ne poui-ra s'annuler, ou devenir égal à un multiple de " „ ?

ou devenir égal à un autre exposant caractéristique que pour cer-

taines valeurs particulières de y--

330. Envisageons une solution périodique de période T, telle

que tous les exposants a^ soient purement imaginaires; c'est ce

que nous avons appelé plus haut une solution stable 5 nous avons

démontré aux Chapitres III et IV l'existence de ces solutions.

Considérons l'un des exposants, a, par exemple; quand ]x

variera d'une manière continue,
'

; qui est réel, deviendra une
v/— I

infinité de fois commensurable avec -r^- Donnons à p. une valeur 1/.0

telle que

a
1

2 /i TT
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k el p étant des entiers premiers entre eux; et qui, de plus, ne

corresponde pas a un maximum ou a un minimum de •

v— I

On verra plus loin, au n" 334, pourquoi Je mets au numéra-

teur ikr^ et non pas k-rz.

Dans tout intervalle, si petit qu'il soit, il y a une infinité de

pareilles valeurs.

Si m est un entier quelconque, pour cette valeur [Xq, l'expres-

sion
M] . nmoLtH

rrsni^^—

,

,/-. v/-i

est nulle; de plus, comme [j-q ne correspond pas à un maximum

ou à un minimum de — :J=j cette expression changera de signe
\/— I

quand u. passera de ^-o — £ ^ p-o + £•

Supposons, par exemple, qu'elle passe du négatif au positif.

En raisonnant comme au n° 328 nous verrons que l'on peut

choisir l'entier m de telle façon c[ue les exj)ressions

M/. . pmci.,,1: /, o \sin^

—

-^^^^ (A- = 2, 3, . . . , « — i)

présentent toutes les combinaisons possibles de signes, et en parti-

culier qu'elles soient toutes négatives.

Cela posé, pour [j. = piQ — £, notre fonction S,„.p présentera un

maximum, puisque toutes nos expressions seront négatives; mais

pour a := ^.Q + £, notre solution périodique ne correspondra plus

à un maximum de S,».^ puisque l'une de ces expressions sera

devenue positive.

Théorèmes sur les maxima.

331. Pour aller plus loin, il est nécessaire de démontrer une

propriété des maxima; soit V une fonction de trois variables Xi^

X2 et :z, développable suivant les puissances croissantes de ces

trois variables. Je suppose :

1° Que, pour X, := œ2= o, V s'annule ainsi que ses déri-

, dY c/V ,
,vees -,— 5

—— j et cela quel que soit ^;
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2" Que pour ^, =: ^0= o, \ présente un maximum pour s >> o

et un minimum pour ^ << o.

Je dis que les équations

admettront d'autres solutions réelles que la solution

a^i = 372 = 0.

En effet, développons V suivant les puissances de z et soit

Les fonctions Vq, V,, V^, ... sont elles-mêmes développables

suivant les puissances de x^ et de Xoj mais ces développements

ne contiendront, ni termes de degré o, ni terme de degré i, car

on doit avoir quel que soit z

V- — - — -o
dxi dx^

pour ^, = ^To = o.

De plus, Vo ne contient pas non plus de termes du second degré,

sans quoi en passant de z ^ o à ^ <! o, on ne saurait passer du cas

du maximum au cas du minimum.

Au contraire, V^ contiendra des termes du premier degré, du

moins nous le supposerons. Envisageons alors les équations

(')

qu'il s'agit de résoudre.

Soient Uo et U, les termes de degré le moins élevé de Vq et deV,;

d'après ce que nous avons vu, U, est de second degré et Uo de

degré/), p étant plus grand que 2; posons

(/>-2)[jL = i; x, = y,t, x^^y^t, \^\YiP; z ^ ± tP-K

W peut se développer suivant les puissances de t] soit

=
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On a évidemment

Wo = ± Ui ^-p -+- Uo ^-/^ = ± u; -^ u;

,

U, = Ui^"-P et l]'^=l]o t~P sont deux polynômes homogènes

en j, et j^27 l'un de degré 2, l'autre de degré p. Je prends le

signe -H ou — , suivant que j'ai pris jz:= dz tP'-. L'expression

dxi dx^ dx=>_ dx]^

se trouvera aussi développée suivant les puissances de t quand on

y aura remplacé x^ et x-i par j^i t et jo^; elle contiendra en fac-

teur une certaine puissance de t\ divisons par ce facteur et soit H
le quotient. Ce quotient développé suivant les puissances de t

s'écrira

H = Ho-4-iHi+^2H2+ ...;

Ho sera la première des expressions

d^^k d\}\ _ d^Nk f/U;
*

dy\ dy^_ dy^ dyi

qui ne s'annulera pas.

Les équations
dY d\

peuvent être remplacées par les suivantes

„ dW
H = o -j— = o,

dyi

et je me propose de démontrer que l'on peut tirer de ces équa-

tions les y en séries ordonnées suivant les puissances entières et

fractionnaires de t, s'annulant avec Z et à coefficients réels.

Pour cela, il suffît d'établir, d'après les n°^ 32 et 33, que,

pour t = o, ces équations admettent une solution réelle d'ordre

impair.

Or, pour Z = o, ces équations se réduisent à

„ rAVo
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OU bien

et

(3) ±^^ + ^=o.
dfx dyi

L'équation (2) exprime que, si l'on suppose ^/j et j^o iiés par la

relation U', = const., W/f admet un maximum ou un minimum.
Or, si Ton regarde un instant j»'-, etjj'o comme les coordonnées

d'un point dans un plan, la relation U', = const. représentera une

ellipse, car la forme quadratique U, (et par conséquent la

forme U, ) doit être définie pour que V puisse admettre un

maximum ou un minimum. Or, l'ellipse étant une courbe

fermée, la fonction Wo devra présenter au moins un maximum
et un minimum quand le point y^, y., décrira cette courbe

fermée.

Donc, quelle que soit la valeur constante attribuée à U', , l'équa-

tion (2) admettra au moins deux racines, et deux racines

d^ordre impair, car nous avons vu au n° 34 qu'un maximum ou

un minimum correspond toujours à une racine d'ordre impair.

D'ailleurs ici, où nous n'avons plus qu'une variable indépendante,

le théorème du n° 34 est presque évident.

Cela posé, deux cas sont à distinguer :

Premier cas. — Uj, n'est pas une puissance de U'^ ; dans ce

cas on n'a pas identiquement

^Wq ^U^ _ tfWo dJ]\ _
dy\ dy-i dy^ dy^~ '

On aura donc Wa= Wq, et

jj _ ^ d^ _ f^j; d^^\ _"~
4/1 dy,_ dyi dyi " '

L'équation Ho = o est alors homogène en j^i el yo. Quelle que

soit la valeur constante attribuée à U, , elle nous donnera pour le

Ji
ict iiiciiic vaiciii .

Il

H. P. - III. 16

rapport — la même valeur.

Nous tirerons donc d'abord — de l'équation (2) el, d'après ce
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qui précède, nous obtiendrons au moins deux solutions d'ordre

impair.

Soit^ = — l'une de ces solutions
;
posons jv"! = ai u^yi= ao?/

et substituons dans l'équation (3), nous aurons

et l'équaliou (3) se réduit à

A^^/'-2±B = o.

Si /» — 2 est impair, cette équation nous donnera une valeur

réelle pour u.

Si yP — 2 est pair ; deux cas sont à distinguer.

Si A et B sont de même signe, nous prendrons le signe infé-

rieur
AiiP-2_B =0.

Si A et B sont de signes contraires, nous prendrons le signe

supérieur
AiiP-^-i- B = o,

et nous aurons toujours deux valeurs réelles pour u.

Dans tous les cas, ces solutions réelles sont simples.

Ainsi, les équations (2) et (3) admettront toujours des solutions

d'ordre impair.

Deuxième cas. — On a

u; = Â(u;)i

Nous commencerons alors par résoudre l'équation (3) qui

s'écrit

P ''-1

^A(U'i)2 ±1 = 0.
2

Cette équation nous donne la valeur de U', ; celte valeur est

réelle et simple; mais cela ne suffît pas, car IJ', est une forme

définie négative; il faut pour que la solution convienne que la

valeur trouvée pour U', soit négative; nous choisirons en consé-

quence le signe ±.
La valeur de U', ainsi déterminée, on attribue à U, cette valeur
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constante et l'on n'a plus pour résoudre l'équation (3) qu'à cher-

cher les maxima et minima de W^. Comme nous l'avons vu, on

trouvera au moins deux solutions d'ordre impair.

Nous avons donc établi que les équations (a) et (3 ) ont toujours

des solutions réelles d'ordre impair. Le théorème énoncé au début

de ce numéro est donc démontré.

332. Soit maintenant V une fonction de « -h i variables

Je suppose :

1° Que V est développable suivant les puissances de ^ et de ;;;

2° Que pour
Xi = X^ = . . .= X,i, = 0,

on a quel que soit z

Y - ^ - — - - ^^ -
dxi dx=i '

' ' dxn

3" Envisageons l'ensemble des termes de V qui sont du second

degré par rapport aux ^. Ils représentent une forme quadratique

qui peut être égalée à la somme de n carrés affectés de coeifi-

cients positifs ou négatifs.

Je suppose que, quand :; passe du positif au négatif, deux de

ces n coefficients passent du positif au négatif et que les n — 2

autres coefficients ne s'annulent pas.

Je dis que, dans ces conditions, les équations

dY _ dV _ _ dV _
dxi dx.2 '

' ' dxn

admettent des solutions réelles différentes de

W\ ^^^ CC<^ ^=^ • . . = ^ (i
-— o.

En effet, développons V suivant les puissances de z et soit

Soient Uo et Ui l'ensemble des termes du deuxième degré

de Vo et V,.

L'ensemble U( est une forme quadratique décomposable en

une somme de n— i carrés; car nous savons que, pour ;; = o.



236 CHAPITRE XXVlir.

deux des coefiîcleQts dont il a été question plus haut s'annulent.

Si donc nous considérons le discriminant de Lo, c'est-à-dire le

déterminant fonctionnel de

(ZUo f/Uo dVo

dxi dx=i dx,i

par rapport à

ce déterminant s'annule ainsi que tous ses mineurs du premier

ordre; mais tous les mineurs du deuxième ordre ne s'annulent

pas, sans quoi un troisième coefficient serait nul, ce que nous ne

supposons pas.

JNous pouvons aussi supposer qu'on ait fait un changement

linéaire de variables tel que Uo soit ramené à la forme

Uo = A3.r| + Ai^|-I-.. .-H An^l

et, par conséquent, que le déterminant fonctionnel de
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Or, les équations (2), quand on fait ;:: = o et qu'on se restreint

aux termes du premier degré par rapport aux x, se réduisent à

6?Uo _ d\]^ _ _ d}^ _
dx^ dx,^ '

' '

dxii

et nous venons de voir que le déterminant fonctionnel correspon-

dant n'est pas nul.

Dans V, remplaçons jTo, x.,, . . ., Xu par leurs valeurs tirées

ainsi des équations (2); je dis que nous allons nous retrouver

dans les conditions du numéro précédent :

1° En effet, nous n'avons plus que trois variables indépen-

dantes ^, x^ et x-i ;

2° La fonction V est développable suivant les puissances de ces

variables;

3° Les équations (i) peuvent être remplacées par

dS dY

où les d représentent des dérivées prises en regardant les ^3,

X',, . . . , x,i comme des fonctions de x, et de X2 définies par les

équations (2).

Nous avons, en effet,

^V



238 CHAPITRE XXVIII.

qui seuls m'intéressent, je prends les deux termes

et je néglige les autres termes de V qui ne peuvent influer

sur Wo +^Wi.
Je tire des équations (2)

en séries ordonnées suivant les puissances de X\ et ^2 5
je con-

serve seulement dans ces séries, les termes qui sont de degré i

par rapport à ^, et x.2 et de degré o ou i par rapport k z; les

autres termes peuvent être négligés car ils n'influent pas sur

Wo4-^W,.

Les équations (2) se réduisent alors à

2 A3 373 -f- ^ — = O,

1^.LX,^-^ Z —j = o,

2 A„ x,_

Si, dans Uq, nous substituons à la place de x^^ x,,, . . . , .r„, les

valeurs ainsi obtenues, nous voyons que Uo devient divisible

par z-
;
quant à U, il se réduit à

\}l-{-z\]\+z^\]\,

où U^ n'est autre chose que ce que devient Ui quand on y
annule ^3, X4, . , . , .a^^ et où U] et U, sont deux autres formes

quadratiques par rapport aux x. On aura donc

et

Uo-hzU,= 5UO-h^HUg-hU})+^3Uf.

Pour le calcul de Wq + -sW)
,
je puis négliger les deux derniers

termes qui sont divisibles par z- et z^, et j'aurai simplement

Je me propose de démontrer que V présente un maximum



SOLUTIONS PEIRIODIQUES BU DEUXIEME GENRE. 209

pour ^Ti =a:2 = o et pour z- positif et très petit; or il suffit de le

faire voir pour Wo -r ^W,, c'est-à-dire pour sU,.

Il reste donc finalement à démontrer que U" est une forme

définie négative.

Pour nous en rendre compte, nous écrirons la forme quadra-

tique Ui de la manière suivante

U', est une somme de deux carrés affectés de coefficients dont je

ne préjuge pas le signe; \]'[ dépend seulement des n— 2 variables

Cela est toujours possible d'après les propriétés générales des

formes quadratiques.

Considérons la forme

Uo+ 5Ui=^u;-i-(Uo+^uï),

où ^ est supposé positif et très petit. La forme Uq + ^U'|, ne

dépendant que des ?i — 1 variables X:^, x..^^ . . . , j:„, pourra être

égalée à une somme de /i — 2 carrés affectés de coefficients dont

les signes devront être les mêmes que ceux de A3, A..,, . . ., A„,

puisque, z étant très petit, cette forme diffère très peu de Uq. Ils

ne changent donc pas de signe cjuand z passe du positif au

négatif.

D'après nos hypothèses, quand z passe du positif au négatif,

n — 2 de nos coefficients ne s'annulent pas et deux coefficienls

au contraire passent du négatif au positif.

Ces deux derniers ne peuvent être que les coefficients de U,.

Donc U', est la somme de deux carrés affectés de coefficients

négatifs.

Pour avoir U", il faut dans Ui faire

Alors U'( s'annule et U| se réduit à U',

.

Donc U'i' est une forme définie négative. c. q. f. d.

Donc V, considéré comme fonction de ;r, et x-i, est maximum
pour z positif et très petit et pour Xi= X2 = o.
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On verrait de même, ou plutôt on voit en même temps, que V
est minimum pour 5 négatif et très petit et pour ^, = ^o = o.

Nous sommes donc bien, comme je l'avais annoncé, ramenés

aux conditions du numéro précédent et le théorème énoncé au

début de ce numéro peut être regardé comme établi.

Existence des solutions du deuxième genre.

333. Revenons aux hypothèses du n° 330; nous avons défini la

fonction S,npi qui dépend de [jl, des 2/1 variables

(«)
Xi -i- çi, . . • , X„ -I- q,i,

Yl-t-T, ,, "V2-i-''l2, ••, Y,,

Les ^i et les r^i sont les valeurs de œi elj'i pour ^ = o ; les X/ et

les Y/ sont les valeurs de Xi et y/ pour t = mpT.
Nous voulons étudier les solutions des équations

d'après les n°^ 321 et 322, ces solutions correspondent aux solu-

tions périodiques de période mpT. Nous en connaissons déjà une,

puisqu'une solution périodique de période T est en même temps

périodique de période mpT] je me propose de montrer qu'il y en

a d'autres.

Mais, auparavant, je veux faire voir par quel artifice on peut

regarder Smp comme dépendant seulement de ^ et des in — i

variables

( ^l-i-Çlî X2-I-Ç2, ..., X„_i-[-ç„_],
\
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1

senter les dérivées de cette même fonclion S regardée comme
fonction des variables ((3).

Je me propose de démontrer l'équivalence des équations (i) et

(i bis).

Le n° 322 nous a donné

dS = S [(X, - 1-) r/( Y,- + T,,-) - ( Y,- - T,,- 2 m,-Tc )d( X, + T),-)].

Les équations (i) peuvent donc s'écrire

— (Y/— T,,— 2/??;-n:) = X/ — i,- = O

( J = I , 2 , . . . , rt )

,

et les équations (i bis)

(t = I, 2, ...,;?—]),

Mais, en vertu de l'équation des forces vives, on a identiquement

F(X,-, Y,) = F(^,, 71,- + 2m/7.).

Or, d'après les équations (i bis), tous les X/ sont égaux aux ^i

et tous les Y, (sauf un), à t,/H- 2i7ii7z. L'identité précédente peut

donc s'écrire de la manière suivante; j'écris, pour abréger,

iMon identité peut s'écrire sous la forme

F[r,„ -hini„T. -+- ( Y„ — y),, — a/n^T:)] — F(-/]„ H- 2m,iTT) = o,

ou, en vertu du théorème des accroissements finis,

(2) (Y,j— rj„
— 2/?î.„TrjF'[-^„ + im^Tz -h 6( Y„ — 7^„— 2/n„7r)] = o,

où 9 est compris entre o et i, et où F' est la dérivée de F par

rapport à Y,i.

Soient ç" et r;? les valeurs de ^/ et '^z qui correspondent à la

solution périodique de période T; le domaine envisagé ne com-

prend que le voisinage immédiat du point [a = [Aq, ^i= ^^ , i]/ = Tj^^;

donc ^i et X,- ne s'écarteront jamais beaucoup de ^", ni Tj/ ou

Y/— 2 7??/7î de Tj" ; donc le second facteur F' de la relation (2) ne

s'écarte jamais beaucoup de sa valeur pour ^/i=:^", 7]/=7i^^, et

cette valeur ne sera pas nulle en général.
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Donc, le premier facteur de la relation (9,) doit s'annuler, et

l'on a

Y,i r,„ — 2 7«„ TT = o.

En d'autres ternies, les équations (i bis) entraînent les équa-

tions (i). Nous pouvons donc regarder S,,,;, comme fonction des

variables (^); et, c|uand elle sera maxima, comme fonction des va-

riables ([i), elle sera également maxima comme fonction des

variables (a).

J'ai appelé ^" et r,^° les valeurs de ^/ et de ru qui correspondent

à la solution périodique de période T; les valeurs correspon-

dantes de X,+ ^i et Yj-f-7ij seront 2^^ et 2.'fi1 -\- imimpr. (si la

solution périodique de période T change jj'/ en j)'i+ îm/Ti, con-

formément aux hypothèses du n" 322). Soit So la valeur corres-

])ondante de S,„^i posons

!-«• = :-io -^ V-'; V = ?>„ip — So ; Xj -+- li = 2 ^^ m- ^ç'i,

Y, -h Tj/ = 2 /)? -f- 2 7«,m/) T -^ r,;-

et considérons V comme fonction de p.', des ^' et des /;'; la fonc-

tion V se trouvera dans les mêmes conditions que la fonction V
du nuinéro précédent.

En effet, quel que soit u.', V et ses dérivées premières ^diV

rapport aux ç' et aux 7/ s'annulent quand

Si l'on envisage l'ensemble des termes du second degré de V
par rapport aux ç' et aux tj' et qu'on le considère comme une

forme quadratique décomposée en une somme de carrés, on voit

que deux de ces coefficients de ces cai'rés passent tous deux du

négatif au positif, ou tous deux du positif au négatif quand \k

change de signe, et que les autres coefficients ne s'annulent pas.

Et en effet l'expression

Ml . pmaiT

change de signe et les autres expressions

sin-

V/-I sj-
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ne s'annulent pas. Le coefficient que j'ai appelé D au n° 323 ne

s'annule pas non plus et d'ailleurs il n'j en a pas d'autre puisque

nous avons seulement i.n — i variables, les variables (,Q).

Nous sommes donc dans les conditions du numéro précédent

et nous pouvons affirmer que les équations

dY _ dN _

admettent d'autres solutions réelles que q'z=zr^'=o ou, ce qui

revient au même, les équations

(0

admettent d'autres solutions réelles que celles qui correspondent

à la solution périodique de période T.

Or, les maxima de la fonction S,„^ ou, plus généralement, les

solutions des équations ([) correspondent aux solutions pério-

diques de période mpT.
Nous devons donc conclure que nos équations diff'érentielles

admettent des solutions périodiques de période jnpT, différentes

de la solution de période T, se confondant avec celle-ci pour

p. ^ ikq, et en différant très peu pour |ji voisin de Uq.

Si l'on fait attention au raisonnement qui précède, on verra

qu'il n'exige pas que la solution périodique de période T corres-

ponde à un maximum de Smp'

Nous pourrons donc supposer 7?z = i

.

Il n'exige même pas que la solution de période T soit stable;

il suffit que l'un des exposants caractéristiques a, soit égal pour

|jL ^ JJ.0 a

lÂTTI y

Nous arrivons donc au résultat suivant :

Si les équations de la Dynamique admettent une solution pério-

dique de période T et telle que l'un des exposants caractéristiques

soit voisin de

l/iTZ Y — i
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elles admettront également des solutions périodiques de pé-

riode /)T peu différentes de la solution de période T et se con-

fondant avec celles-ci quand l'exposant caractéristique devient

égal à

ikiz \/— I

Ce sont les solutions du deuxième genre.

REMARQUE.

334. Tous ces raisonnements supposent que '^mp est une

fonction uniforme de Xi+i/, Y/H-rj^. C'est à cette condition

seulement que l'on peut affirmer que tous les maxima de S„,y,

correspondent à une solution périodique {voir n° 321). (]ette

circonstance à laquelle il faut faire la plus grande attention, est

un obstacle que l'on rencontrera souvent quand on voudra tirer

les conséquences du théorème du n° 321.

Vérifions si S/^p est bien fonction uniforme de ces variables.

Nous pouvons supposer 7?r = i, d'après ce que nous venons de

voir. D'autre part, S^ est évidemment fonction uniforme des \i et

des /)/; elle sera aussi fonction uniforme desX/H- ^/et des Y/ H- vi/,

pourvu que le déterminant fonctionnel des X/H- \i et des Y^ + r,/

par rapport aux \i et aux 'r\i ne s'annule pas dans le domaine

envisagé; ce domaine se réduisant aux environs immédiats des

valeurs

lJ-=I-io, \i=Vi, -rd^-'xh

il suffira que le déterminant fonctionnel ne soit pas nul en ce

point. Or, ce déterminant fonctionnel s'écrit (en supposant/? = 2

pour fixer les idées)

dl^
+ I

dX,_

d\,

(TU

dXi

dr,i

dYi

dr^i

dX,

d'il

f/Y,

dr\i

-+- [

dXi
"^

dYt

dX,

dYj

dU

+ I

dXi

dr^i

dYj

dr^i

dX.

dy^i

dY
d'r\\

H-I
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Jl faut donc vérifier que l'équation en S

245

d\ 1
dr^

1

^;i

^ dX^

d\i dr^i

d\i dXi

d\i. dT^=i_

cVU f£U
d^2 dr\^

dX. f^ _s f^
drii c/çi df]2

dX, dY,

d\-2 dr^i
— S

n'a pas de racine égale à — i

.

Or, les racines de cette équation sont, d'après le n° 60, égales à

les a étant les exposants caractéristiques; il faut donc vérifier

que l'on n'a pas

( •?. A" -1- TT \J— r

k étant entier; or, l'exposant a, est égal par hypothèse à

ikr^ V— 1

k étant entier, et les autres exposants ne sont pas en général com-

raensurables avec —t^

La difficulté qui nous occupe ne se présentera donc pas.

C^ est pour Véviter que f ai supposé au n° 330

et non pas

aj:
k-K si

— I

(/c entier)

(/î entier).

Cas particuliers.

335. Disons quelques mots des cas les plus simples; supposons

ulement deux degrés de liberté.

Supposons que la forme analogue à celle que j'ai appelée Uo,
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dans l'analjse du n° 331, soit homogène du troisième degré seule-

ment en ;r, et ,«•:..

L'équation

dUo dVi dUo dUj _
dxi dx^ dx-i dxi

admet toujours, comme nous l'avons vu, des racines réelles.

Le théorème est ici d'ailleurs évident, puisque cette équation

est du troisième deeré en — • Elle peut avoir une ou trois racines°
X-i

^

réelles; supposons d'abord qu'elle n'en ait qu'une pour fixer les

idées.

Si alors nous posons

a^i = ai p cos cp -4- 6i p sin o

072 = «2 p cos cp -+- ^2 p sin cp,

en choisissant les coefficients a et Z> de telle sorte que Ui se

réduise à — p-, le rapport

—^ considéré au n° 331

Uf

admettra seulement un maximum et un minimum, quand cp variera

de o à 271; ce maximum et ce minimum d'ailleurs égaux et de

signes contraires correspondront à des valeurs de o distantes de?:.

On aura alors

Uo + .ôU, = pV(?)-^p^-

La fonction y"(o) présente un maximum et un minimum égaux

et de signes contraires; la fonction Uo-t- ^Ui présente alors :

Pour ^ >> o, un maximum pour p = o, et deux minimax.

Pour :: << o, un minimum pour p ^ o, et deux maxima.

J'appelle minimax, à l'exemple des Anglais, un point pour

lequel les dérivées premières s'annulent et où il n'j a ni maxi-

mum, ni minimum.

Lafonction V se comportera de la même manière, puisque, si z

est très petit, les termes Uo + ^U, auront seuls de l'influence.
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Les équations différentielles admettront donc quel que soit z :

Une solution de période T, du premier genre, stable;

Une solution de période pT, du deuxième genre, stable pour

:; -< o et instable pour ^ >> o.

Supposons maintenant que l'équation (i) ait trois racines

réelles.

La fonction /('-s) aura trois maxima et trois minima deux à

deux égaux et de signes contraires.

Dans ce cas Uo -h ^U, et, par conséquent, V présentent :

Pour 5 >> o, un maximum pour p =^ o, et six minimax
;

Pour jz <Zo, un minimum pour p -n;^ o, six maxima.

Les équations différentielles admettront donc, quel que soit s :

Une solution de période T, du premier genre, stable;

Trois solutions de période yoT, du deuxième genre. Nous

verrons plus loin qu'à un certain point de vue toutes ces solu-

tions ne sont pas distinctes.

Passons à un cas un peu plus compliqué et supposons que Uo

soit du quatrième degré.

Dans ce cas, l'équation (i) est du quatrième degré, et comme
elle a toujours au moins deux racines réelles d'après le n" 331,

elle en aura deux ou quatre. On n'a plus alors

/(?) = —/(?-+- ^)

mais bien

/(?)=/(?-+- ^)-

Supposons d'abord qu'il n'y ait que deux racines réelles.

Alors, la fonction y('^) présentera un maximum et un minimum

quand o variera de o à -, et autant quand cp variera de tî à 2 7ï.

Trois cas sont à distinguer suivant les signes de ce maximum
et de ce minimum.

Premier cas. — Le maximum et le minimum sont positifs.

Les fonctions Uo-\- z\J^ et V présentent :

Pour ;; > o, un maximum pour ^ = o, deux minima et deux

minimax.

Pour ^ << o, un minimum pour p ^ o.

Les équations différentielles admettent, outre la solution du

premier genre qui existe toujours, deux solutions du deuxième



248 CHAPITRE XKVnr. — SOLUTIONS PÉRIODIQUES DU DEUXIÈME GENRE.

genre pour ; >o et n'en admettent aucune pour ^ << o ; de ces

deux solutions, une est stable et une instable.

Deuxième cas. — Le maximum est positif et le minimum
négatif.

Les fonctions Uq + cU, et V présentent :

Pour ^ >> o, un maximum pour p = o, deux minimax
;

Pour ^ << o, un minimum,pour p = o, deux minimax.

Les équations dilïerentielles admettent toujours, outre la solu-

tion du premier genre qui est stable, une solution instable du

deuxième genre.

Troisième cas. — Le maximum lui-même est négatif.

Les équations différentielles ont alors :

Pour s >> o, une solution du premier genre stable
;

Pour ;:<<o, une solution du premier genre stable et deux

solutions du deuxième genre dont une stable et instable.

Il resterait à examiner le cas où l'équation (i) a quatre racines

réelles.

Les équations admettent alors :

Pour ^ > o, une solution du premier genre stable, h solutions

du deuxième genre instables, k solutions du second genre stable;

Pour z <io, une solution du premier genre stable, 2 — h solu-

tions du second genre stables, 2 — A' solutions du deuxième genre

instables.

Les nombres entiers h et k peuvent, suivant les signes des

maxima et des minima dey('-o), prendre les valeurs suivantes

h = k = i\ Il = 1, A- = I ; A = 2, k — o\ Il — i. A- = o;

A = /i = ; Il =z k = i

.
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DIVERSES FORMES DU PRINCIPE DE MOINDRE ACTION.

336. Soient

ru Yi, , yn

une double série de variables et F une fonction quelconque de

ces variables. Considérons l'intégrale

F-H.^.^)*.

La variation de cette intégrale peut s'écrire

clr, ^dox,\^^^_
dt

Pour que cette variation s'annule, il faut d'abord que l'on ail

dxj _ ^F dyt _ d¥
^ dt dyt' dt dxi*

ce qui nous donne les équations canoniques, mais cette condition

n'est pas suffisante. Si elle est remplie, on a

et il faut encore que le second membre de celte égalité soit nul.

C'est ce qui arrive si l'on suppose que les oxi sont nuls aux deux

limites, c'est-à-dire que les valeurs initiales et finales des Xi sont

données. Dans ces conditions, l'intégrale J qu'on appelle l'action

est minimum.

Changeons de variables; soient x\^ y\ les nouvelles variables et

imaginons qu'elles aient été choisies de telle sorte que

( 2 ) ^y'i dx\— ILyi dxi = dS

H. P. — UT. 17
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soit une différentielle exacte. Dans ce cas nous avons vu que le

changement de variables n'altère pas la forme canonique des

équations et ce résultat est d'ailleurs une conséquence immédiate

des diverses propositions qui vont suivre; soit alors

'f i'^'-

On a

J J = I
—y— Ctt :==^ O \ '^O 5

So et S, étant les valeurs de la fonction S pour t =^ Iq el t=^ t^.

On a donc

(3) 8J'=8J+[^S];=^.

Si les équations canoniques (i) sont satisfaites, on a

(4) ,
8J = H-[S^.-5^,-]g;,

et. par conséquent, en vertu de {'j.) et de (3),

Mais, de même c[ue la relation (4) est équivalente aux équa-

tions (i), la relation (4 bis) est équivalente aux équations

(^ ^'^)
'dt ~ dfi' ~dt ~ dx'i'

Or, nous venons de voir que (4) équivaut à (4 his)\ les équa-

tions (i) sont équivalentes aux équations (i bis), ce qvii veut dire,

comme nous le savions déjà, que le changement de variables

n'altère pas la forme canonique des équations.

Alors l'action J' sera minimum quand on supposera que les

valeurs initiales et finales des variables x^ sont données. A chaque

système de variables canoniques correspond donc une forme nou-

velle du principe de moindre action.

Les équations (i) entraînent l'intégrale des forces vives

(5) F = A

où h est une constante.

Nous avons supposé jusqu'à présent que les deux limites Iq et t^
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sont données; qu'arrive-t-il si les limites sont regardées comme

variables. Comme F ne dépend pas explicitement du temps, nous

ne restreindrons pas la généralité en supposant que ^o est con-

stant et en donnant seulement à ti un accroissement ott. Suppo-

sons, par exemple, ^o = o et imaginons qu'après la variation les

variables xi et yi aient à l'époque — (t^ + ùt^ ) les mêmes valeurs

qu'elles avaient à l'époque t avant la variation.

On aura, avant la variation,

J = — /i«] + S jyi -^ cit.

Mais

/•^'î^'=/^'-^"^'-

ne dépend pas du temps; sa variation est donc nulle. On a donc

simplement
8J = — h oti.

La dérivée de l'action J par rapport à la limite supérieure d'inté-

gration t\ est donc égale à la constante de l'énergie h changée de

signe.

Si cette constante est nulle, l'action J est encore minimum, si

l'on regarde les valeurs initiales et finales des variables Xi comme
données et quand même on ne regarderait pas comme données

les valeurs initiale et finale du temps, tç, et tf.

Si l'on change F en F — h, J se change en

(6) J + A(?i— <o);

comme les équations (i) ne changent pas, cette expression (6) est

encore minimum.

Mais, si l'on change F en F — /i, la constante des forces vives,

qui était égale à h, devient nulle
5
par conséquent, l'expression (6)

est minimum, même si l'on ne regarde pas t^ et to comme donnés.

L'action J est minimum quelles que soient les variables .2:;/ et^/;

elle sera donc minimum a fortiori si nous lui imposons une con-

dition nouvelle compatible avec les équations (i).

Imposons-lui, par exemple, la condition de satisfaire à la pre-



252 CHAPITRE XXIX.

mière série des équations (i), c'est-à-dire à

dxi d¥
dt dy i

d'où

en posant

dyi

L'action J, ainsi définie, est minimum.

C'est le principe de moindre action mis sous sa forme liamiU

tonienne.

Supposons maintenant
h := o.

Ne regardons donc plus les variables xi et yi comme indépen-

dantes, mais imposons-leur la condition

F=o.

Cette restriction, compatible avec les équations (i), n'empêchera

pas l'action J d'être minimum.

Alors
dxi

-Jzy, J
dt

dt

et, comme A est nul, cette intégrale est minimum quand même ou

ne regarde pas ^i et ^o comme donnés.

Imposons-nous alors les conditions

dxi dF
dt dyi

d'où nous tirons \e?' yi en fonction des -—

j

/ dx\ dx.-, dx„ \

ou encore

/ dxi dxi dx\ dx^ dx^ dx,i dxy \

{-)yi = oi[x„x.2, ..., xn,-^, d^, ~dt
' d^, ~dt

'
"•' Z^ ~dt)'

Substituons, à la place des yi^ leurs valeurs (7) dans J et dans
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l'équation
F=o.

De cette équation, nous tirerons —j^ en fonction des Xk et

des -^- Nous substituerons ensuite cette valeur de —r^ dans les
axi cil

expressions (7) et dans J; cette dernière intégrale prendra la

forme

où $ est fonction des ^T/tetdes dérivées -y-^- Cette intégrale, mise

ainsi sous une forme indépendante du temps, est encore minimum.

C'est là le principe de moindre action sous sa forme maupertui-

sienne.

Si A n'était pas nul, on n'aurait qu'à changer F en F — 1i.

337. Examinons d'abord le cas particulier le plus important.

Supposons que l'on ait

F = T — U,

T étant homogène du second degré par rapport aux variables y/,

f
tandis que U est indépendant de ces variables.

Il vient alors

„ ^F

I

'-Ji
dfi

2T, H U.

D'après le principe de Hamilton, l'intégrale

(doit être minimum.

Voyons ce que devient le principe de Maupertuis; l'équation

kles forces vives s'écrit

T — U = /i.

Alors, l'action maupertuisienne a pour expression

f{T-^\J + h)dt.

iLes équations

dxi dF _ dT
dt ~ dyi dyt
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ont leurs seconds membres linéaires et homogènes par rapport

aux yi; donc T est homogène du second degré par rapport

aux —T^; soit alors ch- ce que devient T quand on j remplace —r^

par dxi^ on aura

dt'-

el d'z- sera une forme linéaire et homogène par rapport aux n dif-

férentielles dxi', on déduit de là

dz dz
dt= -— —

s/1 sj\]^h

L'action maupertuisienne aura alors pour expression

2 / dx /U -t- h.

338. Pour pouvoir étudier d'autres cas particuliers, posons,

pour abréger,

tirons lesy^ des équations

, dxi
r — -

•

'" dt'

d¥

de façon à prendre pour variables nouvelles les xt et les x^\ dési-

gnons par des d ordinaires les dérivées prises par rapport aux xi

et aux yi et par des d ronds les dérivées prises par rapport aux^/

et aux x\.

On trouverait facilement les relations bien connues

dx'i dxi dxi

àx'i

et l'on verrait que les équations (i) sont équivalentes aux équa-

tions de Lagrange,

dt dx'i dxi
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Cela posé, examinons le cas où H est de la forme suivante

Ho, H<, H2 étant homogènes, respectivement de degré o, i, 2 par

rapport aux variables x\.

On a alors

^.X'i—y =2H2+Hi,
dxi

F = H2— Hq
et les

•^' ""
dx'i

~
dx'i

sont des fonctions linéaires, mais non homogènes par rapport

aux x'j^.

L'action hamil Ionienne conserve la même forme

/ndt.

Vojons ce que devient l'action maupertuisienne.

Soit h la constante des forces vives; l'action maupertuisienne

aura pour expression

\Yi.^h)dt:/<

mais il faut la mettre sous une forme indépendante du temps.

Pour cela, posons

et

Ho n'est autre chose que la force vive, et di- est ce que devient

cette force vive quand on y remplace x\ par dxi. De même d<j est

ce que devient H, quand on y remplace x'- par dxi; c'est donc

une forme linéaire homogène par rapport aux différentielles dXi.

Si l'on tient compte de l'équation des forces vives

H2=Ho+A,
d'où

, dx
dt=

.
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l'action mauperluisienne deviendra

Le principe de Maupertuis est donc applicable au cas qui nous

occupe, comme à celui du mouvement absolu; mais il y a une

différence essentielle au point de vue de ce qui va suivre.

Dans tous les problèmes que l'on rencontrera, la force vive T
ou Ho est essentiellement positive; c'est une forme quadratique

définie positive. Dans le cas du mouvement absolu (n° 337) l'action

f:i ck /U — h

est essentiellement positive; elle ne change pas quaiid on per-

mute les limites. Au contraire, dans le cas actuel, l'action se com-

pose de deux termes; le premier

est toujours positif et ne change pas quand on permute les limites.

Le second, / c/cr, change de signe quand on permute les limites;

il peut donc être j^ositif ou négatif.

Si l'on observe de plus que, dans certains cas, le preiuier terme

s'annule sans que le second s'annule, on verra que l'action n'est

pas toujours positive et cette circonstance nous occasionnera dans

la suite beaucoup de difficultés.

339. Pour montrer comment les considérations qui précèdent

s'appliquent au mouvement relatif, considérons d'abord le mou-

vement absolu du système; soit donc

H = T + U

et imaginons que la position du système soit définie par /i --f- i

variables

0^1, oe-î, .... x„, w,

f)ù Xi, x-2i . . .^x,i suffisent pour définir la position relalwe des

différents points du système, et ^^i l'orientation du système dans

l'espace.
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Si le système est isolé, U dépendra seulement de ^,, 0C2, • • -,

Xn ; T sera une forme quadratique homogène par rapport à x\
,

.r',, ..., x\^^ co' dont les coefficients dépendent seulement de

^ 1 J
-^ 2 J • • • 5 ^*^ « •

On aura alors l'équation

cIm'
= P,

où p est une constante; c'est l'intégrale des aires.

Cela posé, soit J l'action hamiltonienne

3 = f Hdt;

on aura, si les équations du mouvement sont satisfaites,

clT . ^T
oJ =

^^ ax; d(x>

L'action sera minimum (ou plutôt sa première variation sera

nulle) si les valeurs initiales et finales des Xi et de 00 sont regar-

dées comme données, c'est-à-dire si hxi= o(o=o pour t^ t^ et

pour t = ti.

Supposons maintenant que nous regardions comme données les

valeurs initiales et finales des xi^ mais pas celles de to; nous

aurons

J = [p OW ]i^fl = p ['^^h^l,-

Soit alors

et

il viendra évidemment

H'=H—pw'

y= fli'dt,

oJ' ^= G.

dT
De l'équation -y-, ^/?, on tire w' qui est une fonction linéaire

non homogène des x'^; on voit ainsi que H' est une fonction

quadratique non homogène par rapport aux x].

H' est donc de la forme Ho+ Hi -h Ho? étudiée au n° 338.

Ainsi l'intégrale J' sera minimum, alors même que les valeurs

initiale et finale de oj ne sont pas regardées comme données.
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On a d'ailleurs

J'= J —p((Jii— lùo),

cOq et lOi étant les valeurs de to pour t ^= t^ et t ^ t^.

340. Supposons maintenant un système rapporté à des axes

mobiles, et soumis à des forces qui ne dépendent que de la situa-

tion relative du système par rapport aux axes mobiles. Supposons

de plus que les axes soient animés d'un mou.vement de rotation

uniforme de vitesse angulaire constante co'.

Ce problème se ramène immédiatement au précédent; nous

n'avons qu'à attribuer aux axes mobiles un moment d'inertie

très grand de telle façon que sa vitesse angulaire demeure con-

stante.

On a alors pour le mouvement absolu

H = T + U = TiH-T2+U.

La fonction des forces U ne dépend que des variables Xi qui

définissent la position du sj'stème par rapport aux axes mobiles;

T< , force vive du système, dépend des Xi et est une forme quadra-

tique par rapport aux x'^ et à o)'; T2, force vive des axes mobiles,

est égal à

1

et le moment d'inertie I est très grand.

11 vient alors

et

ou

Oi

d(x>'

H'=H — OW'=:(Ti-r-T2-4-U)-^ w'— Iw'2

H = 1 1 -H U i—r O)

Comme 1 et /? sont très grands par rapport a -^ > cette equa-
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lion nous donne approximativement
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est alors minimum, quand on regarde comme données les limites

^0 et ti ainsi que les valeurs initiales et finales de ^ et de r^.

L'intégrale des forces vives s^écrit alors

H, = Ho H-

A

et nous avons vu que l'intégrale

J'z= / (H2-+- HjH- Uo-h h)dt = J -I- h{ti— to)

est minimum lors même qu'on ne regarde pas t^ et tf comme
donnés.

On trouve alors

J'= f(2ii. -h Ui)dt= f[ds^Uo-^h^(sj'Cç dr^—r^d';)]

en posant

C'est le principe de Maupertuis généralisé.

Dans les problèmes que nous traiterons, U sera toujours po-

sitif, et, par conséquent, J sera essentiellement positif.

11 n'en sera pas toujours de même de J'. En effet, si h est

négatif, nous devrons supposer que le point ^, Tj reste cantonné

dans le domaine défini par l'inégalité

Ho+ h > o.

Le premier terme de la quantité sous le signe / qui est

ds ^/Hq-^ h est essentiellement positif; il n'en sera pas ainsi du

second qui change de signe quand on renverse le sens dans lequel

la trajectoire est supposée parcourue.

Si le point ^, rj est très voisin du bord du domaine où il est

confiné, si, par conséquent, Ho+ /i est très petit, le premier terme

sera très petit et ce sera le second qui donnera son signe.

J' n'est donc pas essentiellement positif. On s'en rend compte

aussi à l'aide de l'équation

J' = J -f-/i(fi— ^o).

Si h est négatif, le premier terme J est positif et le second

négatif.
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1

Foyers cinétiques.

341. Jusqu'ici quand j'ai dit, telle intégrale est minimum,
je me suis servi d'une façon de parler abrégée, mais incorrecte,

qui ne pouvait d'ailleurs tromper personne; je voulais dire, la

variation première de cette intégrale est nulle; cette condition

est nécessaire pour qu'il y ait minimum, mais elle n'est pas suffi-

sante.

Nous allons maintenant rechercher quelle est la condition pour

que les intégrales J et J', que nous avons étudiées dans les nu-

méros précédents, et dont les variations premières sont nulles,

soient effectivement minimum. Cette recherche se rattache à la

difficile question des variations secondes et à la belle théorie des

foyers cinétiques.

Rappelons les principes de ces théories.

Soient x^^ X'x^ • • .-, Xa des fonctions de t\ soient x\^ ^'.>, . . .,

x\^ leurs dérivées; considérons l'intégrale

I f{Xi, x'i

t.,

)dt,

dont la variation première oj est nulle, en regardant concilie don-

nées les valeurs initiales et finales des Xf.

Pour que cette intégrale soit minimum, il faut d'abord une

condition, nécessaire, mais non suffisante, que j'appellerai la con-

dition (A).

C'est que

considéré comme fonction des s/, soit minimum.
La condition (A) n'est pas suffisante, à moins Cjue les limiles

d'intégration ne soient très rapprochées. Sauf ce cas, il faut y
joindre une autre condition que j'appellerai la condition (B).

Pour l'exposer, il faut d'abord que je rappelle la définition des

foyers cinétiques.

Pour que
ôJ = 0,
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il faut et il suffît que les xi satisfassent à n équations différen-

tielles du deuxième ordre que j'appellerai les équations (C).

Soit

une solution de ces équations.

Posons, pour une solution infiniment voisine

et formons les équations aux variations, équations linéaires

auxquelles satisfont les ^i et que j'appellerai (D).

La solution générale de ces équations (D) sera de la forme

(i = i, 2, n).

Les A/c sont 2n constantes d'intégration, les ^i^ sont in'^ fonc-

tions de t, parfaitement déterminées et correspondant k 2n solu-

tions particulières des équations linéaires (D).

Cela posé, écrivons que les ^i s'annulent tous pour deux époques

données i = ^', et ^ = t"; nous aurons 2/1 équations linéaires entre

lesquelles nous pourrons éliminer les 2/1 inconnues A^f.

Nous obtiendrons ainsi l'équation

où A est le déterminant

^{t', t") = o,

A = Ç « . 1 s rt . 2

Sl.l Çl.2

Ç«.i Ç/1.2

Çi.2/1

'in .2 71

Çl.2W

Ç /» . 2 /i

ç|-^et ^}^. sont ce que devient la fonction ^i/( quand on y remplace t

par t' et par t".

Si les époques l' et t" satisfont à l'équation A = o, nous dirons

que ce sont deux époques conjuguées et que les deux points M' et

M" de l'espace à n dimensions, qui ont respectivement pour coor-
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données
-fi(i'), a>2(«')) ••> ?«(^').

?l(^"), ?2(«"), •••- ^nit"),

sont deuxy?om^5 conjugués.

Si de plus ^' est celle des époques conjuguées de t', et posté-

rieure à i', qui est la plus voisine de t', nous dirons que M" est le

foye/^ de M'.

Nous pouvons maintenant énoncer la condition (B) : c'est

qu'entre ^o et ti ne se trouve aucune époque conjuguée de ^o-

Pour que J soit un minimum, il faut et il suffît que les condi-

ditions (A) et (B) soient remplies.

On peut tirer de là une conséquence immédiate.

Soient ^O) ^o ^25 h quatre époques.

Soient Mo, M,, Mo, M3 les points correspondants de la courbe

Supposons que M, soit le foyer de Mq et M3 celui de M^.

Si la condition (A) est remplie on pourra avoir

to<ti<h< h
ou

to<h<ti< h
OU

h<h<to<ty.

Mais on ne pourra pas avoir

sans quoi l'intégrale

devrait être minimum puisque la condition (B) est remplie, et

l'intégrale

/'

ne serait pas minimum puisque la condition (B) ne serait pas

remplie en ce qui la concerne.

Cela est impossible puisqu'on peut faire varier les fonctions Xi

entre t^ et ^j — s, sans les faire varier entre Iq et t^.
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Il est aisé de voir quelle est la signification géométrique de ce

qui précède.

La courbe de l'espace à n dimensions

Xi = Ç/ ( t )

représentant une solution des équations (c) poun-a s'appeler une

trajectoire, que j'appelle (T).

La courbe
Xi — C2,- -i- li

représentera une trajectoire infiniment voisine.

Si par le point M' on mène une de ces trajectoires ('J'') infini-

ment voisines de (ï) et que cette trajectoire vienne de nouveau

couper la trajectoire (T) en M" (plus exactement, la distance

de M" à cette trajectoire sera un infiniment petit d'ordre supé-

rieur); les points M' et M" seront conjugués si, de plus, le

point qui décrit (T') passe en M' et infiniment près de M" aux

époques t' et t"

.

342. Dans le cas du principe de Hamilton, la condition (A) esl

toujours remplie; en effet, on a

et Ho est une forme quadratique homogène par rapport aux x).

Dans tous les problèmes de Dynamique, cette forme quadra-

tique est définie et positive.

Si nous changeons x'^ en x'--^ £/, H, se change en

et Ho se change en

H,(^^) + H,(s,)^:i:s,g;

d'ailleurs

„ clUç

Donc

H
( x'i-\- Zi) = Ho -f- Hi -H Ho -h Se,- -^

—

-^^^ h H, ( s/ ).
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d'où enfin

Le premier membre correspond à la fonction

comme la forme quadratique Ho(£/) est définie positive, nous

voyons que l'expression est minimum pour £/=o, c'est-à-dire

qiie la condition (A) est remplie.

343. Passons au cas du principe de Maupertuis dans le mou-

vement absolu. L'intégrale à examiner s'écrit alors

/-

I

où cl-'- est une forme quadratique définie positive par rapport aux

différentielles dxi.

Prenons pour un instante, pour variable indépendante; l'inté-

grale devient

J dxi
<r/j"i,

OÙ
(
;t— )

est un polynôme du second degré P non bomogène

(mais essentiellement positif), par rapport aux -^^ Soit donc

V, V \d.rj

Il s'agit de savoir si

d^

dx\

v/KS:-^')-^^'^^'^'

est minimum pour £/ ^ o ; on, en d'autres termes, si la dérivée

seconde, par rapport à ?, du radical

\axx

est positive.

II. P. — m.

v/'
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dx
dx

Mais, quels que soient les -j-^ et les s/, on aura

rt, 6, c étant indépendants de f ; la dérivée seconde du radical est

ac — 62
3*

alors égale à

Comme le poljnome.P est essentiellement positif, cette expres-

sion est aussi toujours positive et la condition (A) est toujours

remplie.

34i. Passons au principe de Maupertuis dans le mouvement

relatif. Nous avons alors à envisager l'intégrale

/ [ds /Ho -+- a -t- o/(ç t/rj — -r) f/^)],

ou, en prenant ^ pour variable indépendante,

fdl [ v/(Ho + /i)(i + t/^ + co' ( ïr/- T; )].

Il faut donc rechercher si la dérivée seconde par rapport à t\ de

v/( Ho + A)(H- r/2; — (../(ïr/— -^ )

est positive; or, cette dérivée est

\/Ho + h

La condition (A) est donc toujours remplie.

Ainsi la condition (A) est remplie d'elle-même dans tous les

cas que nous aurons à examiner.

Foyers maupertuisiens.

345. Les fojers cinétiques ne sont pas tout à fait les mêmes

suivant qu'on envisage l'action hamiltonienne ou l'action mau-

pertuisienne. Pour mieux nous en rendre compte, supposons deux
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degrés de liberté seulement et soient x ety les deux variables qui

définissent la position du système et que nous pourrons regarder

comme les coordonnées d'un point dans un plan.

Soient

^=/i(0, J=A{i)

les équations d'une trajectoire (T) qui sera une courbe plane.

Posons

et, négligeant les carrés de ^ et de r, , formons les équations aux

variations. Comme elles sont linéaires et du quatrième ordre, on

aura donc
Ç = «Kl -H «2Ç2 -+- «3?3 -t- «4?i,

'r, = «i'/)! -4- «2 'ia
-+- «3 '03 ^- «i 'ii,

les ai étant des constantes d'intégration, les ç/ et les 't]i des fonc-

tions de /.

L'équation du n° 341,

s'écrit alors

(<)

A(^', t") = o,

^1
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cette dernière condition n'est pas imposée aux fojers hamiltoniens.

L'une des solutions des équations aux variations est

Nous pouvons donc supposer

n=A(n-

;î=/i('"), r;[=f,(i").

Ainsi sont définies les deux fonctions ^^ et r, ,.

D'autre part, la différence entre la constante des forces vives

relative à (T) et la constante des forces vives relative à (T') est

infiniment petite; c'est évidemment une fonction linéaire des

quatre constantes infiniment petites «i, a 2-, «3, «,

•

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que cette

différence est précisément égale à a^.

Alors, la condition pour que la valeur de la constante des forces

vives soit la même pour T et (T'), c'est que a,, = o, ou bien

; = «i ^1 -+- «2Ç2-+-«3b,

f; = «l'/'i 1 + «2 '/
2 + «3

"'i 3
•

Maintenant, pour t = t',t, et r\ doivent être nuls, d'où les équations

«1 Cl -r- «2 ;

«j r,\ -h ct-i-f/

D'autre part, la valeur de ^ + ^, jk + '^ pour t ^^ l" -j- e doit

être la même (à des infiniment petits près d'ordre supérieur) que

celle de a: el de y pour l = i", ce qui s'écrit

(t

«1; Çi «2 Ç2 "*~ <^3 b3 = O)

ao-r,. a-iT,., = o.

d'où, par élimination,

(^)

ç^



DIVERSES FORMES DU PRINCIPE DE MOINDRE ACTION. '^.69

et, en posant

l'équation (2) devient

(3) ^(t') = ^^{t").

Application aux solutions périodiques.

3i6. Si nous avons affaire à une solution périodique de

période 211, les fonctions f\{t) et /^{t) du numéro précédent

seront périodiques de période 271; il en est de même de

De plus, les équations aux variations admettront, d'après le Cha-

pitre IV, d'autres solutions particulières qui seront de la forme

^ = cp,(0+P^/;(0, ri = ^dt)^^tf,{t).

Dans ces équations, ^ est une constante, a et — a sont les expo-

sants caractéristiques, les cp et les t|> sont des fonctions périodiques.

Soit

^ / dx dv\
^r'-^''-^'TZ7J =

^'^"^'-

l'équation des forces vives; on devra avoir

d¥
^ ^

d¥ d¥ d\ dF d-t] _
dx dy , dx dt , dv dt '

'

^ d —r- d -^
dt dt

A étant une constante. Si, dans cette équation, nous remplaçons ^

et •r\ par e^'^cso, e^^(|>2j 1^ premier membre devient une fonction

périodique de t multipliée par 6=*^ et, comme il doit être constant,

il faut qu'il soit nul.

On aura donc
A = o,

Gela veut dire que les deux trajectoires infiniment voisines qui
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ont pour équations

et

correspondent à une même valeur de la constante des forces vives.

On A'eri-ait de même qu'il en est encore ainsi de la trajectoire r

qui a pour équation

Rien n'empêche donc de poser

Alors Ç(f) est de la forme suivante

G[t) étant une fonction périodique.

Cas des solutions stables.

347. Nous devons maintenant distinguer deux cas :

1° La solution est stable et a- est négatif. Dans ce cas ^;> et ^3.

7]2 et Tjs sont imaginaires conjugués; î^ et G ont pour module

l'unité. Nous allons faire trois hypothèses que nous justifierons

plus loin.

1° Supposons d'abord que G(^)'ne devienne jamais ni nul ni

infini;

2° Que la fonction

1%

qui est essentiellement réelle soit aussi constammenl croissante;

3° Supposons de plus que logG(^) soit une fonction pério-

dique.

Alors, l'équation (3) pourra s'écrire, en appelant t' et x" les

deux valeurs de t qui correspondent à i' et à t"

^

X — -: = ik étant entier).
a
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A chaque valeur de t correspond une seule valeur de t et à

chaque valeur de t une seule valeur de t; nous ne pouvons donc

avoir k=o sans avoir t'= t" ; et si nous voulons i" >> l' , il faut

que k soit positif.

En faisant /i = i on donnera à t"— t' la plus petite valeur; il

vient

a

et le point M" est alors le foyer de M'.

Mais il importe de remarquer une chose.

Pour que le raisonnement qui précède s'applique, il faut que

logG(^) soit une fonction périodique; mais, en général, tout ce

que nous savons, c'est que G(;) est une fonction périodique, et

il en résulte simplement que

logG(0

augmente d'un multiple de 2 ^'tî, par exemple de 2/xiTz quand t

augmente de 27t. Alors
logG{t) — ikt,

est une fonction périodique.

Posons alors

ik
a = a H ;

il viendra

On posera alors, non plus

z = i-h — logG(0,

mais

x==t+~ logG'cO;

comme logG(^) sera périodique, les conclusions qui précèdent

subsistent,, l'équation (3) s'écrira

z — T = —r- {ni étant entier)
a
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et, de plus, M" sera le fojer de M' si

348. Ainsi se trouve justifiée l'une de nos trois hypothèses,

que logG(f) doit être périodique. Je dis maintenant que la fonc-

tion T doit, comme nous l'avons supposé, être constamment crois-

sante.

Supposons en effet que cette fonction admette un maximum Tq

pour i = ^0 ; nous pourrions alors trouver deux époques t\ ei t\

telles que les valeurs correspondantes t', et 1"^ de la fonction x

soient égales, et deux autres époques, t'.^ et t".^ telles que x'., ^ x!^
;

telles enfin que les cinq époques d'ailleurs très voisines l'une de

l'autre, satisfassent aux inégalités

t'.,< i\< i,< t'[< tl.

Alors t"^ serait le fojer de t\, t"., celui de t'.^\ or, nous avons vu

plus haut que de pareilles inégalités sont impossibles quand la

condition (A) est remplie.

Je dis maintenant que G(^) ne peut s'annuler; en effet, on a

Le numérateur et le dénominateur de ^(;) sont imaginaires

conjugués; si l'un d'eux s'annule, l'autre s'annule également, de

sorte que la fonction ^(^) ne peut devenir ni nulle ni infinie.

Ainsi se trouvent justifiées toutes nos hypothèses.

Solutions instables.

349. Supposons maintenant la solution instable et of- positif;

dans ce cas ^oj ''^-i, \^^^ '^is, Ç, ^-5 G sont réels.

Pour la même raison que plus haut, la fonction x sera constam-

ment croissante; mais deux hypothèses sont possibles :

1° Ou bien Ç(^) ne peut s'anaider ni devenir infini et croît

constamment de o à -t- 00 quand t croît de — 00 à + co.

Il arrive alors q^aucun point de notre solution périodique

n'a de foyer mauperluisien.
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2" Ou bien 'C,[t) peut s^annuler pour f = ;„ ; il s'annulera alors

aussi pour f ^ ?o + ^tc, et comme il ne peut avoir ni maximum,

ni minimum, il faut qu'il devienne infini dans l'intervalle. De

même, si '^{t) peut devenir infini, il faut aussi qu'il puisse s'an-

nuler.

Supposons donc, pour fixer les idées, que ^(^) devienne infini

pour

et pour les valeurs qui en diffèrent d'un multiple de 27îet s'annule

pour

Je suppose d'ailleurs

«u < ^'0 < ^1 < ''1 < ^u -H 2 7r.

D'ailleurs, quand t croît de ^o à /|, ou de t^ à ^o, ou de t.y à

?o -t- 2 71, Ç(^) croît constamment de — oo à -j- oo.

La trajectoire fermée (T) qui représente notre solution pério-

dique sera donc partagée en deux arcs dont les extrémités cor-

respondront aux valeurs de t

ta, ti, ^0 -4-271.

Chacun des points de l'un des arcs aura son premier {oyer sur

l'arc suivant.

J'ajoute que les points qui correspondent aux valeurs de t

^0) ^0' ^1) ^1

coïncident avec leurs deuxièmes foyers.

Soient t" une valeur de t correspondant à un point quelccnque

de (T) et t'^^ la valeur de t qui correspond à son n^""^"^ foyer, on

aura
,. i'.'. — i" 2TI
lim =

n 2

Mais ce n'est pas tout; on aura

Si n est très grand et si G{l") n'est pas infini, comme t^ — t" est

très grand et que nous supposons a positif, G(^J^) sera très petit,
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de sorte que si t!' est, par exemple, compris entre ^o et ^i , 1^ difTé-

rence

tendra vers t'^^ quand /i croîtra indéfiniment.

Si n tend vers — co, cette différence tendra vers ^o o" vers ^,

selon que f sera compris entre t^ et t'^ ou entre t'^ et ^|. J'ajou-

terai que la différence i.',^^— iniz est, ou constamment croissante,

ou constamment décroissante avec n.

Les valeurs t'^, t\ correspondent aux points où

mais ^,r|o — ço'Oi est une fonction périodique multipliée par e'^^

\

or, une fonction périodique doit dans une période s'annuler un

nombre pair de fois.

Par conséquent, la trajectoire fermée (T) sera partagée par les

points ^05 ^15 ^0+ 271 en un certain nombre d'arcs et ce nombre

sera toujours pair.

330. Au point de vue qui nous occupe, les solutions pério-

diques instables peuvent donc se répartir en deux catégories.

Mais on pourrait se demander si ces deux catégories existent

réellement. Il convient donc d'en citer des exemples.

Soient p et to les coordonnées polaires d'un point mobile dans

un plan; les équations du mouvement s'écriront

(0

Supposons que, pour p = i, on ait

d\] d\] dn) , ,U=0, -—=0, —-=—1, .^=:o(w);
aoj dp dp^

les équations (i) admettront pour solutions

p = I, (x> =: t

et cette solution correspondra à une trajectoire fermée qui sera

une circonférence.

d-^p

dr^
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Posons

et formons les équations aux, variations 5 elles s'écriront

dt^ ^ dt - . ^ ^' df^ dt

La seconde s'intègre immédiatement

dv
-T--t- 2C = const.

;

dt

mais cette constante doit être nulle si nous voulons c[ue la con-

stante des forces vives ait même valeur pour la trajectoire (T) et

pour la trajectoire infiniment voisine.

Si donc on remplace ~j- par — at^, la première éc{uation aux

variations deviendra

W g| = ç(,(n-3].

L'équation (2) qu'il nous reste à intégrer est une équation

linéaire à coefficient périodique.

Ces équations ont été traitées dans les n"^ 29 et 189 (^voir en

outre Chapitre IV, passim).

On saitqu'elles admettent deux solutions de la forme suivante :

G et G) étant des fonctions périodiques.

Nous allons trouver des exemples de tous les cas distingués

plus haut. Supposons d'abord cjue o se réduise à une constante A
(cas des forces centrales).

Si A <! 3, on aura une solution périodicjue stable.

Si A>>3, il n'y aura pas sur (T) de fojer maupertuisien et

nous aurons une solution périodique instable de la première caté-

gorie.

Il me reste à faire voir qu'il peut aussi y avoir des solutions

périodiques instables de la deuxième catégorie.

La solution sera instable et de la deuxième catégorie si G
s'annule de telle façon que le rapport

„ , G
G,'
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qui correspond à la fonction ^{i) des numéros précédents puisse

s'annuler et par conséquent devenir infini.

Or, on peut évidemment construire une fonction périodique G
satisfaisant aux conditions suivantes :

1" Elle admettra deux zéros simples et deux seulement;

2" Ces zéros annuleront également

d-^G dCr

df^ dt

Il en résulte que toutes les fois que

C = e'^' G

s'annulera, sa dérivée seconde s'annulera également de telle façon

que le rapport

restera fini.

On peut évidemment construire une Ibnction G qui satisfasse

à ces conditions; la fonction périodique cp construite à l'aide de

cette fonction G correspondra à une solution périodique instable

de la deuxième catégorie.

Comme exemple de fonction G satisfaisant à cette condition,

nous pouvons prendre

oc

G = sin < (cos ^ — cos3 O-
4

Cette fonction s'annule pour ^ = et ^ = -; et elle n'a pas

d'autre zéro si

I=c<-.
s/3

D'ailleurs, pour ; ^ o et pour f = 71, on a

d''- G dQ,
-,—- -h 2a —r- — O.
df- dt

Pour que le rapport ^ s'annule, il ne suffit pas que G s'annule,

il faut encore que Gi ne s'annule pas.

Or, c'est ce qui arrive, car si G et Gi s'annulaient à la fois, les
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deux solutions

ne pourraient difFérer que par un facteur constant (puisqu'elles

satisfont à une même équation différentielle du second ordre) et

cela est absurde.

351. Un point sur lequel je veux attirer l'attention, c'est que

les solutions instables de la première et de la deuxième catégorie

forment deux ensembles séparés de telle façon qu'on ne peut

passer de l'une à l'autre d'une manière continue sans passer par

l'intermédiaire des solutions stables.

Bornons-nous d'abord au cas particulier du numéro précédent

et reprenons l'équation

(.) g=Ç(o-3).

Faisons varier la fonction co d'une manière continue et voyons

si l'on pourra passer immédiatement d'une solution instable de la

première catégorie à une solution instable de la deuxième caté-

gorie. Pour cela, il faut que la fonction G qui est réelle soit

d'a])ord incapable de s'annuler et ensuite susceptible de s'annuler.

On passerait donc du cas où l'équation G == o a toutes ses racines

imaginaires au cas où elle a des racines réelles. Au moment du

passage, elle aurait une racine double ou plus généralement mul-

tiple d'ordre 2 7?/.

Ce zéro, qui serait d'ordre im pour G, serait d'ordre im — i

clQt -,
, , cl- (j -,

I ,

pour -j-, d ordre im — 2 pour -7— 5 de sorte que i expression

cl^-G dG ,„
—7—- -t- aa —;

h- x^Lr
«V/2 dt

deviendrait infinie, ce qui est impossible, puisqu'elle est égale

à o — 3.

Au contraire, on peut passer d'une solution stable à une solu-

tion instable de l'une ou de l'autre catégorie.

Pour une solution stable, en effet, G est imaginaire. Au moment

où la solution deviendra instable, la partie imaginaire de G
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deviendra identiquement nulle; si, à ce moment, la partie réelle

de G a des zéros, on passera à une solution instable de la deuxième

catégorie; si cette partie réelle ne s'annule jamais, on passera à

une solution instable de la première catégorie.

11 n'j a d'ailleurs aucune difficulté à passer du cas où l'équa-

lion

partie réelle de G =0

a toutes ses racines imaginaires à celui où cette équation a des

racines réelles, pourvu qu'au moment du passage la partie imagi-

naire de G ne soit pas nulle.

352. Pour mieux faire comprendre ce qui précède, je vais

revenir à un exemple qui nous est déjà familier.

Revenons à l'équation de Gyldén, c'est-à-dire à l'équation (1)

du n° 178 (t. II). Nous donnerons à cette équation le numéro (3)

et nous l'écrirons

(3) -^ =.r(— 5r2+^lCOS20-

On voit qu'elle est de même forme que l'équation (2).

Nous avons vu que cette équation a, comme l'équation (2), deux

intégrales de la forme
e^^'G, e-"^«Gi,

que nous avons écrites dans la notation du n° 178, sous la forme

Le cas de h réel correspond alors au cas des solutions stables

et le cas de h imaginaire à celui des solutions instables.

Nous avons envisagé aussi deux intégrales remarquables; la

première paire

F(0 [F(o) = ,, F'(o) = o];

la seconde impaire

[/(u) = o, /'(o) = i];
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et nous avons trouvé les conditions

¥(T.)f\^)-f{7:)¥'in) = i,

F(7r) = /'(Tî)= cos/m.

Je renvoie maintenant à la figure de la page 243 (Tome II) où,

regardant q et ^, comme les coordonnées rectangulaires d'un

point, nous avons séparé les régions correspondant aux solutions

stables de celles qui correspondent aux solutions instables. Ces

dernières sont représentées couvertes de hachures.

Ces diverses régions sont séparées les unes des autres par

quatre courbes analytiques dont j'ai donné les équations page 241

(Tome II).

Voici ces équations

(a) F(7r)= I, F'(-n:) = o,

(P) F(7r)= .1, /(tt) =0,

(y) F(7r)=-i, F'(7r) = o,

(8) F(7r) = -., /(tt) =0.

A quelle catégorie appartiennent les solutions instables qui

correspondent à nos régions couvertes de hachures? Il est clair

d'abord que les solutions instables qui correspondent à l'une de

ces régions sont toutes de la même catégorie. Cela résulte immé-

diatement de ce qui précède.

Or, en un point de l'une des courbes (P) et (5), la fonction G
se réduit à f(t) et cette fonction peut s'annuler puisqu'elle est

impaire. Donc, si une région est limitée par un arc de l'une des

courbes ([S) et (0), les solutions correspondantes seront de la

seconde catégorie.

Mais il en est ainsi de toutes nos régions. Donc toutes nos

solutions instables sont de la seconde catégorie.

Il est aisé de transformer notre exemple de telle façon que l'on

ait des solutions des deux catégories. 11 suffît de remplacer q-

par q de façon que ce coefficient puisse devenir négatif.

Notre équation (3) s'écrit alors

cl- OC

(3 hh) —j—^ r=z x{— ^-T-^'i C0S2/).
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Prenons toujours q et qs pour coordonnées rectangulaires et

construisons une figure analogue à celle de la page 24 1- f-'^ partie

de la figure située à droite de l'axe des ^, du côté des q positifs

sera analogue à la figure de la page 241. Mais nous aurons à

gauche de l'axe des ^,, du côté des q négatifs, une région cou-

verte de hachures, limitée par une espèce de parabole tangente

à l'axe des q\

.

Les régions hachées de droite correspondront, nous venons de

le voir, à des solutions de la seconde catégorie; mais il n'en sera

pas de même de la région hachée de gauche.

Il suffît pour s'en convaincre de faire ^, -- o, d'où

— pfJ- = v/-^;

353. Je n'ai encore fait la discussion que dans un cas particu-

lier. Pour l'étendre au cas général, je vais montrer qu'on est

toujours amené à une équation de même forme que l'équation (2)

du numéro précédent.

Considérons d'abord le cas du mouvement absoki; si U est la

fonction des forces et si x el y sont les coordonnées cartésiennes

d'un point dans un pkn, les équations du mouvement s'écriront

„ cm „ du

et les équations aux variations

\^ ~ 'dx-^
^ dxdf "

il) I

' dxr/y^ dy-i
''

Je représente pour plus de brièveté par des accents les dériva-

tions par rapport à t. Ainsi ç" représente ici -^ et non plus,

comme dans le n° 341, la valeur de ç pour / = l"

.

L'intégrale des forces vives s'écrira

'r'2 -4- v'-



DIVERSES FORMES DU PRINCIPE DE MOINDRE ACTION. 281

et l'inlégrale correspondante de (2)

,>, , ,
d\5 ^ d\] ^, .^, ,X i -{- y i\ = -y- ç M r- '1 + û/( (o/i étant une constante).
dx dy '

Pour l'application du principe de Maupertuis, il faut supposer

oA = o,

de sorte cjue nous aurons

ou bien

(3) •^'?'-Hy-^/'='Z-"ç-i-y'-'-,-

Nos équations (2) et (3) admettront alors trois solutions linéai-

rement indépendantes c[ue nous avons appelées au n" 345

%\ = ^',
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valeurs ainsi trouvées et les dérivées ^' et ri" par leurs valeurs (2),

il viendra

(7) e"-eAU = 2(ry'-r/.^.").

Je désigne par AU (ou plus brièvement par A) la somme des deux

dérivées secondes -y—r -A—r—-•

Il est aisé de vérifier l'identilé suivante

= i{y"oc'-yx")a'x'+ r{y-U'- r^y),

ou, en tenant compte de (5), (6), (7) et (3),

(8) (^'2+/2)(0"— 0A) — 2(^'y'+jy')0'-f-2(a7"2-4-y2)e = 0.

Telle est l'équation différentielle qui définit la fonction inconnue 9.

Nous poserons

et notre équation deviendra

^9) ^=^ y

équation de même forme que l'équation (2) du numéro précé-

dent. Les conclusions du numéro précédent subsistent donc; une

solution périodique instable est de la seconde ou de la première

catégorie selon que la fonction cp peut ou non s'annuler. On ne

peut passer directement d'une solution instable de la première

catégorie aune solution instable de la seconde, mais seulement en

passant par des solutions stables.

354. Les mêmes résultats subsistent-ils encore dans le cas du

mouvement relatif?

Les équations du mouvement deviennent alors

, , .

, „ ,
d\} „

,

, d\}
(l OIS) X i'J->y =

-J—

'

y -i-2Cl).Z; =: —y--,

(0 désignant la vitesse de relation des axes mobiles.
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Les équations des variations seront

\

clx''- dx dy
(2 bls^ \

L'équation des forces vives étant encore vraie, il en sera de

même de

(3) x"i^-\-y'-T{=x"\-\-y"r,.

Posons encore
e = \y'—r^x',

les équations (5) et (6) subsisteront.

D'autre part, comme x' et y' doivent satisfaire aux équa-

tions (2 his\ on aura

„ d^\} , rf2U
,X — 2 w k" = —^—- X -h -—-— y ,•^ dx^ dx dy -^

Y + 2 w :r = — j- X -\ j—- Y •
•^ dx dv dy^-

^

En tenant compte de ces équations ainsi que des équations ( 2 bis)^

et en tenant compte également de Véquation (3), on peut sim-

plifier l'expression de 0" et l'on retrouve l'équation

(7) 6"-0AU = 2(i'j"--V^").

Comme l'identité du numéro précédent est toujours vraie, on

retrouvera les équations (8) et (g); il n'j a donc rien à changer

aux conclusions du numéro précédent.

355. Mais une nouvelle question se pose,

La trajectoire (T) est une courbe fermée; nous avons jusqu'à

présent cherché à déterminer si un arcABde cette courbe corres-

pondait à une action plus petite que tout arc infiniment voisin

ayant mêmes extrémités.

Mais nous pouvons également nous demander si cette courbe

fermée tout entière correspond à une action plus petite que toute

courbe fermée infiniment petite.

Supposons d'abord qu'un poiut A de la courbe (T) ait son
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premier foyer B sur la courbe (T), de telle façon que l'arc AB
soit plus petit que la courbe fermée tout entière.

C'est ce qui arrive pour les solutions instables de la première

catégorie, nous avons vu que pour ces solutions la courbe (T) se

divise en un certain nombre pair d'arcs et que tout point d'un de

ces arcs a son jDremier foyer sur l'arc suivant; de telle façon qu'en

partant d'un point quelconque on rencontrera son premier foyer

avant d'avoir fait le tour complet de la courbe (T).

C'est ce qui arrive également pour certaines solutions stables.

Dans le cas des solutions stables, nous avons posé (n° 347)

t-^ — logG(0= "'

et nous avons vu que le t d'un point et celui de son premier

foyer diffèrent de — • Si donc - est plus grand que -> on rencon-

trera le foyer d'un point avant d'avoir fait le tour complet de (T).

S'il en est ainsi, l'action ne peut pas être moindre pour la

courbe (T) que pour toute courbe fermée voisine.

Soit, en effet, ABCDEA la courbe (T) et supposons que D soit

le foyer de C. Comme E est au delà du foyer de C, nous pourrons

joindre C à E par un arc CME très voisin de CDE et correspon-

dant à une action moindre.

Si je représente par (CME) l'action correspondant à l'arc CME,

on aura
(GME)<(GDE)

et, par conséquent,

(ABGMEAX (ABCDEA).

Considérons maintenant une solution stable telle que

a I

1>V

je dis que l'action ne sera pas non plus moindre pour (T) que

pour toute courbe fermée infiniment voisine.

Je fais la figure, pour fixer les idées, en supposant - compris

entre -7 et ^r? de telle façon que l'on rencontre le foyer d'un point40 ^1 „ r
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avant d'avoir fait trois fois et après avoir fait deux fois le tour

c]e(T).

Soit ABCDA la courbe (T); le foyer F se trouvera entre AB et

on le rencontrera après avoir fait deux fois le tour de (T).

Comme B se trouve au delà de ce foyer, nous pouvons joindre

A à B par un arc AEHNKHMEB tel que

(AEHNKHMEB)<(ABGABGAB).

Comme on ne rencontre pas le foyer de A en décrivant l'arc AB

Fi{

sans faire le tour de (T), on aura d'autre part

(AE + EB)>(AB),
d'où, en retranchant,

(EHNKHME)<(ABCABGA)
ou

(EHME) + (HNKH)<2(ABGA).

On doit donc avoir ou bien

(EHME)<(ABGA)

(HNKH)<(ABGA).
ou bien

Il y a, en tout cas, une courbe fermée peu différente de (T) et

correspondant à une action moindre.

Donc, pour qu'une courbe fermée corresponde à une action

moindre que toute courbe fermée infiniment voisine, il faut
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que cette courbe fermée corresponde à une solution périodique

instable de la première catégorie.

356. Cette condition est-elle suffisante? Pour nous en rendre

compte, étudions les solutions asymptoliques correspondant à une

pareille solution périodique instable.

Soient

les équations de la solution périodique et

a; r= c3o(«)-i- Ae«'cpi(i)-i- A^eSa^rp^CO +• • >

celles des solutions asymptotiqaes. Les fonctions
'f/(^)

et ^/(^)

seront des fonctions périodiques de t. Nous pourrons aussi écrire,

en posant Ae='^= ;/,

Si u est suffisamment petit, x et j^ seront des fonctions uni-

formes de ^ et de w, périodiques par rapport à i de période 2 tu.

De plus, le déterminant fonctionnel

d(x.y) _ d^ dW dW d^
d{i, u) dt du clt du

ne s'annulera pas. En effet, pour u = o, ce déterminant se réduit à

?;(0'^(o-'I^'o(oti(o-

Or cette expression n'est autre chose c[ue l'expression

du n° 34-5 divisée par e'^^. Elle ne s'annulera donc pas si la solu-

tion instable est de la première catégorie.

Donc, le déterminant fonctionnel, ne s'annulant pas pour u = o,

ne s'annulera pas non plus pour u suffisamment petit.

Donc, si u est suffisamment petit, u, cost et sin^ seront des

fonctions uniformes de x et dey.

Les équations des solutions asymptoliques s'écrivent

(
cr = *(^, Ae^t)

^'^
\y = W{t,Ae^-^')
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et l'on voit que le déterminant fonctionnel

d{t, A) d{i, a)

ne peut s'annuler, ce qui veut dire que les coux'bes (i) ne pré-

sentent pas de point double, ne se coupent pas entre elles et ne

coupent pas la trajectoire (T) [ tout cela, bien entendu, si l'on sup-

pose u suffisamment petit; cela ne serait plus vrai si l'on prolon-

geait indéfiniment les courbes (i) de façon que u devienne très

gra n d ]

.

Les courbes (i) correspondant aux solutions asymptotiques

auront donc l'aspect de spirales s'enroulant autour de (T). Cet

aspect est représenté sur la figure (2). La trajectoire fermée (T) y
est représentée en trait plein, mais je dois avertir qu'il j a sur la

figure deux courbes fermées marquées en trait plein; de ces deux

courbes, celle qui est intérieure à l'autre est celle qui repré-

sente (T).

Les courbes spirales (i) sont représentées en trait pointillé

J'observe qu'il j a deux systèmes de solutions asymptotiques

correspondant aux deux exposants caractéristiques égaux et de

signe contraire.
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Ces solutions asjmptotiques du second système seraient des

courbes spirales analogues aux coui-bes (i), mais s'enroulant en

sens contraire. Elles ne sont pas représentées sur la figure.

Dans le cas d'une solution instable de la deuxième catégorie,

les courbes (i) présenteraient un aspect tout différent; elles vien-

draient recouper une infinité de fois la trajectoire fermée (T)

et les points d'intersection formeraient un ensemble infini pré-

sentant un nombre fini, d'ailleurs pair, de points limites. Ces

points limites correspondi^aient aux valeurs t^^ tf envisagées

dans le n° 349.

3o7. Revenons aux solutions instables de la première catégorie

et aux solutions asymptoticjues du premier système représentées

sur la figure (2). Je me propose d'établir que l'action est moindre

pour (T) que pour toute courbe fermée infiniment voisine.

Je considère une courbe fermée quelconque infiniment peu

différente de (T). Cette courbe, que j'appellerai (T'), est repré-

sentée sur la figure (2) par une courbe fermée en trait plein exté-

rieure à (T) et passant par les points C et B3.

Bornons-nous d'abord au cas du mouvement absolu. Dans ce

cas nous avons le théorème suivant bien connu :

Soient A,B,, AoBo, ..., A^B^ une série continue d'arcs de

trajectoires.

Les extrémités de ces arcs se trouvent sur deux courbes

AiA-,...A„, B1B0...B,,.

Si ces deux courbes coupent orthogonalement les trajectoires A| Bi,

A3B0, . . . , A/,B„, on aura

(AiBi) = (A2B,) = ... = (A„B„),

en désignant toujours par (A,Bi) l'action correspondant à

l'arc A, B,.

Construisons donc les trajectoires orthogonales des courbes (1).

Ces trajectoires que j'appellerai les courbes (2) auront pour équa-

tion différentielle

dt du dt du/^ ' \da^ du^ J
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Pour chaque point du plan, pourvu que u soit assez petit, passe

une courbe (2) et une seule. Il ne pourrait en êlre autrement que

si les coefficients de clt et de du s'annulaient à la fois, ce qui ne

pourrait avoir lieu que si le déterminant fonctionnel de O et de W
par rapport k t el k u s'annulait; nous avons vu qu'il n'en était

pas ainsi.

Les courbes (2) sont représentées sur la figure (2) en trait

mixte .. ..

Soient A, A2, . . . , A5, B, Bo, . . . , B5 deux de ces courbes infi-

niment voisines; elles interceptent sur (T) l'arc AoBo, sur les

courbes (i) les arcs A, B,, A3B3, AiB^, A5B3, sur (T') l'arc CB3.

Il me suffit, pour mon objet, d'établir que l'action de (CB3) est

plus grande que pour l'arc correspondant AoBo de (T).

Nous avons, en effet,

(A,B2) = (A3B3)

et, dans le triangle rectangle curviligne infiniment petit A3CB3,

(GB3)>(A3B3).

On a donc

(CB3)>(A2B2),
et, par conséquent,

action de (T') > action de (T).

C. Q. F. D.

358. Il reste à voir si le même résultat subsiste encore pour le

mouvement relatif.

L'irréversibilité des équations constitue évidemment une dif-

férence considérable avec le cas précédent. L'action pour un

arc AB quelconque n'est plus la même C[ue pour le même arc

parcouru en sens contraire. D'ailleurs, si une courbe cjuelconque

satisfait aux équations différentielles, il n'en sera pas de même de

la même courbe parcourue en sens contraire.

Enfin, les trajectoires orthogonales des courbes (i) ne jouiront

plus de la propriété fondamentale que j'ai énoncée dans le numéro

précédent. Mais il j a d'autres courbes que je vais définir et qui

jouissent de cette propriété. Cela suffit pour que le résultat du

numéro précédent subsiste.
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Nous avons, au n° 340, trouvé pour l'expression de Taclion

]'= f[ds^H,

Pour simplifier, je poserai sJHq + /i = F
;
je désignerai les coor-

données non plus par ^ et v), mais par ^r et jk pour me rapprocher

des notations employées dans les numéros précédents et la vitesse

angulaire non plus par oj', mais par w en supprimant l'accent

devenu inutile. J'aurai alors

d'où

J'=
I
[F \/dx' -^ dy''- -i- o:>(.r df —y dx)],

•NT, /T'nt^ 7 ^ dx odx -\- dy ^dy
cJ = / oFds^F -^

—

^

-t- oj ( o:r dy — oy dx ) -i- a> ( a? ody — y odx)

OU, en intégrant par parties,

J ' = / \oFds-\-2io{ox dy— Zy dx )— ^xd[ —j— \ — oj' d

(4)
ds

dx 037-1- dy oy

ds
w(x oy — JK or

']:

FdvY
ds )

L'expression définitive de oJ' comprend donc deux parties :

une intégrale définie qui doit être prise entre les mêmes limites

que l'intégrale J' et une partie toute connue que j'ai placée suivant

l'usage entre deux crochets avec les indices o et i, cette notation

signifiant qu'on doit calculer l'expression entre crochets pour les

deux limites d'intégration et faire ensuite la différence.

Supposons maintenant que l'on égale à zéro l'expression qui

figure sous le signe / dans le second membre de (4)- On obtiendra

des équations différentielles qui seront précisément les équations

du mouvement et auxquelles satisferont toutes nos trajectoires et

en particulier les courbes (i).

Ces équations peuvent s'obtenir d'une infinité de manières

parce que ox et ùy sont deux fonctions entièrement arbitraires.

Nous pouvons d'abord supposer o.r = o d'où oF = 7- ^J"; et

notre équation s'écrira, en divisant par oyds,

(())
dF
dy

2 0) —r- =
ds

dF dy
ds ds

d'^v

I/52"'
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Si l'on avait au contraire supposé o) ==o, on aurait trouvé

dF dy __ dF dx y^ d-x

dx ds ds ds ds-

Ces deux équations sont équivalentes, comme il était aisé de le

prévoir, et, en effet, si on les ajoute après les avoir respectivement

multipliées par -7- et -^, et si l'on tient compte des relations

dx\- / dy\- dx d-x dy d-y

ds ds ds ds' ds ds^
0,

on arrive à une identité.

Si donc nous envisageons les courbes (i), elles satisferont à

l'équation (6). Si l'on tient compte de cette équation, la rela-

tion (4) devient

dx 03^-1- dy 0)'

8J' =
ds

oi{xùf —yox)

Soient A,B,, A0B2, . . ., A«B„, une suite continue d'arcs appar-

tenant aux courbes (i) et dont les extrémités A
i
Ao ... A„, B, Bo ...B^

forment deux courbes continues C et C.

Soient A,B/, A/.,., B/+, deux de ces arcs infiniment peu différents

l'un de l'autre. Soient ce, y les coordonnées du point A/, x + ox,

y --h ùy celles du point infiniment voisin A/^i

.

Soient J' l'action relative à l'arc A/B/ et J'+ 0]' l'action relative

à l'arc A;_,_,B/^.,.

Si a est l'angle que fait avec l'axe des x, la tangente à la

courbe A/B^ qui est une courbe (i), et si les deux courbes C et C
satisfont à l'équation différentielle

(7) F(cosa ox + sina 0/) -^ iii{xQy — j- oa?) = o,

on aura

et, par conséquent.
SJ' = o

(AiBj) = (A2B2)=... = (A„B„).

Les courbes définies par l'équation ('y) peuvent donc jouer le rôle

que jouaient dans le numéro précédent, les trajectoires orthogo-

nales des courbes (1).
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Nous pouvons donc reprendre la figure (a) et supposer que les

courbes en trait mixte représentent, non plus ces trajectoires

orthogonales, mais les courbes définies par l'équation (^j). Nous

n'aurons rien à changer à la démonstration.

Un point cependant n'est plus évident. Dans le triangle rectangle

infiniment petit A3CB3, j'avais

(GB3)>(A3B3).

Le triangle n'est plus rectangle et, d'autre part, j'ai changé la défi-

nition de l'action. L'inégalité subsiste-t-elle encore?

11 serait aisé de voir que cette inégalité équivaut aux condi-

tions (A) du n° 341 et nous avons vu au n° 3M qu'elles sont rem-

plies. L'inégalité a donc lieu et notre démonstration subsiste.

En résumé, pour qu'une courbe fermée corresponde à une

action moindre cjue toutes les courbes fermées infiniment voi-

sines, il faut et il suffit que cette courbe fermée corresponde à

une solution périodique instable de la première catégorie.

359. Ce que nous avons dit au sujet de la classification des

solutions instables en deux catégories nécessite une remarque.

A un autre point de vue les solutions périodiques instables

peuvent se répartir en deux classes. Celles de la première classe

sont celles pour lesquelles l'exposant caractéristique a est réel,

de telle sorte que e°'^ soit réel et positif, T étant la période.

Celles de la seconde classe sont celles pour lesquelles cet expo-

sant a a pour partie imaginaire ~ de telle sorte que e*^ soit réel

et négatif.

Dans ce qui précède, nous nous sommes uniquement attachés

aux solutions instables de la première classe. Voyons si celles de

la deuxième classe peuvent également se répartir en deux caté-

gories.

Nous pourrons poser

a = a +
"Y?

a! étant réel; et nous poserons ensuite comme au n° 346 :

^3=e-a''o3, -^3=e-a'<(;>3,
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OÙ cDo, ^o, 03 et ^3 sont des fonctions de t qui changent de signe

quand t se change en ^ + T et qui seront réelles.

Il vient alors

Le numérateur et le dénominateur de G sont des fonctions de t

qui changent de signe quand t se change en ï -f- T.

On est donc certain que ces deux fonctions s'annulent, et par

conséquent qu'il e'n est de même de

Ces deux dernières fonctions satisfont à une même équation

différentielle linéaire du second ordre dont les coefficients sont

des fonctions périodiques de t ne devenant pas infinies, le coeffi-

cient de la dérivée seconde se réduisant à une constante. Ces

deux fonctions ne peuvent s'annuler à la fois; car si deux inté-

grales d'une pareille équation linéaire s'annulaient à la fois, elles

ne pourraient différer que par un facteur constant. Or ^(^) n'est

pas une constante.

Le numérateur et le dénominateur de ^{t) s'annulent donc tous

deux et ne s'annulent pas à la fois; donc ^(^) [et par conséquent

G(^)] peut s'annuler et devenir infini.

Toutes les solutions instables en question sont donc de la

deuxième catégorie; à part cela, il n'y a rien à changer à ce qui

précède.
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CHAPITRE XXX.

FOlRMATION DES SOLUTIONS DU DEUXIEME GENRE.

360. Nous allons voir maintenant comment on peut former

effectivement les solutions périodiques du deuxième genre.

Soient
dxi f/F (Ivi dF
dt dyi dt dxi

un sjstème d'équations canoniques; et supposons qu'elles admet-

tent une solution périodique du premier genre

(2) Xi='^i{t), y,-=^i{t).

Nous nous proposons d'étudier les solutions périodiques du

deuxième genre qui dérivent de la solution du premier genre (2).

L'analyse peut être simplifiée, au moins pour l'exposition, si

l'on amène les équations (i) à une forme convenable par une

série de changements de variables.

Nous supposerons deux degrés de liberté seulement. Quand /

augmentera d'une période, y\ et y.2 augmenteront respective-

ment de

h'i et ^"2 étant des entiers.

Je puis d'abord supposer A-, = o; car, s'il n'en était pas ainsi,

j'amènerais A"i à s'annuler par le changement de variables du

n° 202.

Je puis ensuite supposer que la solution périodique (2) se

réduit à

37, = 0, X2=0, j)'i=o,

car, s'il n'en était pas ainsi, je ferais le changement de variables

du n° 208.
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Cela posé, nous allons voir comment on peut ratlachei^ la

recherche des solutions périodiques du second genre, soit à

l'analyse du n° 274-, soit à l'analyse du n° 44.

361. Rappelons les résultats obtenus aux n°= 273 à 277. Soient

des équations canoniques

dxf dF dvi dF , . .

^ ' dt dfi dt dxi » î 7 /

contenant un paramètre \ et supposons qu'elles admettent une

solution périodique

de période Tq, correspondant à la valeur Co de la constante des

forces vives, et à ). = o. On satisfera formellement aux équa-

tions (i) par des séries de la forme suivante; ces séries procéde-

lonl suivant les puissances des quantités

X, A/.e'-'/.^ A/,e-«)>^ (/r = i , 2, . .
.

, /i — i).

Les coefficients seront des fonctions périodiques de t-^li,

dépendant en outre de la constante des forces vives G. La

période T dépendra aussi de C et des produits A^A^i;.; elle se

réduira à Tq pour

G = Co, A/,A/^. = 0, X = o.

Les exposants a/c sont des constantes développables suivant les

puissances de X et des produits Aa-A^ et dépendent en outre de C;

ils se réduisent aux exposants caractéristiques de la solution (2)

pour
G = Co, A/,.Â/^. = 0, X = 0.

Les k-h, les A^ et h sont des constantes d'intégration.

Dans l'étude des solutions asjmptotiques, nous avons supposé

que les a^ étaient réels et nous avons annulé une des constantes A
sur deux.

Pour appliquer ces mêmes résultats à l'étude des solutions

périodiques du second genre, nous supposerons au contraire que

les exposants a^ sont purement imaginaires.



296 CHAPITRE XXX.

Je supposerai deux degrés de liberté seulement, ce qui me per-

mettra de supprimer l'indice A" devenu inutile.

Pour que nous obtenions des solutions périodiques, il faut que

l'exposant a soit commensurable avec -=r* Si nos séries étaient

convergentes, cette condition serait suffisante; mais elles sont

divergentes et ne satisfont aux équations (2) qu'au point de vue

formel. Une discussion plus approfondie est donc nécessaire; on

pourrait appliquer un artifice analogue à celui qui a été employé

aux n°^ 211 et 218. On obtiendrait ainsi des séries qui seraient à

celles des n°' 273 et 277 ce que les séries de M. Bohlin sont à

celles des n°^ 125 et 127. On retomberait ainsi par une voie indi-

recte sur les solutions périodiques du deuxième genre. Mais j'aime

mieux opérer autrement.

Formation effective des solutions.

362. Par les changements de variables des n°^ 209, 210, 273,

274, toujours applicables quand on a un système d'équations

canoniques admettant une solution périodique, nous pouvons

amener nos équations à la forme des équations du n° 274. Dans

ce numéro nous avons formé les équations suivantes (p. C)3)

(3)
dx^^^dT^ <^^_f^',
dt dy'i dt dx'i

f'=f;-hsf; + £2f;+...,

où F' est un polynôme entier en x\^ y\, x'.,, qui sera homogène

de degré p -+- 2 si l'on considère a;\ ely\ comme du premier ordre

et x'^ comme du second ordre. Les coefficients de ce polynôme

sont des fonctions périodiques dey'.^ dont la période est 211.

Nous allons, comme au n° 274, supprimer les accents devenus

inutiles et écrire F^ F^,, .r/, yi au lieu de F', F' , x'^, y\.

Nous pouvons alors supposer {Cf. p. 94, 9^, 96)

Fo = H 372+ aBa^iji,

où H et B sont des constantes; je pourrais aussi supposer H = i,

mais je ne le ferai pas.
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Posons ensuite, comme à la page 96,

les équations conserveront la forme canonique et il viendra

Fq = lîx-2-h iBu;

les autres termes F|, Fo, . . ., seront périodiques de période 271,

tant par rapport à iç que par rapport ày^-

Nos équations ont alors une forme analogue à celle que nous

avons étudiée tant de fois et en particulier aux n°^ 13, 42, 125, etc.,

le paramètre e jouant le rôle du paramètre p.. Nous pouvons donc

nous proposer de leur appliquer le procédé du n° 44.

Un obstacle se présente toutefois : le hessien de Fq par rapport

à ^2 et à u est nul, et c'est justement un des cas d'exception

du n° 44.

Cette circonstance m'obligera à supposer que F dépend d'un

certain paramètre \ et nous développerons à la fois suivant les

puissances de ). et celles de e. Du reste nous avons vu au Cha-

pitre XXVJII que dans l'étude des solutions périodiques du

second genre, il convient toujours d'introduire un semblable

paramètre, puisque ce qui caractérise les solutions du second

genre, c'est de se réduire à une solution du premier geni^e

pour X =: o, et d'en différer pour X^o.

Seulement, pour plus de facilité dans l'exposition, au lieu d'un

paramètre arbitraire j'en introduirai deux que j'appellerai X et [j..

Nous supposerons donc que les difFérents coefficients de F sont

développables suivant les puissances de deux paramètres X et ^,

et que pour ij. :^X = o, H et 2B se réduisent à — i et à — in,

n étant un nombre réel commensurable.

Je supposerai que X et [i. peuvent se développer suivant les

puissances croissantes de e, sous la forme

A = X 1 £ -r- X.2 £- -f- . . .
;

[;l = [Jli £ H- [J.2 £2 + . . .
,

OÙ X,, Xo, . . ., sont des constantes que je laisse provisoirement

indéterminées, mais que je me réserve de déterminer dans la

suite du calcul.

H. P. — III. 20
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Cela posé, suivons pas à pas le calcul du n° 44. Nous poserons

^2 = ;o ^- £^1 +£'ç2 -i-...,

J2 = ''10 -+- S'1 1 -^ E- '^, 2 + • • ,

u = iio H- S f<
I
+ e- z/ + . . .

,

V = l'o 4- £ ('1 -T- £- ('2 -H . - .

.

(4)

Ces formules sont analogues aux formules (2) du n° 4i.

Les \ki les r,A, les ^^a, les C/t sont donc des fonctions périodiques

de i; io et «0 sont des constantes, et l'on a

V]o = t, ('0 = /l< -i- C7,

ra étant une constante d'intégration c[ue je me réserve de déter-

miner plus complètement dans la suite.

Substituons aloi^s dans F, à la place de )., de [j., de ^o, y-ii "

et p, leurs développements suivant les puissances de s; alors F

sera également développable suivant les puissances de s, et nous

aurons

Je remarquerai d'abord que $/, est homogène de degré k -h 2,

si l'on regarde ^^ et Up comme de degré p + 2, r^p et Vp comme

de degré/», \p et [Xp comme de degi-é p.

C'est d'ailleurs un poljnome entier par rapport à

Ip, tip, r,p, Vp, Xp, [Xp (p>o),

et, par rapport à

Ces deux dernières quantités sont regardées comme d'ordre 1.

Enfin les coefficients de ce poljnome sont des fonctions pério-

diques de Tio dont la période est 271.

Nous trouverons d'autre part

<î>/^. = Q^. — ^/,-— inu/c -+- Ai- IIo ;o -+- '^ ^0 [M- "0

,

où Ho et Bo sont les valeurs de -ry et -^ pour X = jx = o. (Nous

. '

'

dll clB
pouvons supposer que pour k=<^ = o on a -^ = -rc- = o

D'autre part, 6^ dépend seulement de

li>, -rip, Up, ^p, ^/>, P-p ip^f^ — i)-
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Nos équations différealielles s'écrivent alors

d\k _ d^k drj. _ d<i>/, diik _ d^i, dvh _ d^k
^ dt ~ d-q^

'

dt d^Q dt dvQ dt du^

Pour k = o^ elles se réduisent à

dci, duo d-r\o dvo

dt dt dt dt

Elles montrent que ^o ^t ^^o sont des constantes, et que

7)Q — t, v^= int + 7^7,

TU élant une constante à déterminer.

Nous pouvons avec avantage adjoindre aux équations (4) et (5)

d'autres équations d'une forme analogue et qui n'en sont que des

transformations.

Développons X\ etjKi suivant les puissances de s et soient

(4 hls)

Les développements (4 bis) se déduisent d'ailleurs immédia-

tement des deux derniers développements (4).

Nous voyons alors que <Ï>a est un polynôme entier, par rapport

aux quantités

(6) ^P' ^p. \'in
iQp> ^v^ l^p (en menant à part rio),

et que ce poljnome est homogène de degré A" + 2, si l'on regarde

^p comme de degré p-¥--2,

k'py '^'p comme de degié p-\-i,

T,p, Xp, [Jip comme de degré p.

Nous aurons alors les équations

d^'k d<^k drJk d^k
^ ^ dt d-f]'(, dt c/f^

équivalentes aux deux dernières équations (5).

ivT T. d<i>ft^ d^/c d<i>k d't'k 1 ,Nous observerons que —,— > —r^.- » -titt? -7-7- sont des polynômes
1 rfrjo <^ço «^0 "^0 ^ -^

de même forme que <ï>/^, par rapport aux quantités (6), et qu'avec

les conventions faites plus haut au sujet des degrés, ils sont homo-
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gènes, le premier d'ordre k 4- 2, le second d'ordre A' et les deux

derniers d'ordre A H- i.

Nous avons d'ailleurs

Remplaçons ^q, yj',, par ces valeurs, et en même temps -^o par ^j

dans les équations (5) et (5 bis) où l'on doit supposer que l'on a

fait k=^i, et servons-nous-en pour déterminer ^1, -^i, ?^,, p,,

Nous avons ainsi les six équations suivantes

df]i _ d'i>i _ d&i . d^i _ dQi

dt d^o d^o
'

dt d-(]o

dui d&i rfc) dQi
— ,— = —;— > —j— = — —i 2 IJ-i Dn,
dt avo dt duQ '

di\ d&i dux „ duç^ d&i r> y,

dt dr\Q driQ dr/^ dq'^
'

'
^"

di)', dQi . dui „ duo dQ^ , ^

. -dl=-Wo^"'Wr"^'^'Wo^''Wo'^"''''~'''''''^''-

Considérons d'abord la seconde de ces équations; le second

membre est un poljnonie entier homogène et du troisième degré

par rapport à

dont les coefficients sont des fonctions périodiques de r\o= ^, de

période 271. Gomme n est commensurable, notre second membre

sera aussi une fonction périodique de t dont il dépend de deux

manières, par yio qui est égal à t, par ij, et ti^, qui sont des fonc-

tions de nt -f- TO.

La période sera multiple de 271, c'est-à-dire égale à autant de

fois 2 7T qu'il y a d'unités dans le dénominateur de n.

Notre second membre pourra donc se développer en série de

Fourier sous la forme

(8) 2 Ae'''/^'+î''''+'^>l,

OÙ p et q sont des entiers. Mais q ne peut dépasser 3 en valeur

absolue puisque notre second membre est un polynôme du troi-

sième degré.

Il résulte de là qu'en général la valeur moyenne du second
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membre est nulle. En effet, cette valeur moyenne s'obtiendra en

conservant dans la série (8) les termes indépendants de ^, c'est-

à-dire tels que
p -f- qn = o.

J'ai dit que [^| ne pouvait surpasser 3; j'aurais pu ajouter que

notre second membre étant un polynôme entier et homogène de

degré 3 en \q, ^^ et -/i|,, si Ton considère ^o comme de degré 2, ne

peut contenir ^j, et 7]'^ qu'à un degré impair, c'est-à-dire que q doit

être impair et ne peut prendre que l'une des valeurs d= i ou ± 3.

On ne peut donc avoir

p + qn z= o

que si le dénominateur de n est égal à i ou à 3.

Nous exclurons la première hypothèse qui ferait de n un

nombre entier, mais il nous reste deux cas à considérer :

1° Le dénominateur de n n'est pas égal à 3. Dans ce cas, le

second membre ayant sa valeur moyenne nulle, l'équation nous

donnera immédiatement ^, par une simple quadrature; alors \\

est déterminé à une constante près que j'appelle yi? et cette con-

stante reste indéterminée jusqu'à nouvel ordre; il est à remarquer

qu'il en est de même de tn.

2° Le dénominateur de n est égal à 3. Alors, pour que l'équation

soit intégrable, il faut rendre la valeur du second membre nulle;

nous disposerons pour cela de la constante ro.

Soit [€)|] la valeur moyenne de 6,; remarquons que l'on a

4
^[©i],

dw '

nous déterminerons donc ttî par l'équation

et une quadrature nous donnera ensuite ^,, à une constante

près y,

,

Prenons maintenant la première équation (7); nous pourrons

raisonner sur elle de la même manière. Seulement comme —rr- n'est
. ... ^"
y plus un polynôme du troisième, mais du premier ordre, et que n
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n'est pas un entier, nous serons certains que là valeur moyenne

de -jv^ est nulle.

Il nous suffira donc de prendre ).| = o, pour que le second

membre ait sa valeur moyenne nulle et pour que Tj, soit déterminé

à une constante près o,.

Passons maintenant aux deux dernières équations {j); elles

peuvent s'écrire

dr,\ . , d&,

Les seconds membres sont des fojictioiis périodiques connues

de t; pour que l'intégration soit possible, il suffit donc que le

second membre de la première ne contienne pas de terme en e'"^,

ni celui de la seconde de terme en e~'"^.

La discussion de cette double condition se fera plus aisément

en considérant les Iroisième et quatrième équations (7) qui sont

équivalentes aux deux dernières et qui s'écrivent

du, dQ, dvx dQi ^—rr = -7— ' --77
=

/ ^ !^i ^0-
dt dvo dt duQ

Il faut que les valeurs moyennes des seconds membres soient

nulles.

En ce qui concerne la première de ces équations, la condilion

est remplie d'elle-même, et en effet

d[Q,]

djj5

Cette dernière expression est nulle à cause de l'équation (9) si

le dénominateur de n est égal à 3, et dans le cas contraire parce

que [0|] est identiquement nul.

La seconde condilion s'écrit

—7

—

- = — 2[^iBo.
««0

Si le dénominateur de n est égal à 3, elle nous donnera [x,.

Si au contraire le dénominateur n'est pas égal à 3, elle

donnera [x, := o parce que [0|] est identiquement nul.
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Ainsi, nous voyons que ^i, t],, ^', , r,', sont des fonctions pério-

diques de t et de ro. Ils seront donc développables en séries de

Fourier de la forme
V ^ gi(pt+qn t+qzj)

_

Mais on peut ajouter quelque chose de plus; nous avons à

traiter des équations de la forme suivante

dt dt ^

nous en tirerons

v^ A
î =^ ^ .

'. giipt+qnt-^-qTT!) _|_ Y

X _; ^II gi(pt+qnt+ qôy) _^_ y' g-
B

iXyj -H ^'/i -f- n)

où y et y' sont des constantes d'intégration.

Si donc X et Y sont des polynômes entiers et homogènes par

rapport à

il en sera de même de ^ et de 7], au moins si l'on suppose nulles

les constantes y et y'. Si l'on ne suppose pas ces constantes nulles,

^ et Tj seront encore des polynômes entiers, mais non homogènes.

Appliquons ces principes aux quantités que nous venons de

calculer; nous voyons que

dQi d&i dQi d&i

d^o '^')o (^l'o driQ

étant des polynômes, qui, d'après les conventions que nous avons

faites sur les degrés, sont respectivement de degrés

1, 3, a, 2,

il en sera donc de même de

^i, ^i; -n'i, ^1-

Quand on aura substitué dans ©2 à la place de ces quantités

leurs valeurs qui sont respectivement des degrés i, 3, 2, 2, on



3o4 CHAPITRE XXX.

voit que ©2 deviendra un polynôme du 4^ degré et que

d&i dQ.2 dQ.2 dQ.,

dU' dr^^' ^;o' ^^0

seront respectivement des polynômes de degrés

2, 4, 3, 3.

Nous pouvons généraliser ce résultat.

Les équations (5) et (5 his^ nous permettent de calculer de

proche en proche les inconnues \ki '>]/<, ^a, 'fi^', on ne serait arrêté

que si la valeur moyenne du second membre de l'une des équa-

tions (5) était différente de zéro.

Supposons que cette circonstance ne se présente pas; je dis que

bn 'I/o l/c, 'r/fc

seront des polynômes de degrés

k-ha, /:, /c + i, /i+i
par rapport à

(10) \/1'q, v/«ôe''<"^+^', \/w^e-''<'''+^',

les coefficients de ces polynômes étant eux-mêmes des fonctions

périodiques de t de période air.

Supposons, en effet, que cela soit vrai pour toutes les valeurs

de l'indice inférieures à k.

Nous savons que 0^ est un polynôme entier de degré k -{- 2,

par rapport à

(11) ^q- -Tlq, ^q, ^/<7 ( 3' < ^0

en supposant ces quantités respectivement de degré q -\- i, q,

q-\-\^ ^ + 1. Si donc nous substituons à la place des quan-

tités (il) des polynômes dont le degré par rapport aux quan-

tités (lo) soit précisément ^ H- 2, ^, 7 H- i, ^ + i, il est évident

que le résultat de la substitution sera un polynôme de degré A" -|- 2

par rapport aux quantités (10).

Donc 6^ est un polynôme de degré k + i par rapport aux

quantités (10) et pour la même raison

dQk clQk d&k d&jk
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seront des polynômes de degrés

A-, A--+-2, /:4-i, A' + i

par rapport à ces mêmes quantités.

Il en est donc de même des seconds membres des première,

deuxième, cinquième et sixième équations (7); et, par consé-

quent, en répétant le raisonnement qui précède, nous verrions

aisément qu'il en est encore de même de

'fik, h-^ 'f\ln ^k- C. Q. F. D.

L'intégration des éqviations (7) a introduit quatre nouvelles

constantes d'intégration. En effet, elles nous font connaître ^1,

Tli, ^', , -/)', à des termes près

contenant les quatre constantes arbitraires

Ti, oi, Yn 3;.

Nous ne conserverons qu'une de ces constantes et nous poserons

Yi=Oi = o, o'i = — y;.

Cela posé, cherchons à déterminer

Ç2) f\1-: Ç2) ''I2'

à l'aide des équations (5) et (5 bis) et en j faisant A" = 2.

11 faut d'abord que le second membre de la première équa-

tion (5) ait sa valeur moyenne nulle; cette valeur moyenne est

égale à

rrf0-2l

en employant toujours les crochets pour représenter la valeur

moyenne d'une fonction. On devra donc avoir

Supposons ©2 développé en série de Fourier sous la forme

Comme ©a est un polynôme du quatrième degré, q ne pourra
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dépasser 4 en valeur absolue et, par conséquent, si Je dénomi-

nateur de n est plus grand que 4, [©2] sera identiquement nul et

la condition (9 bis) sera remplie d'elle-même-, la constante m

demeurera indéterminée.

Si le dénominateur de n est égal à 2 ou à 4, la condition (9 bis)

déterminera nr.

Si le dénominateur de n est égal à 3, la constante to a déjà été

déterminée par la condition (9) et la condition (9 bis) nous

servira à déterminer la constante y,.

Calculons dans ©2 les termes qui dépendent de cette con-

stante y',

.

Mous trouverons évidemment
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Remarquons que ).2 ne sera pas nul en général et, en effet,

ne sera pas nul en général. Car 00, étant un polynôme de degré 4,

contiendra un ternie en
\'l^

indépendant des ^^. et des y,^.. Le coef-

ficient de ce terme sera une fonction périodique de t de période 271

et la valeur moyenne n'en sera pas nulle en général.

Passons aux équations (5 bis) ou, ce qui revient au même, aux

deux dernières équations (5). Les seconds membres de ces deux

dernières équations devront avoir leurs valeurs moyennes nulles.

On devra donc avoir

du a

= — 2(^260,

ce qui détermine [j.o. Or

dQi

dUn

,, de.

est un polynôme du quatrième ordre. Fo contient donc des

termes en X'^J'''^ et, par conséquent, 1(2 -j^ contient un terme en

ul = (v/^e''"*+cj)-(v/'â^e-'("'-t-îJ')'\

Le coefficient de ce terme est une fonction périodique de t dont

la valeur moyenne n'est pas nulle en général, Donc, en général,

\ de.y'\ , 1 r^' I ^ •

-j-^ et, par conséquent, Uo ne sont pas nuls. L- est le même rai-

sonnement que pour Xo.

On doit avoir ensuite

d%.
(12)

r^0

Mais je dis que cette condition est remplie d'elle-même.

Nous avons, en effet, l'intégrale des forces vives, F = const..

d'où nous déduisons la série d'équations

<i)o = const., <î>i = const., 452=const., ....

Considérons la troisième de ces équations

<i>2 = ©2 — Ç2 — inUi -V- XoHqço -t- 2Bo(J-2«o = const.
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Cette équation peut remplacer la quatrième équation (5) et, quand

on aura déterminé "ko-, ^-25 ^2 '/I2 et Po à l'aide des trois premières

équations (5), elle déterminera iio sans aucune intégration. On
peut donc être assuré que la détermination de ï/o est possible et,

par conséquent, que la condition (12) est remplie.

Nous aurons ainsi déterminé ^21 '^12, ^'.i
'1'. à des termes près

Y-2, 0-2, Y2e''"'+^', 82 e-''"'-'-^',

dépendant de quatre constantes arbitraires. Nous ne conserverons

qu'une seule de ces constantes et nous ferons

Y2= 82 = 0, 82 = — Ya-

363. Le calcul se poursuivrait de la même façon. L'intégrabilité

des équations (5) exige les conditions

[dQki [de,,-] [den , „ [den „

Les deux dernières de ces conditions détermineront y.h et [j.;f; la

seconde sera une conséquence de la première, d'après ce que nous

avons vu à propos de la condition (12)- H nous reste donc à étu-

dier la première.

L'expression -~- est un polynôme d'ordre A' + 2 ; si on le déve-

loppe en série de Fourier

2 A. e''(/''+g'«'-*-9'C7'

l'entier q ne peut dépasser /: + 2 en valeur absolue. Si donc A- -{-

1

est plus petit que le dénominateur de /r, on ne pourra avoir

p -h qn = o

et la valeur moyenne de notre expression sera nulle. La condition

sera donc remplie d'elle-même.

Nous avons introduit les constantes arbitraires suivantes :

(l4) ^^ ï'n T2, •••
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et ©A peut dépendre de

^, Y'i, T'2' •••' ï'a-1-

Voyons de quelle manière. Supposons que l'on considère le déve-

loppement

(i5) F = $0 + £*!-(- £-*2-^-
• •

et que dans ce développement on remplace les ^, les tj, les |' et

les 'f\' par leurs valeurs; les divers termes du développement dé-

pendront alors des constantes (i4)- Dans ce développement (i5),

annulons toutes les constantes y' en conservant seulement m;

nous obtiendrons ainsi un nouveau développement

(l6) *; + £<ï>'l
+ s2 4'2 +

Dans le développement (i6), remplaçons maintenant la con-

stante rn par le développement

OÙ TSi, THo sont de nouvelles constantes. Chacun des termes du

développement (i6) peut à son tour se développer suivant les

puissances de e; ordonnant de nouveau suivant les puissances

de £, nous obtenons un développement nouveau

(17) *';4-c<ï''(-4-£2<î>:^-H....

Ce développement doit être identique au développement (i5) à la

condition de remplacer les constantes ra/f par des fonctions conve-

nablement choisies des constantes y'^.

Il est aisé de voir que <ï>^ dépend seulement de

et que <Ï>a dépend seulement de

Nous en conclurons que xn/s dépend seulement de

ï'n 72! •••' Vc

et
Y/j

de
TT7i, TTS.2, ..., W/f.
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Il est aisé de voir que

où A est un coefficient numérique et où D<I>^^j est une dérivée

de <ï>'„^ par rapport à nr; l'ordre de cette dérivée est égal à

ai -I- «2 +• • -T~ ^-/c

et l'on a d'ailleurs

/c = m -H Kl 4- 2 Ka + . . . -i- /: ^a--

Comme m est au moins égal à i, puisque $0 ne dépend pas de w,

on voit d'abord que a/j est nul, ce que d'ailleurs nous savions déjà.

Considérons un terme quelconque où a/,, a/;_i, . • ., a/;^, soient

nuls, mais où c/./i ne soit pas nul; on devra avoir

Si le dénominateur de n est plus grand que /c — h -\- 2, la valeur

moyenne de D<I>„i sera nulle; ce qui veut dire que ceux des termes

de <ï>'^ qui dépendent de m/i ont leur valeur moyenne nulle.

Nous pouvons déduire de là un résultat important en ce qui

concerne la valeur moyenne de <ï>^. et par conséquent celle de 0;;.

Si le dénominateur de n est égal à A + 2, [0a] dépendra seule-

ment de TO.

Si le dénominateur de n est égal à /r H- i
, [0/,] dépendra de m

et TO ,

.

Si le dénominateur de n est égal à A", [0a] dépendra de m, ro,,

et Wo.

Si'le dénominateur de n est égal à k — i, [0a] dépendra de tît,

Toi , w> et TO3, . - .

.

Ce que je viens de dire de [0a] s'applique d'ailleurs à -y—^ •

Donc, si le dénominateur de n est égal à A' + 2, la relation (1 3),

où n'entrera que m, déterminera to.

Si le dénominateur est égal à A + i , la relation (i3) contiendrai

et m, ; mais m aura été préalablement déterminé par la relation

L '^'^'io J

La relation (i3) déterminera donc ra, et par conséquent y',.

Si le dénominateur est égal à k, la relation (i3) contiendra ro,
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mi et tlJo ; mais tb et ^i auront été préalablement déterminés par

des relations de même forme que (i3). Donc (i3) déterminera m.,

et par conséquent y',. Et ainsi de suite.

Discussion.

361. Dans la solution à laquelle nous sommes parvenus figurent

encore les constantes arbitraires suivantes .

Quant aux paramètres X et [j., ils nous sont donnés par leurs

développements suivant les puissances croissantes de e, dévelop-

pements dont nous avons calculé successivement les coefficients.

Ces coefficients ).a- et [^-k dépendent des deux constantes Çq et Uq;

ces coefficients ont été calculés à l'aide des équations

[fi-^'-"»-
d6/,

duo

de A- dQk

I ;j./,Bo

^ki —nr- et «0 -:;— sont des polynômes entiers en

Soit

^k ' "^ Ço '/o su — -'V)

OÙ P est un poljnome entier par rapport à

(i8) ^1, li, , ç'n ^2' •••> -Vi, ^2> •••

dont les coefficients sont des fonctions périodiques de Tjo.

Il vient alors

«b <^^«o \ 2 /
^

liemplaçons ensuite les quantités (18) par leurs développements

et soit

B étant une fonction périodique de t de période 2tc; d'où

^0 -TF- = -/'sK, «0 -r- = 1 R.
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On obtiendra

en conservant dans ces développements les termes indépendants

de t. Or, les divers termes de R contiennent en facteurs les expo-

nentielles

Pour que ce terme soit indépendant de f, il faut que

/? -H /l ( 6 1 + /i 1
— 62 — Ao ) = O

,

ce qui montre que Z?, + A) — b-2 — /«2 doit être divisible par le

dénominateur de n. Donc

^1 -+- hi -h 62 -t- /?2 > ^1 + /^i— ^2 — hi > dénominateur de n ^ 2,

ce qui signifie que R est divisible par Uq, puisque Uo J figure avec

l'exposant - (6) H- /i, + 62+ ^'u)-

Il n'y aurait d'exception que si l'on avait

l)i -+- hi = 62 + /12 ;

mais on aurait alors ou bien

^1 -+- /^i-H b^-h- /i2= 2,

de telle façon que R serait encore divisible par Uq] ou bien

bi = Al = 62 = /«2 = o,

d'où
/il -+- A.,

mais alors le terme correspondant ne figurerait pas dans Uo -7—^ •

De même R sera toujours divisible par ^0 à moins que h^ = o,

auquel cas, le terme ne figurerait pas dans Ço -^ '

Donc, en résumé,
[den \d&n
\da,y IdU]

et, par conséquent, X/t et ^^ sont des polynômes entiers en ^0 ety///o-
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Donc ). et a sont des séries développées suivant les puissances de

mais ces trois constantes n'y entrent pas d'une façon quelconque.

Rappelons-nous par cjuel artifice nous avons introduit la con-

stante auxiliaire s qui n'a servi qu'à simplifier l'exposition; et

pour cela, reprenons pour un instant les notations du n° 274 et

de la page gS ; nous avons posé

Donc nos équations ne cessent pas d'être satisfaites quand on

change

en
zk~'^, x\k, y'ik, x'^k'^

et que les paramètres }. et u, conservent leurs valeurs primitives.

Nous avons ensuite supprimé les accents devenus inutiles et

nous avons développé x\, y\, x\, y'.-,, que nous désignions désor-

mais par les lettres ^,, yi, x-2-, y^i suivant les jouissances de s.

Nous avons ainsi trouvé les développements

1 '/O -t- £'^;
1 -r- -' 'z;' -î- • - • ,

J U -^-Çl ^---^2 -^•••,

\ '^/o-^-'0'i+ £-'12+

Nous ne cesserons pas de satisfaire aux équations si nous

changeons s en ^, et que nous multipliions les quatre développe-

ments (19) respectivement par

k\ I, k, k,

ou, ce qui revient au même, si nous changeons

Zpi '^ti'i Ç/j' Op

en

IpJ^'--", -ripk-", c;,k'--'', r/„k^-P.

On doit, par ce changement, retomber sur des développements

identiques aux développements (19), mais avec des valeurs diffé-

H. P. - III. 21
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rentes des constanles Çq et '^o- Mais on voit que par ce cbanoe-

ment ^o et Uq se sont changés en A-^o et /î'-Uq.

Donc
Ç/Jj 'Op; S/)) '')p

se changent en

Qp/^--'\ -npk-P, l'pk^-J\ -ri'pk^-P

quand ^o et «o se changent en A-^o et A'-Uq.

En d'autres termes, si l'on multiplie respectivement les quatre

développements (19) par e-, i, s, s, les quatre produits ainsi

obtenus seront développables suivant les puissances de

et il en devra être de même de ). et de p., qui n'ont pas dû

changer quand £, ^05 ^^0 se changeaient en j, k-^o, k- Uq.

Supposons donc A et ]x exprimés en fonctions de e-^o et e y^Wo!

il est clair que nous aurons ainsi des relations d'où nous pourrons

inversement tirer s-^o et ts/uç^ en fonctions de \ et p..

365. Soit k -i- 2 le dénominateur de n; la constante ro sera

alors déterminée par l'équation

Il n'y a d'exception que dans le cas de A" + 2 = 2, où m est déter-

minée par

Idrioj
~

L'expression -^-^ est un polynôme entier de degré A' -h 2 par

rapport à

Chacun de ces termes contient donc des facteurs de la forme

Dans la valeur moyenne -^ il ne restera que les termes indé-
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pendants de ?, et nous avons vu que q doit être divisible par le

dénominateur de «, c'est-à-dire par A' + 2.

Donc notre expression est de la forme suivante

(^erà{/.-+2;. QQ—ixnVk+'i.)
^

Je vais montrer maintenant que le coefficient h est nul.

Pour cela, j'emploierai l'artifice suivant : calculons

Ço,
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Le second membre est, en effet, un ensemble de termes de la

forme

nii et 7^2 étant entiers; et l'intégration se fait sans obstacle,

pourvu que l'on n'ait pas

i?ni -t- -zm^B = o.

Or, comme 2B est égal à ùi^ n étant un nombre commensurable

dont le dénominateur est égal à A' -i- 2, le second membre de

notre équation contiendra des termes satisfaisant à cette condi-

tion. Il en résulte que S;^ ne sera pas une fonction périodique

de ^2 et V, mais pourra être égalé à

T^f et Ua étant périodiques.

Ayant ainsi déterminé la fonction S et poussé l'approximation

aux quantités près de l'ordre de z^+^ , on peut employer le procédé

du n° 273 et déterminer ainsi x^, y, , ^2, jk2-

Ces deux modes de calcul doivent conduire au même résultat.

Soit donc
E = So -4- £ Si + . . . -4- î''^ S/^.

Construisons les équations {Cf. p. 99)

fZS d^
,

d^ d^
^'-=^' "=X.' "''-'''=

d^o'
"^'"^"^=^0'

dC _ dC
n\= j

—
} 112 — — -jTr

doLQ apo

et tirons-en x^ en fonction de t
;
la valeur de X2 ainsi trouvée

devra être égale à

;o-i- "Çi- -^^Hk

aux quantités près de l'ordre de £^+'

.

Ce qui nous intéresse, c'est le calcul de ça- et, en particulier,

celui du terme séculaire

Ce terme séculaire ne peut provenir que du terme séculaire de Sa,

qui est égal à/oUA-



FORMATION DES SOLUTIONS DU DEUXIEME GENRE. 017

Nous avons donc, à des quantités près de l'ordre de 8^^+' (en

éealant les termes séculaires dans l'écruation ^o = -r—^ i - dj2

En première approximation, c'est-à-dire aux quantités près de

l'ordre de s, on a {Cf. p. 99)

.T2 = «0 = ;o, ?i = [Bo = îio, «1 ^ + ^1 = JK2 = '/lo = /)

nj = I
;

71, = m ; «, ^ -f- Ti^a = «^ = (^o = i(^^ + ^)-

Nous commettrons donc une erreur de l'ordre de e'^+'j si, dans le

second membre de (20), nous remplaçons

=«0, Po, J2, t^

par

^0, i'o, t-, i{nt-^-m).

Nous obtiendrons donc -^-
\_dr^

dQk

|0

en faisant cette même substitu-

tion dans -7-^- Mais U^ ne contient que des termes en
dy^

ou

On a donc

iniiyi -!- 772.2 'S

imi-î- amjB = 0.

dV,, ^ dV,,
—.— = — 2B -^—'
dy-i dv

Or, Ua est une fonction périodique de y.j et iv; donc -^— ne

contient pas de terme indépendant de v. Donc -r—^ ne contient

pas de terme indépendant de m. c. q. y. n.

Pour faciliter l'intelligence du calcul qui précède, je ferai

encore une remarque. Les moyens mouvements /îi et n^ sont

donnés par
dC _ dC

fil — 7— 5 rii — — "Tq- •

drxQ apo

En général, ils dépendent de e, et ils ne se réduisent à i et in

que pour e = o.

Mais ici nous disposons de deux paramètres X et [j. qui peuvent
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être remplacés par des fonctions arbitraires de s; ou, si l'on pré-

fère, nous disposons d'une infinité de constantes X,? ^>2j • • -7 p-i>

uLo, .... Nous pouvons alors disposer de ces constantes de telle

façon que /i, et /lo restent égaux à i et à zV?, quel que soit s.

366. Nous avons donc pour déterminer tu une équation de la

forme

où a et c sont imaginaires conjugués. En général, « et c ne sont

pas nuls, sans quoi ro ne pourrait être déterminé qu'à l'approxi-

lîiation suivante.

L'équation nous donnera donc pour cr une série de valeurs

réelles

271 Stt
Wfj, TUo + -7 ' T^O

k

Il est clair que l'on n'a pas deux valeurs réellement distinctes

quand on change tn en ro 4- air; mais il J a plus; je dis que les

deux valeurs
2 7r

TTTo, TTTo

A-

ne correspondent pas à deux solutions périodiques réellement

distinctes.

En effet, comme t n'entre pas explicitement dans nos équa-

tions, en changeant ^ en i + A, on transforme une solution pério-

dique quelconque en une autre qui n'est pas essentiellement

distincte.

Changeons donc t en t -^ 2/171, h étant entier.

Alors 7)0 se change en rjo + 2/^71 et Pq = Hj^t -}- ^) en

i{nt -!- inhiz -i- w).

Comme toutes nos fonctions sont périodiques, de période 271,

en rjo et ^Vq, nous ne changerons rien à notre solution en

retranchant respectivement de rjo et -? deux multiples de 271; par

exemple ilnz et ih' -. Alors rjo sera redevenu 7,0 et ('0 se sera

changé en
i{nt -T- inhiz -h nr — ili'r.).
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Eii d'autres termes, nous aurons changé cj en

TU -+- iT.{nh — h').

Mais nous pouvons toujours choisir les entiers A et h' de telle

façon que

nh — h' = -,

k -T- 1

On ne trouve donc pas une solution réellement nouvelle en

changeant ru en to -t- -,——• c. q. f. d.

^ Nous n'avons donc que deux solutions réellement distinctes,

correspondant aux deux valeurs suivantes de V3

Tx5q, THq + .

11 nous reste à déterminer les constantes s-^o et s- «^o! pour

cela nous nous servirons des équations qui lient ces deux con-

stantes à X et à [JL. Dans les questions que l'on a habituellement

à traiter, on n'a qu'un seul paramètre arbitraire et nous n'en

avons introduit deux que pour la commodité de l'exposition. 11

conviendra donc de supposer X et \). liés par une relation, par

exemple ). ^ ^.

Le développement de A et celui de v. suivant les puissances

de e-Ço et tsjito commence en général par des termes en £-^o et

en £-Mo (si l'on met à part le cas où le dénominateur de n est

égal à 3 j

.

Si donc on suppose p. =: )\, on tirera de là s-Çq et £ y «o déve-

loppés suivant les puissances de \j\] et, de deux choses l'une, ou

bien les coefficients du développement suivant les puissances

de y/X seront réels, ou bien au contraire ce seront les coefficients

du développement suivant les puissances de \
— \ qui seront

réels.

Dans le premier cas, le problème comportera deux solutions

réelles pour). >-o et n'en comportera aucune pour X << o ; dans

le second cas, ce sera le contraire.
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Pour savoir lequel de ces deux cas se réalise, examinons l'équa-

tion qui lie [j. à Uq en nous bornant aux termes en s-; il viendra

J'observe d'abord que -j^ ^^ ~ir sont indépendants non

seulement de t, mais de m; il n'y a d'exception que pour

/: -T- 2 — 2 , 3 o u 4 •

Car, pour /c -]- 2 '^ ^, les termes de la forme

giipi tr'/zU ^-f/CT)

qui peuvent entrer dans le second membre de l'une des équa-

tions (21) ne peuvent être indépendants de t que si

g =--0,

puisque |^| ne peut dépasser 4 et que qn doit être entier.

Ainsi les seconds membres des équations (21) sont des fonc-

tions linéaires et homogènes de ^0 et Uq] et les coefficients de

ces fonctions linéaires sont des constantes absolues indépen-

dantes de TÂT.

Mais Uq doit être positif; sans quoi \ U(, serait imaginaire. Les

équations (21) jointes à l'inégalité Mq > o détermineront le signe

de)w

Je remarque seulement que ce signe ne dépend pas de cj

puisque les équations (21) n'en dépendent pas. Or, nous avons

vu que l'équation qui détermine tn comj)orte deux solutions

réellement distinctes

A. chacune d'elles correspond une solution périodique qui sera

réelle si le signe de X est convenablement choisi, conformément

à ce qui précède. Le choix de ce signe ne dépendant pas de ttt,

ces deux solutions seront toutes deux réelles pour X l> o et toutes

deux imaginaires pour X << o, ou bien ce sera le contraire.

11 semble d'abord qu'à chaque solution de l'équation en rry cor-
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respondent deux solutions jDériodiques, puisque l'on tire des rela-

tions entre )., u-, £-^o et e\/uo deux systèmes de valeurs pour les

inconnues s-^o et s \/uo- Tl n'en est rien cependant. Nous pouvons

en effet sans restreindre la généralité supposer y/^o positif; car

nous ne changeons rien à nos formules en changeant y/ao en ^ \/Uo

et Î57 en 70 -h 7^.

Or, de nos deux systèmes de valeurs il n'y en a qu'un pour

lequel y/z/o soit positif.

Donc :

Deux solutions périodiques réelles du deuxième genre pourl^o
(ou pour \ <i o).

Aucune solution du deuxième genre pour A <; o (ou pour X >> o).

Reprenons les notations du Chapitre XXVIII et, en particulier,

du 11° 331.

Ui se réduit à p- et correspond au terme en ^ijKi qui figure

dans Sq.

Uq se réduit à un facteur constant multiplié par p'', correspon-

dant aux termes provenant de -j~^ et -r^- •

Le premier terme de W qui ne se réduit pas à une puissance

de U, est de la forme

p'''^'-2[A cos(A- -!- 2)cp -^ B]

et provient de Q/^^^'

La fonction dont nous avons à étudier les maxima et minima et

qui doit jouer Je rôle de la fonction

Uo^^Ui=p3/(cp x;p2

étudiée à la page 246, cette fonction, dis-je, sera de la forme

Ap/^-+2cos(A-H- 2)cp -4- Pp4 — ^p2,

P étant un polynôme entier en p- à coefficients constants.

Nous avons laissé de côté les cas particuliers où le dénomi-

nateur de n est égal à 2, 3 ou 4-
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Discussion des cas particuliers.

367. Supposons que ce dénominateur soit égal à j-

Alors [©2]) —^ ' -7-^ ne seront plus indépendants de rn,

ils contiendront des termes en g— '"^. -

L'équation en to donnera toujours deux solutions distinctes

K

4

qui nous donneront deux solutions périodiques; seulement le

signe de X pouvant dépendre de tu, il pourra se faire que l'on ait :

Deux solutions réelles du deuxième genre pour ). > o ; zéro solu-

tion pour A << o ;

Une solution réelle du deuxième genre pour X >> o ; une solution

pour X << o;

Zéro solution réelle du deuxième genre pour )^ >>o; deux solu-

tions pour A •< o.

La fonction U„ -f- ^U4 de la page 246 devient

pHAcos4cp-f-B) — 2p2.

Supposons maintenant que le dénominateur de Ji soit égal à 3.

Alors le développement de [k suivant les puissances de s com-

mence par un terme en e \^Uq ; de sorte que si l'on suppose jj. = ).,

on tirera e-^o 6t e \/uo en séries développées suivant les puissances

de \ et non plus de
\J\.

Le signe de y/«o dépendra de t^ et s'il est positif pour gî = tïïo

il sera négatif pour nr := TOq -f- ^ •

Si donc nous convenons toujours de supposer y' i^o essentielle-

ment positif, nous verrons facilement que nous avons :

Une solution du deuxième genre réelle pour 1 >> o et une solu-

tion du deuxième genre réelle pour \<Co.

La fonction Uo -h ^U, de la page ^/{ô devient

Ap3cos3(p — zp-.
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Si enfin le dénominateur de n est égal à 2, [0o], -^ > -j^

contiennent des termes en e-'"^'^, e--"^.

L'équation en w prend la forme

A cos(4ra -4-B)-i-A'cos(2TO-i-B') =0

et elle admet huit solutions

^o> ^0 -^— ' ^0

^1) ^1 -^
' ^1

311—
1

Des deux quantités TOq et OT) une au moins est réelle.

Les hypothèses suivantes restent possibles : (4, o), (3, i ), (2, 2),

(i, 3), (o, 4), (2, o), (1, i), (o, 2).

Le premier nombre entre parenthèses représente le nombre des

solutions périodiques pour X >> o et le second est ce même nombre

pourl-<o.

La fonction de la page 246 devient

A p^ ces 4 9 -r-Bp^cos2cp -i- Cp^sin2o-i- Dp''- — zp^.

Application aux équations du n° 13.

368. Revenons aux équations canoniques de la Dynamique :

dxi _ dF dyi _ dY
dt dyt' dt dxi

Je suppose comme au n° 13, au n° 42, au n° 125, etc. que F
est une fonction périodique des jk, développable suivant les

puissances d'un paramètre [j., sous la forme

F = Fo+[JiFi+...

et que Fo dépend seulement des x.

Nous avons vu alors au n° 42 que ces équations admettent une

infinité de solutions périodiques du premier genre

(2) xi=^j{t), yi = ^i{t)

\
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les fonctions cp/ et 'i/ étant développables suivant les puissances

croissantes de p..

Considérons l'une de ces solutions (2).

Soit T la période et a l'un des exposants caractéristiques; il y
en aura deux, difïerents de zéro, égaux et de signes contraires où

nous supposons deux degrés de liberté.

On a vu au Chapitre IV que a dépend de pi et est développable

suivant les puissances de y/a. Quand [j. variera d'une manière

continue, il en sera de même de a; supposons que, pour ^= p.o,

aT soit commensurable avec 2171 et égal à 2/iiTz.

Nous pourrons en conclure que, pour [j. voisin de ij-o, il existe

des solutions du second genre, dérivées de (2) et dont la période

est (A" -h 2)T, k -1- 2 désignant le dénominateur de n.

Si nous laissons de côté les cas où k H- 2 est égal à 2, 3

ou 4, nous avons vu que deux de ces solutions existent quand

A (ici y. — u-o) a un certain signe, et cju'il n'en existe pas

quand \ (ici ^ — [jlo) a le signe opposé.

J'ai dit que j'ai laissé de côté les cas où /^ 4- 2 = 2, 3, 4; je

puis le faire sans inconvénient. En effet

aT—^- = 71

IITZ

est développable suivant les puissances de y/[J. et s'annule

avec y/jj.. Pour les petites valeurs de p., n est donc très petit

et son dénominateur est certainement plus grand que 4-

Nous nous trouvons donc en présence de deux hypothèses :

Ou bien les solutions du second genre existent seulement

pour [i. > jj.0, ou bien elles existent seulement pour u. <^ [j-o-

Quelle est celle de ces deux hypothèses qui est réalisée?

Tout dépend du signe d'une certaine quantité Q dépendant

elle-même des coefficients de Uo et ^0 dans

l^OLir déterminer ce signe, nous n'aurons pas besoin de former

effectivement cette quantité et les considérations suivantes suf-

firont.
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369. Prenons d'abord un cas simple qui sera celui du n" 199;

soit

F —- X2 -h xl-\- [J. COSJ'i

avec les équations canoniques



a:^ — xl,
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que |G|>'a| n'engendrent pas de solutions du second genre,

cela tient à la forme très particulière des équations (i). (Pour ces

solutions, les exposants caractéristiques sont toujours nuls.)

Considérons d'abord les solutions du premier genre, telles

que |G| > [p.|.

Posons C^=Go + £; la période to, c'est-à-dire l'intégrale (3)

prise entre o et air sera développable suivant les puissances de e

et de [x, et le terme tout connu se réduira à

V/Go

Donnons à y/Go une valeur commensurable quelconque; nous

aurons une solution périodique toutes les fois que nous aurons

L'équation est satisfaite pour s^ [j. = o, et de cette équation

on pourra tirer e et par conséquent G, en série procédant suivant

les puissances de [j.. Les équations (2) nous donneront alors x^

et j^i développés suivant les puissances de ^. Ge sont les déve-

loppements du Chapitre liï.

Passons aux solutions du second genre telles que |C|-<|[a|.

Posons G = £[J|. ; nous aurons

^iJ '

<ri

On voit que toy^jj. est seulement fonction de s; d'autre part,

-^ = v/^-cos7i, (A-Ov/i^= f ,^
V/[J. J i\/s — cCOS/i

ce qui nous montre que sinyï, cosj^i et -7^ sont fonctions

de (A — t)s/ii. et de e, doublement périodiques par rapport

à (A — t) \Ja. (le sont donc aussi des fonctions de (A — t)\^]j. et

de w y/jj., puisque e est fonction de (ji\/[x', si donc nous donnons

à 0) une valeur constante, commensurable avec 271, nous obtien-
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drons une série de solutions périodiques; pour ces solutions

cosj'i, sinjK] et -—

peuvent se développer en séries de Fourier suivant les sinus et les

cosinus des multiples de -??;-' T étant le plus petit commun mul-

tiple de w et de i~. Un coefficient quelconque du développement

est fonction de p. et c'est cette fonction que je voudrais étudier.

Pour cela, il faut d'abord étudier la relation entre £ et coy/u..

Nous pouvons faire varier s depuis— i jusqu'à -h i .Pour s= — i,

on a

w v/[J. = -^'

Pour £ ^ + I j on a to
\J

\k = co; donc, quand e varie depuis — i

jusqu'à + I , oj y [j. augmente de — à + oo.

y/a

Il n'existe donc de solution périodique correspondant à une

valeur de co donnée, commensurable avec 27:, que si

Les coefficients du développement de Fourier sont donc des fonc-

tions de a qui sont réelles pour

\/lx

et imaginantes pour

Il est évident que le même raisonnement conduirait au même
résultat si, au lieu de

on avait eu
F = Fo^[^[Fi],

Fo dépendant de Xf et cc^ seulement, [Fi] de Xi, x^ el y^ seule-
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ment. Là encore les solations du second genre auraient été réelles

pour ^ > [Xq.

370. Dans le cas général, la quantité Q dont il a été question

à la fin du n" 368, et dont nous cherchons à déterminer le signe,

dépend évidemment de pi et, si [x est suffisamment petit, c'est le

premier terme du développement qui donnera son signe.

Déterminons la fonction S par la méthode de Bohlin et soit

S = So+ v/l-^Si+ [i.S2 + . . .

.

Si [j- est assez petit, ce sont évidemment les deux premiers termes

Sû+
VI-*- Si

qui seront les plus importants. Or, si l'on pose

F = Fo+ ;jlFi+ [j.2F,-H. ..,

nous avons vu au Chapitre XIX que Sq et S| ne dépendent

ni de Fo ni de F, — [^\]-i mais seulement de Fo et de [F,], en

désignant par [F,] la valeur moyenne de F,.

Reprenons la quantité Q du n° 368; le premier terme de son

développement dépendra seulement de Sq et S, et par conséquent

de Fo et [F,]. Il sera donc le même que si l'on avait supposé

F = Fo+[4Fi],

le même par conséquent qu'au numéro précédent.

Or, au numéro précédent nous avons trouvé que les solutions

du second genre existent seulement pour

Cette conclusion subsiste donc encore dans le cas général, pourvu

que [j-o soit suffisamment petit.

Quelle est la valeur de [Xq pour laquelle cette conclusion serait

renversée?

Reprenons les notations du n° 361 qui sont celles du n" 275;

l'exposant a qui y figure est développable suivant les puissances

du produit AA'.

Il se réduit à l'exposant caractéristique pour AA'^ o.

Comme nous supposons la solution du premier genre stable

H. P. — III. 22
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et a imaginaire, A et A' sont imaginaires conjugués et le produit

AA' est positif.

Pour les petites valeurs de p., a est décroissant quand AA'

croit; si c'était le contraire, les solutions du second genre exis-

teraient seulement pour u. <; [J-o-

La valeur de [j-o
cherchée est donc celle pour laquelle a cesse

de décroître quand AA' croît; c'est donc celle qui annule la dé-

rivée de a par rapport à AA'.
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CHAPITRE XXXI.

PROPRIÉTÉS DES SOLUTIONS DU DEUXIÈME GENRE.

Les solutions du deuxième genre et le principe de moindre action.

37.1. Je ne puis passai' sous silence les rapports entre la

théorie des solutions du deuxième genre et le principe de

moindre action; et c'est même à cause de ces rapports que j'ai

écrit le Chapitre XXIX. Mais, pour les faire bien comprendre,

quelques préliminaires sont encore nécessaires.

Supposons deux degrés de liberté; soient x^ et Xo les deux

variables de la première série, que l'on pourra considérer comme
les coordonnées d'un point dans un plan-, les courbes planes qui

satisferont à nos équations différentielles constitueront ce que

nous avons appelé des trajectoires.

Soit M un point quelconque du plan. Considérons l'ensemble

des trajectoires issues du point M et soit E leur enveloppe.

Soit F le /i"""*^ fojer cinétique de M sur la trajectoire (T); cette

trajectoire touchera l'enveloppe E au point F, d'après la défini-

tion même des fojers cinétiques; je rappelle que le /i"^""^ foyer

de M, ou son foyer d'ordre n est le n''^""^ point d'intersection

de (T) avec la trajectoire infiniment voisine passant par M. Mais

les circonstances de ce contact peuvent varier. Il peut se faire

que F ne soit pas un point singulier de la courbe E et que le

contact soit du premier ordre; c'est là le cas [e plus général.

Soient
iPi = cp(a;2)

iPl = O ( a?2 ) -r-
'l' ( *^2 )

les équations de la trajectoire (T) et d'une trajectoire (T') très

voisine, issue du point M.
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Soient z-i et z--2 les coordonnées du point M, ?/, et u-, celles

de F. Comme (T) passe par M et F et (T') par M, on aura

Zi=o(z,), 11^= -Jailli), •i(:;o) = o.

La trajectoire (T') étant très voisine de (T) la fonction 6 sera

très petite; je pourrai appeler a l'angie sous lequel les deux tra-

jectoires se coupent au point M ; ce sera cet angle qui définira la

trajectoire (T'); alors la fonction à dépendra de l'angle a; elle

sera très petite si, comme nous le supposons, cet angle a est

lui-même très petit, et elle s'annulera avec a.

La valeur de ^(^2) (en désignant par à' la dérivée de <l) sera

de même signe que a. Quant à '^{11-2) [si nous supposons a très

petit et si le système de coordonnées a été défini de telle sorte

que la fonction
'f
(^2) soit uniforme, ce qui est toujours possible]

il est de même signe que a, si F est un fover d'ordre pair, et de

signe contraire si F est un foyer d'ordre impair.

Ce qui caractérise le cas qui nous occupe, c'est que '\'{ii-2) est

du même ordre que a- et toujours du même signe.

Supposons par exemple que '\i{u2) soit positif.

Alors si le signe de a est tel que à'iii'i) soit positif, la trajec-

toire (ï') coupera (T) en un point F', voisin du point F et moins

éloigné de M que le point F (en supposant 112 > ^2)- Dans ce cas,

(T') touche E avant F', tandis que (T) touche E après F'^ d'après

un raisonnement bien connu, l'action est plus grande (au moins

dans le mouvement absolu) quand on va de M en F' en parcou-

rant (T') que quand on va de M en F' en suivant (T),

Si le signe de a est tel que '^'(wo) soit négatif, (T') coupe (T)

en un point F', plus éloigné de M que F; alors (T') touche E

après F' et (T) touche E avant F'; Faction, quand on va de M
en F', est plus grande le long de (T) que le long de (ï').

Les résultats seraient renversés si '}(?<2) était négatif; mais en

tous cas parmi les trajectoires (T') voisines de (T) il y en a qui

coupent (ï) près de F et au delà de F et d'autres qui coupent (T)

près de F et en deçà de F.

Dans ce cas nous dirons que F est un foye/- ordinaire.

Il ne peut pas arriver que F soit un point ordinaire de E et que

le contact soit.d'ordre supérieur au premier.
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Développons '\>{j^2) suivant les puissances de a et soit

lii (^2 ) = a'ii
i
( jr-i ) -I- x- il2(3:2) +. . ..

La condition pour qu'il y eût un contact d'ordre supérieur,

serait

^lais nous avons déjà

61(112) = o

et la fonction 'i;, (x^) satisfait à une équation différentielle linéaire

du second ordre, dont les coefficients sont des fonctions finies et

données de jto, le coefficient de la dérivée seconde se réduisant

à l'unité.

Si pour x.^=:u.^, l'intégrale 'i>,(xo) s'annulait ainsi que sa

dérivée première, elle serait identiquement nulle, ce qui est

absurde.

11 n'y a donc jamais de contact d'ordre supérieur.

Mais il peut arriver que F soit un point de rebroussement de la

courbe E, soit qu'il présente sa pointe du côté de M de façon

qu'un mobile allant de M en F le prenne en pointe^ soit qu'il

présente sa pointe du côté opposé de façon que le mobile le

prenne en talon. Dans le premier cas je dirai que F est \\n foyer

en pointe et dans le second cas que c'est un foyer en talon.

Dans l'un et l'autre cas, '\{ii-i) est de l'ordre de a''; dans le cas

d'un foyer en pointe il est du signe de a, si P est un foyer

d'ordre impair et de signe contraire à a si F est un foyer d'ordre

pair; c'est le contraire dans le cas d'un foyer en talon.

Dans le cas d'un foyer en pointe, toutes les trajectoires (ï')

coupent (T) en un point F' voisin de F et au delà de F; l'action

en allant de M en F' est plus grande le long de (T) que le long

de(ï').

Dans le cas d'un foyer en talon, toutes les trajectoires (ï') cou-

pent (T) en un point F' voisin de F et en deçà de F; l'action

de M en F' est plus grande le long de (T') que le long de (T).

Soit alors F' un point de (T) suffisamment voisin de F. Dans

le cas d'un foyer en pointe, je puis joindre M à F' par une tra-

jectoire (ï') si F' est au delà de F; dans le cas d'un foyer en

talon, je puis joindre M à F' si F' est en deçà de F.
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Il pourrait arriver enfin que F fût un point singulier de E plus

compliqué qu'un point de rebroussement ordinaire; je dirais alors

que c'est un foyer singulier.

Je ferai seulement observer qu'on ne peut passer d'un foyer en

pointe à un foyer en talon que par un foyer singulier; car, au

moment du passage, ^{u^) doit être de l'ordre de a''.

372. Considérons maintenant une solution périodique quel-

conque; elle correspondra à une trajectoire (T) fermée. Soit a

l'exposant caractéristique et T la période. Nous avons vu au Cha-

pitre XXIX comment on parvient à déterminer les fojers cinéti-

ques successifs (n° 347).

Supposons que a soit égal à "
? n étant un nombre commen-

surable dont le numérateur est/?. Dans ce cas l'application de la

règle du n° 347 montre que chaque point de (T) coïncide avec

son 1 p^'^"^'^ fojer.

Si en effet on prend comme au n° 347 une unité de temps telle

que la période ï soit égale à 271, il vient a = in. Si l'on désigne

par To la valeur de la fonction t au point JM, soient Vj, To, . . . , -z^p

les valeurs de cette fonction t au premier, au second, ...,

au a/?'"™^ foyer de M; nous aurons d'après la règle du n° 347,

i- il- •xpir. ipT.

a
"'

a
"''

a ii

Si p est le numérateur de /ï, on voit que -z-^p—^~o Gst un mul-

tiple de 2TI, c'est-à-dire que M et son ay?*"'"'^ foyer coïncident.

La trajectoire issue du point M et infiniment voisine de (ï)

viendra donc repasser par le point M après avoir fait A' -f- 2 fois

le tour de la trajectoire fermée (T) si A- -f- 2 est le dénoniinaleur

de n.

Le point M est donc son a/j»''™*-' foyer; mais on peut se

demander à quelle catégorie de foyers il appartient, au point de

vue de la classification du numéro précédent.

Adoptons un- système de coordonnées analogues au coordon-

nées polaires dé telle sorte que l'équation de la trajectoire

fermée (T) soit

. p = I
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et que co varie de o à 27c quand on fait le tour de celte trajectoire

fermée. Les courbes p = const. sont alors des courbes fermées

s'enveloppant mutuellement à la façon de cercles concentriques,

et les courbes to = const. forment un faisceau de courbes diver-

gentes qui viennent couper toutes les courbes = const.; et

de telle façon que la courbe a) = a+27T coïncide avec la

courbe co = «.

Soit alors coq la valeur de oj qui correspond au point de

départ M; la valeur de oj qui correspondra à ce même point M,

considéré comme le 2/?"""" fojer du point de départ, sera

wo-l- a(/v -4- 2)7r.

Soit

p = I -h J; ( to
)

l'équation d'une trajectoire (ï'), voisine de (T) et passant par M.

La fonction ^(w) correspondra à la fonction 4' (-^2) du numéro

précédent. Nous aurons (];(wo)^o et ce qu'il s'agit de discuter

c'est le signe de
J; [ Wo -i- 2 ( /i + 2 ) TT ]

.

Il s'agit donc de former la fonction ài^oi) et pour cela nous

n'avons qu'à appliquer, soit les principes du Chapitre VII, soit

ceux du n° 274. Si nous appliquons par exemple ces derniers,

voici ce que nous trouverons : La fonction ^(w) est développable

suivant les puissances des deux quantités

Les coefficients du développement sont des fonctions pério-

diques de période 2t:; Aet A' sont deux constantes d'intégration;

quant à a, c'est une constante qui est développable suivant les

puissances du produit AA'

a = ao -f- ai ( AA') ^ a, ( A A')^ -r

D'ailleurs a^ est égal à l'exposant caractéristique de (T) c'est-

à-dire à in.

Si (ï') diffère peu de (T), les deux constantes A et A' sont très

petites; elles sont de l'ordre de l'angle que j'appelais a dans le
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numéro précédent et qu'il ne faut pas confondre avec l'exposant

que je désigne par la même lettre dans le présent numéro.

Si nous poussons l'approximation jusqu'au troisième ordre

inclusivement par rapport à A et A', '}((j^) se réduira à un

poljnome du troisième ordre par rapport à ces deux constantes

et je pourrai écrire

i\i(oj) = Ae5LW(T_|_ A'e-aw(7'_|_y(Aeaw^ A'e-aw)

y étant un poljnome entier par rapport à Ae^'"', A'e~°"^ ne con-

tenant que des termes du second et du troisième degré. Les

coefficients du polynôme/", de même que o- et o-', sont des fonc-

tions périodiques de période 27t.

Cela posé, comme a est égal à ao, à des quantités près du second

ordre, et à ao + ai (A A') à des quantités près du quatrième ordre,

nous pouvons écrire, en négligeant toujours les quantités du

quatrième ordre par rapport à A et A',

<h(uj) = Aaew(a„+aiAA')_|_ A'cr'e-wCA-^a.AA'i _j_y( ^ e«oW, A'e-«o"i)

ou bien encore

di(oi) = Ae^'oWa 4- A'e^^'oWa'

-H o(ia)AA'(Ae«oWcr — A'e-aoWcr') + /(Ae'Aw^ A'e-«oW).

Quand co augmente de (2k -\- /i)~, les coefficients de/, non

plus que a- et t' ne changent pas. il en est de même de e^"'",

puisque — =z n a pour dénominateur A -j- 2 ; il en est donc encore

de même de

\e^uu>a, A'e-«oWj', /(Ae^oW, A'e-KoW).

Il vient donc enfin

'\i((.o -4- lA- -1-4-)— 'h(M) = {'ik -+- 2)71x1 AA'(Ae«o«cr — A'e-a<.«a').

Or '}(tL)o) est nulle; la quantité dont nous devons déterminer

Je signe est donc

{ik + 2)7Tai AA'(Ac'Aw„cry— A'e-«o"ocr; ).

Je désigne par tç^ et o-^ les valeurs de cr et a-' pour co = w,).



PROPRIIÎTES DES SOLUTIONS DU DEUXIEME GENRE. ciûj

J'observe d'abord que cette quantité est du troisième ordre, ce

qui, d'après le numéro précédent, nous montre que nos fojers

seront en général des foyers en pointe ou en talon. Je dis main-

tenant que cette quantité est toujours de même signe et que son

coefficient ne peut s'annuler.

En effet, les deux constantes A et A' sont liées par la relation

d; ( coo ) = O

ce qui peut s'écrire, puisque A et A' sont des quantités infiniment

petites

(1) Agî'oWoau -4- A'e-«oWo jg = o.

D'autre part y.o est purement imaginaire, o-q et t'^ sont imagi-

naires conjuguées; il en est de même de A et de A'.

Le produit AA' est donc essentiellement positif et ne peut

s'annuler; car A et A' ne peuvent être nuls à la fois.

D'autre part on ne peut avoir

(2) Ae^oWucfu — A'e-5<oWo(To = o,

caries équations (i) et (2) entraîneraient

Mais ces équations sont impossibles; elles signifieraient que

toutes les trajectoires très voisines de (T) vont passer par le

point M, ce qui est évidemment faux.

Notre quantité 'ji((.Oo + 2/i7i -r 4"^) a donc toujours le même
signe. Nos foyers sont donc tous en pointe, ou tous en talon;

tout dépend du signe de a,.

373. Nous avons dû laisser de côté le cas oii a, serait nul, cas

exceptionnel où tous les foyers seraient singuliers; et celui

où k -\- 2 serait égal à 2, 3 ou 4; voici pourquoi :

On a vu que, dans les calculs du Chapitre Vil, s'introduisent

de petits diviseurs

ïv/^^+-a? — ^^t

(C/. n° J04, t. I, p. 338).

Le calcul se trouve arrêté et des termes séculaires apparaissent

si l'un de ces diviseurs s'annule.
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Or, on constale aisément que, si k + 2 est égal à 2, 3 ou 4, on

pourra se trouver arrêté ainsi clans le calcul des termes des trois

premiers ordres qui sont ceux dont nous avons été obligés de

tenir compte. Si au contraire /i -f-2>>4, on ne sera arrêté que

dans le calcul des termes d'ordre supérieur qui n'interviennenl

pas dans l'analyse précédente.

374. Supposons, par exemple, que tous les fojers soient en

pointe; soit M un point quelconque de (T); ce point sera à lui-

même son 2/)''-"^ foyer. Soit M' un point situé un peu au delà du

point M dans la direction où l'on paixourt la trajectoire (T) et les

trajectoires voisines de (T'). Je pourrai tracer une trajectoire (T')

issue du point M, qui s'écartera très peu de (T), qui fera k -\- 2 fois

le tour de (T) et viendra finalement aboutir au point M' et qui

aura 2/? + i points d'intersection avec (T), en comptant les points

d'intersection M et M'.

En elfet, le foyer étant en pointe, les trajectoires (T') voisines

de (T) viennent toutes recouper (T) au delà du foyer. Nous

pourrons donc tracer la trajectoire (T') qui satisfait aux condi-

tions Cjue je viens d'énoncer, pourvu que la distance MM' soit plus

petite que S. Il est clair que la limite supérieure que ne doit pas

dépasser la dislance MiW dépend de la position de M sur (T);

mais elle ne s'annule jamais puisqu'il n'y a pas de foyer singulier.

Il me suffira alors d'égaler à la plus petite valeur que puisse

prendre cette limite supérieure et je pourrai regarder comme
une constante.

Si donc la distance MM' est plus petite que 0, nous pouvons

mener une trajectoire (T') satisfaisant à nos conditions; nous

pouvons même en mener deux, l'une coupant (T) en M sous un

angle positif, l'autre sous un angle négatif.

Cela posé, supposons que nos équations clifTérentielles cano-

niques dépendent d'un paramètre \\ pour X = o, la trajectoire

fermée (T) a pour exposant caractéristique 0.^^=111. Supposons

que, pour \ >o, l'exposant caractéristique, divisé par i, soit plus

grand que n et que, pour À <; o, il soit au contraire plus petit

que n.

Alors, pour).^o, le point M ne sera plus son propre 2/?'^''"^ foyer
;

son 2/?"'™'= foyer sera situé en deçà de M pour ). >-o, et au delà
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de M pour X << o. Soit F ce foyer. La distance MF dépendra natu-

rellement de la position de M sur (T); j'appelle s la plus grande

valeur de cette distance; il est clair que s sera une fonction con-

tinue de ). et qu'elle s'annulera avec X; remarquons que, pourX^o,

d'après les principes du n" 347, le foyer F est toujours au delà

de M, ou toujours en deçà, suivant la valeur de l'exposant caracté-

ristique, et la distance MF ne peut jamais s'annuler.

Soit F' un point situé un peu au delà de F; nous pourrons

joindre M à F' par une trajectoire (T') pourvu que la distance FF'

reste inférieure à une certaine quantité o'. Il est clair c[ue ù' est

une fonction continue de \ et elle se réduit à o pour X= o.

Prenons X > o, de iaçon que M soit au delà de F; nous pour-

rons faire jouer à M le rôle de F' et joindre M à lui-même par une

trajectoire (T'), pourvu que la distance MF soit plus petite que o',

ou pourvu que
£ < o';

pour X = o, £ est nul et o'= g >> o; donc on peut prendre A assez

petit pour c[ue l'inégalité soit satisfaite.

On peut alors joindre le point M à lui-même par une trajec-

toire (T') s'écartant peu de (T), faisant A" -i- 2 fois le tour de (T)

et coupant 2/> + i fois (T).

Fis. 12.

Sur la figure, BA représente un arc de (T) sur lequel se trouve M.
MG est un arc de (T') parlant de M et DM est un autre arc de

cette même trajectoire aboutissant à M. Des flèches indiquent le

sens dans lequel les trajectoires sont décrites.

Le point M peut être ainsi joint à lui-même, non pas par une,
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mais par deux Irajectoires (T'); pour l'une, comme l'indique la

figure, l'angle CMAest positif, de telle façon que CM est au-dessus

de ]MA; pour l'autre, l'angle CMA serait négatif.

La trajectoire (ï') ne doit pas être regardée comme une trajec-

toire fermée; elle part bien du point M pour revenir au point M,

mais la direction de la tangente n'est pas la même au point de

départ et au point d'arrivée, de sorte que les arcs MC et DM ne

se raccordent pas.

La trajectoire (T'), allant ainsi de M en M avec un point angu-

leux en M, formera ainsi ce qu'on pourra appeler une boucle. En
faisant la même construction pour tous les points M de (T), ou

obtiendra une série de boucles; on en obtiendra même deux, la

première correspondant au cas où l'angle CMiV est positif, et la

seconde au cas où cet angle est négatif. Ces deux séries sont bien

séparées l'une de l'autre; et en effet, le passage de l'une à l'autre

ne pourrait se faire que si l'angle CMA devenait infiniment petit.

Alors, la ti'ajectoire (ï'), devenue infiniment voisine de (T),

irait passer par le foyer F, d'après la définition même des foyers;

mais, comme elle doit aboutir au point M, les points IM et F se

confondraient; cela ne peut arriver d'après les principes du n° 347.

Ainsi donc, si tous les foyers sont en pointe, nous avons deux

séries de boucles pour À >> o, et nous n'en avons plus pour! < o.

Si tous les foyers étaient en talon, on pourrait répéter les

mêmes raisonnements; on trouverait qu'il y a deux séries de

boucles pour X <^ o, et qu'il n'y en a plus pour A >- o.

375. Considérons une des séries de boucles définies dans le

numéro précédent; Inaction calculée le long d'une de ces boucles

variera avec la position du point M; elle aura au moins un

maximum ou un minimum.

Je dis que, si l'action est maximum ou minimum, les deux

arcs MC et CD se raccordent, de telle façon que la trajectoire (T')

est fermée et correspond à une solution périodique du deuxième

genre.

En effet, supposons par exemple que la trajectoire (T') corres-

ponde au minimum de l'action et que l'angle CMA soit plus

grand que l'angle BMD comme sur la figure; prenons alors un

point M| à gauche de M et infiniment près de M, construisons
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1

une boucle (T', ) iiiBninicnt peu difFérente de la boucle (ï') et

ayant son point anguleux en M| ; soient M, Ci et M| D| deux arcs

de cette boucle.

De M et de M|
,
j'abaisse deux normales MP et M, Q sur M, Ci

etsurMD.
D'après un théorème bien connu, l'action le long- de (ï')

depuis le point M jusqu'au point Q sera égale à l'action le long

de (ï'i ) depuis le point P jusqu'à Mi . On aura donc

action (Tj) == action (T') -f- action (MiP)— action (MQ)
ou

action (T;)= action (T')+ action (lVIMi)(cos CMA — cosBMQ),

ou enfin
action (Tj ) < action (T'),

ce qui est absurde, puisque (T') a été supposé correspondre au

minimum de l'action.

Si l'on supposait
CMA < BlMD,

on arriverait à la même absurdité en plaçant Mi à droite de M.

On doit donc supposer

CMAr= BMD,

c'est-à-dire que les deux arcs se raccordent.

Le même raisonnement est applicable au cas du maximum.

Cliac[ue série de boucles contient donc au moins deux trajec-

toires fermées.

Chacune de ces trajectoires fermées fait le + 2 fois le tour

de (T) et coupe (T) en ay? points. Pour p d'entre eux, l'angle

analogue à CMA est positif et, pour les p autres, il est négatif; et,

en effet, la courbe (T') étant fermée, doit couper (T) autant de

fois dans un sens que dans l'autre.

Donc, cette trajectoire fermée peut être regardée comme une

boucle de 2p manières différentes; car nous pouvons regarder

l'un quelconque de nos 2/? points d'intersection comme le point

anguleux; pour p de ces manières, la boucle ainsi définie appar-

tiendra à la première série et pour les p autres à la seconde.

Parmi les boucles de chaque série, il y en a donc non pas deux,
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mais au moins ip qui se réduisent à des trajectoires fermées.

Seulement on obtient ainsi non pas 4/>, mais seulement deux tra-

jectoires fermées distinctes.

Qu'il n'j en ait pas davantage en général, c'est ce qui ne

résulte pas du raisonnement précédent, mais ce qu'on peut

déduire des principes du Chapitre précédent.

La trajectoire (T') ainsi définie aura ^{k -\- \)p points doubles

si k est impair et r,{k 4- 2 )/> points doubles si k est pair. Gela est

vrai pour les petites valeurs de ). ; mais je dis que cela reste vrai

quelque grand que soit \ tant que (T') existe. Et, en effet, le

nombre des points doubles ne pourrait varier que si deux branches

de la courbe (T') venaient à être tangentes entre elles; mais deux

trajectoires ne peuvent être tangentes entre elles sans se con-

fondre.

Pour la même raison, quelque grand que soit 1, tant que les

deux trajectoires (T) et (T') existeront, elles se couperont en %p

points.

376. Tous les raisonnements du numéro précédent sup-

posent qu'il s'agit du mouvement absolu.

En voulant les étendre au cas du mouvement relatif, on ren-

contrerait des difficultés qui ne sont sans doute pas insurmonta-

bles, mais que je ne chercherai pas à surmonter.

Tout d'abord, il faudrait modifier la construction employée

dans le numéro précédent. Au lieu de mener MP et M, Q nor-

males à MiC et MD, voici ce qu'il faudrait faire. Pour con-

struire MP, par exemple, on construirait un cercle infiniment

petit satisfaisant aux conditions suivantes : il coupe M^C^ en P

et touche en ce point la droite MP; la droite qui jointMau centre

doit avoir une direction donnée et être dans un rapport donné

avec le rayon. La droite MP ainsi construite jouit des mêmes pro-

priétés qu'a la normale dans le mouvement absolu. Malheureuse-

ment cette construction peut dans certains cas entraîner une diffi-

culté.

De plus l'action (MM,) n'est pas toujours positive; si elle deve-

nait nulle, le raisonnement se trouverait encore en défaut^ le

maximum ou le minimum pourrait être atteint au point M tel que
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l'action (MM, ) soit nulle, et cela sans que les arcs MG et DM aient

besoin de se raccorder.

JNos raisonnements ne s'appliqueraient donc au cas du mouve-

ment relatif que si l'action reste positive tout le long de (T).

Dans tous les cas, l'une des conclusions reste vraie; la trajec-

toire fermée (T') existe toujours puisque si le raisonnement du

numéro précédent est en défaut, il n'en est pas de même de ceux

des Chapitres XXVIII et XXX; de plus (T') coupe (T) en ip

points et possède — [k -f- i) ou — [k + 2) j)oints doubles.

Cela est vrai pour les petites valeurs de )v, mais je ne peux plus

conclure que cela reste vrai quel que soit a; car deux trajectoires

peuvent être tangentes sans se confondre, pourvu qu'elles soient

parcourues en sens contraire.

Stabilité et instabilité.

377. Supposons qu'il y ait seulement deux degrés de liberté;

deux des exposants caractéristiques sont nuls, les deux autres

sont égaux et de signes contraires.

L'équation qui a pour racines

est une équation du second ordre dont les coefficients sont réels

(T représente la période et a l'un des exposants caractéristiques).

Ses racines sont donc réelles ou imaginaires conjuguées.

Si elles sont réelles et positives, les a sont réels et la solution

périodique est instable.

Si elles sont imaginaires, les a sont imaginaires conjuguées;

comme le produit est égal à -+- i, les a sont purement imaginaires

et la solution périodique est stable.

Si elles sont réelles et négatis^es, les a sont imaginaires, mais

complexes, la partie imaginaire étant égale à 7^; la solution

périodic[ue est encore instable.

Elles ne peuvent d'ailleurs être réelles et de signes contraires

puisque le produit est égal à + i

.

Il y a donc deux sortes de solutions instables, correspondant
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aux deux hypothèses

Le passage des solutions slahles aux solutions instables de la

première sorte se fait par la valeur

Le passage des solutions stables aux solutions instables de la

seconde sorte se fait par la valeur

378. Étudions d'abord le passage aux solutions instables de la

première sorte. Au moment du passage on a

Reprenons les quantités [i/f et d/y^ définies au Chapitre 111 et

envisageons l'équation

d<\/2 d<\>2 c

dfi d^2~
(V

dh
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période T par rapport à t; envisageons les équations canoniques

(2)
dx
'di

d¥
dy

dy
dt

d¥_^

~d^''

ce sont les équations de la Dynamique avec un seul degré de

liberté; mais, F dépendant de t^ elles n'admettent pas l'équation

des forces vives F = const.

Supposons que ces équations (2) admettent une solution pério-

dique de période T. Les exposants caracléristiques nous seront

donnés par l'équation suivante analogue à (i)

(3)
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seconde équation
( f). Soit

(5) ^(?2, i^) = o

le résultat de la substitution. Notre déterminant fonctionnel étant

nul, on aura
dw

__

mais deux cas sont à distinguer :

1° La dérivée -r- n'est pas nulle, ou, en d'autres termes, le

déterminant fonctionnel de <}, et 'lo, par rapport à [^, et [.»., n'est

pas nul.

Dans ce cas, si l'on regarde [io et [jl comme les coordonnées

d'un point dans un plan, la courbe représentée par l'équation (5)

aura à l'origine un point ordinaire, où la tangente sera la droite

;jl. =: o.

En général, la dérivée seconde

d^_

ne sera pas nulle, c'est-à-dire que l'origine ne sera pas un point

d'inflexion pour la courbe (5).

Si nous coupons par la droite [j. = [j-o, p-o étant une constante

assez petite, nous pourrons, suivant le signe de ^-oi avoir deux

points d'intersection de cette droite et de la courbe (5) dans le

voisinage de l'origine ou n'en avoir aucun.

Si, par exemple, la courbe est au-dessus de sa tangente, nous

aurons, pour ao>o, deux intersections et, par conséquent, deux

solutions périodiques, pour [Xo < o nous n'en aurons aucune.

Nous voyons donc deux solutions périodiques se rapprocher

l'une de l'autre, se confondre, puis disparaître.

Considérons les deux points d'intersection de la droite [j. = a^

avec la courbe (5); ils correspondront à deux racines consécu-

tives de l'équation (5) et, par conséquent, à deux valeurs de signes

contraires de la dérivée -f^-' donc à deux valeurs de signes coii-

traires du déterminant fonctionnel des tL<- par rapport aux [i; c'est-
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à-dire du produit

c'est-à-dire de a-.

Donc Vune des deux solutions périodiques qui se confon-

dent ainsi pour disparaître, est toujours stable et l'autre

instable.

2" La dérivée -7— =0, ou, en d'autres termes, le déterminant
a[x ' '

fonctionnel de (Li et ']^2, par rapport à ^^ et p., est nul.

La courbe (5) a alors à l'origine un point singulier qui, en

général, sera un point double ordinaire-

Deux branches de courbe se coupent à l'origine, la droite p. = [j-o

rencontrera toujours la courbe en deux points; nous aurons

donc deux solutions périodiques, quel que soit le signe de jxo-

Les deux branches de courbe déterminent dans le voisinage de

l'origine quatre régions; dans deux de ces régions opposées par le

sommet, W sera positif; dans les deux autres, il sera négatif.

Soient 0P<, OPo, OP3, OP4 les quatre demi-branches qui

aboutissent à l'origine; OP, sera le prolongement de OP3 et OP2
de OP4 ; OPi et OPo correspondront à [Ao>o; OP3 et OP4 à

li-o < o ; la fonction W sera positive dans les angJes ^^ OPo, P3 OP/,

et négative dans les angles P2OP3, Pi OP/,

.

Nous venons de voir que la stabilité dépend du signe de la

dérivée -jp-; alors quand on franchira OP,
,
par exemple, W passera

du négatif au positif; la dérivée sera positive et la solution sera,

par exemple, stable ; elle sera stable aussi quand on franchira OP4
;

instable quand on franchira OPo ou OP3.

Les solutions périodiques correspondant à OP, sont stables et

elles sont la suite analytique de celles qui correspondent à OP3 et

qui sont instables.

Inversement celles qui correspondent à OPo et qui sont in-

stables sont la suite analytique de celles qui correspondent à OP-,

et qui sont stables.

Nous avons donc deux séries analytiques de solutions pério-

diques qui, pour u=:o, se confondent, et à ce moment les deux
séries échangent leur stabilité.
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Nous venons d'étudier les deux cas les plus simples, mais une

foule d'autres cas peuvent se présenter correspondant aux diffé-

rentes singularités que peut présenter la courbe (5) à l'origine.

Mais, quelles que soient ces singularités, nous verrons rayonner

autour de l'origine un nombre pair p -{- q && demi-branches de

courbes, à savoir p du côté de [a > o, et ^ du côté \x << o. Suppo-

sons qu'un petit cercle décrit autour de l'origine les rencontre

dans l'ordre suivant

OPi, OP2, ..., 0P/,+^.

Soient

(6) OPi, OP2, ..., OV,

celles qui correspondent à p. > o et

(7) 0P/,+„ 0P,.,2, ••-, 0P/,+,,

celles qui correspondent à a << o.

Alors les demi-branches (6) correspondent alternativement à

des solutions périodiques stables et à des solutions instables; je

dirai pour abréger que ces demi-branches sont alternativement

stables ou instables.

Il en est de même des demi-branches (7).

D'autre part OP^ et OP^^i sont toutes deux stables ou toutes

deux instables.

Il en est de même par conséquent de OPy,^^ et OP)

.

Soient donc p' et p" le nombre des demi-branches stables et

celui des demi-branches instables pour a >> o de sorte que

p' H- /?" = /».

Soient q' et q" les nombres correspondants pour jj. <; o de sorte

que q' -\- q" =^ q- il n'j a alors que trois hypothèses possibles

P = p >
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de telle façon qu'un certain nombre de solutions périodiques dis-

paraissent quand on passe de [a > o à [x << o ; on voit d'abord que

ce nombre est toujours pair et de plus d'après l'équation précé-

dente, il disparait toujours autant de solutions stables que de

solutions instables.

Supposons maintenant que nous ayons une série analytique de

solutions périodiques et que, pour [x =:o, on passe de la stabilité

à l'instabilité ou inversement (et cela de façon que l'exposant a

s'annule). Alors c/ el p" (par exemple) sont au moins égaux à i.

Donc />'+ q" est au moins égal à 2. D'où il suit qu'il y aura au

moins une autre série analytique de solutions périodiques réelles

se confondant avec la première pour p. =z= o.

Donc si, pour une certaine valeur de [x, une solution pério-

dique perd la stabilité ou l'acquiert (et cela de telle façon que

l'exposant a soit nul) c''est qu'elle se sera confondue avec une

autre solution périodique, avec laquelle elle aura échangé sa

stabilité.

379. Revenons maintenant au cas que je m'étais d'abord pro-

posé de traiter, celui où le temps n'entre pas explicitement dans

les équations, où par conséquent on a l'intégrale des forces

vives F =^ C, où enfin il j a deux degrés de liberté.

Je raisonnerai alors comme au n" 317, je supposerai que la

période de la solution périodique qui est T pour la solution qui

correspond à |Ji. = o, [3/=o, est égale à T -f- -ï et peu différente

de T pour les solutions périodiques voisines 5 et j'écrirai les

équations

(i) <l>i
= o, ^2 = 0, <]^3 = o, F = Go, Pi = o,

où entrent les variables

P:i, K [^, ^•

D'après nos hypothèses, le déterminant fonctionnel des '^ par

rapport aux [^ doit s'annuler ainsi que tous ses mineurs du pre-

mier ordre; mais les mineurs du second ordre ne seront pas en

général tous nuls à la fois.

Faisons donc ^,:^o dans les équations (i) et envisageons le
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déterminant fonctionnel A de

'

'\'i, 'l^a, ^^3, F
par rapport à

h, ?3> K --

Ce déterminant s'annnle quand les (î, |j. et t s'annulent; mais

en général les mineurs du premier ordre ne s'annuleront pas.

Considérons en effet les déterminants fonctionnels de F et de

deux des quatre fonctions (L, par rapport à x et à deux des quatre

variables ^. Peuvent-ils être tous nuls à la fois?

D'après la théorie des déterminants cela ne pourrait arriver :

i" Que si tous les mineurs des deux premiers ordres du déter-

minant des 4* par rapport aux [i étaient nuls, à la fois, ce qui

n'arrive pas en général et ce cjue nous ne supposerons pas.

2" Ou si les dérivées de F étaient toutes nulles à la fois; nous

avons vu au n° 64- qu'elles devraient l'être tout le long de la solu-

tion périodique; nous ne supposerons pas cela non plus.

.)" Ou enfin si les dérivées des t|> et de F par rapport à t étaient

toutes nulles à la fois; alors les valeurs

correspondraient non pas à une solution périodique proprement

dite, mais à une position d'équilibre {Cf. n° 68).

Nous ne supposerons pas cela non plus.

Nous pouvons donc toujours supposer que tous les mineurs du

premier ordre de A ne sont pas nuls.

Éliminons alors quatre de nos Inconnues [i et - entre les équa-

tions (i).

Éliminons par exemple ^,, ^3, [i/, , t, il restera une équation

(le la forme

cette équation étant tout à fait de même forme que l'équation (5)

du numéro précédent se traiterait de la même manière et nous

aiTiverions aux mêmes résultats :

1° Quand des solutions périodiques disparaissent après s'être

confondues, il en disparaît toujours un nombre pair et autant de

stables que d'instables.

a" Quand une solution périodique perd ou acquiert la stabilité
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quand on fait varier ^ d'une façon continue (et cela de telle

manière que a s'annule) on peut être certain qu'au moment du

passage une autre solution périodique réelle de même période

s'est confondue avec elle.

380. Passons au second cas, celui où

Alors, aucun des exposants caractéristiques ne s'annulant pour

[Z =0,

sauf les deux qui sont toujours nul, il n'existe pas de solution

périodique de période T se confondant avec la première pour

[-1 = o.

Mais en revanche, en vertu des principes du Chapitre XXVIII,

il existe des solutions périodiques du deuxième genre, de pé-

riode aT, qui, pour p. ^ o, se confondent avec la solution donnée

dont la période est T.

Que dirons-nous de leur stabilité? Pour u. >> o, nous aurons par

exemple une solution stable de période T qui deviendra instable

pour jji << o.

Pour a >o, soient p' et p" le nombre des solutions stables et

celui des solutions instables qui admettent la période 2T sans

admettre la période T. Soient q' et q" les nombres correspondants

pour jj. <; o.

Considérant alors toutes les solutions de période 2T, qu'elles

admettent ou non la période T, et leur appliquant les principes

du n" 378, je reconnaîtrai que je puis faire au sujet de ces quatre

nombre les trois hypothèses suivantes :

p ^l=p

,
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Application aux orbites de Darwin.

381. Dans le Tome XXI des Acta mathematica, M. G.-

H. Darwin a étudié en détail certaines sohitions périodiques.

Il se place dans les hypothèses du n° 9 et considère une pla-

nète troublante qu'il appelle Jupiter et à laquelle il attribue

une masse dix fois plus petite que celle du Soleil. Cette planète

fictive décrit autour du Soleil une orbite circulaire, et une petite

planète troublée de niasse nulle se meut dans le plan de cette

orbite.

Il a reconnu ainsi l'existence de certaines solutions périodiques

qui rentrent dans celles que j'ai appelées de première sorte et

dont il a fait une étude détaillée. Ces orbites sont rapportées à

des axes mobiles, tournant autour du Soleil avec la même vitesse

angulaire que Jupiter; dans le mouvement relatif par rapport î\

ces axes mobiles, ces orbites sont des courbes fermées.

La première classe d'orbites périodiques est celle que M. Darwin

appelle celle des planètes A. L'orbite est une courbe fermée en-

tourant le Soleil, mais n'entourant pas Jupiter. L'orbite est stable

quand la constante de Jacobi est plus grande que Sg et instable

dans le cas contraire. L'instabilité correspond à un exposant

^ > ^- ^ .... ITT
caractéristique ayant pour partie imaginaire -^r*

Donc pour les valeurs de la constante de Jacobi voisines de Sp,

il existe des solutions périodiques de deuxième genre dont la

période est double.

L'orbite correspondante sera une courbe fermée avec un point

double faisant deux fois le tour du Soleil. Les deux boucles de

cette courbe sont très peu différentes l'une de l'autre et toutes

deux peu différentes d'un cercle.

Nous étudierons plus loin, plus en détail, ces solutions du

deuxième genre.

M. Darwin a trouvé également des satellites oscillants qu'il

appelle a et 6 et qui sont ceux dont nous avons parlé au n° 52.

Us sont toujours instables.

Enfin, il a trouvé des satellites proprement dits qui, par rap-
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port au sjstème d'axes mobiles envisagés, décrivent des courbes

fermées entourant Jupiter, mais n'entourant pas le Soleil.

Pour C = 4o (G est la constante de Jacobi), on n'a qu'un satel-

lite A qui est stable. Pour = 89, 5, le satellite A est devenu

instable avec un exposant a réel; mais nous avons deux satellites

nouveaux B et C, le second stable, le premier instable avec un

exposant a réel. Pour = 89, on retrouve le même résultat;

pour C = 38,5, le satellite C est devenu instable avec un expo-

sant a complexe (dont la partie imaginaire est -7^' ); enfin, pour

C= 38, on retrouve le même résultat.

Nous avons donc à envisager trois passages :

1° Le passage du satellite A de la stabilité à l'instabilité;

2° L'apparition des satellites B et C;

3° Le passage du satellite C de la stabilité à l'instabilité.

Les deux derniers passages ne soulèvent aucune difficulté.

Nous voyons apparaître simultanément deux solutions pério-

diques B et C d'abord très peu différentes l'une de l'autre; l'une

est stable et l'autre instable; l'exposant a pour la solution instable

est réel. Tout cela est conforme aux conclusions du n" 378.

Le passage de la stabilité à l'instabilité du satellite G ne soulève

pas non plus de difficulté; car l'exposant a dans le cas de l'in-

stabilité est complexe; on se trouve donc dans les conditions

du n° 380. Il existe donc des solutions périodiques du deuxième

genre, correspondant à des courbes fermées faisant deux fois le

tour de Jupiter.

382. En revanche, le passage du satellite A de la stabilité à

l'instabilité présente de grandes difficultés puisque dans le cas de

l'instabilité, l'exposant a est réel. Il devrait donc j avoir, d'après

le n° 378, échange de stabilité, avec d'autres solutions pério-

diques correspondant à des courbes fermées faisant une seule fois

le tour de Jupiter. C'est ce qui ne parait pas résulter des calculs

de Darwin.

On est naturellement conduit à penser que les satellites A
instables découverts par Darwin ne sont pas la continuation ana-

lytique de ses satellites A stables.

D'autres considérations conduisent au même résultat.
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Les satellites A stables ont pour orbites des courbes fermées

ordinaires; les satellites A instables ont des orbites en forme de

huit.

Comment aurait-on pu passer d'un cas à l'autre? Ce ne peut

être que par une courbe présentant un point de rebroussement;

mais au point de rebroussement la vitesse devrait être nulle, et,

par raison de symétrie, ce point de rebroussement ne pourrait

se trouver que sur l'axe des x\ il ne peut être entre le Soleil et

Jupiter. Eu effet, dans \'d. jig. i, Darwin donne les courbes de

vitesse nulle; pour C > 4O5 185 ces courbes coupent l'axe des x
entre le Soleil et Jupiter; mais cela n'a plus lieu pour C <C 40i i^

et le passage a lieu entre C = l\o et C -=: 89, 5.

Il reste Ihypothèse que le point de rebroussement se trouve

au delà de Jupiter; mais celle-là non plus n'est pas satisfaisante.

Comparons les deux orbites correspondant à C= 4o 6t à C=39,5;
la première coupe deux fois l'axe des x à angle droit, une fois au

delà de Jupiter, une fois en deçà; soient P et O les deux points

d'intersection
; de même, la seconde orbite, si on laisse de côté le

point double, coupe deux fois l'axe des x à angle droit, une fois

au delà et une fois en deçà de Jupiter; soient P' et Q' les deux

points d'intersection. Considérons le point d'intersection P ou P'

qui est au delà de Jupiter et vojons le signe de -^; nous verrons

que pour une orJDJte comme pour l'autre ce signe est positif.

Or -^ aurait dû changer de signe au moment du passage par le

point de rebroussement.

Le point P, le point de rebroussement hypothétique, et le

point P' ne peuvent donc pas être regardés comme la continua-

tion analytique l'un de l'autre. Il faudrait alors supposer qu'à un

moment donné, il y a eu échange entre les deux points d'inter-

section de l'orbite du satellite A et de l'axe des x, celui qui est à

droite passant à gauche et inversement. Rien dans l'allure des

courbes construites par M. Darwin n'autorise une semblable

supposition.

Donc, je conclus que les satellites A instables ne sont pas la

continuation analj'tique des satellites A stables. Mais alors que

sont devenus les satellites A stables?
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Sur ce point, je ne puis faire que des hypothèses et, pour pou-

voir faire autre chose, il faudrait reprendre les quadratures méca-

niques de M. Darwin. Mais si l'on examine l'allure des courbes, il

semble qu'à un certain moment l'orbite du satellite A a dû passer

par Jupiter et qu'ensuite il est devenu ce que M. Darwin appelle

un satellite oscillant.

383. Etudions de plus près les planètes A et le passage de ces

planètes de la stabilité à l'instabilité.

Les orbites de ces planètes correspondent à ce que nous avons

appelé solutions périodiques de la première, sorte (n° 40).

L'orbite à point double qui fait deux fois le tour du Soleil et qui

diffère peu de celle de la planète A au moment où l'orbite de

cette planète vient de devenir instable; cette orbite à point double,

dis-je, correspond à ce que nous avons appelé solutions pério-

diques de la deuxième sorte (47).

Et, en effet, si l'on applique aux solutions de la première sorte

le procédé par lequel nous avons déduit les solutions périodiques

du deuxième genre de celles du premier genre, on retombe pré-

cisément sur les solutions de la deuxième sorte.

Dans les solutions de la deuxième sorte, les moyens mouvements

anomalistiques, peu différents des moyens mouvements propre-

ment dits, sont dans un rapport commensurable. Nous devons

donc nous attendre à ce que pour notre solution de la deuxième

sorte (et, par conséquent, pour la planète A au moment du pas-

sage de la stabilité à l'instabilité), le rapport des moj'cns mouve-

ments soit voisin d'un nombre commensurable simple et même
ici, puisque l'orbite doit faire deux fois le tour du Soleil, il sera

voisin d'un multiple de r.

En d'autres termes, au moment du passage, la quantité que

M. Darwin appelle nï, doit être voisine d'un multiple de tî.

C'est, en effet, ce qui arrive; les tableaux de M. Dai^win nous

donnent

G = 4o A stable, «T = i34°,

G = 39,5 A stable, «T = i6:j°,

G = 39 A instable, nT = 177",

G = 38,5 A instable, «T = igi°.
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On voit que le passage a dû se faire environ pour nT = i-o",

et ce nombre est voisin de i8o°.

Le mojen mouvement de la planète A est donc à peu près

trois fois celui de Jupiter.

On pourrait songer à appliquer à l'étude de ces solutions de la

deuxième sorte les principes du Chapitre XXX; mais on rencon-

trerait des difficultés parce qu'on se trouve dans un cas d'excep-

tion. Il vaut mieux reprendre celte élude directement.

384. Reprenons les notations du n^SlS et posons, comme dans

ce numéro
Xi = L — G, cr2= L I- G,

9.Xi^ l— ff^ t, 1fi= / -T-ff~-f,

F' = R-h G = Fo-h [^Fi-^...,

p ^ 2 ^
X^—Ti

La quantité L doit être de même signe que G {Cf. p. 200, in fine^

et l'excentricité très petite; comme x^ est de l'ordre du carré de

l'excentricité, cette variable sera également très petite.

Comme il ne s'agit que de déterminer le nombre des solutions

périodiques et leur stabilité, nous pouvons nous contenter d'une

approximation.

Nous négligerons donc u-Fo et les termes suivants. Dans le

terme piF| , nous ne tiendrons compte que des termes séculaires et

des termes à très longue période et nous négligerons, en outre,

les puissances supérieures de x^. Nous aurons ainsi

Fi = a -4- 6a7i -f- ca'i cosoj,

OÙ a, b, c sont des fonctions de x^ seulement et où cx^cono esl

le terme à très longue période conservé.

Les termes à très longue période sont les termes en l-h?) g — 3^,

c'est-à-dire les termes en ly^ —y\ ]
nous avons donc

w = 472 — 271-
Il vient alors

O ^rt ^,
F'= 1

— H- a(a + ôa-i -t- cj:-iC0sw)

et nous pouvons appliquer la méthode de Delaunay.
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Les équations canoniques admettent l'intégrale

d'où

F =
\

h ii.(a -i- oxy-i- cxicosià).

Avecrapproximation adoptée, nous pouvons remplacer «, 6, c par

«0 — '2Xla^j, Oç), Cq,

1 • '7 1 • ^^ 7

en désignant par ciq, a„, Oo, Cq ce que deviennent a, -^^ ù, c

quand on y remplace x-y par k.

Ainsi

désignent des constantes dépendant de k et nous avons

F = —;

i
i- ui(a -!- pxi-i- yxi cosw).

Heeardons A- comme une constante; v/x, cos-? \,'x,^ sin— comme

les coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan et con-

struisons la courbe
F' = G,

C désignant une seconde constante.

Cette courbe dépend ainsi des deux constantes k et C. Si elle

présente un point double, ce point double correspondra à une

solution périodique, qui sera stable si les deux tangentes au

point double sont imaginaires, et instable si les deux tangentes

sont réelles.

Observons que la courbe est symétrique par rapport aux deux

axes de coordonnées et que deux points doubles symétriques l'un

de l'autre par rapport à l'origine ne correspondent pas à deux

solutions périodiques véritablement distinctes.

Les points doubles ne peuvent se trouver que sur l'un des axes

de coordonnées, de telle sorte qu'on les trouvera tous en faisant

Si l'on fait

2 k

co =
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la courbe F'= G passe par l'origine et y présente un point double.

Les tangentes au point double sont données par l'équation

-/^i
—

'^ I-i? -^ M-T cosw = o.

Si donc

les tangentes sont imaginaires. Si

/ ~ 4 3 Q ^

les tangentes sont réelles. Si enfin

4 3-

les tangentes sont de nouveau imaginaires.

Le coefficient [i est positif; j'ai écrit les inégalités précédentes

en supposant aussi y positif. Si v était négatif, on n'aurait

d'ailleurs qu'à changer o) en to + tz.

he point double à l'origine correspond à la solution de la pre-

mière sorte, c'est-à-dire à la planète A de M. Darwin. On voit que

cette solution est stable quand les inégalités (i) ou (3) ont lieu et

instable quand les inégalités (2) ont lieu.

Etudions maintenant les points doubles qui peuvent se trouver

sur la droite (0 = 0.

Si l'on fait co r= o, la fonction F' devient

(4) F'=-^_^— ^^-'^iH-î.a+..^,(P-hv)=G.

Si, laissant k constant, on fait varier ^, depuis o jusqu'à /.-, on

voit que les maxima et minima de F' sont donnés par l'équation

laquelle admet une solution si l'inégalité (3) a lieu et n'en admet

pas dans le cas conti^aire.

Si donc l'inégalité (3) n'a pas lieu, la fonction F' est constam-

ment décroissante si elle a lieu ; la fonction F' d'abord croissante

atteint un maximum et décroît ensuite.
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Ce maximum correspond à un point double situé sur la

droite w = o, ou plutôt à deux points doubles symétriques par

rapport à l'origine.

Mais il nous faut chercher combien nous trouvons de ces points

doubles pour une valeur donnée de la constante C; l'équation (5)

nous donne x^ en fonction de k; il faut en déduire .r, en fonction

deC.

Or les équations (4) et (5) peuvent s'écrire

t — L, —— — o
dxi

d'où
^G _^ _,

dV dk^ _ dV^ dJc

dxi dxi dk dxi dk dx^

d'-F'
,

d'-F' dk _
dx\ dk dxi dxi

Or on a, en négligeant les termes en [j.,

d'où
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Troisième cas

C<Co.

L'inégalilé (3) a lieu.

La solution de la preinièie sorte est redevenue stable.

Il y a deux solutions de la deuxième sorte, Tune stable et

l'autre instable : la première correspondant aux deux points

doubles situés sur la droite w := -, et la seconde aux deux points

doubles situés sur la droite oj = o.

Ces conclusions sont vraies pourvu que p. soit suffisamment

petit; la valeur adoptée par M. Darwin, jj. = — 5 est-elle suffisam-

ment petite?

Je ne l'ai pas vérifié, mais cela semble très probable.

Il est donc vraisemblable que, si M. Darwin avait continué

l'étude des planètes A pour des valeurs de C plus petites que 38,

il aurait retrouvé des orbites stables.

II. P. — III. '^\
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CHAPITRE XXXII.

SOLUTIONS PÉRIODIQUES DE DEUXIÈME ESPÈCE.

385. Reprenons les équations du n° 13,

avec p degrés de liberté. D'après ce que nous avons vu au n° 42,

ces équations admettront des solutions périodiques telles que.

quand t augmente de la période T, les variables jK), r^-, • • •
? JK/j

augmentent respectivement de

Les entiers A| , A":>, . . . , /cp peuvent être quelconques

.

Mais cela n'est vrai que si le hessien de Fq par rapport aux x
n'est pas nul. La démonstration du n" 42 est en défaut, quand ce

hessien est nul, et en particulier quand Fo ne dépend pas de

toutes les variables x.

Or, c'est précisément ce qui ai'rive dans le problème des trois

corps. Je rappelle que jKi, .Xa ; y-i-, y^'-, y^-i jKc représentent alors

respectivement les longitudes moyennes des planètes, celles des

périhélies et celles des nœuds, et que Fq déjDend seulement des

deux premières variables x^ et X2 qui sont proportionnelles aux

racines carrées des grands axes.

Considérons alors une solution périodique; d'après les conven-

tions faites, une solution sera regardée comme périodique pourvu

que les différences des jk a^gn^entent de multiples de 271, quand /

augmente d'une période, et en effet F ne dépend que de ces diffé-

rences.

Soient donc
a/iiTL, aA-oTT, a/i'sTT, 2/14-, 2/1571
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les quantités dont augmentent

ri—7&, r-i—y&- ys—js, y^—yo, js— jg,

quand t augmente d'une période.

Tout ce que nous avons pu établir au Chapitre III, c'est qu'il

existe des solutions périodiques correspondant à des valeurs

quelconques de A-, et A";,, J7iais en supposant A's, kr, et A5 nuls.

On peut se demander s'il existe encore ici, comme dans le cas

général, des solutions périodiques correspondant à des valeurs

quelconques des cinq entiers A", solutions que je pourrai appeler

de deuxième espèce.

386. Ces solutions de deuxième espèce existent-elles? On sera

tout d'abord tenté de répondre affirmativement, en s'appujant

sur des raisons de continuité et en réfléchissant qu'il suffit de

modifier très peu la forme de la fonction F pour retomber sur des

équations canoniques auxquelles s'appliquent les raisonnements

du n° 42.

Mais alors une difficulté se présente : que deviennent ces solu-

tions quand on annule la quantité que nous avons appelée [x et

qui est proportionnelle aux masses perturbatrices?

Si les masses perturbatrices sont nulles, les deux planètes

suivent les lois de Kepler; les périhélies et les nœuds sont fixes,

de sorte que les nombres A'g, A/, et A 5 ne peuvent avoir, semble-t-il,

d'autre valeur que zéro.

Voici comment celle difficulté peut être résolue. Si les masses

sont infiniment petites, les deux planètes suivront les lois de

Kepler, à moins que leur distance ne devienne elle-même à

certains moments infiniment petite.

Supposons, en effet, que les deux planètes, d'abord très éloi-

gnées l'une de l'autre, décrivent l'une et l'autre une ellipse

képlérienne. Il pourra arriver que ces deux ellipses se rencon-

trent, ou passent très près l'une de l'autre, et cela de telle façon

qu'à un certain moment la distance des deux planètes devienne

très petite; à ce moment, leur action perturbatrice mutuelle

pourra devenir sensible et les deux orbites subiront des perturba-

tions importantes. Puis les planètes, s'étant de nouveau éloignées

l'une de Tautre, décriront de nouveau des ellipses képlériennes.
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Seulement ces nouvelles ellipses différeront beaucoup des an-

ciennes; les périhélies et les nœuds auront subi des variations

considérables.

Je désignerai sous le nom de clioc ce phénomène, bien qu'il ne

s'agisse pas d'un choc au sens propre du mot, puisque les deux

planètes ne viennent pas au contact et qu'il suffit que leur distance

devienne assez petite pour que l'attraction soit sensible malgré la

petitesse des masses.

Quoi qu'il en soit, si l'on tient compte de ces orbites avec

chocs, il n'est plus vrai de dire que, pour ]j. =: o, les périhélies et

les nœuds sont fixes et que, par conséquent, les nombres A3, A".,

et k^i doivent être nuls.

Nous sommes ainsi conduits à penser que les solutions de

deuxième espèce existent et que, si l'on fait tendre ]x vers zéro,

elles tendent à se réduire à des orbites avec une série de chocs.

Mais cet aperçu ne saurait suffire et un examen plus approfondi

est nécessaire.

387. Rendons-nous compte d'abord de l'effet d'un choc; soient

E et E' les ellipses décrites par la première planète avant et après

le choc; soient E, et E', les ellipses décrites par la seconde pla-

nète. Il est clair que ces quatre ellipses doivent se couper en un

même point et de telle façon que les deux planètes en décrivant

ces quatre orbites passent au point de rencontre à l'instant du

choc.

En effet, tant que leur distance est sensible, les deux planètes

décrivent des courbes peu différentes d'une ellipse; pendant le

temps très court où leur distance est très petite, elles décrivent au

contraire des orbites très différentes d'une ellipse. Ces orbites se

réduisent à de petits arcs de courbe G de rayon de courbure très

petit et très peu différents d'arcs d'hjperbole. A la limite, le temps

très court du choc se réduit à un instant; les petits arcs G se

réduisent à un point et l'orbite, se réduisant à deux arcs d'ellipse,

présente un point anguleux.

Pour achever de définir les orbites E, E', E,, E', , il faut con-

naître en grandeur et en direction les vitesses des deux planètes P

et P, avant et après le choc. Quelles relations j a-t-il entre ces

vitesses? J'observe d'abord que la vitesse du centre de gravité des
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deux corps P et P| doil être la même avant et après le choc et

cela tant en grandeur qu'en direction.

Considérons maintenant la vitesse relative de P par rapport

à P,, cette vitesse devra être la même en grandeur avant et après

le choc; mais elle pourra différer en direction.

Voici la règle pour déterminer la direction de cette vitesse

après le choc.

Considérons des axes mobiles dont l'origine est en P, , et con-

sidérons une droite AB qvii représente en grandeur et direction

la vitesse relative de P par rapport à P, avant le choc. Cette

droite AB doit passer par le point P,, jjuisque le corps qui

est animé de la vitesse qu'elle représente doit venir choquer le

point P, , fixe par rapport à nos. axes mobiles. Mais cela n'est

vrai qu'à la limite, cela n'est vrai que parce que nous regardons

comme des infiniment petits les masses d'une part, et d'autre part

la distance à laquelle l'attraction mutuelle de P et P, commence
à se faire sentir, c'est-à-dire ce qu'on pourrait appeler le rayon

d'action. Il serait donc plus exact de dire que la distance ô de P,

à la droite AB est un infiniment petit du même ordre que le rayon

d'action.

Soit maintenant A'B' la droite qui représente la vitesse relative

de P par rapport à P< après le choc; A'B' est égale en grandeur

à AB et la distance de P, à A'B' est égale à o.

Voici enfin la règle pour déterminer la direction de A'B'. Le

point P) et les deux droites AB et A'B' sont dans un même plan

(à des infiniment petits près d'ordre supérieur); l'angle de AB et

de A'B', est déterminé comme il suit : la tangente de la moitié de

cet angle est proportionnelle à o et au carré de la longueur de AB.

On voit ainsi que la direction de A'B' peut être quelconque.

Les seules conditions auxquelles sont assujetties nos quatre

vitesses sont donc les suivantes : permanence de la vitesse du

centre de gravité en grandeur et en direction; permanence de la

vitesse relative en grandeur seulement. Ces conditions peuvent

encore s'énoncer ainsi :

La force vive et les constantes des aires ne doivent pas être

altérées par le choc.

388. Cherchons à construire les orbites avec chocs qui sont les
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limites vers lesquelles tendent les solutions de deuxième espèce

quand [j. tend vers zéro.

J'observe d'abord que pour qu'une semblable orbite soit pério-

dique, il faut supposer au moins deux chocs. Supposons d'abord

que deux chocs consécutifs n'aient jamais lieu au même point.

Soient donc E et E, les ellipses décrites par les planètes P et P|

dans l'intervalle de deux chocs consécutifs. Ces deux ellipses

devront se couper en deux points et, comme elles ont un foyer

commun, elles sont dans un même plan, à moins que les deux

points d'intersection et le foyer ne soient en ligne droite.

Supposons-nous placés dans ce cas d'exception; soient Q et Q'

les deux points d'intersection des ellipses E et E| que je ne sup-

pose pas dans le même plan; ces deux points sont en ligne droite

avec le foyer F; soient E et E', les ellipses décrites par les deux

planètes après le choc. Elles passeront par le point Q, où le choc

vient de se produire, et elles ne seront pas en général dans un

même plan; leurs plans se couperont suivant la droite FQ, de

sorte que leur second point d'intersection (qui doit exister si deux

chocs consécutifs n'ont jamais lieu au même point) se trouvera

sur cette droite FQ. J'ajoute que les deux ellipses E et E, auront

même paramètre. En effet, les points F, Q et Q' étant en ligne

droite, l'inverse du paramètre de l'ellipse E ou de l'ellipse E,

sera 2FQ ' 2FQ'

Cela posé, voici comment il conviendra d'opérer. Supposons

quatre chocs pour fixer les idées; soient Q,, Qo, Q3, Q4 les points

où ont lieu ces quatre chocs.

Nous pouvons nous donner arbitrairement ces quatre points,

pourvu, bien entendu, qu'ils soient sur une même droite passant

par F.

Nous devons construire deux ellij)ses E et E, se coupant en Q,

et Qo, deux ellipses E' et E'^ se coupant en Qo et Q3, deux autres

E" et E'I se coupant en Q3 et Q4 ; deux autres enfin, E'" et E'j' se

coupant en Q^ et Q,

.

L'orbite de P se compose d'arcs appartenant aux quatre ellipses

E, E', E", E'" et celle de P, d'arcs appartenant aux quatre ellipses

e,,e;,e':,e;.

Nous nous donnerons arbitrairement la constante des forces
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vives et celles des aires; ces constantes devront être les mêmes

pour l'intervalle entre les deux premiers chocs (orbites E et E^)

pour l'intervalle suivant et pour tous les autres intervalles; c'est

d'api'ès le numéro précédent la seule condition que nous ayons à

remplir.

Pour construire E et E,, voici comment nous procéderons :

envisageons le mouvement des trois corps; comme nous suppo-

sons a = 0, ce mouvement est képlérien et le corps central peut

être regardé comme fixe en F. Nous connaissons la force vive

totale du système. Les deux planètes P et Pi doivent partir simul-

tanément du point Qj pour arriver siniidtanément au point Qo.

Quand P et P, vont de Qi à Qo, la longitude vraie de P augmenle

de [im + 1)71: et celle de P< augmente de (a/??, + i)-rr. Nous pou-

vons encore nous donner arbitrairement les deux entiers m et m,.

Le problème est alors entièrement déterminé; il importe de re-

marquer que l'inclinaison des orbites n'y intervient pas : on peut,

pour le résoudre, supposer le mouvement plan. Le problème peut

toujours être résolu; il suffît, en effet, d'appliquer le principe de

Maupertuis et l'action maupertuisienne, essentiellement positive,

a toujours un minimum.

Il reste à déterminer les plans des deux ellipses. Nous connais-

sons les constantes des aires; nous connaissons donc le plan inva-

riable qui passe par la droite FQiQo; la vitesse aréolaire du

système est représentée par un vecteur perpendiculaire au plan

invariable et qui nous est connu en grandeur et en direction; il

est la somme géométrique des vitesses aréolaires des deux pla-

nètes, représentées par deux vecteurs qui nous sont connus en

grandeur puisqu'ils sont respectivement égaux à mp et m\p, m
çXnii étant les masses des deux planètes et/? le paramètre commun

des deux ellipses EetE,. Nous pouvons donc construire les direc-

tions de ces deux vecteurs composants qui sont perpendiculaires

respectivement au plan de E et à celui de E,.

On déterminerait de même E' et E', , E" et E'^, ....

389. Supposons maintenant que tous les chocs successifs aient

lieu en un même point Q. La période sera divisée en autant d'in-

tervalles qu'il y aura de chocs; envisageons l'un de ces intervalles

pendant lequel les deux planètes déci^ivent les deux ellipses E
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et E, . INous nous donnons, comme dans le numéro précédent, les

constantes des forces vives et des aires qui doivent être les mêmes

pour tous les intervalles et il s'agit de construire E et E).

Supposons que, pendant l'intervalle envisagé, la planète P ait

fait m, et que la planète P, ait fait in^ révolutions complètes;

nous pourrons nous donner arbitrairement les deux entiers m
et nii. Connaissant ces deux entiers nous connaîtrons le rapport

des grands axes, et comme nous connaissons, d'autre part, la con-

stante des forces vives, nous connaîtrons les grands axes eux-

mêmes.

Nous connaissons, d'autre part, les constantes des aires et, par

conséquent, le vecteur qui représente la vitesse aréolaire du sys-

tème. Ce vecteur peut être décomposé d'une infinité de manières

en deux vecteurs composants représentant les vitesses aréolaires

de P et Pf Nous nous donnerons arbitrairement cette décompo-

sition. Connaissant ces deux vecteurs composants nous connaî-

trons les plans des deux ellipses et leurs paramètres. Il reste à

connaître l'orientation de chacune des ellipses dans son plan \ nous

la déterminerons de façon à faire passer l'ellipse par le point Q.

En résumé nous avons pu choisir arbitrairement :

i" Le point Q et le nombre des intervalles;

2° Pour tous les intervalles, la constante des forces vives et

celle des aires;

3° Pour chaque intervalle, les entiers m et /??, et la décompo-

sition du vecteur aréolaire.

Pour que le problème soit possible, ces arbitraires doivent

cependant satisfaire à certaines inégalités que je n'écrirai pas.

390. Laissons de côté ces cas exceptionnels, où tous les chocs

ont lieu sur une même droite ou en un même point, et passons

au cas du mouvement plan. Soient Q,, Qo, . . . , les points où se

font les chocs successifs; nous nous donnerons arbitrairement la

constante des forces vives et celle des aires qui devront être les

mêmes pour tous les intervalles.

Considérons l'un des intervalles, par exemple celui où les deux

planètes vont de Q) en Qo. Nous nous donnerons arbitrairement

les grandeurs des deux rayons vecteurs FQ, et FQo, mais non pas

l'angle de ces deux rayons vecteurs, ni la durée de l'intervalle.
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Nous savons que dans cet intei^valle, la différence de longitude

des deux planètes a augmenté de2mTz. Nous nous donnerons

arbitrairement l'entier m.

Connaissant cet entier, les deux longueurs FQi et FQ^, les

deux constantes des forces vives et des aires, nous avons tout ce

qu'il faut pour déterminer les orbites E et E,. Cela revient à

appliquer le principe de Maupertuis, mais en définissant l'action

hamiltonienne comme au n° 339 et en en déduisant l'action mau-

pertuisienne par le procédé, des n"^ 336 et 337. Malheureusement

cette action maupertuisienne n'étant pas toujours positive, on

n'est pas certain qu'elle ait toujours un minimum.
En résumé nous pouvons choisir arbitrairement :

1° Le nombre des intervalles et les longueurs FQ,, FQo. . . .;

2° Les constantes des aires et des forces vives;

3° Pour chaque intervalle, l'entier m.

Les orbites à chocs ainsi obtenues sont toutes planes; parmi

les orbites périodiques de deuxième espèce qui se réduisent à ces

orbites à chocs pour u. = o, il y en a certainement qui sont planes
;

il est possible également qu'il y en ait qui ne soient pas planes

pour [j. >> o et ne le deviennent qu'à la limite.

391. Voyons maintenant comment on peut démontrer l'exis-

tence des solutions périodiques de deuxième espèce qui se rédui-

sent à la limite aux orbites à chocs que nous venons de construire.

Considérons l'une des orbites à chocs et soit tç, un instant

antérieur au premier choc et ^, un instant compris entre le pre-

mier et le second choc. Soit de même ?2 ^^^ instant compris entre

le second et le troisième choc. Je suppose pour fixer les idées

qu'il j ait trois chocs et j'appelle T la période de telle façon qu'à

l'instant Iq -\-T les trois corps se trouvent dans la même situa-

tion relative qu'à l'instant ^o-

Je prends pour variables les grands axes, les inclinaisons et les

excentricités, et les différences des longitudes moyennes, des

longitudes des périhélies et des nœuds ; soit en tout onze variables,

de telle façon que l'orbite soit regardée comme périodique si les

trois corps se retrouvent dans la même situation relative à la fin

de la péi'iode.

Soient x\^ x\^ . . . , x?, les valeurs de ces variables à l'instant ^o
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pour l'orbite à chocs envisagée et par conséquent pour jj. = o
;

soient a;}, les valeurs de ces variables à l'instant f, pour cette

même orbite à chocs, xj leurs valeurs à l'instant ^o et x' leurs

valeurs à l'instant ^o + T. On aura

xf = a-? -+- iniiT.

iHi étant un entier qui devra être nul en ce qui concerne les

grands axes, les excentricités et les inclinaisons.

Considérons maintenant une orbite peu différente de l'orbite à

chocs, et donnons à li. une valeur très petite quoique différente

de zéro. Dans cette nouvelle orbite, nos variables prendront les

valeurs x^ -\- [3° à l'instant t^^ x\ + [3/ à l'instaut ^,, ^ • h- [3j à

l'instant t~ et enfin x] + [i? à l'instant ^o + T + 7.

La condition pour que la solution soit périodique de pé-

riode T H- -ï c'est

R? — PO
?i — Hi •

Pour qu'en supposant [j. = o un choc se produise entre

l'instant t^ et l'instant ^,, les variables {3" doivent satisfaire à

deux conditions.

Soient

ces deux conditions.

Posons

/i(p?)=Tîi^' /2(p°)=ïi[^; n=r, (A-=3,4, •••, II);

on voit que les (3^? sont des fonctions holomorphes des y" et de [jl;

en applicpiant les principes du Chapitre II on démontrerait qu'il

en est de même des [3]

.

Pour qu'il y ait un choc entre les instants t^ et t^ (en suppo-

sant [j. = o) il faut deux conditions que j'écris

Remplaçant dans les relations (i) les [3j par leurs valeurs en

fonction des y^^ et de ]x et faisant ensuite [j. = o, je trouve

Posons alors

ei(T«)=TÎt^, e,(YO)=Yli.; p| = y^ (/: =3, . . ., 1 1 ) ;
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je verrais que les ,3^- et les [^? sont des fonctions holoniorphes des

yj et de ix.; il en est de même des y" et par conséquent des ^^.

Enfin, pour qu'il y ait un choc entre les instants ?o et t^-^-Tx,

il faut deux conditions que j'écris

En y remplaçant les ^'j par leurs valeurs en fonction des y^' et

de [j. et faisant ensuite a=z o, elles deviennent

Je pose

'1i(t/)= TiM-» 'i2(Y-)=Tl[^. P|-=T| (/^ = 3, ..., Il)

et je vois encore que les ^1, les ^l, les ^J sont fonctions holo-

niorphes des yj et de [j. ; de même les (3? sont fonctions holornor-

phes des y^- , de [j. et de -z.

Les relations [ij = [3" sont donc des égalités dont les deux

membres sont holomorphes par rapport aux y?, à pi et à t. La

discussion de ces équations se ferait comme au Chapitre IIL Elle

démontrerait l'existence des solutions de deuxième espèce.

Je ne crois pas devoir insister davantage, car ces solutions

s'écartent trop des orbites réellement parcourues par les corps

célestes.
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CHAPITRE XXXin.

SOLUTIONS DOUBLEMENT ASYMPTOTIQUES.

Modes divers de représentation géométrique.

392. Pour l'étude des solutions doublement asjmplotiques,

nous allons nous borner à un cas très particulier, celui du n° 9,

masse de Ja planète troublée nulle, orbite de la planète trou-

blante circulaire, inclinaisons nulles. Le problème des trois corps

admet alors l'intégrale bien connue sous le nom à'intégrale de

Jacobi.

Revenant au n" 299 sur l'étude de ce problème du n° 9, nous

avons été amenés à distinguer plusieurs cas. Nous avons vu à la

page i58 que l'on doit avoir l'inégalité

Nous avons distingué ensuite le cas où m^ est beaucoup plus

petit que m^ et où — h est suffisamment grand (p. 1^9) et nous

avons vu que la courbe

se décompose en trois branches fermées que nous avons appelées

C,, G2 et C3; donc, en vertu de l'inégalité ( i ), le point i, t) doit

rester toujours à l'intérieur de C|, ou toujours à l'intérieur de Co,

ou toujours à l'extérieur de C3 (i, 'r\ sont les coordonnées rectan-

gulaires de la planète troublée par rapport aux axes mobiles).

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que la valeur de la

constante — h est assez grande pour que la courbe (2) se décom-

pose ainsi en trois branches fermées et que le point ^, 'r\ reste

toujours à l'intérieur de Co. De cette façon, la distance ro de la
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planète troublée au corps central peut s'annuler, mais il n'en est

pas de même de la distance /*, des deux planètes.

Cette hypothèse correspond à la suivante que nous avons faite

aux pages 198 et 199; à savoir que la courbe F=C présente

l'aspect de la /?o-. 9 et que le point a:^ , X2 reste sur l'arc utile AB.
Nous allons adopter les notations du n° 313; nous introduirons

donc les variables képlériennes L, G, /, g\ Mais il y a deux ma-

nières de définir ces variables képlériennes. Nous pourrions,

comme au n° 9, rapporter le corps troublé au centre de gravité

du corps troublant et du corps central, et envisager l'ellipse oscu-

latrice décrite autour de ce centre de gravité. Mais il est préfé-

rable de rapporter le corps troublé au corps central lui-même et

d'envisager l'ellipse osculatrice décrite autour de ce corps central.

Ces deux procédés sont également légitimes; nous avons vu en

effet au n° 11 que l'on peut rapporter le corps B au corps A et le

corps G au centre de gravité de A et de B. Il est clair qu'on

pourrait également rapporter G à A et B au centre de gravité de A
et G. Si A représente le corps central, B le corps troublant et G le

corps troublé, on voit que la première solution est celle qui a été

adoptée au n° 9 et que dans la seconde solution, que nous adopte-

rons désormais, les deux corps B et G sont rapportés tous deux

au corps central, puisque, la masse de G étant nulle, le centre de

gravité de A et de G est en A.

Tl vient alors

K' R . p _ \/' — [-^
, p ,

i-t y/j — iJ- jj- , „, .
V = ii H- (j _ -—— n (jr H

; ( '
I
— I — ''2 )

OÙ ij. et 1 — y. désignent les masses du corps troublant et du corps

central, r^ la distance des deux planètes, i la distance constante

du corps troublant au corps central, i\ celle du corps troublé au

corps central.

Nous poserons, comme au n° 313,

.ri=L — G, ,r2=L-}-G,

2Ji = / — ^ + ^ 2j2 =i^ g — t\

F'=Fo+[..F„ Fo=4,, +0= ^ ^flZl^.
2L- (^Ti + a^'a)- 2

y/i — ;j. — I \x\J\—\}. \i.

^^ '1 2 i/i — 'i.
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On voit, et c'est le point important que je voulais signaler, que,

dans la région d'où le point ^, -/^ ne peut pas sortir, la fonction F,

reste toujours finie.

Nous adopterons le mode de représentation de la page 19g et

nous représenterons la situation du système par le point de

l'espace dont les coordonnées rectangulaires sont

/.r., cosjK-2 V _ ^^^ s injK.2

\JXi +4^1 — 2 \/xi COS_/i sjx-i -\- /\Xi— 2 yxi COSJKl

2 \/xi sinjKi
Z =

\/x2 +4^1 — 2 \/xi COSJKl

On voit que quand le rapport — est constant, le point X, Y, Z

décrit un tore; que ce tore se réduit à l'axe des Z quand ce

rapport est infini et au cercle

Z=0, X2 + Y2-^,

quand ce rapport est nul.

Les dérivées -7—^ et -7— restent unies dans la reerion considérée,
axi ax=i

°

de même que la fonction F, elle-même, sauf quand ^r, ou Xo est

,
. ., ,

. -, ^ 1 1 ^ • ' clF i dFi
très petit, il n en serait pas de même des dérivées —.— ? -,— qui

i
'

^ dji dyi ^

pourraient devenir infinies pour /-o^o. Il en résulte que

dF' dF' '•

dxi axi

I•/V^ V 1 dFn dF n TVT ^ 1

ditierent très peu de -^— et —,— Wous avons vu a la page ^oo que,

dans l'hypothèse où nous nous sommes placés, -r-^ et par consé-

(|uent n^ ne peuvent s'annuler parce que la constante C des forces

vives (la constante G du n° 313 se ramène facilement à la con-

stante h du n" 299) est plus grande que - (à la page 200, il faut

3 . 3 \
lire partout - au lieu de ^ )

•^2 4/

Nous aurons donc, si Xi n'est pas très petit,

«2 > o,
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car -~ ne peut devenir infini que pour ^'2= o, d'où il suit quey2

est toujours croissant, sauf pour ^2 très petit.

Soit M un point X, Y, Z, tel quey2=-- o; il se trouvera sur le

demi-plan
Y = o, X>o.

Quand x^, ^o, j'i, JK2 varieront conformément aux équations

différentielles, le point X, Y, Z décrira une certaine trajectoire;

quand jKa qui croît constamment atteindra la valeur stï, le point X,

Y, Z venu en M,, se trouvera de nouveau sur le demi-plan Y=o,
X>o.
Le point M, est alors le conséquent de M, d'après la définition

du n° 305. Comme JK2 est toujours croissant, tout point du demi-

plan a un conséquent et un antécédent; il n'y a exception que

pour rr2 très petit, c'est-à-dire pour les points du demi-plan qui

sont très éloignés de l'origine ou très voisins de l'axe des Z.

Nous aurons un invariant intégral au sens du n° 305; cherchons

à former cet invariant.

Les équations étant canoniques admettent l'invariant intégral

/ dxi dcr.2 dyi dy=i.

Posons ^ = -^ et prenons pour variables nouvelles F', -3, y 1 , y-x ;

l'invariant deviendra

[^x\ d¥' dzdyidy^ /'"^i dF' dzdyj dy^An _ ('

dF' JdF' dF' J Xini-\-Xz?io
Xi — -1- Xi --—

ctx
i

ClX^

De cet invariant quadruple nous déduirons (à cause de l'exis-

tence de l'intégrale F'= C) l'invariant triple

/
^f dzdfi dyi

XiHi -h X2 «2

^ . , , . , dF' dF'
Dans cette intégrale triplent , .iCo, Ji, = ~,

— ? /?o=: -,
— sont

supposés remplacés en fonctions de -s, j>^i , y^ a l'aide des équa-

tions

x-i = xiz, F' = C.

Prenons maintenant pour variables X, Y, Z et appelons A le
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jacobien de X, Y, Z par rapport à z, j,, y^^ rinvarianl deviendra

,r? d\ dY dZ

L
Soit

v/5R
V/T+4 — 2 COSJKl /^ H- 4 — ! COSJi

d'où

X = R cos_/-, Y = R sinj'2.

Posons encore

D==[(R-i)^ + Z-2][(R + ir- + Z-^J;

un calcul simple donne
RD

^ =

Notre invariant s'écrira donc

'8.rf \/z{z-^ 4)<iX fi?Y c/Z

r- (a?! /Il H- :r2 iii) RD

Les principes du n° 305 nous permettent d'en déduire l'inva-

riant suivant au sens du n° 305

/ D a?i /Il -1- a" .2/1-2

Ici /?2 et R jouent le rôle que jouaient et p dans l'analyse du

n" 305.

La quantité sous le signe / est essentiellement positive, sauf

pour x-î très petit, c'est-à-dire pour les points du demi-plan très

éloignés de l'origine ou très voisins de l'axe des Z.

393. Cette circonstance (qu'un point n'aura plus de consé-

quent s'il est trop éloigné ou s'il est trop près de l'axe des Z)

pourrait causer quelque gêne et il peut être utile de tourner cette

difficulté par un artifice quelconque.

Nous pourrions d'abord utiliser la remarque du n° 311 et rem-

|)Iacer notre demi-plan par une aire courbe S simplement con-

nexe. Voici comment nous choisirions celte aire courbe.

Si X2 est très petit, l'excentricité est très petite et les deux

planètes circulent en sens contraire; les principes du n° 40 sont
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applicables et nous permettent d'affirmer l'existence d'une solu-

tion périodique de la première sorte qui satisfera évidemment

aux conditions suivantes : les quantités

sont des fonctions périodiques du temps t] ces fonctions dépen-

dent en outre de [x et de la constante des forces vives C; elles

sont développables suivant les puissances de \x; la période T
dépend aussi de y, et de C. L'angle y^ augmente de 2 7r quand t

augmente d'une période. Enfin y/^To cosj'2 et ^x^ sinj'o sont divi-

sibles par ij., de sorte que pour [j. = o on a ^o = o.

Avec notre mode de représentation, cette solution périodique

([ue j'appelle o- est représentée par une courbe fermée K; comme
Xo est très petit quand [x est très petit, cette courbe s'écarte très

peu de l'axe des Z; je veux dire qu'elle s'en écarte peu de même
qu'un cercle de rayon très grand s'écarte peu d'une droite. Tout
point de la courbe K est, ou très éloigné de l'origine ou très

voisin de l'axe des Z.

Cela posé, notre aire courbe S aurait pour périmètre la courbe K,

elle s'écarterait peu du demi-plan Y = o, X >> o, sauf dans le voi-

sinage immédiat de la courbe K. Il serait facile d'ailleurs d'achever

de la déterminer de telle manière que tout point de cette aire eût

un conséquent sur cette aire elle-même. 11 suffirait pour cela que

si j'appelle (T) une trajectoire quelconque, c'est-à-dire une des

courbes définies dans notre mode de représentation par les équa-

tions différentielles, il suffirait, dis-je, que la surface S ne fût tan-

gente en aucun point à aucune des trajectoires (T).

Mais il j a un autre moyen, qui au fond ne diff"ère pas du pre-

mier. La difficulté, pour peu qu'on j réfléchisse, rappellera celle

du Chapitre XII; nous sommes donc conduits à faire un change-

ment de variables analogue à celui du n° 1 i5.

Posons d'abord

b = s/'iX', cosj'-a, fti = /'-i^i sinj2,

p u i s

Jl. P. - III. 25
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où Sj est une fonclion de ^.',, r,o, ^',
,
j',. Soit ensuite

•"

î
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Nous n'aurons plus alors qu'à supposer que, pour x\^^ x\^ la

fonclion ixSi se réduise à

(2) a-B^;-hAr,,.

Cela suffira pour que les écpiations de la solution périodique se

réduisent avec les nouvelles variables à

?; = -/;, = 0, x\ = x\.

Il est évidemment possible de trouver une fonclion aS, qui soit

développable suivant les puissances de \lix\ . y^ et divisible

par x\ et qui, en même temps, se réduise à l'expression (2)

pour x\ = ^1

.

Adoptons les variables nouvelles x\
, y\ , x'.,, y'.,.

La fonction F', qui était holomorphe par rapport ày^2.r, . y,,
cos

sin

cos
\Jo.x-2, . jKo, sera de même holomorphe par rapport a y/a ^, . y^^

\jix.^ . y'.^. D'autre part, comme une des solutions des équations

différentielles est

on devra avoir pour ql = '{^.^--=^0, x\ = .r*^, les relations suivantes

r/F' clF' dF'

Pour les petites valeurs de ^[, et r,^, F' est développable suivant

les puissances de ^'., etr/^. En vertu des relations (3), pour^-', = ^r^,

les termes du premier degré de ce développement disparaissent et

les termes de degré zéro se réduisent à une constante indépen-

dante de ij-i.

Cette constante ne peut d'ailleurs être autre chose que la con-

stante des forces vives C; de sorte que les conditions ^', = 71', = 0,

x\ = x'^^ peuvent être remplacées par les suivantes

^; = 7,; = o, F'=C.

Ainsi, pour F'= C, les termes du premier degré en ç', et r,', dispa-

raissent dans le développement de F'.

La difficulté provenait de ce que F' et F, contenaient des termes
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(lu premier degré en

/ 11'"' dFi ,

et que, par conséquent, la cierivee ~— , contenant des termes

en -7=' devenait infinie pour x.^ = o.

Toi cette difficulté n'existe plus; nous n'avons plus de termes

du premier degré en ç!,, r/, ; donc la dérivée j—^ reste finie, même

pour X., = o, et -j—r^ qui dittere très peu de -j—r^ conserve toujours

le même signe. Donc, avec nos nouvelles variables qui, d'ailleurs,

ne diffèrent des anciennes que de quantités 1res petites de l'ordre

de [J-, nous aurons constamment

Faisons, avec nos variables nouvelles, une convention analogue

à celle du numéro précédent et représentons la situation du système

par le point de l'espace dont les coordonnées sont

X = \Jx\^c.Q)%y\2, v_ \/a?'2 silljKj

s/x'^ -1- 4 -^1 — 2 \/x\ cos_7\ \Jx'^ -\- 4 t\ 2 s/x\ COSJ^'i

1 \Jx\ sinjKi
Z = -^ _

\lx\_ -(- l\x\ — 1 \/x\ co?,y\

Tout ce que nous avons dit subsistera; seulement comme —r-^

ne peut jamais s'annuler, tout point du demi-plan, sans excep-

tion, aura un conséquent. •

Je dis maintenant que l'invariant intégral est toujours positif.

Il ne pourrait j avoir de doute que pour le dénominateur qui,

avec les mêmes variables, était x^n^-\- x^n^ et qui serait mainte-

nant
d¥^

' ^\
^ dx\ ' dx'.2 )

ce qui, en regardant F' comme fonction des quatre variables,

ç- = s/'ix\ cos//, /// = \/'2 x\ si n j-'/,
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peut s'écrire

1 d\y d-r\\ "Ç2 "'^2

Sous cette forme, on voit aisément que le dénominateur est holo-

morphe par rapport aux ^', aux r/ et à p.. Or, pour a = o. Y' se

réduit à

et il est aisé de vérifier que le dénominateur est toujours positif.

Il l'est donc encore pour les petites valeurs de p..

394. Dans ce qui va suivre, nous adopterons donc les variables

définies au numéro précédent. Nous supprimerons d'ailleurs les

accents devenus inutiles et nous écrirons F, Xi et j/au lieu de F',

X- etj)/-^-. Nous avons alors l'invariant intégral (au sens du n°30o),

fZX dZ

ou
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Sur celle figure, la li^ajecloire fermée qui représente une solu-

tion périodique coupe le demi-plan en cinq points Mq, M|, Mo,

M3, M4, qui sont les conséquents Jes uns des autres. J'appellerai,

pour abréger, un pareil système système de points périodiques

ou système périodique.

A chaque solulion périodique instable, correspondent deux

systèmes de solutions asymplotiques; ces solutions sont repré-

sentées par des trajectoires (au sens du n° 312) et l'ensemble de

ces trajectoires forme ce que nous avons appelé des sui'faces

asymplotiques. L'intersection d'une surface asymplotique avec le

demi-plan s'appellera une courbe asymplotique. Ainsi que nous

l'avons vu sur la fig. 7, page 194, à chacun des points M/

d'un système périodique instal)le aboutissent quatre branches de

courbes asymplotiques (MA, MB, MP, MQ) qui sont deux à deux

dans le prolongemenl l'une de l'autre.

Il y a une infinité de courbes asymplotiques, car il y a une

infinité de solutions périodiques instables et, par conséquent, de

systèmes de points périodiques instables, même en nous bornant

aux solutions du premier genre, définies aux n°'' i2 et 44.

Nous distinguerons les courbes asymplotiques de première et

de deuxième famille, suivant que l'exposant caractéristique cor-

respondant sera positif ou négatif; celles de la première famille

sont caractérisées par la propriété suivante; le /i"^'"^ antécédent

d'un quelconque de leurs points est très voisin d'un point pério-

dique si 11 est très grand; pour les courbes de la deuxième famille,

ce serait le /^^'^'^'^ conséquent et non le /^''^"'^ antécédent qui serait

très voisin d'un point périodique.

Sur la figure de la page 194 les courbes MA et MP sont de la

première famille et les courbes MB et MQ de la seconde.

Ces courbes asymplotiques peuvent être regai^dées comme des

courbes invariantes au sens du Chapitre XXVII, à la condition de

faire l'une des deux conventions suivantes; revenons à la figure

de la page 194, nous voyons la courbe MqAo qui a pour consé-

quentes successives M, A,, M2A0, M3A3, M, A.,,, MoAg. Alors si

nous convenons d'envisager les cinq courbes MqAq, M, A,, MoAo,

M3A3, M/, A/,, cet ensemble constituera évidemment une courbe

invariante. Ou bien encore si nous convenons de n'envisager les

conséquents que de 5 en 5, et d'appeler /;''^'""' conséquent celui
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([ue nous appelions jusqu'ici le 5/)"^"^^ conséquent, il est clair que

la courbe MoAoAg envisagée seule sera une courbe invariante.

Deux courbes de la mêmefamille nepeuvent se couper. — En

effet, ou Lien ces deux courbes aboutiront à un même point pério-

dique, au point Mq par exemple; ces deux courbes coïncideront

(puisque par Mo, ne passe, comme courbe de la jaremière famille,

que Mo Aq avec son prolongement MoPo), il s'agit alors de savoir si

une courbe asvmptotique peut avoir un point double; la question

a été résolue négativement (n° 309, page i85).

Ou bien ces deux courbes aboutiront à deux points périodiques

d'un même système périodique, par exemple, aux deux points Mo
et M,. Si deux courbes cjui seraient alors MoAq et M, A) avaient

un point commun Q, le 5/?"*"^^ antécédent de Q devrait être à la

fois pour/? très grand très voisin de Mo, parce que Q appartien-

drait à Mo Ao et très voisin de M, parce que Q appartiendrait

à M, A,. Cela est encore absurde.

Ou bien enfin les deux courbes aboutiraient à deux points

appartenant à deuK systèmes périodiques différents. Supposons

par exemple que les deux courbes soient de la première famille

et que Q soit leur point d'intersection.

Le /i''"^^ antécédent de Q, pourntrès grand, devrait être à la fois

très voisin d'un des points du premier système périodique et d'un

des points du second système; cela est encore impossible.

Au contraire, il 7i'y a pas de raison pour que deux courbes

asymptotiques de familles différentes ne se coupent pas.

Soient S et S' deux solutions périodiques instables; T etT' les

trajectoires fermées correspondantes, P et P' les systèmes pério-

diques correspondants.

Soient S et S' deux surfaces asymptotiques passant respective-

ment par T et T' et coupant le demi-plan suivant deux courbes

asymptotiques G et C, l'une de la première, l'autre de la deuxième

famille.

Qu'arrivera-t-il si G et G' ont un point commun Q? Les deux

surfaces S et II se couperont suivant une trajectoire t, qui corx^es-

pondra à une solution remarquable a. La trajectoire x appar-

tiendra à deux surfaces asymptotiques ; de sorte que pour t ^ — oo

elle se rapprochera beaucoup de T et que pour t=^-\-œ^ elle se
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rapprochera beaucoup de T'. Pour n très grand, le 7?''™^ anlécé-

dent de Q sera très voisin d'un des points du système P et son
,^i nie conséquent très voisin d'un des points du système P'.

La solution o- est donc doublement asyniptolique.

Toutes ces conséquences n'ont rien d'absurde.

Mais deux cas sont à distmguer. Ou bien les deux solutions S

et S' coïncident, de sorte que t d'abord très rapprochée de T = T'

s'en éloigne beaucoup et se rapproche ensuite de nouveau beaucoup

de celte même trajectoire T = T'. Je pourrai dire alors que la

solution (7 est homocline. Ou bien S diffère de S', et T de T', je

dirai alors que a- est hétérocllne.

L'existence des solutions homoclines sera bientôt démontrée;

celle des solutions liétéroclines reste douteuse au moins dans le

cas du problème des trois corps.

Solutions homoclines.

39o. A la fin du n° 312, nous avons vu que « les arcs AoAg,

el B0B5 se coupent. » Or, l'arc AqAj appartient à la courbe

MoAoAg qui est une courbe asymptotique de la première famille

el l'arc B0B5 fait partie de la courbe M3B0 qui est de la deuxième

famille.

Le raisonnement est général et nous devons conclure que les

deux surfaces asymptoticjues qui passent par une même trajec-

toire fermée doivent toujours se couper en dehors de celle ti'a-

jecloire. Les courbes asymptotiques de la première famille qui

aboutissent aux points d'un système périodique coupent toujours

les courbes de la deuxième famille qui aboutissent à ces mêmes

points.

En d'autres termes, sur chaque surface asymptolique, il y a au

moins une solution doublement asymptotique homocline; nous

verrons bientôt qu'il y en a une infinité; mais nous allons voir

Lout de suite cju'il y en a au moins deux.

Revenons pour cela à la figure de la page 194. D'après le raison-

nement des n°^ 308 et 312, l'invariant intégral J étendu au qua-

drilatère A0B0A5B5 doit être nul; c'est pour celte raison que ce

quadrilatère curviligne ne saurait être convexe et que les côtés
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opposés A0A5 et B0B5 doivent se couper. Soit Q l'un des points

d'intersection de ces deux arcs. Remarquons que le point Bo a été

choisi arbitrairement sur la courbe cTsymptotique MAq ;
si l'on met

le point Ao au point Q lui-même, ce point Aq se trouvera aussi

sur la courbe M3B0 et coïncidera avec le point Bo- Si les deux

points Ao et Bq coïncident, il en sera de même de leurs cinquièmes

conséquents A5 et B5.

Le quadrilatère A0B0A5B3 se réduira donc à la figure formée

par deux arcs de courbe ayant mêmes extrémités. Cette figure ne

peut être convexe puisque l'invariant intégral étendu au quadri-

latère doit être nul. Il faut donc que les deux arcs Aq Ag et B0B5

aient d'autres points communs que leurs extrémités.

Il y aura donc au moins deux points d'intersection distincts

(en ne regardant pas comme distincts un point et un quelconque

de ses conséquents).

Il y aura donc toujours au moins deux solutions doublement

asymptotiques.

Supposons donc que les points Ao et Bo coïncident et prolon-

geons les arcs AqA^ et B0B5 jusqu'à leur premier point de ren-

contre en Co- Nous aurons ainsi déterminé une aire qui cette fois

sera convexe (au point de vue de YAnalysis sitiis) et qui sera

limitée par deux arcs faisant partie respectivement des deux arcs

AoAg et BoBg et ayant mêmes extrémités, à savoir Ao;= Bq et Go-

Soit a.Q cette aire et a.,i sa n'''""^ conséquente; l'aire a.,i sera évi-

demment comme ao convexe et limitée par deux arcs de courbe,

l'un de la première, l'autre de la deuxième famille.

L'intégrale J aura même valeur pour ao eta^^. Soit y cette valeur.

Gomme la valeur Jq de l'invariant intégral pour le demi-plan

entier est finie, on verrait, en raisonnant comme au n" 291, que, si

^ Jo

J

l'aire ao aura une partie commune au moins avec p des aires

ai, ao; . . . , «/;,

et comme ii ne peut être pris aussi grand cpie l'on veut, je puis

énoncer le résultat suivant :

Parmi les aires a,,, ily en a une infinité qui ont une partie

commune avec ao.
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(Comment peul-il arriver que ao ait une partie commune avec a„.

L'aire ao ne peut être tout entière intérieure à a„ puisque l'in-

variant intégral a même valeur pour les deux aires. Pour la même
raison l'aire a,^ ne peut être tout entière intérieure à ap. Les deux

aires ne peuvent non plus coïncider; si en effet une portion d'une

courbe asymptotique (de la première famille par exemple) coïn-

cidait avec sa n^'^'"^ conséquente, il en serait de même de sa
^'ème

antécédente quelque grand que soit/?; or, si p est grand, cette

^leme antécédcnlc est très voisine des points périodiques et les

principes du Chapitre YTI suffisent pour montrer que cette coïn-

cidence n'a pas lieu.

Il faut donc supposer que le périmètre de ao coupe celui de a„;

or, le périmètre de ao se compose d'un arc A^oHoCo appartenant à

la courbe MqAo A.g de la première famille et d'un arc

Dû 1^0 Go '= Aq Kq Cq

appartenant à la courbe M3B5B0 de la seconde famille.

De même, le périmètre de a,i se composera de l'arc A„M,iC/,,
^^leme conséquent de AoHoCq, qui appartiendra à la même courbe

asj'mptotique que AoHoCo, c'est-à-dire à une courbe de la pre-

mière famille, et de l'arc A;^K„C„, n^'-'"'^ conséquent de AoKoCq,
qui appartiendra à la même courbe asymptotique que AoKoCo,
c'est-à-dire à une courbe de la seconde famille.

Deux courbes de même famille ne pouvant se couper, il faut

que AoHoCo coupe A„K„C„, ou que AoKoCq coupe A;jH«Crt.

Mais si les deux arcs AqKoCo et A„H„C« se coupent, leurs n^'^"'^^

antécédents A_„K_„C_„ et AoHqCo se couperont également. Il

faut donc que A0H0C0 coupe le Ji'"''" conséquent ou le n'^""^ anté-

cédent de AoKoCq.
Mais l'arc AoKqCo, tous ses antécédents et tous ses consé-

quents appartiennent à une même courbe invariante de la deuxième

famille, représentée sur la figure de la page 194 par l'ensemble des

courbes M3B0, M, B3, M,B,, M2B-,, MoBo.

L'a/c AoPIoCo est donc coupé une infinité de fois par cet

ensemble de courbes.

Les deux surfaces H et S' qui passent par la trajectoire fermée T
ont donc une infinité d'autres courbes d'intersection.
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Il y a donc sur la surface S une infinité de solutions dou-

blement asymptotiques homoclines. c. q. f. d.

396. Soit AoHqCo ini arc quelconque de notre courbe asjm-

ptotique de la première famille, et supposons que cet arc coupe

une courbe asymptotique de seconde famille aux deux points

extrêmes Ao et Cq. Je dis qu'entre ces deux points Aq et Co il y
aura toujours d'autres points d'intersection avec la courbe de la

seconde famille.

Soit en effet AoKqCo l'arc de la courbe de la seconde famille

qui joint les deux points Aq et Cq.

Ou bien les deux arcs AqHoCo et A^KoCo ont d'autres points

communs que leurs extrémités, et alors le théorème se trouve

démontré.

Ou bien ces deux arcs n'ont pas d'autre point commun que

leurs extrémités Aq et Cq ; alors les deux arcs limitent une aire ao

analogue à celle que nous avons envisagée à la fin du numéro pré-

cédent; les mêmes raisonnements lui sont applicables et nous

pouvons conclure que l'arc AoHqCo coupe une infinité de fois la

courbe de la seconde famille.

Donc sur une courbe asymptotique de la première famille entre

deux points d'intersection quelconques avec la courbe de la

seconde famille, il y en a une infinité d'autres.

Sur une surface asymptoticiue quelconque, entre deux solu-

tions doublement asymptoticjues quelconques, il y en a une

infinité d'autres.

Nous n'avons pas encore le droit de conclure que les solutions

doublement asymptotiques sont ilberalldicht sur la surface asym-

ptotique; mais cela semble probable.

Les points d'intersection des deux courbes asymptotiques

peuvent se répartir en deux catégories. En effet, on peut parcourir

la courbe asymptotique dans deux sens opposés; nous considére-

rons ce sens comme positif, si l'on va d'un point à son conséquent.

Soient alors A un point d'intersection des deux courbes, BAB',

GAG' deux arcs de courbes asymptotiques se coupant en A.

Supposons que BAB' soit de la première et GAG' de la seconde

famille, et qu'en suivant les courbes dans le sens positif on aille
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de A en B' et de A en C Suivant que la direction AB' sera à

droite ou à gaviche de AC, le point d'intersection A sera de la

première ou de la deuxième catégorie.

Cela posé, soit AqHoCo un arc de la première famille, coupé

en Ao et Go par un arc AoKoCq de la deuxième fnmille. A quelque

catégorie qu'appartiennent Aq et Co, l'ensemble des deux arcs

AoHoCoKq Ao formera une courbe fermée. Si les deux arcs n'ont

pas d'autre point commun que leurs extrémités, cette courbe

fermée n'a pas de point double et limite une aire c/.q. Si les deux

arcs avaient d'autres points communs que leurs extrémités, et si

par exemple les deux arcs AoHoDoHyCo, AoKoDoK[,Co se cou-

paient en Do, on remplacerait les points Ao et (Iq, par les points Ao

et Do situés entre Aq et Co et les arcs AqHoCo, AqKoCo par les

deux arcs AoHqDo et AqKoDo et l'on continuerait ainsi jusqu'à ce

qu'on arrive à deux arcs n'ayant d'autre point commun que leurs

extrémités.

Supposons donc que les deux arcs limitent une aire ao. D'après

ce que nous venons de voir, l'arc AoHqGo doit couper une infinité

de fois la courbe asjmptotique de la seconde famille, il faut donc

que la courbe de la seconde famille pénètre une infîmté de fois à

l'intérieur de a.o et elle doit en sortir une infinité de fois. Elle ne

peut y pénétrer ou en sortir qu'en coupant AoHoCo, car elle ne

peut couper AoKoCq qui fait partie aussi de la courbe de la

seconde famille. Or, il est clair C|ue les points par où elle péné-

trera dans l'aire et ceux par où elle en sortira ne seront pas de la

même catégorie.

Donc entre deux points quelconques d' intersection des deux

courbes, ily en a une infinité d'autres appartenant à la pre-

mière catégorie et une infinité d^autres appartenant à la

deuxième catégorie.

Désignons par (i), (2), (3), . . ., les points de rencontre suc-

cessifs de la courbe de la seconde famille et de l'arc AoHyCo,

comptés dans l'ordre où on les rencontre en suivant la courbe de

la seconde famille dans le sens positif. Ils seront alternativement

des deux catégories. Etudions l'ordre dans lequel on les rencontre

en suivant l'arc AqHoCo-
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Cet ordre ne pourra être tout à fait quelconque et certaines

successions se trouvent exclues, par exemple les suivantes :

(2m), (2/^), (iru ~hj), (2/J-t-i)

(a/n-i-i), (."ip), i'-i-'n), (^/^-ï-i)

(im), t'2/>-+-i), (a/n-f-i), (2/> )

(2m), (2/?), (2w — 1), (ap— 1)

ainsi que les mêmes successions renversées, et les successions

analogues où 2m +i et 2/) + i sont remplacés par 2 m — i

et 2p — I .

397. Que l'on cherche à se représenter la figure formée par ces

deux courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune

correspond à une solution doublement asymptotique, ces inter-

sections forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau à mailles

infiniment serrées; chacune des deux courbes ne doit jamais se

recouper elle-même, mais elle doit se replier sur elle-même d'une

manière très complexe pour venir recouper une infinité de fois

toutes les mailles du réseau.

On sera frappé de la complexité de cette figuie, que je ne

cherche même pas à tracer. Rien n'est plus propre à nous donner

une idée de la complication du problème des trois corps et en

général de tous les problèmes de Dynamique où il n'y a pas d'inté-

grale uniforme et où les séries de Bohlin sont divergentes.

Diverses hypothèses restent possibles.

1° On peut supposer que l'ensemble des points des deux

courbes asymptotiques Eq, ou plutôt l'ensemble des points dans

le voisinage desquels se trouvent une infinité de points apparte-

nant à Eq, c'est-à-dire l'ensemble E|, « dérivé de Eq », on peut

supposer, dis-je, que l'ensemble E^ occupe le demi-plan toul

entier. Il faudrait alors conclure à l'instabilité du système solaire.

2° On peut supposer que l'ensemble E[, a une aire finie et

occupe une région finie du demi-plan, mais ne l'occupe pas toul

entier; soit qu'une partie de ce demi-plan reste en dehors des

mailles de notre réseau, soit qu'à l'intérieur d'une de ces mailles

reste une « lacune ». Soit par exemple Uq une de ces mailles

limitée par deux ou plusieurs arcs de courbes asymptotiques des

deux familles. Construisons ses conséquents successifs et appli-
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quons-lui le procédé du n" 291. Formons comme à la page i^'S

Ua, u;, u'^, ui u;, ..., e.

L'aire E si elle est finie représentera une des lacunes dont nous

venons de parler. Il semble qu'on puisse lui appliquer le raison-

nement du n° 294 et conclure que cette aire doit coïncider avec

un de ses conséquents. Mais cet ensemble E pourrait se composer

d'une région d'aire finie et d'un ensemble situé en dehors de celte

région et dont l'aire totale serait nulle. Tout ce que nous pour-

rions conclure, d'après la page 100, c'est que Ex (le \'^^'^'^ consé-

quent de E) contient E et que l'ensemble E),— Ea pour aire zéro.

De même les ensembles E — E_x, E_x^ E_ox, . . ,,E_„x

—

^-(,i+\)i

auront pour aire zéro (nous entendons par aire d'un ensemble

la valeur de l'intégrale J étendue à cet ensemble). Et d'autre

part E_(/^^ijx est une partie de E_„x. Quand n croit indéfini-

ment Jij_,ii tend vers un ensemble t qui comprend tous les points

qui font partie à la fois de tous les ensembles E_,iX. L'aire de cet

ensemble s est finie et égale à celle de E. Enfin e coïncide avec

son \"""^ conséquent.

3° On peut supposer enlin que l'ensemble EJ, ait pour aire zéro.

Il serait analogue alors à ces « ensembles parfaits qui ne sont

condensés dans aucun intervalle ».

398. Nous pourrions représenter les divers points d'intersec-

tion des deux courbes de la façon suivante. Soit x une variable

cjui varie de — 00 à -j- 00 quand on suit la courbe asjmptotique

de la première famille MqAo, depuis le point Mq jusqu'à l'infini,

et qui augmente de l'unité quand on passe d'un point à son cin-

cjuième conséquent, de Aq à A5 par exemple (en nous supposant

placés, pour fixer les idées, dans les conditions de la figure de la

page 194)- Soit j)^ une autre variable qui varie de + ce à — 00

quand on suit la courbe de la seconde famille M3B5 depuis le

point M3 jusqu'à l'infini et qui augmente de Tunité quand on

passe d'un point à son cinquième conséquent.

Les différents points d'intersection des deux courbes sont carac-

térisés par un couple de valeurs de a; et de jk et chacun d'eux

peut être représenté par le point du plan dont les coordonnées

rectangulaires sont xety.
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Nous aurons ainsi dans le plau une infinité de points représen-

tatifs des solutions doublement asjmptotiques; de chacun de ces

points on peut en déduire une infinité d'autres; si en effet le

point X, y correspond à une intersection des deux courbes, il en

sera de même des points

a? -f- I, j' -f- I ; X -\-i, y -\- n: ...; x -^ n, y-hn,

OÙ 71 est entier positif ou négatif; pour connaître tous les points

représentatifs, il suffirait de connaître tous ceux qui sont com-

pris dans Ja bande o <^ :r << i, ou dans la bande o -<JK <C i •

Une autre remarque c'est que l'ordre dans lequel se succéde-

ront les projections de ces points représentatifs sur l'axe des a;

n'aura aucun rapport avec l'ordre dans lequel se succéderont

leurs projections sur l'axe des y, et voici la conséquence.

Considérons plusieurs solutions doublement asjmptotiques;

pour t négatif et très grand, elles seront toutes très voisines de la

solution périodique et elles se présenteront dans un certain ordre,

certaines d'entre elles étant plus voisines et d'autres moins voi-

sines de la solution périodique.

Toutes ensuite s'éloigneront beaucoup de la solution périodique,

puis, pour ^positif et très grand, elles en seront de nouveau toutes

très voisines; mais elles se présenteront alors dans un ordre

entièrement différent. Si de deux solutions la première est plus

voisine que la seconde de la solution périodique pour t=. — cc^

il pourra arriver que pour f == + co, la première soit plus éloignée

que la seconde de la solution périodique, mais il pourra arriver

aussi que ce soit le contraire.

Cette remarque est encore de nature à nous faire comprendre

toute la complication du problème des trois corps et combien les

transcendantes qu'il faudrait imaginer pour le résoudre diffèrent

de toutes celles que nous connaissons.

Solutions hétéroclines.

399. Existe-t-il des solutions hétéroclines?

Ce que nous pouvons voir, c'est que s'il y en a une, il j en a

une infinité.
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Soit en effet Mo un point appartenant à un système périodique;

soient MqAo et MqBo deux courbes asymptotiques aboutissant à

ce point Mo, l'une de la première, l'autre de la seconde famille.

Nous venons de voir comment ces courbes se coupent de façon à

déterminer des solutions doublement asymptotiques homoclines.

Soit maintenant M|, un point appartenant à un autre système

périodique; soient M^AJ,, M^B^ deux courbes asymptotiques,

M'Aq de la première, M'B^, de la seconde famille.

Supposons que MqA|, coupe MqBo en Qo ; cette intersection

correspondra à une solution doublement asymptotique hétéro-

cline.

Mais si ces deux courbes se coupent en Qo elles se couperont

également en une infinité de points Q^ conséquents de Qo-

Je précise; je suppose par exemple que le système périodique

dont fait partie Mo se compose de cinq points Mo, M,, Mo, M3,

M/,; alors le cinquième conséquent d'un point quelconque de la

courbe MqBq se trouvera encore sur celte courbe, et en général

si Qo est sur celte courbe, il en sera de même de son /i"^™^ con-

séquent Q«, pourvu que n soit multiple de cinq.

Supposons de même que le système périodique dont fuit

partie M|^ se compose de sept points; alors, si Qo est sur la

courbe M'^A'^, il en sera de même de son ji^''"^'^ conséquent Q,,

pourvu que 11 soit multiple de 7.

Si donc les deux courbes ont une intersection en Qq, elles en

auront encore une en Q„ pourvu que n soit multiple de 35.

Soient donc QoHoQ« un arc de MoBq, et QoKo(^« un arc

de M'gA'y; l'ensemble de ces deux arcs ayant mêmes extrémités

formei^a une courbe fermée. Sur cette courbe fermée nous pour-

rons raisonner comme au n° 396; nous verrons donc que, si les

deux arcs n'ont d'autre point commun que leurs extrémités, cette

courbe fermée n'a pas de point double et limite une aire ana-

logue à l'aire a.^ des n°^ 395 et 396. Si les deux arcs ont d'au lies

points communs que leurs extrémités, on peut trouver deux

autres arcs faisant partie des deux arcs QoHqQ^, Qo^-oQ//

n'ayant d'autres points communs que leurs extrémités et limitant

une aire analogue à ag.

Sur cette aire v.q on raisonnera comme aux n""* 395 et 396 et

l'on verra que sur chacune des deux courbes, entre deux points
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quelconques d'intersecllon avec l'autre courbe, on peut en trouver

une infinité d'autres.

Ce raisonnement montre que, s'il y a une solution hétérocline,

il y en a une infinité.

400. S'il y a une solution hétérocline, le réseau dont nous avons

parlé au n" 397 devient encore plus compliqué; au lieu d'une seule

courbe Mo A.ose repliant sur elle-même sans jamais se recouper elle-

même et de façon à couper une infinité de fois l'autre courbe MoBo,

nous aurons deux courbes Mo Aq, M'y A'^ qui sans jamais se recouper

mutuellement doivent couper une infinité de fois MqBo.

Nous avons défini au n° 397 l'ensemble E'^ relatif au point Mo
et aux courbes asymptoliques MqAo, MqBo; nous pourrions

définir un ensemble analogue par rapport au point M,, et aux deux

courbes asymptotiques M'^A'^,, M'^B'^.

S'il n'y a pas de solution hétérocline ces deux ensembles doi-

vent être extérieurs l'un à l'autre; ils ne peuvent donc remplir le

demi-plan.

Si au contraire il existe une solution hétérocline, ces deux

ensembles coïncideront. On voit que l'existence d'une pareille

solution, si elle venait à être établie, serait un argument contre la

stabilité.

Au Chapitre XIII nous avons étudié les séries de MM. Newcomb
et Lindstedt, nous avons démontré au n'^ 149 que ces séries ne

peuvent converger pour toutes les valeurs des constantes qui y
entrent. Mais une question restait douteuse; ces séries ne pour-

raient-elles converger pour certaines valeurs de ces constantes

et, par exemple, ne pouvait-il arriver que la convergence eiit lieu

quand le rapport — est la racine d'un nombre commensurable non

carré parfait? (C/. t. II, p. io4, in fine.)

Mais s'il existe une solution hétérocline, la réponse à cette

question devra être négative. Supposons, en effet, que pour cer-

taines valeurs du rapport -^ les séries de Newcomb et Lindstedt

convergent et revenons à notre mode de représentation. Les solu-

tions des équations différentielles qui correspondraient à cette

valeur de — seraient représentées par certaines courbes trajec-

H. P. - III. 26
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toires. L'ensemble de ces courbes formerait une surface, admet-

tant les mêmes connexions que le tore, et cette surface couperait

notre demi-plan suivant une certaine courbe fermée C.

L'ensemble E|^ dont nous venons de parler devrait être tout

entier extérieur à cette courbe, ou tout entier intérieur.

Soient alors Mo et M'^ deux points, appartenant à deux systèmes

différents. Si Mo est intérieur à la courbe C etMJ, extérieur à cette

courbe, l'ensemble Ë|, relatif à Mq devrait lui être tout entier

intérieur, tandis que l'ensemble E'^ relatif à Mj, lui serait tout

entier extérieur.

Ces deux ensembles ne pourraient donc avoir aucun point

commun et il ne pourrait exister de solution doublement asym-

ptotique hétérocline allant de Mo à M'^.

Or, si l'on admettait l'hypothèse du Tome II, page io4, que je

viens de rappeler, c'est-à-dire si la convergence avait lieu pour

une infinité de valeurs du rapport — ? par exemple, pour celles

dont le carré est commensurable, il existerait une infinité de

courbes C qui sépareraient les uns des autres les points apparte-

nant à des systèmes périodiques différents. Cette hypothèse est

donc incompatible avec l'existence des solutions hétéroclines

(au moins si les deux points Mo et M|, que l'on considère, ou

plutôt les solutions périodiques correspondantes, correspondent

à deux valeurs différentes du nombre — )
•

Comparaison avec le n° 223.

401. Avant d'essayer de former des exemples de solutions

hétéroclines, nous allons revenir sur l'exemple du n° 225, où

l'existence des solutions doublement asymptotiques homoclines

peut être mise en évidence.

Nous avions posé

y— F = p -^ g^— v.p. sin^;^ ps ^{y) cosar

(/?, x; Çiy) étant les deux paires de variables conjuguées.
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Nous avons formé ensuite la fonction S de Jacobi et nous

l'avons développée suivant les puissances de s

O = OQ ~t~ Oi £. —(— Oo £" ~t~ ....

Arrêtons-nous au second ternie en négligeant s- et écrivons

O = iSo -r- Oi £.

Nous avons trouvé ensuite

So = A.o.r -f- /a [j. I \/ h -\- sin^^ dy,

ou, en attribuant aux constantes Aq et h la valeur zéro

So = =t i' s -i. [j. CCS— ;

puis nous avons trouvé

Si = partie réelle 6e'^,

où di est une fonction de j/- définie par l'équation

Nous avons ]30sé

tang^ = ;,

et supposant

/i = o, cp(y) = sinjK, « =

nous avons trouvé (p. 4^4 et 465, t. II) deux valeurs de 'I* corres-

pondant aux deux courbes asjniptotiques des deux familles. L'une

de ces valeurs est

, /— t . , r"^ v-'^dt

et l'autre

,, /— t . „ r'^f-^dt
^'=J%[j. _ jif-2a i .

Les équations des deux surfaces asjmptotiques seront alors

p = z -j- partie réelle [<l^e'-^];

q = ^/'j.ixsin- '- ^ 7- partie réelle [J;e'*]
;
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el

^ ^ ^ i ^^^^'^'^^ ''^^^^*^ ['>'«'^]
;

/— • V (i
^r = y/'2 [x sin— H- £ -j- partie réelle [(j^'e'^].

Pour trouver les solutions doublement asjniptotlques, il faut

chercher l'intersection de ces deux surfaces asjmptotiques; il

nous suffira donc d'égaler les deux valeurs de p et les deux

valeurs de q.

Soit

Nous trouverons

11 = 1 log?.

-y- partie réelle [J je-«'*+'*^] = o,

-V- partie réelle fJ ie-a"+'-^] — o,
ay '

ou, en posant J = pe'*^,

=:K7r+-
2 V 2 (J.

K. étant entier.

Telle est l'équation des solutions doublement asymptotiques.

Cette équation nous donne en réalité deux solutions distinctes,

l'une correspondant aux valeurs paires, l'autre aux valeurs im-

paires de K.

402. On peut s'étonner de ne trouver ainsi que deux solutions

doublement asjmptotiques, tandis que nous savons qu'il y en a

une infinité.

Les approximations suivantes ne nous donneraient non plus

qu'un nombre fini de solutions doublement asymptotiques. Quelle

est l'explication de ce paradoxe?

ISous avons vu dans les numéros précédents que les diverses

solutions doublement asjmptotiques en nombre infini corres-

pondent aux diverses intersections d'un certain arc AnHoCo avec

les divers conséquents d'un autre arc AoKoCo.
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Supposons que le premier de ces conséquents qui rencontre

AoHqCo soit le conséquent d'ordre N. Le nombre N dépendra

évidemment de la constante e, et il sera d'autant plus grand que

cette constante sera plus petite. // deviendra infini quand e

sera nul.

Or, en développant suivant les puissances de e et nous arrêtant

à un terme quelconque du développement, c'est comme si nous

considérions s comme infiniment petit.

L'arc AoHoGo ne rencontre plus alors que les conséquents

d'ordre infiniment grand de l'autre arc AqKoGo, et c'est ce

qui fait que la plupart des solutions doublement asympto tiques

échappent à notre analyse.

Exemples de solutions hétéroclines.

403. Cherchons à généraliser et posons

F = FoM-sFi.

Fo est une fonction de /?, ^ et j-; et F, une fonction de p, q,

X et y; ces deux fonctions étant d'ailleurs périodiques tant en x

qu'en y.

Considérons les courbes

( i) Fo = const.

où nous regarderons/» comme un paramètre, ^ et j- comme les

coordonnées d'un point.

Parmi ces courbes, celles qui doivent attirer notre attention,

ce sont celles qui présentent des points doubles. Ces points

doubles en effet correspondent aux solutions périodiques des

équations canoniques quand on suppose que e est nul et que F se

réduit à Fq.

Nous avons une double infinité de courbes (i) dont l'équation

générale est

Fo = h.

et qui dépendent de deux paramètres/? et h.

Je viens de dire que les plus intéressantes sont celles qui ont

un point double; surtout dans le cas où quelques-unes de ces



398 CHAPITRE XXXIII.

courbes ont deux ou plusieurs points doubles. C'est alors en effet

que nous rencontrerons les solutions hétéroclines.

Cherchons comme au n" 225 à former la fonction S de Jacob

i

et posons
O ^= 00 ~r" £ b] -{— £"02 —1~

. . ^ .

La fonction So se forme immédiatement; nous aurons

q étant une fonction dejK définie par l'équation (i) et dépendant

des deux paramètres p et h.

On trouve ensuite

dp dx dq dy

DffFn dY n
. T^ 1 ,,

ans -1—5 —j— et 1:^ 1, on regarde/? comme une constante et 1 on

remplace q par sa valeur tirée de l'équation (i). L'équation (2)

est donc une équation linéaire par rapport aux dérivées de S)

dont les coefficients sont des fonctions données de x et de y^

dépendant en outre des paramètres li et/?.

Comme F, est périodique en x^ je poserai

Fi = 2<ï»,„e''«^,

OÙ $TO de même que les dérivées de Fo ne dépendent que dey-

Je pose de même
Si= 2it;„,e''«^

et la fonction ^^rn sera donnée par l'équation

^Fo
,

c/Fq d^j„
(3) ,:«^|„.+^^ +*,„=„

dont les coefficients sont des fonctions données de j'.

Cette équation peut évidemment s'intégrer par quadratures.

Cherchons à déterminer de cette manière nos surfaces asympto-

tiques. Nous devrons d'abord choisir les constantes h et/? de telle

sorte que la courbe (i) ait un point double; je supposerai de plus

quie ces constantes soient telles qu'à chaque valeur de y corres-

pondent deux valeurs réelles de q (c'est ce qui arrive dans

l'exemple du n° 22o).
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Ces deux \'aleiirs de q sont des fonctions périodiques de j^, qui

de\àennent égales entre elles au point double, soit par exemple

pourjK=yo-
Nous pouvons également, comme nous l'avons fait au n° 225,

considérer ces deux valeurs de q comme la continuation analy-

tique l'une de l'autre.

La fonction q nous apparaît alors comme uniforme en y et

périodiqlie de période 4'?^ à la façon de sin- •

Cette fonction uniforme prendra la même valeur pourjK=y()

etJK=yo + 2T:.

Si au lieu d'un point double, on en avait plusieurs, nous pour-

rions encore regarder q comme une fonction uniforme de y de

période 4^j si le nombre des points doubles- était impair. Si au

contraire ce nombre était pair, nous aurions pour q deux valeurs

qui ne s'échangeraient pas entre elles quand y augmenterait

de 271, et qu'on pourrait par conséquent regarder comme deux

fonctions uniformes distinctes àe y ayant pour période air.

Nous supposerons pour fixer les idées que nous avons deux

points doubles correspondant aux valeurs jko et /i àey.

Il résulte de là que, pour j' =yo et pour j- ^=y\, l'équation (i)

doit avoir une racine double puisque les deux valeurs de q se

confondent et par conséquent que —^ doit s'annuler.

L'équation (3) est une équation linéaire à second membre

dont l'intégration se ramène à celle de l'équation sans second

membre et par conséquent à celle de l'équation

' - dp aq dy

d'où

I dp

La fonction Q ainsi définie est une fonction holomorphe de y
pour toutes les valeurs réelles de cette variable sauf pour les

valeurs jK =jKoî y =J'o tjui correspondent aux points doubles.

Pour ces valeurs la fonction Q, qui joue un rôle analogue à celui

de ^ = tangy au n'" 226, devient nulle ou infinie.
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On trouve ensuite

J dp

Cm étant une constante d'intégration, d'où

"f

dp

Pour trouver les équations des surfaces asjmptotiques, nous

écrirons

dx' dy

en attribuant aux constantes d'intégration des valeurs conve-

nables.

Négligeons d'abord s; nous prendrons donc S =; Sq, et nous

donnerons aux constantes h et/>=/?o les valeurs qui corres-

pondent à la courbe qui a deux points doubles.

Avec cette approximation, les équations différentielles admet-

tent comme solutions périodiques

(5)

<6.)

oùj^oj ^olJKi, cj^K sont les coordonnées des deux points doubles.

Nous pouvons, pour représenter nos surfaces asymptotiques,

prendre le point de l'espace à quatre dimensions dont les coor-

données sont

(/> -i- a) cosa?, (/>-^a)sin^, {q -r- b) cosy, (q -\- b)s\ny,

a el b étant deux constantes positives assez grandes pour que l'on

n'ait à envisager que des valeurs positives de p -+- a el q -i- b

.

Les équations (5) et (6) représentent alors deux courbes

fermées de cet espace à quatre dimensions, correspondant aux

deux solutions périodiques.

Par chacune de ces courbes passent deux surfaces asympto-

tiques, une de la première, l'autre de la seconde famille.

Mais au degré d'approximation adopté, c'est-à-dire en négli-

P^ Po.
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géant s, ces quatre surfaces asympto tiques se confondent deux à

deux.

Les équations des surfaces asymptotiques seront en effet

/>=/»o, Fo=/i.

L'équation Fo= h admet comme nous l'avons vu deux racines

qui se confondent pourj>^ =JKo et pour j/ =J^o qui ne s'échangent

pas quand y augmente de in et qui sont périodiques en y de

période 27c. Soient q' et q" ces deux racines; les équations de

nos surfaces asymptotiques deviennent ainsi

,

, \
p=po, q = q\

( p=Po, q = q

Mais pour bien préciser la signification de ces équationSi

distinguons les diverses nappes de nos surfaces. Nous avons

quatre surfaces asymptotiques; chacune d'elles passe par une

des courbes (5) ou (6) et est partagée par cette courbe en deux

nappes, que je désignerai parles notations suivantes :

La surface de la première famille passant par la courbe (5) sera

partagée en deux nappes N, et N'^

.

La surface de la seconde famille passant par la courbe (5) sera

partagée en deux nappes No et N!^.

La surface de la première famille passant par la courbe (6) sera

partagée en deux nappes N3 et N'3.

La surface de la seconde famille passant par la courbe (6) sera

partagée en deux nappes N4 et N'^.

Alors, au degré d'approximation adopté, ces nappes auront pour

équation

Ni; /'=/>o, q = q\ y>yo'^ n;; p=po, q = q\ y<yo;

N-2; p = po, q = q", jk>jo; n',; p=po, q = q", y<yo;

N3; p=Po, q = q", y>y\] n;; p=po, q = q", y<yi;
N4; p-=po, q = q', y>yi; N^; p=pç, q = q', y<yi-

On voit qu'à ce degré d'approximation, les deux surfaces

N< + N', et N/, + N', se confondent, de même que les deux sur-

faces No + N', etNa'+N;.
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Passons donc à l'approximalion suivante et prenons

S := Sq -T- £ Sj.

Pour achever de définir S,, il faut choisir les constantes Cm-

Pour les nappes Ni et N'^, nous devons choisir ces constantes

de telle sorte que les fonctions '\im se comportent régulièrement

pour q^q'^ y^zy^-^ il suffit de se reporter à l'analyse de la

page 466, tome II, pour comprendre que cette condition suffît

pour déterminer complètement ces constantes. J'appellerai S,.i

la fonction S, ainsi déterminée.

Pour les nappes N2 et N^ nous choisirons les Cm de telle sorte

que les <];^ soient régulières pour q = q'^, y =_yo7 et nous appel-

lerons Si. 2 la fonction S( ainsi déterminée.

Pour les nappes No et N'^ nous choisirons les C^ de telle sorte

que les ^m soient régulières pour q = q"
, y=yi; pour les

nappes N4 et N', les <lm devront être régulières pour q =^ q'

,

y=yf. Nous désignerons par S^s et Si.4 les deux fonctions Si

ainsi déterminées.

Les équations de nos c[uatre surfaces deviennent ainsi

(8)

NiH-N',;
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prenne n assez grand pour que la valeur correspondante dej^ soit

plus grande que y"

.

La valeur qu'il faut attribuer à n dépend évidemment de £ et

elle croît indéfiniment quand s tend vers zéro.

Voici en général les valeurs de j>^ pour lesquelles nos équations

peuvent servir de première approximation :

Ni et N2; 7i>r>J'o; N'ietN'.; y^>y>yi— iiz.

N3 et N4; jo-H->.T^>r>7i; N'jetN',.; 7i>j>jo-

Si les surfaces N, et N^ par exemple se coupent, l'intersection

correspondra à une solution doublement asjQiptotique liétéro-

cline qui pour ^ = —
^ co sera très voisine de la solution pé-

riodique (5) et pour ^ = -f- go très voisine de la solution

périodique (6).

Pour rechercher cette intersection, rapprochons les équations

de N, et N;

l'intersection nous sera évidemment donnée par

^(Si.i — Si. 4)
(9) dx

Si., — Sk4 est une fonction de x et de j-, développable suivant

les puissances entières positives et négatives de

Ce qui nous importe c'est que c'est une fonction périodique

de x\ elle admet donc au moins un maximum et un minimum;

l'équation (9) admet donc au moins deux solutions, ce qui revient

à dire qu'il y a au moins deux solutions hétéroclines.

On démontrerait de même qu'il y a deux solutions correspon-

dant aux intersections des surfaces N/, et N!,, deux correspondant

aux surfaces N2 et N'g, et deux aux surfaces N3 et N',

.

L'analyse précédente ne donne pas les solutions homoclines.

404. Prenons par exemple

Fo = — /> — r/2-4- 2 a sin2 ^^^^^ sin2 =^1^1^ ,

Fi= [^cosa7sin(jK— 7o)sin(jK— Ji).
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Les solutions périodiques (5) et (6) vers lesquelles tendent les

solutions hétéroclines pour t= — Goet?=-(-co sont alors

X=t, p = g = o, 7= ri.

On remarquera que, pour [j. = o, F se réduit à —p — q'-. Donc,

pour [j. =; o, la fonction F dépend seulement des variables de

la première série p el q et ne dépend pas des variables de la

deuxième série ce ely. La fonction F est donc bien de la forme

envisagée aux n°* 13, 125, etc.

Nous ne nous contenterons pas toutefois de cet exemple qui

prouve que les équations canoniques de la forme envisagée au

n° 13 peuvent admettre des solutions hétéroclines.

En effet, les deux solutions (5) et (6) correspondent toutes

deux à la même valeur des ciuantités ^- et -r-; à savoir
'- at dt

dx dy
-=- =1, -f- = o.
dt ' dt

Or, ces quantités -t-j -f- ne sont autre chose que les nombres

appelés plus haut /i, et /Zo.

Donc, nous voyons bien qu'il existe des solutions doublement

asymptotiques qui pour t=^ — oo et pour ? =; -h co se rapprochent

indéfiniment de deux solutions périodiqiies différentes; mais ces

deux solutions périodiques correspondent aux mêmes valeurs des

nombres n\ et 7^2-

Je vais donc former un autre exemple où nous verrons des

équations de même forme jusqu'au n° 13, et qui possèdent des

solutions doublement asymptotiques se rapprochant indéfiniment

de deux solutions périodiques qui non seulement sont différentes,

mais correspondent à des valeurs différentes du rapport —

•

Malheureusement, je pourrai montrer que ces solutions existent

pour les valeurs de jj. voisines de i, mais je ne suis pas encore en

mesure d'établir qu'elles existent également pour les petites

valeurs de [Ji.

40d. Nous prendrons les deux paires de variables conjuguées
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OU bien encore

^i> yi'j ^2-, yii

en posant

^i = \/-i Xi cosjj ; -fii= sji Xi %\xvyi.

Ce changement de variables n'altère pas la forme canonique des

équations. Nous prendrons

F = Fo(i-[JL)-+-[JiFi.

Nous supposerons que Fo est une fonction bolomorphe de x^

et de ^25 indépendante dey, et dejKo
;
que pour ^, = — , ^o^ ->

on ait

^ = o
^Fq ^

dx<i ' dxx
'

f a2
et que pour iCo = ^ ? ^T) ^ — on ait

c/Fq __ ^ _

je suppose la quantité a << r

.

Il résulte de ces hypothèses, que si l'on fait p, r= o, d'où F =^ F^,

nos équations admettront deux solutions périodiques remarquables.

La première c[ue j'appellerai o- s'écrira

a2 I

X^ = —, Xi=-, Vi— t, Ji — O,
2 2

^i = acos^ rji = asin^. ^2 = i) i^2— o.

La seconde que j'appellerai a-' s'écrira

,ri=-, A, = —

,

V, = o, 72 = ^j
2 2

.

^, — 1. 7)1 = 0, ^.2 = acos^, -fi^— aèmt.

La première correspond à /i, = i, /22= o, la seconde à /«) = o,

/22=i; ces deux solutions périodiques ne correspondent doncAil n\
pas a une même valeur du rapport—
Pour définir F, je pose

^1 = 1— rcosw, ^2 = 1 — rsinto,

en attribuant à la variable / une valeur essentiellement positive.
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Je suppose ensuite que (p étant une quantité positive très

petite) on ait pour r > p.

où 4'(^) ^s^ ^^"^^ fonction de to, régulière pour toutes les valeurs

réelles de to, périodique de période stt, et enfin s'annulant avec

sa dérivée pour to = o et pour to = - •

Comme la fonction (i) serait infinie pour ;-=ro, c'est-à-dire

pour ^, = ^2=15 je supposerai que, pour /'^p, la fonction F|

prend des valeurs quelconques, de façon toutefois qu'elle reste

finie et continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres.

Il est aisé de vérifier que pour u.= i , c'est-à-dire pour F = F<

,

nos équations adiiiettent encore les deux solutions périodiques a-

et 0-'; pour la première de ces solutions on a to = o, pour la

seconde to ==:= -•
a

On en conclut immédiatement qnepoiii' toutes les valeurs de pi,

nos équations admettront ces deux solutions périodiques.

406. Nous allons maintenant intégrer nos équations dans le cas

de UL = I (au moins en supposant que /' reste constamment !>p).

Si l'on supposait d'abord s = o, on retomberait sur le problème

des forces centrales et l'intégration serait immédiate. Elle ne l'est

guère moins dans le cas général.

La méthode de Jacobi conduit, en effet, à l'équation aux déri-

vées partielles

ifdSy I /dSy
^

(r — ir~ ^ >];(co) _^^
1 \dr J ir^ \d<s> ) ~^

'2 r-
'

h étant une constante. Posons

k étant une seconde constante, et il viendra
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La solution générale de nos équations est doQC

( ^1 — O'ns— (^2— ï)-1i = /a //c -i- s(|^.

r rdr

J \/ihr- — -ik — /2(r— 1)2
'

|3) / + / , = = k',

J^ V/2A- + 2£i|^ J r^ \/'2hr--— ik— r'^{r — 1)2

h' et k' étant deux nouvelles constantes.

Nous trouverons nos deux solutions périodiques o- et o-' en don-

nant aux constantes les valeurs particulières

k = O, h= — 5 k'^ik = o,

A: = O, A = — , A' 1/2/: := - •

'^ 2

Supposons que nous voulions nous servir de l'équation (2)

|)Our définir ; en fonction de h' -i- t; si nous donnons aux con-

stantes A" et h des valeurs voisines de zéro et —5 ; sera alors une
2

fonction périodique de i + h'. Nous poserons

u = /i{t -^ h'),

le nombre n étant choisi de telle sorte que /' soit fonction pério-

dique de u de période air. Ce nombre n, qui est une espèce de

moyen mouvement, dépendra naturellement des constantes h elk.

De même -7- sera une fonction périodique de u.

Pour A" = o, on a simplement

r ^= i± \/'2.h cosu,

407. Nous avons donc deux solutions périodiques o- et o-' qui

seront représentées par deux courbes fermées, si l'on convient de

regarder les ^ et les 7i comme les coordonnées d'un point dans

l'espace à quatre dimensions. Par chacune de ces courbes passent

deux surfaces asymptotiques, l'une de la première, l'autre de la

deuxième famille; nous allons voir que les quatre surfaces se con-
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fondent deux à deux, ainsi qu'il arrivait au n'^ 403 (équation n)

quand on négligeait e.

Pour trouver, en effet, les équations de ces surfaces, il suffit de

«2 . . .

donner à /r et à h les valeurs o et — ; il vient ainsi
2.

(^i— i)-']i^(b— t)-'/2= ;-/«-— ('" — os

(^,— 1)V]2— (b— 0^1 = =t A4-

Telles sont les équations des surfaces asjmptotiques pour

UL = i; on voit qu'on trouve seulement deux de ces surfaces, cor-

respondant au double signe du second radical.

Nous supposerons que la fonction £(L qui s'annule pour w ^ o

et <ji^^ - est positive pour toutes les autres valeurs de to. •

Nous allons maintenant chercher à former les équations des

surfaces asymptotiques pour les valeurs de p. voisines de i

.

On a

F =Fi-l-() — [jl)(Fo-Fi);

Fo et F, sont des fonctions holomorphes des \ et des r\ et, par

, 1
dr diù

conséquent, de r, co, -^ et —^•

Les équations de nos surfaces s'écriront

(^1— i)^a^(^2-i)-'-i2= r -^.

S étant une fonction de r et de co, satisfaisant à l'équation aux

dérivées partielles

F = const.,

, ,, . , dr dio dS ^ I dS
ou 1 on a remplace -77 et -^ par -j- et — -j—

•

Développons S suivant les puissances de i — [j.

S = So + (i- !Ji)Si + (r-iJL)2So^-...,

nous aurons, en première approximation, pour les équations de
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uos surfaces asjmptotiqiies

(?i — 0'''a + (Ç2— i,)-^/2= '--^ '^^^~ '^^'^ '^'

jNous avons déjà trouvé

"So /— -, rr «So _, / p

ar ^
^ '

dtù ^
'

\\ reste à déterminer Si
;
pour cela nous avons l'équation

ar ar ;- «w ato

Dans le second membre -y et -i- doivent être remplacés par

^So /—,
; ^ I d^o ± J%zii f^ -.

1-j— = i/a- — (r — I )- et par — -r— = —H;

—

- • t-e second membre

est donc une fonction connue de r et de to.

L'équation devient

Posons

"J /-V=«^— (' — I)-

On voit que /' et y/a^ — (r — i)^ sont des fonctions périodiques

de V et nous pouvons regarder S comme fonction de v et to.

Notre équation devient alors

Le second membre est une fonction connue de r et de w, pério-

dique par rapport à r.

Cette équation est ainsi tout à fait de même forme que l'équa-

tion (2) du n° 403, r jouant le rôle de x et co celui de y.

Elle se traitera de la même manière ; on déterminera par les

procédés du n° 403 les quatre fonctions S,.), Si.o, S,. 3, 84./, cor-

respondant aux quatre surfaces asjmptotiques.

On reconnaîtra comme au n° 403 que ces surfaces asymplo-

H. P. - IH. 27
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tiques se coupent et par conséquent qu'il existe des solutions

hétéroclines.

Mais cela n'est établi que pour les valeurs de ^ voisines de i;

je ne sais pas si cela est encore vrai pour les petites valeurs de [x.

Le résultat est donc bien incomplet; j'espère cependant qu'on

me pardonnera la longueur de cette digression, car la question

que j'ai posée, plutôt que résolue, paraît se rattacher directement

à la question de la stabilité, comme je l'ai montré au n° 400.

FIN DU TOME TROISIEME ET DERNIER.
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