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I. Introduction.

Les propriétés arithmétiques de certaines expressions et, en par-
ticuner, celles des fonncs quadrati<mcs binaires, se rattachent de la
f:<çonia plus étroite a la transformation de ces formes par des substi-
tutions linéaires a coefficients entiers. Je n'ai pas à insister ici sur le
parti quia été tire de l'étude de ces substitutions et qui est assez connu
de tous ceux qui s'intéressent a l'Arithmétique.
On peut supposer que l'étude de groupes de transformations ana-

logues est appelée à rendre de grands services à l'Arithmétique. C'est
ce qui m'engage à publier les considérations suivantes, bien qu'elles
constituent plutôt un programme d'étude qu'une véritable théorie.
Je me suis demandé si beaucoup de problèmes d'Analyse indéter-

minée ne pourraient pas être rattachés les uns aux autres par un lien
systématique, grâce à une classification nouvelle des polynomes ho-
mogènes d'ordre supérieur de trois variables, analogue à certains
égards a la classification des formes quadratiques.
Cette classincation aurait pour base le groupe des transformations

birationnelles co~?c/c/~ /'a//o/s que peut subir une courbe
atgébrique.
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II. CourbesunicuMalea.

Soit /(~~ ~) un polynome homogèneen x, y, a coefucict!~
envers. On pourra regarder l'équation

comme représentant une courbe algébrique plane en coordonnées
homogènes. Deux courbes /*=o et /==o seront alors regardées
comme c~M/c/~<?~ ou appartenant à la même classe, si l'on peut
passer de l'une a l'autre par une transformation Irrationnelle, a co<?/
y~c/c/y ~<9 ou /M/ï/y.
.l'oljserve d'abord (lue deux droites

(où les coefficientsdes premiers membres sont, bien entendu, entiers
ou rationnels) sont toujours équivalentes. Il suffit, en cnet, de faire
correspondre au point M de la première droite le point M, de la se-
conde droite, de telle façon que la droite MM, aille passer par un point
donné fixeF à coo/o/~cc~ /o/~<?//c.9. Mn'y a donc qu'une seule
classe de droites.
Considérons maintenant les coniques.
Soit donc =o l'équation d'une conique. Si cette conique pass<'

par un point C à coordonnées rationnelles (c'est ce que j'appellerai
pour abréger un point /o/~<?/), elle est équivalente à une droite.
Il suffit, en cuet, de considérer une droite quelconque D à coefficients
rationnels (ce que j'appellerai une droite 7'<~o/ï/~<?) et de faire cor-
respondre à un point M de la conique, un point M, de la droite D tel
que les trois points MM,C soient en ligne droite.
ïl résulte immédiatement de là que, si une conique admet un point

rationnel, elle en admet une inimité. On peut le voir aussi comme il
suit. Soit C un point rationnel de la conique, soitP un point rationnel
~M~/co/~M~du plan. Joignons PC~ cette droite coupera la conique en
un second point M qui sera évidemment rationnel.
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Les coniques qui admettent un point rationnel forment donc une
seule classe, et cette classe comprend également toutes les droites.
reconnaître si une conique admet un point rationne!, c'est un pro-
blème que Gauss nous a enseigne à résoudre, dans son Chapitre des

~~M~OM~, intitule 7?<?~<?.M/o ct~c.
Les coniques qui n'ont pas de point rationnel se répartissent en plu-

sieurs classes et les conditions de cette répartition se déduisent immé-
diatement des principes de ce même Chapitre de Gauss.
Considérons maintenant une cubique unicursalc (à cocfncicnts ra-

tionnels), cette cubique a un point double qui, étant unique, est for-
< cmcntrationnel. Soit C ce point double, je dis que notre cubique est
t'quivalentc a une droite. En cnct, soit D une droite rationnelle quel-
conque, nous pouvons faire correspondre au point M de la cubique
un point M<de la droite D, de telle façon que la droite M\t, passe
<'nC.
Les mêmes principes sont applicahles à une courbe unicursalc (luel-

conque. Soit /'=o une courbe unicursale rationnelle de degré
(~–o(/)die aura points doubles. Par ces

points doubles, je puis faire passer ao"~ courbes de degré //< 2.

Comme nos points doubles sont les seuls points doubles

d'une courbe à coefficients rationnels, toute fonction symétrique de
leurs coordonnées sera rationnelle.
D'ou il suit que je pourrai faire passer par ces points doubles et par
2 points rationnels pris à volonté dans le plan une courbe de

degré //z 3, et une seule, et que ce//c c<?M/<?~c/'<ï/'<x//o/<?//c (je
veux dire à coefficients rationnels).
L'équation générale des courbes de degré //< 2 passant par les

points doubles sera donc de la forme suivante

's x étant des coefficients arbitraires et tes o étant des potynomes cn-
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tiers homogènesd'ordre ~ï 2 en x, y, z, a coefficientsrationnels.
Posons

Si nous regardons les e comme les coordonnéeshomogènesd'un
point dans l'espacea dimensions,les équations(ï) d6unissent
une transformationqui change la courbe unicursale planef = o en
une certainecourbe de cet espaceà 2 dimensions;cette courbe,
je l'appelleK.
J'observe d'abord que cette courbeest de degré 2. En cnet~

soitt

inéquation d'un plan quelconque de l'espace a 2 dimensions; pour
avoir les points d'intersection de ce plan avecK, je n'ai qu'à chercher
ceux de f = o avec la courbe

Cette courbe étant de degré w 2, le nombre total des points d'in-
tersection est /~(FM 2), dont (/? <)(/ 2) sont confondus avec
les points doubles et dont w 2 seulement sont mobiles.
Le nombre des points d'intersection du plan et de K est donc 7~–2.

C.Q.F.D.

Je remarque ensuite que la transformation (~) est birationnelle; en
cnet~ d'abord l'on a directement les rapports des enfonctions ration-
nelles de x, y, s à coefficients rationnels. Je cherche maintenant a
exprimer inversement les rapports des trois coordonnées j~ en
fonctions des

Pour avoir par exemple, je prends deux quelconques des équa-
tions (t), par exemple,
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et entre l'équation /= o et ces deux équations j'etimme II restera

deux équations

(2) F=o, F,=o,

dont les premiers membres seront homogènes en ~f, d'une part, en
Y Y Y 1 · · ·d'autre part. Entre ces deux équations, éliminons mainte-

nant parla méthode du plus grand commun diviseur. \os divisions

successivesnous conduiront àjunc série d'cquations

F~=o, F,=o. F~==o,

dont les premiers membres seront des polynomes homogènes en .y, ?
d'une part, en d'autre part, et û!c<o<~c/<?/~/o/ Mais
dans cette série, le degré des polynomcs successifsen x et ira en dé-
croissant. La dernière équation F~==o ne contiendra plus .f et j, clic

exprimera la condition pour que les deux équations (2) aient une ra-
cine commune.
C'est donc l'équation de la projection de la courbe K sur le plan a

2 dimensions

Inéquation précédente F~, = o est homogène du premier dc~rc
en x et en On en tirera donc le rapport x en fonction rationnelle

de a coefficients rationnels, à moins que F~ =o ne se ré-
duise à une identité, soit par cMc-meme,soit en vertu de F~,= o. Mais
si cette dernière circonstance se présentait, cela voudrait dire que
les équations

ont deux solutions communes toutes les fois qu'elles en ont une. Or
la théorie a~e~Mc des courbes unicursales, sur laquelle je n'ai pas
à revenir, nous apprend qu'il n'en est pas ainsi. Nous n'avons donc
pas à nous occuper de cette exception qui ne se présentera pas.
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La conclusion est que la transformation (i) est une transformation
birationnc!!c a cocfCcicnts rationnels (je dira! pour abréger une a/ïs-
/c/7M//o/x /c/ /o/ï/«?/) et metnc qu'il en est de même de
la transformation

(lui transforme la courbe plane /*= o en la courl)c plane F~,==o.
La courbe unicursale plane l~=o, étant la projection de K, est

de degré 2, d'où cette conséquence
Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente a une

autre courbe unicursale dont le degré est de deux unités plus petit.
J)c proche en proche, on arrive au résultat suivant

LM<?C<<? M/t/CM/ï~ /0/<C /OM/OM/J~P~/<<? M/~
~0//<? OM M/~conique.

Sur une droite ou sur une conique rationnelles, il y a une infinité
de couples de points, tels que toutes fonctions symétriques de leurs
coordonnées soient rationnelles (c'est ce que j'appellerai des co~/<~
~o~M<~); ces couples rationnels s~obtienncnt sur une conique en

coupant cette conique par une droite rationnelle quelconque.
Donc, MWC~M/<?M/KCM/M~/OM/C quelconque, a

toujours une /«/~ <*OM~ /'<ï//0/MC/.y.
Sur une droite rationnelle, il y a toujours une infinité de points ra-

tionnels.
I)onC~M/ courbe ~M/<? 7*a//0/< ~MC~CO/~MC~<?</e~

/wc~ une //<J </<?~<?/ /o/<y.
Ces résultats peuvent encore s~obtenir d'une autre manière.

.rappellerai ~oM~ un groupe de points tels que toute
fonction symétrique de leurs coordonnées soit rationnelle.
Je dis d~abordque, sur la courbe y=o~ il y a une !nnnité de groupes

rationnels de 2 points. On les ohticnt de la façon suivante
Considérons la courbe de degré /7i< 2

et donnons aux coc-fficieintsarbitraires x des vatcurs rat-tonncUcs.
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Cette courbe coupera /=o en ~–2 points, outre les points
doubles, et ces /yx 2 points formeront évidemment un groupe ra-
tionne!.
Je dis maintenant qu'il y a une infinité de couples rationnels.
En effet, par les points doubles, je puis faire passer ac~ courbes

de degré //< Prenons ensuite deux groupes rationnels de //< 2

points; par les points doubles et par ces deux groupes, je pourrai
faire passer o02courbes de degré i dont l'équation générale
pourra s'écrire

où les a sont des coefficientsarbitraires et les des polynômes homo-
gènes de degré i en x, s, a coc/~c!c/~ /'<ï~o/ï/ïe~.
Donnons aux arbitraires otdes valeurs rationnelles quelconques;

la courbe (3) coupera la courbe/= o
i" Aux points doubles, ce qui compte pour (/~ ')(w ~) inter-

sections
2~Aux points des deux groupes rationnels, ce qui fait 2(w 2) in-

tersections
3" En deux autres points mobiles.
Cesdeux points mobiles formeront évidemment un couple rationne!.

C.Q. F. D.
Considérons la transformation

enverrait, comme pour la transformation (<), quelle est purement
rationnelle; et elle transforme f'= o en une conique, puisque les
courbes (3) coupent/= o en deux points mobiles.
Toute courbe unicursale est donc équivalente à une conique.
Supposons enun in Impair, je dis qu'il y aura une infinité de points

rationnels.

Considérons, en cnct, couples rationnels quelconques, par2

ces coupleset par les points doubles je puis faire passer un faisceau
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de courbes de degré w ayant pour équation générale

les etétant arl)ltralrcs et les 0 ayant leurs cocfMcientsrationnels.
Donnons aux xdes valeurs rattonnclics quelconques. La courbe (~)

coupera 1 = o, non seulement aux points doubles et aux//< 3points
de nos couples rationnels, mais encore en un autre point qui, étant
unique, devra être rationnel, c. Q. F. D.

lïï. Pointa rationnels des cubiques.

On voit avec quelle facilite se traite le cas des courbes unicursates.
Passons maintenant aux courbes de genre ï ctd~abord aux plus simples
d~cntrc cites, je veux dire aux cubiques.
étudions d'abord la distribution des points rationnels sur ces

courbes.
.observe que la connaissance de deux points rationnels sur une cu-

bique rationnelle suffit pour en faire connaître un troisième, t~<enet,
ta droite qui joint deux points rationnels donnes va couper la cubique
en un troisième point qui~étant unique, sera encore rationnel.
De même, si nous connaissons un point rationnel, nous pouvons en

déduire uu second. Pour cela, considérons ta tangente a la cubique en
un point rationnel. Ce sera une droite rationnelle, et elle coupera la
cubique en un autre point qui sera rationnel.
Voyons quels sont les points rationnets (pie l'on peut déduire ainsi

de la connaissance de un, deux, trois, etc., points rationnels donnes.
A chaque point d'unc courbe de genre ï est attache un ~<~

<<yM~ et de telle façon que, sur une cubique, la somme des argu-
ments elliptiques de trois points en li~nc droite soit constante a une

période près. Nous dennirons l'argument de telle façon que cette con-
stante soit nuMe.Nous devons remarquer que l'argument n'est denn!
de la sorte qu~a de période près. Car, si l'on ajoute a tous les argu-
ments de période la somme des arguments de trois points en ligne
droite ne cessera pas d~etrc égale a une période.
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Cela pose~soit M. un point rationnel dont l'argumcnt elliptique
soit o!.
La tangente en M~ira couper la cubique en un point rationnel M.,

dont l'argument elliptique sera –aoc. La tangente en M~, ira couper
la cubique en un point rationnel M< dont Fargument elliptiqm'
sera 4~'
La droite M,M,, ira couper la cubique en un point rationnel M~

dont l'argument sera ;')K; la droite M.~M_, ira couper la cubique
en un point rationnel M~d'argument ~K.
La droite M~M~coupera la cubique en un point M_ d~argument
8otet la droite M.~L, la coupera en un point M:,d'argument ox.
La loi est manifeste et il existera sur la cubique une série de points

rationnels M~,(/~ étant un indice entier variant de --oc M-t-oc) et
t'argument elliptique de M~est (3/~ + t)a!.
Ces points sont tous distincts, à moins que o:ne soit commcnsurabh'

nvccune période.
La droite qui joint deux de ces points M~et M~,passe par un tr<n-

siemcpoint rationnel dont l'argument elliptique est

et qui fait, par conséquent encore partie de la série des points M,
Soient maintenant M,, et T~ deux points rationnels d'argumentso!

et les points M~et i\~ d'arguments

seront encore rationnels le troisième point d'intersection de 1~cn!)npK'
avec la droite ~N~ aura pour argumentt

YoM/t. e!cJ/a</t. (5' xunc), tome VII, Fuse. I!, )~u. 22
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devra être rationnel.
Hn résume~ seront rationnels tous les points d'argument

où et b sont des entierssatisfaisantà l'un des trois systèmesde con-
crucnccs:

en d'autres termes, tous les points d'argument

il et p étant des entiers.
Observons que si l'on joint deux de ces points, la droite rationnelle

ainsi obtenue coupera la cubique en un troisième point dont rare-
ment sera encore de même forme.
Cela montre que /OM les points rationnels que l'on peut déduire

de M,,et N. sont compris dans cette même formule.
Plus généralement, si les points d'arguments elliptiques

sont rationnels~ il en sera de même de tous les points dont les argu-
ments elliptiques sont compris dans la formule

où n et les~ sont entiers.
Tous les points compris dans la formule (ï) sont-ils distincts? Ils Ic

seront à moins qu'il n'y ait, entre les arguments

et une période, une relation tinéairc à coefficientsentiers.
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On peut se proposer de choisir les arguments

(~

de telle façon que la formule (t) comprenne tous les points rationnels
de la cubique. Les y -+-i points rationnels qui ont les arguments (2)
formeront alors ce que nous appellerons un ~~<? ~c~of~ /~o/

/~e~b/<?/~M.y.
Il est clair que l'on peut choisir d'une infinité de manières le système

des points rationnels fondamentaux. On devra tout d'abord dans ce
choix s'arranger de telle façon que le nombre y -)-1des points fonda-
mentaux soit aussi petit que possible. Cette valeur minima de ce
nombre -+-Jsera ce que j'appellerai le /'a/~ de la cubique; c'est
évidemment un clément très important de la classificationdes cubiques
raLionnelles.
Il y en a d'autres.
On sait que les cubiques réelles se partagent en deux catégories les

unes ont une seule branche où tous les arguments elliptiques sont
réels; les autres ont deux branches; tous les points de la première
branche (branche impaire) ont leurs arguments réels, tous ceux de la
seconde branche (branche paire) ont leurs arguments égaux a une
quantité réelle augmentée d'une demi-période imaginaire qucj'appel-
tenu ·

2
Dans le premier cas, tous les points rationnels ont leur argumentt

réel, de sorte que les quantités <x,<x,, sont toutes réelles.
Dans le second cas, il peut encore arriver que toutes ces quantités

soient réelles et il arrive alors que tous lespoints rationnels sont sur la
branche impaire et qu'il n'y en a pas sur la branche paire.
Mais il peut arriver également que l'une des quantités et soit égale
une quantité réelle augmentée de de sorte que l'un des points
rationnels fondamentaux soit sur la brandie paire. Nous pouvons tou-
jours supposer qu'il n'y en a qu'un. Si, en effet, nous avions sur cette
branche paire deux points fondamentaux d'arguments et y, nous
pourrions les remplacer par les points dont les arguments sont et
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et le second de ces nouveaux points fondamentaux serait sur
la branche impaire.
Supposons donc x, x~ x~ réels et soitt

<'tant réel; alors les points rationnels de la branche impaire seront
donnés par la formule

A chacun des points rationnels de la branche impaire en corres-
pondra un sur la branche paire et la dincrcncc des arguments de deux

points correspondants sera x + ·

A ce point de vue, nous devons considérer trois catégories de cu-

biques rationnelles (outre celles de rang zéro qui n~ontpas de point
rationnel) t" celles qui n'ont qu~uncseule brandie; 2" celles qui ont
deux branches, mais n'ont de points rationnels que sur la branche
impaire; 3" celles qui ont deux brandies et des points rationnels sur
l<'s deuxbrandies.
~Sousdevons encore faire une autre distinction; il peut se faire que,

parmi les quantités

(qu! représentent les dinerentes valeurs que peuvent,prendre les dtt-
fct'enccsdes arguments des points rationnels), il y en ait qui soient des
parties aliqnotes d~une période réelle. Considérons toutes celles des
quantités (3 j qui sont ainsi commensurables avec la période réelle,
période que rappellerai <o;leur plus ~rand commun diviseur fera en-
core partie des quantités (3) et comme toutes ces quantités ne sont
dennies qu~a un multiple près de M,le plus ~rand commun diviseur
de et de celles des quantités (3) qui sont commcnsurables avec (o

pourra encore être regarde comme faisant partie de ces quantités (3).
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Soit ce plusgrand commundiviseur; tous les mutttptc~de fc-tit ai
ront partie des quantités (3) et ce seront les seules quantité (3) qui
soient commensurables avec M.

~ous pourrons supposer aioM soit x== ~oit x, = +

La connaissance du nombre s'il existe des quantités (3) com-
ttiensurabics avec est évidemment aussi un des éléments les piu~
nnportants de la elassincation des cubiques rationnelles.
jt arrivera quelquefois que le seul point rationnel fondamental

sera plus généralement, il pourra se faire que les points ration~

nets soient tous donnés par l'une des formules

ou bien que les points rationnels de la branche impaire étant donner

par l'une des formules (/{), ceux de !a branche paire s'en déduisent en

ajoutant aux arguments elliptiques soit -< soit -L.·

Dans ces divers cas il n'y aura qu'un nombre fini de points ra-
tionnels dans tous les autres cas il y en aura une infinité; j'ajouterat
qu'il y en aura une infinité sur tout arc de la cubique si celle-ci n'a
qu'une brandie, sur tout arc de sa branche impaire si elle a dcu\
branches, et ennn sur tout arc de Func quelconque des deux branches
s'il y a deux branches et qu'H y ait des points rationnels sur chaque
branche.
Ainsi se pose naturcHement te problème suivant

()M~/<?.y~<~<?M/~peut-on ~M~ au /~0/<? ~/<<C/'que
~o/~ appelé le rang ~x<? cubique /o/? w/
parmi les C~/C~or~ que nous ~C/ÏO/M~~M/7~7' < ~M/W/~ /M.~
yM~C//0~MC/MC/ï~û~ celles qui /<?/~
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IV. Antres courbes de genre 1.

Les principes précédents sont applicables ades courts quetconqucs
de genre
Considérons, par exemple, une quartique gauche. Chaque point de

cette courbe possède un argument elliptique; et la somme des argu-
ments des quatre intersections de la courbe et d'un plan est nulle.
Si donc les points a, sont rationnels, il en est de même du

pointt <<0~

Si le pointo: est rationnel, il en est donc de même du pomt ~x,
puis des points

<~ en général, de tous les points (~/ï + <)x.
Si y, et sont rationnels, il en sera de même de
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C'est là une formuleanalogueà la formule (t) du paragraphe pré-
cédentet qui sediscuterait de la mêmemanière.
Considéronsplusgénéralementune courbede genre f et de degré

dansl'espace à //ï t dimensions. Un plan coupera cette courbe en
m points et la sommede leurs arguments elliptiquessera nulle.
Lemême raisonnementpourra doncs'appliquer.
Si 0!,x,, a~, sont rationnels, il en sera de mêmede

formule analogue à la formule (i).
On arriverait aisément aux mêmes résultats eu raisonnant directe-

ment sur les courbes planes. Soit Cune courbe plane de degré et de
genre i elle aura

points doubles. Par ces points doubles je peux faire passer
courbes d'ordre 2 qui couperont la courbe en points mobiles;
j appelleces courbes K. Si nous avons w i points rationnels frar~u-
ments elliptiques

M)) X~y t ~M–<)

par ces points je pourrai faire passer une courbe K, cette courbe cou-
pera C en un point qui aura pour argument

et qui sera évidemmentrationnel.
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Le reste du raisonnement se poursuit comme plus haut.
Cherchons maintenant dans quels cas une quartique ou une courbe

de degré plus grand peut être équivalente à une cubique.
Soit d'abord une quartique plane rationnelle quelconque de genre i

Supposons quelle possède un point rationnel P. Par ce point P et par
les deux points doubles, je puis faire passer coniques, qui cou-
peront la quartique en trois points mobiles. L'équation générale de
ces coniques pourrait s'écrire

ies x étant des arbitraires et les o des potynornes du second dc~rc a
coefficients rationnels.
Considérons alors la transformation

ou les sont considères comme les coordonnées homogènes d'un point
dans un plan. Elle transforme notre quartique en une cubique, et l'on
verrait, comme pour la transformation (i*)du §H, que c'est une trans-
formation purement rationnelle.
La quartiquc est donc équivalente à une cubique.

Réciproquement, considérons une quartiquc et supposons qu'elle
soit équivalente à une cubique, je dis qu'elle admettra un point ra-
tionnel.
]~n cuct, soit u l'argument cHIptIque d'un point de la quartiquc;

rargumcnt elliptique du point correspondant de la cubique sera u +/t,
Il (''tant uneconstante. Si trois points de la cubique sont sur une droite
rationnelle, les trois points correspondants de la quartique, qui auront

pour arguments elliptiques o:, y, formeront un groupe rationnel, et
l'on aura

Par ces trois points et les deux points doubles je puis faire passer
une conique qui sera rationnelle et qui coupera la quar tique en un



PMOPHtHTHS AtUTHMHTtQLES DKS COUHHES ALGHBtUQLES. i77
antre point qui, étant unique, devra être rayonne!. Ce point rationnel
aura pour argument, x c'cst-a-dirc 3/r.
La cubique devra avoir aussi un point rationnel. En ciïet, par les

points doubles de la quartiquc je fais passer une conique rationnelle

qui coupe la quartiquc en quatre points simples. Les quatre points
correspondants sur la cubique formeront un groupe rationne!. Par les

quatre points de ce groupe je puis faire passer une inimité de coniques
rationneltes, qui couperont la cubique en deux autres points. Ces deux

points formeront un couple rationne!. Kn joignant les deux points
d'un de ces couptes rationnets on obtiendra une droite rationneHe <jui
roupera !a cubique en un troisième point (pli sera rationnel.

c. Q.f. n.
)!eciproqn''nient, si une cubique a un point rationnel P, elle est

équivalente a une quartiqne. En cnet, je considère dans ~espace un

point rationnel quelconque S; et je considère ce point comme le som-
met d'un cône C du troisième dc~re ayant pour directrice la cubique.
Par le point? je puis faire passer une droite rationnelle quelconque
qui coupe la cubique en deux points M et M, formant un couple ra-
ttonneL Par tes droites S\t et SM, je puis faire passer une surface du
seconddegré rationnelle, t/interscction complète de cette surface et du
cône étant du sixième de~re se décompose en deux droites S\l et SM,1
<'t unequartiqne gauche rationnelle. La projection de cette quartiqm'
gauche sur un plan rationnel quelconque est une quartique plane ra-
tionnette.
!'jt résume
La coudition nécessaire et suffisante pour qu'une quartiqne ra-

tionnelle soit équivalente a une cubique, c'est qu'elle ait un point
rationne!.
La condition nécessaire et sufnsantc pour qn~unc cubique ra-
tonnellesoit équivalente a une quartique, c'est qu'elle ait un poin)
rationnel.
Soit = o une courbe plane de ~cnre i et de degré /;<.Quelle est

la condition pour quelle soit équivalente a une courbe de degré /?,
dont t'equation sera /) = o?
Il faut d'abord qu'il y ait sur /'==o un groupe rationnel de ~points.
Si, en enet, nous coupons la transformée /='=<' par une droite ra-
y~M/y.</<'J/«/A.(3' -t('-)'ic),t.umcVU. )''asc.Il, t<~)f.
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tionnctie quelconque~ceH.cdroite la coupera en p points formant un
groupe rationnel. Les points corrcspondanLs sur /=o formeront
aus8i un groupe rationnel.
.!e (!is inatntcnant. nue cc~c condition est sufnsantc. En cnc~ s'il

t'xisLc un groupe raUonnct de p points, par ce groupe et par les
points doubles je pourrai faire passer une !nnnite de court)es de
de~re + A, (!onL~équation générale sera

on = A'w ou tes Ksont (tes arbitraires, les o des potyno<nes
d'ordre ~–3+A acoetttctcnts raLionncIs et f) un pctynojnc nrhi-
trau'c de dc~rc 3 (!<jk'rtnc ()/ disparaît si A< 3).
Ces courbes couperont /'==o en Aw–~ pomts tno!)nes. Si ron

donne aux x des vateurs rattonneHes, ces A~ points tonneront un
groupe rationnel.
(considérons maintenant un de ces groupes rationnels de Av~

pojnts, par ce groupe et !cspoint-s doubles nous pourrons faire passer
une innntte de courbes de de~re 3 + /f, dont Fequatton gencraL'
sera

ou tes sont des arbitraires, les des polynômes d~ordrc //< -}-
:t coenicients raLionneIscLY)un polynôme arbit-ran'e d~ordrc 3.
(~cscourbes couperont /== o en ponts mohties. Si alors on con-

sidère ia transformation

(où ies~ senties coordonnées homogènes d'un point, d<msun plan),
elle sera purement rationncUe, toujours en vertu du raisonnement,
<'t elle transformera ./==o en une courbe de degré ~parce que les
courbes ('~) coupent ==o en poin ts mobites].
Cette démonstration suppose
i" Que A//<~> on peut toujours prendre k assez grand pour cela;
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2" Que /~3. Si t ou il est clair que le titcoremc est en dé-

faut, puisqu'il n'y a pas de courbe de genre t et de degré i ou
Si /) = t, c'est-a-dirc s'il y a un point rationnel il existe aussi un

~roupe rationnct de trois points (a savoir le groupe qui comprendrait
trois points confondus entre eux et avec ce point rationne!); la court)''
es) donc équivalente a une cubique. Kt l'on démontrerait de mem<'

qu'eUeest équivalente a une courbe de degré quelconque.
Si == c'cst-a-dirc s'il y a un couple rationnel, il existe aussi un

groupe rationnel de quatre points (a savoir le groupe qui compren-
drait quatre points confondus deux à deux et avec les deux points du
couple); la courbe est donc équivalente a une quartique. Kt l'on dé-
montrerait de même qu'elle est équivalente à une courbe d'un degr<
/quelconque.
Si est impairctqu'ilyaituncouple rationnel, il ya aussi un point

rationnel. Car, par les points doubles et par un groupe rationnel d<*

rn r luuirrtscluicornhrcndruit ru r ruints r dm 1~r"t nt points qui comprendrait t points confondus a

''t.avec les deux points du couple, on peut faire passer une courbe d<'
degré w et une seule. Cette courbe est rationnelle et elle coupr
/= o en un autre point qni est unique et rationnel.
Knrésume
Pour qu'une courbe rationnelle de genre t et de degré soit équi-

valente a une courbe de degré ~>3, il faut et il suffit qu'elle possède
"n groupe rationnel de points.
Pour aller plus loin, supposons que notre courbe, de degré ad-

mette un certain nombre de groupes rationnels. Supposons-en trois
pour fixer les idées.
Soient (j,, (j~, G:, ces groupes qui seront formes respectivement de

et points. Soit le plus grand commun diviseur des quatre
"ombres

/),,

Je dis qu'il existe un groupe rationnel de o points.
En cnet, on peut trouver quatre nombres entiers positifs

K, /<y
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\cus pourrons alors mener une tnnnitc de courbes de dc~rc

passant par les points doubles et ayant avec /*==o un contact d'ordre
//<–i 1 aux points du groupe (~ d'ordre A,– < aux points (h)
groupe G; d~ordre /t i aux points du groupe (< rarnu ces
courbes, il y en aura une mMnitc qui seront rationnellcs.
i~ncscouperont /== o, aux points doub)es, cnA, points confondus

avec te groupe C,, en As~~points confondus avec te groupe ('~ ex

/);, points confondus avec le groupe Cg, et en

autres points. Ces 3 points formeront un groupe rationnel.
C.Q.F.D.

Soit alors le plus petit nombre tel qu'il existe sur/=o un groupe
rationnel de points. D'après ce qui précède
i Le degré w est un multiple de ec nombre caractéristique o;
H en est de même du degré de toutes les courbes équivalentes

a/=o;
3" Il en est encore de même du nombre des points d'un groupe ra-

tionnel quelconque de /= o.
Ce nombre caractéristique $ est donc un des éléments les plus im-

portants de la classilication des courbes rationnelles de genre ).
!1 mereste à parler d'un point de détail.
Considérons une quartiquc gauche équivalente à une cubique plane.

t?ar exemple, la cubique sera la perspective de cette quartiquc, eu

prenant pour point de vue un point S de la (luartique.
D'après ce qui précède, ce point S doit être rationnel. Soit x son

argument elliptique sur la quartique et
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son argument, sur !a cubique. Soient, d'autre part,

<X~M~K~

ic'sar~untents des autres points rationnels fondamentaux sur ta quar-
tiuueet

ieurs arguments sur la cubique.
\ous avons vu que les arguments des points rationnels sur ta quar-

hquc' sont donnes par la formule

11faut démontrer que ces deux formules concordent, c'est-a-dn'e
«ne t'en a

Or c'est.ce qui est évident si l'on observe que

V. Étude de quelques transformations.

Son Kl'argument d'un point t'abonne! quelconque sur une cubique;
ta transformation qu! citange le point (Tar~nmcnt dans te point
(Parfument <x M,sera évidemment (ics trois points x,
''tant en li~ne droite) une transformation ~M/</ <jui
changera la cubique en elle-même.
St (xet sont les arguments de deux points rationnels, les transfor-

mations
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seront purement <at!<mneUes;il en sera de même de leur restdtante

D'aiih'urs, si x est rationuet, il en est de même de 2K,de sorte que
ta transformation (/ ~c:+ ~) est pnrentcnt rationtfctie.

,,).étudions de p!us près ces transfortnations (~, K+ ~/).
S) /;) ? sont les coordonnées du point d'argument et 7~

<'ct!esdu point transforme d'argument K-< les équations de la
transformation devront être de la forme

Z étant. des polynômes cnhers en y, a cocfHcKjntsra-
Uonncts.
CofnntCt~former ces potynomcs?
La dt'oiLc =o coupera ia cui)i<~c en trots pom~sM,, \L, M:,d\n'-

~umcntsy,, y~,y~. Considérons !cs transfor'ines de ces trois points
par !a transformation inverse de(<), <pnauronLpour ar~unK'nLs

Considérons d'abord trois points 1' 1~, P:, d'arguments s,, E~,s:
assujettis a la condition nn!quc

On pourra choisir ces trois points de ia<;onqu~itsforment un groupe
rationne!.
Les six poinLs M,, M~ M~ P~ 1\, F;, seront, a cause des reta-

tions (2) et (3), sur une même conique, et cette conique sera ration-
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ncHe.Sott

J'quation de cette conique; je puis supposer qu'elle est écrite de tette
façon que les coefficients de X, soient entiers et premiers entre eux.
D'autre part, la droite ~==0 coupe la cu!)i<pjeen trois points

ayant pour transformes Les six points
]\, P~ I\ sont sur une même conique rationnelle dont Inéquationpeut
s'écrire

Y.==o,

t<-scocfucients de Y <tant entiers et premiers entre eux.
De même, ia drottc j = o coupe la cubique en trois points Q,, (~,

Q:,ayant pour transformes Q' Q~, Q~ Les six points Q~ Q~ Q~ t\~
t\, P:, sont sur une même conique rationnelle dont l'écluation peut
s'écrire

Z,==o,

lescocfncicnts de Z étant entiers et premiersentre eux.
Considérons alors la fonction

ce sera une fonction doublement per!odt<juede rarement etiiptKph'
du point cette fonction ne pourra devenir infinie, car !e dcno-
'mnateurne peut s'annuler sans <pte le nutnerateur s'annuic. !~Hcs<-
réduira donc a une constante; pour la même raison

~) c <Lanttrois entiers premiers cnLrceu\.
Ainsi la transformaLion(i) peut s~crirc de t-cU~fa(;ot<que X~Y, Z
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soient d<<j~oivnonic~du '«'coud ordre, ~'ta est mcinc po~thic d u<«'
)nf!nitc de mantct'cs, car h's tr~m p~tnts P,, r~) ?, ne ~on~a~ujftH~
~u'~ une scu!<'<atit<
So!cnL Y Z tro!s p<dvnom~ <!usecond d<<' fonnc~ comm<'

Y, X. mais <'n rcmp!a<<<ntics tro!s points P~ 1~~ ?;, par tros autres

points P,, P~ t'~ as«uj<'n!scomtoc eux a la condition La trans-
formation

devra être ia m~'me <pje !a tiansformation ~<); je veux dire par in
qu'un po!t)t df htcuhK}UC/= o a rn<~ncHansff)t'tnc,~u'on lui ïipj~Hju''
r~nc ou i'an)r<'<h's(!<'u\transfonfjaUons. Lcsd~uxtransformations
<'L A/~)pout!'<t«'ntct<c apptKjuwsa nn pont que!('on<ju<'du pian:
mais alors les <n\ transformas ne s<'ra«'nt pas tes nx~nes.
Mr<sn!tcd<'ta <px'!<'strois pot\ <torn<'sduquatri<m<'(!c~r<'

Y/-X~, Il X\X, \Y–Y\

sont divisihtf's par
n import<'d<'r<'<nar<}Uf'r(p)cla transformation~) est un<'//<

/<o// ~c/< c cst-a-dit'f (pt onpeut<'n tirer tes rapports en
J .v/

fonctions rationncth's de 7,, a!ors mrnje que te point j n es)
pas assujetti a rester sur la cubique eL et<enet, deux des conifptes

ne se coupent qu'en un seul point~tnobi~, fit dc!tors des tt'o!<,pom<s
f.t.pt.p p pU~t.~i,,J~,t:
Cf's trois pott~s tivs sont !<'s~ de ta transfortr)at!<))i.
Si J'on résout, tes equattons( t), on trouve

<4;

Y~ Z<,/'tanL des pahnomcs du second dc~rc. La transforma-
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tion (4) c~ ainsi la transformation inverse de (ï). Que!s sont les

j~oint~bases de cette transformation inverse?
Je rappcUc (lue, dans une transformation quadratique Cremona,

t~ute droite passant par un point~base se transforme en une droite pas-
sant par un point-base de la transformation inverse.
Soit doncune droite D passant par P,; elle coupera !a cubique en

deux autres points 1~ et H~; la somme des arguments de ces deux

points sera constante et <~aie a –s,. Soient H~ et M~les transformes
<!<'H<et J~ la somme de leurs arguments sera constante et égale a

La droïtc Il;, H~ transformée de P, cnupera la cubique en un tro<-
<.K''mc~tnt R, dunt rargument sera

Cette quantité étant constant, ce point R, restera nxc quand ta
<h~!t<'!) fumera autour de 1\. Donc R, est un des points-basr's
<!<'~)< Les deux autres, 1~ et R,, auront pour arguments

Ainsi les trois points-bases de (~) sont encore sur la cubique, et la
~Humede leurs ar~umct~s est

3K-3~.

Si donc nous considérons les trois points R~ H~ R~, leurs transfor-
nn's, qucj~appcllcrai Q~, Q~, Q~ seront en ligne droite, et les trans-
formes de leurs transfonnes sont les trois points P,, 1~ et P,.
Considérons maintenant l'expression

/(X,Y,Z);

t'e~un polynome du sixième degré en x, comme la transfor-
Journ. ~fïf/t. (5* s6rie), tome Vil. FMC. H, <c,ot.
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mation H~tt<'rcpas !a cuh!quc /*= o, on aura idcnttqucn~nt

<'hu~ unpo!ynontc <hitt'ois!c:ncdc~re.
(~omtnc les ~rcts po!nts-!jmcs P,, P~, P, doivent cLro des pomts

trit~cs pour ia scxttnuc

ft <ptcce sont des points simples pour !a cu!)!(juc

ce seront des points doubtes pour la cubique = o; de sorte (}H<'<-<'Hc
cubt~uc ~=o se décomposera en ho!s dî'okes (jui seront !cs cotes <!n
tnnn~!ei\l\P,.
D'autre les transformations (i) et ~) étant inverses !ne de

Vautre, on aura

Les premiers membres étant des polynômes du quatrième de~r<
sera un polynôme du troisietue de~re; les trois points-bases étant d<'s
points doubtes pour les quurLifjues

seront aussi des points doubles pour la cubique 7~= o. Cette cubique
s~(!cco!nposcainsi encore en trois droites qui sont tes trois cotes du
triante r,t\r,.
~\insi les deux polynômes y;et y/ ne peuvent dinerer que par un

facteur constant.
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Le potynomc est dccotnposabte ~M~o//?/ ~M~<ï/ pn
tro!s facteurs Hnc<nres;mais il n~u't'ivcrapas toujours que cette decoi))-

nos!t!onsoit poss!h!c au point de vue arittunetique. Ceta arrivera s!
!<'«troispoints i\, P~ctP,sontrat!onuets. ilestciairq~Hesttoujouts
nosstbte de choisir ces trois points (qui sont assujettis scuiementa ta
condition 3) de tetic ~onqu~iis soient rationne)~;et cela d'une innnib'
d'' tnanieres en prenant

<~<'stiasupposition qu<*nous adopterons désormais, saufa\!scont)'a!r<
Supposons (pic~ j so!cnLtrois cntk'rs prctn!)'s <n)rc otx;

Y, /sottLc~al<'ni('ttL trois entiers; il importe <!csavoir <{u<'t<'sL!<'ut'
ptus ~rand commun cUviscurS.
~er\ons <ptc

sonLd!\)s!!)tcs par S~. !t en t'<sn!t.<'<~nc7)' csLdiviistbtc p:u' S~. (~cst,
<i<jaune consideraLtOti(jUipout'i'a ijousnidcr a dcLcnniner S.
~onsid/'t'ons de nouvc'an les tt<'ntpoints

\<Hisavons u (~n'itsottt pour ar~nmcn~s

!'vcc ta condition

!~?!a resulLchnmedIaLenient que ces neuf ponds se trouvent trois a
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trois sur sept droites~qui sont les droites

Ue plus, la somme des arguments des neuf points (de même que celle
des arguments des six points P/ et H/) étant nulle, on conclut que les
six points P/ et R/ sont sur une même conique C, et que les neuf points
sont sur une infinité de cubiques.
On voit alors que les six points Pi et Ri sont les sommets d'un hexa-

gone de Pascal inscrit dans une conique C, et que les points Q,,
Q~ Qa en ligne droite sont les intersections des trois paires de coLcs
opposes de cet hexagone.
Considérons les cubiques qui passent par les neuf points; elles

forment un faisceau. L'une d'elles est la cubique proposée ~*= o. Une
se décompose en une conique qui est la conique C circonscrite a Fhcxa-
gonc de Pascal, et en une droite qui est Q, Q~Q;. Deux des cubiques
se décomposent en trois droites qui sont pour l'une délies

(7)

';t pour ('autre

w

La transformation change la cubique f en elle-même; elle change la
conique C dans la droite Q, QaQa et inversement; elle change les trois
droites (~) les unes dans les autres, de même que les trois droites (8).
Il y a donc quatre cubiques du faisceau pour lesquelles on voit immé-
diatement qu'elles ne sont pas altérées par la transformation. Il sufn-
rait de le savoir de deux d'entre elles pour conclure que cela est vrai
pour toutes les cubiques du faisceau.
Toutes les cubiques du faisceau sont donc inaltérées par la transfor-

mation ('). Si
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sont les équationsde deux de cescubiques, on aura évidemment

étant une autre constante. Or cela n'est possible que si <x== = t
d'où il suit que le cocfucientY)qui figure dans rcquation (~) est h*
même pour toutes les cubiques du faisceau.
Soit maintenant

cellede la conique C; je supposerai que lescoefficientsdu polynômeD,
demême que ceux du polynome S sont premiers entre eux. L'équation
deC pourra également semettre sous l'une des deux formes

et 0. étant des entiers.
Nous trouverons ensuite
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(~OH

<'t pn~itt

VI. Subdivision des classes en sous-classes.

Soient C et C doux cubique cquivaletites; on pourra passer (te C
a C' par une U'atis~tnat!on pnn'tnctiL raL)onn<tc T(~t, comn~cnous
aHons te voir, srf'a ~ncratetncnL une transformation quadratique. Soit

<'<'tt<*transfonnation ou Y, Z seront des poiynomcs entiers a
ro~niciotts rat!onn<'is.La <troi~ x ~o coupera ta cu!)iquf (~ ~n tt'o!s

p~Hi~ M,L, (rat'~njn('nLsY,,Y;Y: So!cnLM'1~, M~icsh'axs-
f<n'n«''sde ces trots poinLspaf la h'anstot'tnaLton T"' nnersc de T;
<'<'strois points seront sur !a cuh~nc C et. auront pour arguments

Par ces trois points qui formeront sur C un groupe raUonnct et p.u'
deux pomt-srahonnds qLictconqucsdu plan, je puis fan'c passer mh'

('unique ra~onnetle qu! coupera C en trois autres points que j~ppcHe-
rat P,)! qm fot'tncront un groupe rattonnct et dont tes argu-
ments s~ s~,s:,seront !lespar la rotation

Soit ===o, !'e<piationde cette conique.
D~autre part !a droite = o coupera (~ en trois points i\ I\~

dont les U'ansfouncs par T'' que j'appeUe N'N~,Ng auront des

arguments dont !a sofnrnc sera –~A (pour !a même raison que ta
somme des arguments des trois points M' M~M;f).
Il résulte de la (~te Jcssix points N~ N~, i~, i~, P:, sont sur une
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même con!<jucqui est, rationneiie puisque ces s!xpoints forment deux

"rottpes rattonncts. So~ Y, = o i'eqtfaLiottde ccHe conique.
j~m ta dro~c j = o coupera C' en trois pointsdont. tes transformes

nar T seronL avec P, et~Pg sur une jneme conique raUonnette
()onLt'<(ptaL!onsera X,= o.
Les potynonies Y,, Z, sont du deuxième de~re et a coefUcients

)-.t)t0!n'ets.
On yerraiLconnnc dans le paragraphe précèdent que tes fonctions

doxbk'tnent périodiques

se ]'<(!u!scnt.a des constantes ratJonndies que nous pouvons supposer
<n''s a i sans i'csLt'ehidrela ~'ncraMtc. On pcnLdonc prcndi'c

Ainsi l'on peut Lonjourssu ni oserque k's noiynoines X, V cL sont
<)u(k')tx.K''jticdc~t'<cLsont h~spnjjnicrs mctnbrcs de ~cquaLon de Lru!s
«))ti<~tcsayanLtrois pumLscotuttintts. ii en rcs~Lc que laLt'ansforma-
)!«))TcsLuttc U'ansfortnaLionquadraL~qucCrcmona, ayanLpcurpo!t~s-
hascs r,, r~ r: Si nous l'csoivons les équations ()) nous trouvons

\Z,, <atiL Lrois potyttomcs du deuxième (k'~t't'' n coct'ncicms
J'i()iunn(.'l!.i.
ijcs (''quaLions(2) d(''imn'OHtia L)'ansfot'mat.io]iT"' inverse de T.
Quc)ssonLles pon~s-bascs de ccLt,cL'ansfonna~on?
SoiLD une droiLc (~iciconquc passant, par i~;ciic coupera C ctt

dcnx .mLrcspouUs H, <'L11~dont. les argmncnt-s cLr devront saUs-
<rc a ta rdaLiott

Les U'ansfot'mcsH', cL11~de ces deux ~oinLsseront,sur C eLaurut~
j'our arguments M+ laeLf + A'.La Lransformccde D csL uneconn~K'
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qui doit <M'dccompo~r en deux droite-!dont l'une est la droite T~M,
<'trautre est la droite H, H~(lui doit paMer par R,<
Or la droite Ji~H~coupe C' en un troisième point dont rar~nncnt

doit être 2~r<H re~te donc fixe quand la droite D tourne autour
du point 1\. Ce ne peut donc être que le point H,.
En résume tes troMpoints-bases de (2) sont sur C' et ont pour argu-

ments

remarquons que notre transformation Cremona (<) transforme
toute cubique passant par les trois points P~P~P, en une cubique
passant par les trois points U,, H~ I!
Quelle est la condition pour que parmi ces cubiques il y en ait qui,

tout en étant de genre t, soient leur propre transformée? Diaprés ce

que nous avons vu dans le paragraphe précédente il faut d'abord que les
six points-bases soient sur une même conique. Si cette condition est

remplie cette conique se transformera en une droite, de sorte que les
trois points R,, R~ H, auront pour transformes trois points Q,, Q~,
Q~ en ligne droite.
H faut ensuite que ces trois points Q soient les points d'intersection

des côtés opposés de Fbcxagonc des points P et R. Si cette condition
est remplie nous avons vu que les cubiques qui passent par les neuf

points P) Q~R ne sont pas altérées par la transformation.
Il résulte d'abord de là que si la cubique C est équivalente à la

cubique C' et de telle façon que les arguments des points correspon-
dants dînèrent de k, il yaura sur C une inimité de groupes rationnel
de trois points dont la somme des arguments sera 3/f. Ce sont les

points dont les transformes sont sur une droite rationnelle. Il y aura
aussi sur C une inimité de groupes rationnels de trois points (je dirai
(le /r~ rationnels ou simplement de triplets) dont la somme des
arguments soit 3~, comme par exemple le triplet P,, P~, P,.
Réciproquement s'il existe un triplet P,, P~, P, dont la somme des

arguments soit 3A~la cubique C sera équivalente à une cubique C
de telle façon que les arguments des points correspondants din'ercnt
de a un tiers de période près. En effet ces trois points formant un

groupe rationnel, on pourra faire passer par ces trois points trois
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changera alors C en une autre cubique C' satisfaisant à la condition

proposée.
Si maintenant il existe un triplet dont la somme soit 3/f, il en exis-

tera une infinité dont la somme sera 3k; car par ce triplet onpourra
faire passer une infinité de coniques rationnelles; chacune d'elles cou-

pera la cubique en trois autres points formant un groupe rationnel de
somme –3~. On en conclut immédiatement que s'il existe un triplet
de somme 3~, il y en a une infinité.
Je dis maintenant que s'il existe sur C un triplet de somme 3~ il y

en a une infinité de somme 3nk, n étant un entier quelconque positif
ou négatif. Pour cela, d'aprcs ce qui précède, il me suffira d'établir
que s'il y a un triplet de somme 3/r et un triplet de somme 3~ il
y en aura aussi un de somme 3~r(/+- /~) et par conséquent un de
somme3/f(/<- /~). Considérons en cnet six points formant deux tri-
picts de sommes3/f et 3/
Par cessix points et par trois points rationnels quelconques du plan,

je pourrai faire passer une cubique qui sera rationnelle. Cette cubique
coupera C en trois autres points formant un groupe rationnel et la
sommedes arguments sera 3~(/ï'-t- /~). c. o. F. D.

De là résulte la conséquence suivante
Si C est équivalente à une cubique C,, de telle façon que les argu-

ments des points correspondants sur C et C, diffèrent de If, elle sera
aussi équivalente à une infinité d'autres cubiques C:, C~ C,
L.-<,C.C. et cela de telle façon que les arguments des
points correspondants sur C et C~dill'èrent de nk.
Une question se pose ensuite. D'après nos définitions deux cubiquessont équivalentes ou appartiennent à la même classe si l'on peut pas-

yo«/ de ~~ï~/t. (5. série), tome VII. Fasc. 11, i~i
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scr de l'une a l'antre par une transformation ~<x~o/?/c a coeffi-
cicnts rationnels. Je dirai qu'elles appartiennent à la memc.yoM~-c/~w~
si l'on peut passer de runc à l'autre par une transformation /ïe~c a
coefficients rationnels (je ne dis pas entiers).
On peut alors se demander si toutes les cubiques C~,que je viens de

définir appartiennent à des sous-classes différentes. Hicn que Ion
puisse passer de C à C,~par une transformation quadratique, de telle
façon que les arguments des points correspondants dHtercnt de /<A,
ce n'est pas une raison pour qu'on ne puisse pas également passer de C
a C~par une transformation /c, et par exempte de telle façon
que les arguments dcspoints correspondants soient <aux.
11faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que C soit transformable

en elle-même par une transformation quadratique, la dinerence des
arguments des points correspondants étant
Or je dis que C n'est pas altérée par une transformation quadra-

tique rationnelle qui change le point d'argument dans le point d'ar-
gument M-+-3A. En d'autres termes, je dis que les coordonnées du
point M+3~ sont des fonctions rationnelles des coordonnées du
point u, ou, si l'on aimemieux, les coordonnéesdeM+3 A'serontration-
nelles, après ~o/o/x cle.9coo/o/~CM du ~o/ au <~o/~<x/
/'<X//0/6'
Soient, en cnet, s,, s:,les arguments des points de C qui forment

un triplet dont la somme est 3 A.Par le point u et par un point ra-
tionnel quelconque du plan, je fais passer une droite qui coupe C en
deux autres points ayant pour arguments p et on aura

Les deux points et(p formeront un couple rationnel ~a'o~c-
~0~ ~.9 COO/0/~CC.9du ~Of/~ u.
Par les cinq points E,, s~, u et w je puis faire passer une conique

qui scr~ rationnelle <'</?/ a~o/~c~o~ des coo/Y~o/ii/~c.y~?u; cette co-

nique coupera C en un sixième point qui sera rationnel après adjonc-
tion des coordonnées de u.
Ce point ne sera autre que le point u + 3 k.
C'est ce qu'il fallait démontrer.
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Ainsi les cubiques C ctC, ou, plus généralement, les cubiques C~et
C~ appartiennent a une même sous-classe. Donc CM~ C,,

/<?/~ ~/< ~~f-c/<Mf~~<~ ~/<Mf.
Pour aticr plus loin, deux cas sont à distinguer le premier est celui

où la cubique C admet un point rationne!. SIalors x est l'argument de
ce point rationnel, et si la cubique Cn'est pas aitcrec par une transfor-
mation purement rationnelle telle que les arguments des points cor-

respondants diMerent de 3~r, le point d'argument x + 3~ sera aussi
rationnel.
Je dis que C admettra un triplet dont la somme des arguments sera
3~ de telle façon quelle sera équivalente à une cubique 0,~ la dine-
rence des arguments des points correspondants étant /r. En eilet, par
ie point &je fais passer une droite rationnelle quelconque; elle coupera
Cen deux points d'arguments et formant un couple rationnel. On
aura

L

Par les deux points et par le point rationnel K-t-3~ et par deux
points rationnels quciconques du plan je fais passer une conique qui
''st rationnelle; elle coupe C en trois autres points qui forment un tri-
pict rationnel et dont la somme des arguments sera

Si maintenant la cubique C a un point rationnel, tous ses points ra-
tionncts seront compris dans la formule

la cubique étant supposée de ran~ -t- t.
Je suppose de plus qu'aucune des quantités

lie soit une partie aliquote d'une période~mais que
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~icnt d<~~rttca at~uote~d'unepériode,de telle fa~onque pour <~<y

~oit une période (~ étant un entier).
Quel sera le nombre des sous-classesde la classe dont fait partie C?
Queue est la condition pour qu'il existe une cubique C~équivalente

a C, de telle manière que la diuercnce des arguments soit ~r?
La condition nécessaire et suffisante c'est qu'il existe une transfor-

mation de C en elle-même, la dinerencc des arguments étant 3k; c~est-
à-dire que

Maintenant deux valeurs et /r" de conduiront à deux cubiques
C~et C~ appartenant à la même sous-classesi

L'équation (3) nous donnera les valeurs de on voit qu'à chaque
valeur du second membre correspondent neuf valeurs distinctes de k,
digérant entre elles de de période. Mais il importe de remarquer que
ces neuf valeurs ne nous conduiront pas à des cubiques C~appartenant
a des sous-classesdifférentes. En cHet~Parfument d'un point de C~est
défini par cette condition que la somme des arguments de trois points
en ligne droite soit égale à zéro (ou plutôt à une période). Mais cette
condition ne dennit évidemmentl'argument qu~a de période près.
A chaque système de valeur des entiers

~P~

correspond donc une cubique C~.Mais si deux pareils systèmes d'en-

(') C'est d'ailleurs le seul cas ou Fonpuisse passer de C~ à C~' par une trans-
formatton t!nea!fe ~c /~<M ~M~ ~t~c/~ce ~M/M<?/~ /?o<sformation linéaire deM/ï~ c<?/M~/ï~/ la !i peut arriver aussi que des puisse
correspondants soit une constante; mais il peut arriver aussi que l'on puisse
pasier d'une cubique à t'autre par des transformations linéaires d'une autre na-
ture que nous appellerons /<y?/ Nousy reviendrons plus loin.



PROPRETÉS ARtTHMETtQUBS DES COURBES ALGBBBtQ~BS. '97

tiers ne dînèrent que par des multiples de 3, les cubiques correspon-
dantes sont de la même sous-classe. Si le second membre de (3) ou
de (4) ne pouvait jamais devenir égal à une partie aliquote d'une pé-
riode, le nombre des sous-classesserait alors 3~' au plus.
Mais si, par exemple, ~(~– a:)était une période, ctquelc nombre

entier mqne fût pas divisible par 3, on pourrait prendre deux systèmes
d'enticrs

n n h h
~7~7~

de telle sorte que chaque nombre du premier système soit égal au
nombre correspondant de second système, à l'exception des nombres~

Si alors k' et /!r'sont les valeurs de correspondantes, on aurait

De telle façon que les deux cubiques C~ et C~ seront encore de la
même sous-classe.
Donc, pour que deux cubiques soient de la même sous-classe, il suffit

que les deux systèmesdentiers correspondants ne dinercnt que par des
multiples de 3, à l'exception de ceux desnombres de ces deux systèmes
qui correspondent à des dinerenccs o~– a, qui sont des fractions /??;
(i'unc période, l'entier w, n'étant pas divisible par 3.

Si donc il y a nombres non ~/f/<?~a/' 3, /c c/~M~
co~o~c/'a de 3~ .M~-c~~ au pluy.
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Considérons, par exemple, la cubique

En vertu du théorème de Fermai citent que trois points rationnels
qui sont les trois points d'inHexionen li~nc droite,

H y aura donc, au plus, trois sous-classes distinctes qui corres-
pondent aux valeurs de k,

Si nous faisons la transformation

dont les points-bases sont les trois points d'inflexion non en M~nc
droite

et dont la transformation inverse est

notre cubique se transforme en la suivante

qui appartient à la seconde sous-classe; elle admet trois points ra-
tionnels
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correspondant a ceux de la cubique proposée. IJest a!sc de vérifier que
chacun d'eux se trouve sur la tangente menée à la courbe en l'un des
<!<'uxautres; ils ont respectivement pour arguments

Si l'on voulait maintenant construire une cubique équivalente à la
cubique proposée et de telle façon qu'au point d'argument u corres-

pond!! le point d'argument ~+ –') il suffirait d'intervertir dans nos

U'ansformationsle rôle des lettres~ et -s.11est clair qu'on retomberait
de la sorte sur la même transformée.
~ous n'avons donc en tout que deux sous-classes, et le nombre des

sous-classesn'atteint pas Jemaximum prévu par l'analyse précédente,
qui serait 3. Cela tient a ce que C est transformable en elle-même par
une de ces transformations linéaires impropres dont j'ai dit un mot
plus haut et sur lesquelles je vais revenir.
Supposons qu'une cubique C soit transformable en une autre cu-

bique C' par une transformation birationncllc dont je ne suppose pas
)''s coefficientsrationnels.
Soit u l'argument d'un point M de C, et M'celui du point correspon-

dant M' de (7. Nous pourrons toujours supposer que ces arguments
ont été delinis de telle sorte que les périodes soient les mêmes pour
les deux cubiques.
Cela posé, il est clair que Met u' devront être liés par une relation

linéaire

M'==;?M+A',

<'tque cette relation devra être telle que u' augmente d'une période
quand augmente d'une période et réciproquement.
Cela peut arriver de trois manières
i" Si .9 ==ï, les périodes étant d'ailleurs quelconques. Je dirai alors

que la transformation cst/?/'o/?/'c.
2" Si ~== t, les périodes étant d'ailleurs quelconques. Je dirai

alors quec'est une ~/M/b/o~ ~/7~o~'<?~c/c.
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Si s et les périodes ont des valeurs convenables. Je dirai alors
que c'est une ~'a/b/a~o/! ~D/'oD/'c~cc/c.
Jl y en a de trois sortes
!° = ±: le rapport des périodes = i (transf. quaternaires);

<~t
2°=<?le rapport des périodes = s (transf. ternaires);

±~
3° = c le rapport des périodes = s ( transf. sénaires).

Pour que la transformation soit linéaire, il faut et il suffit que trois

points en ligne droite avant la transformation restent en ligne droite
après la transformation; c'est-à-dire que si

ce qui veut dire que /f doit être un tiers de période.
Les plus intéressantes de ces transformations sont celles qui trans-

forment C en elle-même. Quelles sont les conditions pour que ces
transformations soient purement rationnelles, c'est-à-dire aient leurs
coefficients rationnels?
Je ne reviendrai pas sur les transformations propres. Commençons

par les transformations impropres générales. La condition nécessaire
et suffisante pour que la transformation (M, u -+-/c) soit rationnelle,
c'est-à-dire pour que les coordonnées du point u -t- A soient des
fonctions rationnelles de celles du point u, c'est évidemment que le
point d'argument /f soit rationnel, puisque les trois points M,
u + Aet Asont en ligne droite.
Soit maintenant = i et supposons d'abord la transformation

linéaire; nous pourrons supposer A==o. Quelle est la condition pour
que la transformation (~ iu) soit rationnelle?
Les points doubles de cette transformation seront donnés par

l'équation

w et w' étant les périodes; mais le rapport de ces périodes étant égal
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nul .hhoct deux soiuLtonsdtsUnctcs

(j'sdcux poinLsdoivent donc former un coup)e rationne! si ht Lrans-
fxrtoaLionesLraUonneHe.Mais ie pren)!er étant un point d'inncxion,
taudis qu'il n'en cst pas de mcm<'de t'au~'c, Jcs dcu\ po!nt.s dcvron)
<)rc )'on <'Li'auU'c rationnels. Si d'aiHcnt'ste sccon(!de c<'spoints <'sL
t.thonnci, i~ pt'cnnci' rcst n(''ccssatt'cnf<'n~puisque ta Lan~'ntc au
sccottd\a passer par Ic pronicr.

S«icuLa!orsAtcpointM=o,Bicpoiut,~(i-<-<),€<') !) h's poiuLs

~r) /~(d<' !.cHcfa<;onque tes trois poiuts H, C, Dsoient. <')<ti~tn'

<i)oko. Soit Munpointquctcon<)uc ~cL \t/ sou transforjm'' !.<*
r.)pporLa!duu'i)jonI(ptCdes qunLrc;droites HA, HC, t~t, H\ qui ~st:
< onstant,dcvraiL uLrcraLionnct si ta transfortnaLion c~ait.rationncih'.
<))'t) csL<at a donc ta transfonnaLionne peut <Lrcra)ionncttc.
Il ))'\ a donc pas de LransformaLionquaLcrnairc raLionnc! <'t

ti)t<)ircd'une cubique en ettc-inonc. Passots aux transformations U'r-
)).)ir<'s.
Soi) (~s') mK' LransforniaLionk'rnairciincaire; tes périodes ct-anL

f'j ~'t .y(u,it~spoints doui)tcs de la LransformaLionsc'ronLdonn<s par
h'-quaLion

')')' ndnn'L t.)'o!s sotuLtOtis dtsLmcLcs

C''s trois points doubles sont en ligne droite et, so!it des points d')n.
tL'~iut).Ils doivenLi'ormcr un groupe rationnei si la t.t'ansi'ot'nmLionest.
''ah<mneHc,de sorte que lu droite qui lesjoint est t'ationneHe. Soit U
<'<'ttedroite.

7o«/<.(/c.)/a~. (.j' série),t.<tmcVtt )''fsc. t'~n.
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Soient \t onpoinL M<p)ch'on<jt)<~M'et M~sesdcnx Lransformessuc-
f'f'ssifs .sv/<'L.s'~M.Ces Lroispoints sonLcti !i~nc droite, et, touL<'sics
<h'oitcs \tM'\J" YonLconeotH'h' 01 un incinc point A (pui<' <!<'ta
droite D p:!)'t'apport a ia ('nh)~m') ~ui doit <U'<*raLionnc!si ht h'ans-
fo!Hation <'st t'ntionm'ttc.
Cc!<<pos< !<'t'<tppo)'Latth{)t'tnoni<ptcdu point A, d<'spoints \t, M'

<'( d<' rinL<Ts<'ctiond<' a\<'c 1), t'nppot't oui est coosUtnL,
dcvt'.tit <<)'(')':dionn<'tsi ta trnnsfoi'mation ctnit raUonncitc. Or it est
<<d a
Il n<'po~ (!onc y avoir de tr.mst'orntnLionsLcrnaircs iiticait'cs <'t

r:niottnc)!<<d~nnecuhifpn' <) fth'-incmc (ni par conscqucnLde Lt'ans-
fonnaLionss~nan~s).
t~n rcsuHK' c~ ~<< ~c /«/<j/o~ <

f'f- <y~vo/~ /û!s~ /o/~Y' .s'c~ /< /Y<

A vrai dir< h) d''tnons))':t)io))qui pr<c<dc est. encore it)compt<Lc.
pnIsqti'cHfm' s'apptitpfc qtf'au cas (!<'A==o cL<ju< pour (p~mmtrans-
fortnationsoiUmcairc, il suftiL(}u<' soiLun Licrsd<' période. \'tnis
nous aïïons (''U'ndrcte rcsuttaLau cas de A'(juck'onquc, c~cst-a-dircnon
scuicrncnLaux traosformaLionsImf'ait'csoù csLun tiers de période
sans être !iu!, njais encore axx transtormaLions hirationneUcs <?«'
con(ptes.
SoiL(/ + A')nne transfortnatiott quaLernairedeCcHenc-metne.
.espoints donbh's serotft

ctfo)'tnL't'()t)Lmt<'oupt<')':H!<j))nc!,<ro)'<Ih'c8utLcqn<'tc[)()i!~

'lui est en tt~ncdt'oiLcavec i<(!ct!x~t'<'nnct's,sct'n lui-menu'raLiumn't.

.rnppcHc ces U'ois potnLsA, A' c! U.
La U'unsforma~ionproposée csL h Lransformahon!jnpropt<'
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~n<a!c (M, u + /r + /t7), c).,si elle est rationnetic, !(' pointt

quej'appcHe C) sera lui tnetne rationnel.
Soit M un point quelconque Met ~r son t-t'ansfonnu + L.)

<h'o!tfMB coupera la cutxquecn un troisième pomLM,, et la drotLc
M'i~coupera la cubique en un tï'olsx''tnepoint M, qui m'ra h' U'ans-
fonnc de M,.
Lesdroites MUcLM'H formeront donc un faisceau homo~raphique

<!onLles droiLesdoubles seront la droite AA/H, qui est rat!onne!te, et
Indroite BD, qui joint !c point 13aux deux points

<juisont transformes l\m de l'autre et forment u)t couptc i'aUotmc).
Cette (h'oite devr.ut (''g'~tcuicut.(''trc rationnfttc.
Le rapport anharmoruquc constattt des quatre di'MtcsHA,Ht), )~J,

HM'devrait ctt'c ratiottne) si ia transfonnaLKmeLait rattounc~c. Or,
il est c~'ala donc notre transformation ne saurait être rationneHe.
considérons inamtcnant une transformation ternaire (~M-t-A),

i''s trois points doubles de cette transformation auront pour arguments

Lasomme de leurs arguments scra~a une période prcs, A'(2+ .s),et.Us
to'jnero)~ un LnpieLranonncl. So!ent A, A', A" ces U'oispomLs.
ce Lt'tptct, raLiormel,je pourrat ian'e passer une cot)!(ptc raLton-

"ctie <piej'appc!le Ket qm coupera !a cubique sui\'<utLun auLrcLnj~et
''ahonnel qucj'appcite T; la somme des ar~timctu.s de ce tripteLsera
/.(.~ + ~).
So!oiLensLuLcM h point M' et M~sesdeux tra!tsior)u<s successifs

<toaLles ar~umciUs sotH:
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Lu somme de ces trois arguments étant A'(2+~), les trois points
M"et te triple! Tseront sur une même conique q)jej'appe)tc H.

Soit D rintersccUon de H et de K.
<))ivoit tout de suite quepar un point de !a cubi(~uepasse uuesode

des coniques 11,d~ou I~onconcint <p)cces coniques passent par quatr''
points fixes; trois deces points forment,le tripletT; !e quatrième, qu''
j~ppeUe E, est.en dehors de la cubique. Ktant.unique, il estraLionne!.
Le rapport anharmonique des quatre points K, D, M, ~F sur la

conique li est constant. Si )a transforniation était rationneHe, il
devrait, être rationne!. Or il est e~al a
Il ne peut donc y avoir de transformations rationneites ternaires, ni

pin' cons<<juentsenaircs.
I~nrésume. M/~ /<.?/7/o~ ~~M/<~cM~/y/~ <w~

/?c~?~ r/c /u/.y /o~ .s'c/<2~ /'<c/~<?/
Si une transfoi'tnatton biratIonneHe T transforme nnc cubique en

une autre cubique C~ nous appellerons l~ar~ument eltiptique d'un
point M de C et M'i~argument de son transforme M'sur< \ous
pourrons toujours supposer

= du,

carsi~csLunc di~erent-icHcabeitcnne de première espèce pour C,
c'en sera une aussi pour C'. Donc M'et Mne dinereront que par une
constante et l~onaura

== -)-

\ous supposerons toujours ~deiini de tc!Ic fa<;onque la sojnme des
argument! ()c trois points 01 ti~nc droite soit nut!e, <'equi dennit A
a depériode près.
Supposons que Tait ses coefticieuts rationnels, et (p~uue second''

transformation T, a coei'ncicnts rationuc!s c!ia)i~cC en une autre cu-
bique (~. Soit M', ie transforme de M sur C, et M',son argument euip-
tifpte sur (~ Soit

= + /t'

Les deux cubiques C' et C', appartiennent a la même ciasse; dans
quc!s cas appartiendront-Us a la même sous-ciasse, c\'st-a-dire (tans
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<mc!scas pourra-t-on passer de C, â C par une transformation li-
neaire 1~a coefficients rationnels?
Soit ic transforme de M, par L; sera sur (~, soit i'ar~uft«'tt~

<h' sur C'. Je ne puis p!us, cette <o~ affirincr ({uc = < = <
parce que tes arguments eUiptiques des points de C' ont déjà été de-
(in!set <p<ej~o, par conséquent déjà dispose des arhjtrau'es (px' <'om-

p~rte cette dennition.
La transformation

T-'T.L

est puretnent rattonneUe; eiie change (~ en eHc-fneme et \t' en
~?/ y~~ /«3M~~<o/ ~<3/y //<' ~< /?ro/
r/ t'~te sera donc propre ou impropre générale, c~ost-a-dn'f qu'ot)
.<)':<

z<'UmLu<x'coostanLc.
Qoc!t<'ssont tes valeurs que pcu~pt'cu<it'c&?
t" t'ont' ics transfonna~iotts propres, ces vnicHiSsonLL

(~w' te pomt –& do!t être rationnet sur C' et, par conséquent, tf pont
& sm' C).
Constd('rot)sLt'o!spontk sur C; soit la sonitnc de leurs ar~u-

nx'ttts; co!tst(tcmns leurs t.ransform<spar T nm'C' donLla sotnnK'd<'s
.'r~mncnts sera X~ leurs transfortnces par T, sur C~dont, la sotunn'
<!<'sar~utHcn~ssera X~; et enfin les Lransfonnes de ce dernn'r tripte)
parL; ces transformes formeront. un U'tplet sur C', et. ta sojnme <t<'s
in'~umentsscraXf.
La transformation L étant linéaire, si l'un de ces deux dermers tn-

plets est enli~ne droite, Hdoit en être de même de l'autre; e'est-a-dirc
<pictes deuxsommes S~ etS~ doivent s'annuler en même temps.
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si Lest. impropre.
On aura donc, dans le premier cas,

ci, dans le second cas~

Donc on devra .~oh', danslc prcnik'i' cas,

/<'~M/ ~~6~0~ /<
La pt'Cini<t'e deces l'ctm.tunsn'est auLre qm' iu rchtUon ( (h''ja

discute.
J/(''quuLloji(3) nous apprend que AcLA, <t<n\<itt<~)'cL<~isdcu\ dr

ta iorttK'

chacun des nombres ~cLanLic d'un ''ntiei'. \ous avu)ts vn
déjà que la rcia~on (4') a lieu si les din'ci'cnccs
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sonLdes nombt'cs entiers, sauf pour les diHcrenccs ~Mtc~trc~

non<nt :t un f'nhcr non divistbic par
!)<H~<}'J<cas tnaintenant la relation ~) aura~-cHc !u? Il faut

<fn<'tf's d)H<~r<'nccs

s<n<'nt<s nombres cnUers.

n~nurquons que nous pouvons toujours sup~~sc! x==~ n~u~

~n'noos, en fUc~

<t atorsau po!nt x de C correspondra point x-t-A ==o d<*C'. t~n
f!'<mtrcstermes, st une cubique <tun point t'ationnci~n y aura <n«'CM-

hxph' <'(pmah'NL<'(p!t aura un point (J mn<on rationncL
Supposons (!onc K==o, ce qui nou~ <!<sp<'n<«'d<' cons!d~r<'r

\:tt<'ms <!<'snoHthrcs//c' ï~' notnhrc /?~pc«t <t!or~prendre deux
\at''<t!s (l!sti)K'tcso et !cs va!f'nrs t et o par c\<'mp!c ne sont pa~<
tinct/s, parce (ptc leur dincrcncc est un cntîcr; !c~ Ya!cur~ et n<'
souL})asd!st!n( tes non plus, parce que la din<h'cncc

<'sUtn<'nh<'r.
/c < ~<? o: <?/~M' a~ < /?<?/<<

/.v/s 3, C~~ CO/C/a 2~ .<6f~
ii nousrcs~' a cxam!ncr ic cas ou la cuhifpjc C n adfnct pas <!<'~tttt

'itUoonf'L
La cn!)!fjuc C n'aura pas alors de transforniatfon rati~nncHc hn-

pi oprc<'ncMe-tncnic,mais c!!c pourra admcHt'c des tran~for<n:<t!<
'atJojincUcs propres en cHc-mcmc.
~cs transformations (u, u -i- ) seront contpri"< dan~ une ~n«u!<~

< !es sont.des constantes données et !es desentiers arbitraires
St est <qulvaiente à une autre cubtqxe C~ de tclic manière <p<ete
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pointait pour transforme sur C~le point M-t-~ c'est qn~It existe
sur C une Innnite de triptets rationnels dont la somme des arguments
est 3~ Soit T un de ces triplets.
<~ouponsensuite C par une droite rationneUe quelconque; tes trois

points d'intersection M,, < formeront un tripict rationne!.
t'arT, par M,et par un poInLrationne! quelconque A dn p!an, je

fais passer une conique K,; soit de même K~ !a conique T/A et K,
!a coniqueT/A. Chacune des coniques K,, K~, K~ ne sera pas ra-
tIonncHc, mais leur c/<' ''era rationne!, de te!te façon <p<e!<'
produit des premiers membres de tours équations sera nn potvnome a
coefnctcnts rationnels.
K., coupera C en deux autres points (, et kg et k~ couperont C

en deux autres couples de poInLs< et (~, et r~. Ces sl\ points r et r
formeront un groupe rationne!, et t'ensemhte des trois droites c,
~2< <)~! formera une cubique ratIonneHe, !Mcnque chacune de ces
trois droites, prise séparément, ne soit pas ratIonneHe.
La droite c, coupe C en un troisième point La droite

r::(\j coupe C au point /3/ !a droite <t~ coupe C au point
3A'. Ces trois points forme)!!un tnpict rationne!.

SI nous joignons les trois polots d'un tripiet rationne! aux trois
points d'un autre tr!p!ct rationuc!, on obtient neuf droites qui coup<'ut
C en neuf points formant un groupe rationnel. Si nous opérons ainsi
sur ics deux triplets rationnel

(M,, M,, M,), (~ 3/ M,

six de ces neuf points se confondent deux à deux, de sorte que notre
groupe de neuf points se décompose en un tripiet simple rationne! et
on tripiet double rationnel (M,-)- 3A', Mg-t-3/ ~t- 3~'). (Attendu
(ju~unpolynôme a cocfnclents rationnels du neuvième de~re, qui a
trois racines doubles et trois racines simples, est le produit d'un poly-
nôme a coefficients rationnels du troisième de~re et dn carre d'un
autre polynôme a cocfnclents rationnels du troisième dc~re.)
Cela pose, on peut, comme au §\~ construire une transformation

<~'emonarationnelle, dont les points-bases seront + 3/ M~-t-3A',
/<- 3~, ceux de la transformation Inverse étant M, 3/t~,M; 3A',
M:, 3~, qui transforme C en eUc-mcme.
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On devra donc avoir, d'après la formule (5),

Les nombres entiers peuvent-ils prendre des valeurs

quelconques? Cela n'est pascertain. Tout ce que je puis affirmer, c'est

que, si ces nombres peuvent prendre les valeurs~ et les valeurs~, ils

pourront prendre également les valeurs puisque Inexistence
(le deux triplets dont la somme des arguments est –3/f' et –3/~
entraîne celle d'un autre triplet dont la somme des arguments est
-3~-3~.
On pourra donc donner aux nombres p toutes les valeurs com-

patibles avec un certain nombre de relations linéaires a coefficients
entiers.
Il est clair qu'on peut remplacer les par des combinaisons linéaires

des à coefficients entiers, le déterminant de ces coefficients étant
cgal à i. On pourra alors choisir ces combinaisons linéaires de telle
façon que quelques-uns des nombres p pourront prendre des valeurs
quelconques, tandis queles autres devront être nuls. Si l'une des quan-
ti tes est égale à une période divisée par sans que l'entier //ï.,soit
divisible par 3, on pourra donner à une valeur quelconque, les
autres étant nuls. La condition nécessaire et suffisante pour que
deux cubiques équivalentes (correspondant à deux systèmes et
des entiers p) appartiennent à une même sous-classe, c'est que

sauf pour les entiers qui correspondent à des quantités égales a
une période divisée par /M~l'entier n'étant pas divisible par 3.

/~c/ïo/M~<?des ~oM.y-c/a~~est alors M/~joMMM{~c<?de 3.

Si une cubique a des points rationnels compris dans la formutc

nous venons de voir que, pour les triplets raLlonacis, la somme (les
YûM/t.de ,a</t.(5' série),tomeVII. Fuse.11,t()0t.
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arguments est donnée par la formule

J'ajoute que pour les couples rationnels la somme des arguments sera
donnée par la formule

car la droite qui joint les deux points d'un couple rationnel doit cou-
per la cubique en un troisième point qui est rationnel, et, réciproque-
ment, toute droite rationnelle passant par un point rationnel va passer
par un couple rationnel.
Je dis plus généralement que la somme des arguments d'un groupe

rationnel de K points est donnée par la formule (6), (~) ou (8) sui-
vant que K est congru à i, o ou 2 suivant le module 3.
En effet, si par exemple K = 3 j + 2, je puis, d'une infinité de ma-

nières, trouver j triplets rationnels satisfaisant à la formule (~) et un
couple rationnel satisfaisant à la formule (8); l'ensemble de ces points
formera un groupe rationnel de K points satisfaisant à la formule (8).
Réciproquement, si l'on a un groupe rationnel de

En effet par ces K points je puis faire passer une courbe rationnelle
d'ordre j -t- i; elle coupera en outre la cubique suivant i e points,
qui formeront un groupe rationnel dont la somme des arguments
devra être de la forme

Or la somme des arguments des -)- i == -(t e) points d~in-
tersection doit être nulle.
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VII. Extension du domaine de rationalité.

On peut évidemment répéter les mêmes raisonnements en considé-
rant commerationnelles, non seulement les quantités rationnelles

proprement dites, mais toutes les quantités rationnelles d'un corps
at~ébriquc déterminé; ou end'autres termes en adjoignant au domaine
(!<'rationalité les nombres algébriques qui forment la base de ce corps
:)!gébrique.
HIenne sera changé â nos résultats, sauf ce qui suppose la /'<

<)<'snombres rationnels. C'est ainsi qu'on ne pourra plus appliquer c<'

que j'ai dit au paragraphe Ht sur les deux branches que peut avoir une
rubiquc, sur la distribution des points rationnels sur cesdeux branches
''t les conséquencesqui en résultent pour la classiucation des cubiques.
D'autre part, nous ne pourrons plus toujours affirmer qu'une

rubique ne peut admettre de transformation rationnelle Impropre
spéciale en elle-même. Mais ce ne sont là que des points de détail, cl.
tc~résultats essentiels vont subsister.
L'importance de ces résultats se trouve accrue. Par exemple, nos

théorèmes, sous leur forme primitive, n'avaient pas d'application à la
cubique

.+~-{-~==0,

puisqu'elle n'a que trois points rationnels que l'on aperçoit immédia-
tement. Après l'adjonction d'un certain corps algébrique au domaine
Ilcrationalité, il n'en sera plus de même, puisque cette cubique pourra
'0tr uneinfinité de points rationnels appartenant a ce corps.
Remarquons que deux cubiques, non équivalentes avant l'adjonc-

tion d'un ou plusieurs nombres algébriques, pourront devenir équiva-
lentes après cette adjonction. En revanche, si elles sont équivalentes
avant l'adjonction, elles le seront ~/o7'/M~ après l'adjonction.
D'autre part, il peut se faire que deux cubiques équivalentes n'appar-

tiennent pas à la même sous-classe avant l'adjonction et soient de la
'néme sous-classe après cette adjonction.
Dans tous les cas, ces considérations pourront servir de base à de

nouveaux critères relatifs à la classification des cubiques.
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Soit par exemple /r une constante quelconque, et considérons la
transformation (~, u + /r) de la cubique en elle-même. Cette trans-
formation ne sera pas en général rationnelle, mais cite le deviendra
âpres adjonction d'un corps algébrique convenablement clioisi. Ce
corps dépendra de la cubique choisie et de la quantité Mais il sera
le même pour une même quantité /t'ct pour toutes les cubiques d'une
même classe.
C'est donc un nouvel élément de la classincation des cubiques.

VIII. Cubiques dérivées.

Supposons d'abord qu'une cubique ait trois points d'intlexion et)
ligne droite rationnels.
Son équation pourra se mettre sous la forme

(~ A'==XYZ

A~X, Y et Z étant des polynômes du premier degré en x, ? à coef-
ficients entiers. Supposons que la cubique admette un point rationnel
outre ses trois points d'inflexion, et soient Ao,Xo,Y., Z. les résultats
des substitutions dans X, Y, Z des coordonnées ;x-~~0 ~ode ce point.
Nous pourrons toujours supposer que ces coordonnées sont des
nombres entiers, premiers entre eux; de sorte que Ao,Xo,Y.;Z,,
seront aussi des entiers.
Soit p un nombre qui divise a ia fois X~ et Y~; il devra diviser

aussi A.. Comme les nombres .e~o sont premiers entre eux, le
nombre p devra diviser le déterminant A" des trois fonctions linéaires-
A, X, Y; car il divise évidemment A".r~A~o, et A'~o.
Donc X, et Y. ne pourront avoir d'autres facteurs communs que

ceux qui divisent A". De même Y~et Z~,ne pourront avoir d'autres
facteurs communs que ceux qui divisent A, déterminant de A, Y, Z;
tandis que Xoet Zone pourront avoir d'autres facteurs communs que
ceux qui divisent A~déterminant de A, X, Z.

y
Soit le plus grand commun diviseur de Xo,Y., Zo; <xcelui dc-~
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y X 7 X Y
ft celui de et v celui de et 0:, 3 et y seront premiers< 0 O* C1

cnLrc eux deux a deux. Xo sera divisLbk par ~y3, Yo par o~o, X.
pnr~Soit

On voit que ~x est premier avec o~, c~ avec ~y, ay avec coc;et

par conséquent les nombres a, b, c sont premiers deux à deux; a pre-
)iticravccK,<&avcc~,cavccY.
H vient alors

Soient le plus grand commun diviseur de a et o~y; celui de
<'tK~Y;p.~celui de c et K~' Comme a, c sont premiers entre eux

deux a deux, il en sera de même de {JL,,pL,,pL~d'une part; de-~)l~t l~s ¡Jo:1
d'autre part. Il enrésulte d'abord que o~ est divisible par pL,~pLg,de
sorte qu~onpeut écrire

<'stdonc un cube parfait, et, comme les facteurs de ce produit son1
premiers deux deux, chacun des facteurs

<l'ra ctrc un cube parfaiL
Soient

cesquatre cubes; il viendra
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h's coefficients /t et A étant des entiers. Kemarquons que ces entiers
sont timitcs.
En cuet ?, y doivent diviser respectivement~, A', A",qui sont des

entiers donnes; ~doitdiviscr ces trois déterminants; ~doivent
diviser ~y.
Donc tous ces entiers sont limites ainsi que les entiers

co, A,, /t~, c. Q. t. n.

On ne peut donc faire au sujet de ces cocfncients qu'un nombre nui
d'hypothèses.
Posons alors

et éliminons x, entre ces quatre équations; nous aurons entre 9
Y~ une relation linéaire et homogène à coefficients entiers.
C'est l'équation d'une cubique rationnelle C' sur laquelle doit se trou-
ver le point Je dirai que C' est une cubique ~c/e de C.

D'après ce qui précède, C n'aura qu'un nombre fini de dérivées

puisqu'on ne peut faire sur les entiers et /r qu'un nombre fini d'hy-
pothèses.
Le point Y)o)!o sera un point rationnel de C'.
On voit ainsi qu'à chaque point rationnel de C correspond un point

rationnel d'une de ses dérivées. Si donc C a une infinité de points
rationnels, il en sera de même d'une au moins de ses dérivées.
Voyons quelle relation il y a entre les deux cubiques C et C'.
A chaque point de C' correspond un seul point de C; à chaque point

de C correspondront trois valeurs des rapports et par conséquent
trois points de C'. Ces trois points auront pour coordonnées



PttOPBtÉTHS AHÏTHMKTtQUES DES COURBES ALGBBHtOUES. 2<5

ceétant une racine cubique de l'unité. Soient M,, M,, M, ces trois

points; M,,M,,Maleurs arguments.
Considérons en particulier les trois points d'inflexion de C qui sont

donnes par les équations

X=A==o, y = A =o, Z=A==o

<o2M..< «TTr
<pnont pour arguments o, -) et que j'appelle J<, J~, J,.

A ces trois points correspondront sur C' les neuf points d'inflexion
situes sur les trois droites = o, Y)= o, = o et qui auront pour
arguments

ou (~ et <o',sont les périodes relatives à C', met n des entiers.
tja courbe C n'est pas altérée quand on change en <x~,o(~Y),

Ce ne saurait être là une transformation impropre; car une transfor-
mation impropre a des points doubles sur la cubique elle-même et
les trois points doubles de cette transformation sont == = o,
~==~==o,7)===~==o et ne sont pas sur la cubique. C'est donc une
transformation de la forme (u, u + k), et comme, après trois transfor-
mations, on revient au point primitif, il faut que /r soit y de pé-
riode.
Si u est l'argument d'un point de C' et v l'argument du point cor-

respondant de C, v sera une fonction uniforme de u, car, si u décrit un
petit contour dans son plan, v revient a sa valeur primitive. De même,
si décrit un petit contour dans son plan, les trois valeurs de
et, par conséquent, les trois valeurs dc u ne peuvent s'échanger,
puisque les points doubles ~=~==o,~=~=o,v]=~=o (pour les-
quels deux des trois systèmes de valeurs de se confondraient)
n'appartiennent pas a la cubique C'. Donc u est fonction uniforme
de p, et, comme est fini quand u est fini et réciproquement, il doit y
avoir entre a e t vune relation linéaire.
Quand u augmente de ou d'une période, v doit augmenter d'une

période et, réciproquement, quand p augmente d'une période, u doit
augmenter de A;ou d'une période.



il. POt!tCABB<2<6

Soient o~ les arguments des trois points d'inHcxion = o;
< ~t-M' ~)-t-2M~ < < ~'n 2~<

–a– –o–~ ceux des trois pomt~ dtnMcxton ~~=o;

ceux des trois points d inHexion =o. Je vois tout

de suite aue

car les trois points = o se transforment les uns dans les autres par la
transformation ( u, u + k). Soit

c==<ïM+~

D'âpres ce que nous venons de voir <ï<~et doivent être des

combinaisons linéaires à coefucients entiers de <oet ù/, et réciproque-
ment, de sorte qu'on aura

/yï~ /ï, étant des entiers tels que /7! /i: = T.
Nous pouvons toujours supposer a = car les périodes de C (ou

de C ) ne sont définies qu'a un facteur constant près.
n ~t irour = o, nous devons avoir



PROÏ'RtÉTÉS AHtTHMÉTfQ~ES DES COURBES ALGÉBHtQUES. 2~

\ous en concluons d'abord que doit être égal a une période et,

par conséquent, que nous pouvons supposer cette constante nulle sans

restreindre la généralité, ensuite que 3 est égal a~ à une période de <

près, ou, ce qui revient au même, que est le tiers d~unepériode de C'.

Cette période, nous pouvons toujours l'appeler <o,,de sorte que nous
aurons M==o~.

Enfin A== doit être une période de C formant un système pri-
tïiltifavcc <d;je rappelle (< on a donc finalement

De sorte que les fonctions elliptiques relatives à C' se déduisent d<'
celles qui sont relatives a C par une transformation du troisième
ordre.
Tous ces résultats ne s'appliquent qu'au cas où trois points d'in-

flexion de C sont rationnels. Cherchons à les généraliser.
Nous bavons pour cela qu'à adjoindre au domaine de rationalité

les coordonnées de trois points d'inflexion en ligne droite. Inéquation
de la cubique prendra la forme

(t~') XYZ=A~

ou X, Y, Z, A sont des polynomes du premier degré dont les cocfn-
cicnts sont des entiers du corps algébrique constitué par cette ad-
jonction.
Considérons un point rationnel de notre cubique (soit rationnel

proprement dit, soit devenu rationnel par l'adjonction). Soient
les coordonnées de ce point; nous pourrons supposer que ce sont

des entiers du corps algébrique.
Mais ici une première difficulté se présente avons-nous le droit d<-

supposer que ces entiers algébriques sont premiers entre eux? il va
sansdire que tous ces mots d'c/c/ï/ ~M.~
de ~p~c, etc., doivent s~entendrcdans le sens de la théorie des
idéaux.

~M/t. de /t/<ï~.(5'série),tome\tl. Fasc.H, )~t. 28
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Si alors les nombres.r~ j, ont pour diviscurcommun un nombre
at~ebrique existant c~cst-a-dirc un idea! puncipa~ on pourra faire
disparaître ce facteur commun sans attcrcr les rapports de ces tro)«
quantités. Mais si .r<,)~ ont pour diviseur commun un idéal non
principal, on ne pourra pas faire ta division,parce que !csquotients ne
seraient plus des nombres algébriques existants.
Soient alors J le plus grand commun diviseur de. et. un

idéal de la même classe. Il existe toujours deux entiers at~ebriquet.
existants E et H' tels (me

seront trois entiers algébriques existants dont le plus grand commun
diviseur sera J'.
On peut donc toujours remplacer !cs trois entiers algébriques dont

le plus grand commun diviseur était J par trois autres dont le plus
grand commun diviseur sera J'.
Comme il n'y a qu'un nombre fini de classes d'idéaux, on peut

choisir un nombre fini d'idéaux J' que j'appcnerai ~<ïMj? de
façon qu'il yen ait un, et un seul, dans chaque classe.
On ne peut pas toujours supposer que J,, sont premiers cntrf

eux, mais on peut supposer que leur plus ~rand commun diviseur est
un idéal type.
J'ajoute que, si~'o,~o, sont des ~/c/ y'a/9 ~'J/ on

peut supposer qu'ils sont premiers entre eux, car Jeplus grand com-
mun diviseur de deux ou plusieurs entiers rationnels ordinaires est un
entier rationnel ordinaire.
Soient At,,Xo,Ye,Z.Ic résultat de la substitution dc~ j.dans

A,X,Y,Z.
Si j'appelle encore A, A" les trois déterminants des quatre fonc-

tions linéaires A, X, Y, Z, le plus grand commun diviseur de X. et Y~II
divisera A~J,J étant icplus grand commun diviseur de ~e, d'où
il suit encore que nous ne pouvons faire, au sujet de ce plus grand
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< ommundiviseur, qu'un nombre fini d'hypothèses; il en sera de même

t~ur te p!us grand commun d!v!scurde X. et Z. ou de Y~et Z,.
\ous ne pourrons donc faire qu'un nombre fini d~typothescs sur tes

pms grands communs diviseurs de X., Y., Z, (que j'appelle 3)~de
y x y x Y

et ~) dc-~ et -~) dc-~ et-~ (que j'appelle c:, Y). Ces diviseurs x,

y, 3 sont des idéaux du corps algébrique considéré.
.raurai encore

< c étant des idéaux du corps. Les idéaux a, b, c sont premiers
<'n!reeux deux à deux; <ïpremier avec o:, avec c avecy, et l'on a

t! suit de cette c~aiitc que, si l'ondcfinit~ comme plus haut,
t(~ expressions

seront des cubes parfaits; mais je ne veux pas dire par là que ce sont
les cubes d'entiers algébriques existants, mais les cubes d'idéaux du
corps.
Soient alors A,, A,, À, les idéaux types appartenant aux mêmes

classes que

comme le nombre des classes est Un!,on ne peut faire, au sujet des
'dcaux A, qu'un nombre fini d'hypothèses.
Nouspourrons alors poser

~o seront des nombres rationnels (qui ne seront peut-être
pas entiers) du corps algébrique considéré.
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où les Icet Aseront des entiers du corps sur lesquels on ne pourra faire
qu'un nombre fini d'itypotlieses, puisqu'on n'en peut faire qu'un
nombre fini sur les idéaux x, A.
Si le point est sur la cubique C, le point 7j, sera sur

une cu!)iquc C' que j'appellerai encore ~c/wc C.
~\os t-heorcutessubsistent évidemment.
Une cubique C n'a qu'un nombre fini de dérivées, puisqu'on ne

peut faire qu'un nombre fini d'bypotbcscs sur les coefficientsAet A.
A tout point rationnel de C correspond sur l'une de ses dérivées un

point rationnel, de sorte que si C a une innnite de points rationnels, il
doit en être de même pour une au moins de ses dérivées.
Les fonctions elliptiques relatives a la dérivée se déduisent de celles

de la cubique C par une transformation de troisième ordre.
On peut quelquefois tirer de lit des résultats dans l'énoncé desquels

n'interviennent que des entiers ordinaires. C'est ce qui arrive, par
exemple, si l'un des trois points d'inHexionest rationnel ordinaire.
Si le point X = A = o, que j'appelle M, est rationnel ordinaire, par

ce point M passeront quatre droites qui contiendront chacune deux
autres points d'inflexion. Soient

ces quatre droites. Si nous adjoignons au domaine de rationalité les
coefficientsde A~ nous définirons un certain corps algébrique K,.
Soient maintenant Y<==o, Z~==o les deux tangentes d'inflexion

aux points de rencontre de la cubique avec A~= o.

Adjoignons au domaine de rationalité les coordonnées des deux

points d'innexion correspondants; nous définirons un nouveau corps
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niccbriquc K~ qui contiendra K,, et nous pourrons supposer que
l'équation de la cubique s'écrit

XY,Z,=A=;,

les coefficients de X étant des entiers ordinaires, ceux de Y, et de Z,
des entiers du corps K~ ceux de A, des entiers du corps K,.
Si xo, yo) est un point rationnel ordinaire de la cubique C et que

.y., j. soient des entiers premiers entre eux si X., Y~, Z~,Absout
les résultats de la substitution de .x\ y., ~u; on aura diaprés ce qui
précède

les quantités qui figurent dans les seconds membres de ces équations
sont des quantités rationnelles du corps K~.Mais nousdevonsobserver
que, si l'on échange les deux points d'inflexion Y, = o, Z, = o, toute
quantité rationnelle du corps K, se transformera en une autre quantité
rationnelle du même corps que Fon appellera sa co/</M~MCc/tout<'
fonction symétrique et rationnelle de deux quantités conjuguées sera
une quantité rationnelle du corps K,.
Nous concluons que A,, ~oet Ir sont des quantités rationnelles du

corps K,, tandis que et A: Yjoet sont conjugues.
Cela posé, si l'on permute les quatre droites A,, A2, A,, A,, le

corps K, se changera dans l'un des trois corps conjugues K. K~, K,.
Soient A,.2, A, les quantités qui se déduisent de A, quand on

remplace le corps K, par l'un des corps conjugués K. K:" Kp Ce
seront des entiers algébriques de ces trois corps, de même que A,étaitL
un entier algébrique du corps K.
Soient de même les quantités qui se déduisent de par

le même procédé. Ce seront des quantités rationnelles des trois corps
1~2,K3, K.t, demême que était une quantité rationnelle du corpsK,.
Sur les entiers algébriques ~<t' ~).<on ne pourra faire qu'un

nombre fini d'hypothèses.
Xoétant un entier ordinaire, on aura
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tes trois dernK'rcs égalités se déduisant de la première en passant du
corps K, à Fun des corps conjugues. Si donc on pose

Il est. unentier ordinaire, puisque ~<, ~< sont conjugues.
De même, U est une fonction rationnelle ordinaire.
Comme on ne peut faire sur l'entier 11 qu'un nombre iini d'hypo-

ttiescs, nous devons conclure que X,, est égal a un cube parfait mul-
tip!ie par un entier limité.
Cet énonce suppose que les entiers .r~, sont premiers entre

<'ux.Si l'on s'anranchit de cette restriction, il faudra dire que X,, est
<al a un cube parfait multiplié par le plus grand commun diviseur
de .Ao, et et par un entier limité. On appréciera mieuxla ~en<
ratitc de cet énoncé si l'on se rappelle qu'une cubique qui a un point
rationnel est toujours équivalente a une cubique qui a un point d'in-
flexion rationnel.
Pour généraliser nos résultats, nous pouvons encore chercher a

mettre l'équation de la cubique sous la forme

(i ~) X,X,X~=Y~

X~ X~ Y étant des polynomes entiers a coefficients entiers.
.!cm'impose d'abord la condition que deux quelconques des courbes

X/==o, X~==o

n'aient aucun point commun sur la cubique.
Soient alors

./<) ,t'M~1 K~ M~

les arguments des points d'intersection de la cubique avec X,==o;

~o ') ~tn



PROPntHTKS AtUTHMÉTtQCËS DES CÛUHBËS ALGÉÛRÏQUES. 22~

les arguments des points d'intersection de h cubique avec Y = <h
On aura, à des périodes près,

L'ensemble des points u devra rcprodu!rc foisl'ensemble des points r.
(chacun des points devra figurer Mfois dans l'ensemble des points il,
et, comme l~cnscmbledes points M/ne do!Lavoir aucun point commun
nvcc l~cnscmbledes points M~,c!mque pomLr devra figurer Mfois d.ms
Hndes ensemUes M,.Il suit de la que les poinLsM(doivent cLrc con-
fondus à /ï, et l'ordre de multiplicité de l'un quelconque d'entre cox
doit être un multiple de M.
Considérons ators un ensemble d'arguments

qui seront les mcmcs que les arguments avec cette dinercncc (~uc
leursordres de multiplicité seront Mfois plus petits. Alors S<~ est )a

partie d'une période. D'ailleurs rensembic de tous lcs po!nts
<'stIdentique a rcnscmbic des points
Le problème revient donc a chercher groupes rationncts; la somme('

(tesarguments de chaque groupe étant la partie d'une perlodt~ la
somme des arguments de tous les groupes étant une période, .rajoute
que le nombre des points de tous les groupes doit être divisible par 3
et qu~Hen est de même du nombre des points de cliaque groupe, a
moinsque ne soit divisible par 3.
Réciproquement, si ces conditions sont remplies, on pourra mcLtt'c

t~quation sous la forme(i /<?/'). Onpourra trouver en effet un poty-
nomcXi qui ait un zéro d'ordre /<en chacun des points <~et un poly-
nomcY qui ait un zéro simple en chacun des points c/. Considerois
alors le rapport

<~csera une fonction doublement périodique de l'argument elliptique
d'un point de la cubique, et cette fonction ne deviendra jamais infinie;
ce sera donc une constante que nous pourrons supposer égale a i
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Soit J. un point rationnel de C. Pour plus de simplicité,
j'entendrai de nouveau lemot/'<x/ dans le sensordinaire; il serait
d'aitleurs facile de généraliser pour un corps algébrique quelconque.
~epourrai donc supposer que .~o)~)')~csont des entiers prcmicrscntrc
eux, et j~appencrai X~et Y<,le résultat de la substitution de cesentiers
dans Xi et Y. On aura alors

Le plus ~rand commun diviseur de X~'et X~ (qui sont des envers)
devra diviser Y, et par hypothèse les trois courbes X, = o, Xg= o,
Y := o n'ont aucun point commun.
11en résulte évidemment qu~enappelant Ale résultant de X,, X~, Y,

il existe neuf polynômes P a coefUcients entiers, tels que Fon ait
Identiquement

<yétant uu exposant entier convenable. D'où il suit que le plus grand
commun diviseur de X' X~,Y. doit diviser a la fois A. A~ A~~<~commun dmiscur dc X"1 2 a ( Olt( lVIsera a lOIS il il c'L
par conséquent,A.
On ne peut donc faire sur les diviseurs communs des X~'et de Y,,

qu'un nombre fini d'hypothèses.
Par un raisonnement tout à fait pareil a celui qui précède, on en

déduirait,

les Aet A;étant des entiers sur lesquels on ne peut faire qu'un nombre
fini d'hypothèses, et les étant des entiers.
Nous sommes ainsi amenés a nous poser la question suivante
Si l'on pose
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quel sera te lieu du point dans Fcspacc à d!mcnsions

~uand le point x, y, décrira la cubique C?
Les points rationnels de ce lieu correspondront aux points rationnels

de C, de sorte que ce lieu jouera un rôle analogue a celui de la cubique
()eriv<cC'.
Soient. u Parfument elliptique sur C, (octM' les périodes; soit~(~)

une fonction 0 définie de telle sorte que

Soient M,,K~,M:,lcs arguments des points d'intersection de !a c))bf<}u~
avec ==o. Soit

dc~rc de A)
sont des fonctions doubtcmcnL pcr In-

diques de seconde espèce (se reproduisant a un facteur constant pn's
par l'addition d'une période) qui ne deviennent jamais infinies. Elles
se réduisent donc a des exponentielles, de sorte que l'équation de la
cubique pourra s'écrire

tesjj. et les p étant des constantes, ou bien encore

les v étant des constantes.

VcM/7!.de ~<ï<A. (5* série), tome VII. l'use. H, t()0!. 2()
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Si les sont tous égaux, c'est là l'équation en coordonnéeshomo-
gènesd'une courbe de genre i dans l'espaceà i dunenstons.Que!
est le degré de cette courbe et quelles sont les périodes correspon-
dantes?
On a

Quand u augmente de M, les quant-ttcsX/, 0/ cL.~ne chan~'nt
pas. Donc ne change pas. Quand au~mcnLe de <u', les <pum-
titcs Xi, ne changent pas 0~et sont rnukipUcs par

Donc ~p/M est. un multiple de 2~, ~p/co'cst égal à /~I~ a un

tïiutt.ipie prcs de 2~. Nous avons dit (juc~~ est te d'une pé-
riode. On a donc

Quand u augmente de Mou de M', le logarithme de 0/~ augmcxLc
de

Il suit de là que les rapports des sont des fonctions doublement
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périodiques de u, dont les périodes dépendent des entiers et ou

ptut~t des restes de ces entiers a /t. Ces fonctions admettront la pé-
riode

pourvu que tous les "<-<K donnent,le même reste a /x.
!1est aisé ainsi de déterminer ces périodes et l'on en déduit aisémentt

)<'degré de notre courbe de genre î, que nous pourrons appeler encore
))uec~ ~c C.
On voit que le nombre des courbes dérivées est encore fini, qu~a

tout point rationnel de C correspond un point rationnel de l'une des
<)eriv<cset que lcs fonctions elliptiques relatives à une dérivée se dé-
duisent de celles relatives a C par une transformation.
Toute courbe dérivée admettant un point rationnel étant équiva-

lente a une cubique, comme on l'a vu au paragraphe IV, si la cubique C
admet une munite de points rationnels, on aura ainsi le moyen de
(h'Hnirun certain nombre d'autres cubiques (dont les fonctions cllip-
Hquesse déduisent de celles de C par une transformation) et sur l'une
.mmoins desquelles il y aura une infinité de points rationnels.
~\e supposons plus que tous les À,soient égaux.
\ous pourrons trouver entiers et y,, dont le déterminant soit

<al a i et tels que

cLantle plus ~rand commun diviseur des A,.
Aiors les produits

seront des fonctions doublement périodiques de u dont les périodes se
détermineraient comme nous venons de le faire. Alors lcs/?– t quan-
LtLcsZ~set-ont les coordonnées non homogènes d'un point décrivant
une courbe de genre dans l'espace a i difncnsions.Cette courbe
poun'a s'appeler encore une coM/c ~pJ~ C, et ces courbes de-
nvcjs de C jouiront encore des mêmes propriétés que dans les cas
''xamines jusqu'ici.



H. POINCARÉ.228

On peut poser, par exemple,

et Z~sera encore doublement périodique. (Inutile d'ajouter que ces
résultats deviennent illusoires pour p = a.)
Il n'y aurait rien à changer à ce qui précède si, au lieu de l'équa-

tion (i /), on partait d'une équation analogue

où les <yseraient des entiers quelconques. Ici encore on ne peut faire
qu'un nombre fini d'hypothèses sur les diviseurs communs de X~et X~
quand sont premiers entre eux. Il en résulte que X~(si
<'stpremier avec /z) sera une puissance parfaite à un facteur con-
stant près sur lequel on ne peut faire qu'un nombre fini d'hypothèses.
Voyons maintenant dans quels cas on pourra avoir une équation de

la forme(t ~).
3)

Supposons que soit un multiple de 3 plus (s/== o, i, 2). A)ors

le groupe des points Wiétant rationnel, on devra avoir, d'après ce que
nous avons vu à la fin du paragraphe VI,

Cette expression devra être la partie d'une période, c'est-a-dirc
que Parfument d'un des points rationnels (à savoir le point Iwi, si
==i, et le point 2Sw,, si s~= 2) ou la diHcrence des arguments d<'

deux points rationnels (à savoir S~, si&,==o), devra être la /z'
partie d'une période. Cette condition est d'ailleurs évidemment sufn-
sante.
En effet, si par exemple

nous pourrons trouver trois groupes rationnels 2~ S~, S~~ tels
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tcls que -t- -t- o (mod/<) et que (mod 3).
Si n\*8t pas dïvisïbte par 3~ devra cLre divisible par 3; nous

pourrons alors supposer A, = A~ Si est divi~tbie par 3. nous

pourrons encore prendre

.!e distinguerai deux <~s
)" Ou bien la dine' ce des arguments de deux points rattonneis

'"<tle /ï' d'une perio<~ Dans ce cas, lu co~M~ < c~s-
~rc~ /<OM.?<XO/?/'<X~~M< ~M~M~ C/t<9~~</<?A/OM~
SI cette condition e'-Lremplie par une cubjque, e!te !e sera pat

tontes les cubiques equivatentcs; mais, en général, elle ne le sera pas
pat C, ni, par conséquent, par aucune des cubiques eq)iivatentes, <7
//?o//x~ //c/< ~<?/~?~~<o/ïc//<?/z </c/y! </<'/'<x-
/ïa/

Ou bien la différence des arguments de deux points rationneis
ne sera jamais le d'une période (à moins d'être d'une période).
S'il en est ainsi, il faudra, diaprés ce que nous venons de voir, que

l'argument d'un des points rationnels soit le d'une période, soit
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Alors

sera la dinercnce des arguments de deux points rationnels et en même
Lempsle d'une période; il faudrait donc que ce fût une période,
ce qui ne peut arriver que de deux manières si (o==o, si /ï est divi-
sibtc par 3.
Le second cas se ramène aisément au premier, car si/i: est divisible

par 3 et que soit une période, (Xsera le tiers d'une période. Mais

comme les arguments ne sont définis qu'à de période près, nous
pouvons supposer M= o, d'où M==o.
Si est nul, on aura

<'tle second membre ne pourra être la partie d'unc période que
si tous les sont nuls; car l'expression S~<x, étant, la dinercnce des
arguments de deux points rationnels ne peut être la partie d'une
période.
On a donc

X~~=Dans ce cas que nous apprend Fanatyse précédente? Que est

ia /t" puissance d'un nombre rationne!. Soit alors
:l

Nous pourrons alors trouver deux courbes rationnelles Z, = o et

Z:j= o, de degré + passant toutes deux fois par le point ra-

tionnel, dont Fargument K==o; la première Z,==o passant fois
3)

par chacun des points la seconde Z~= o passant À, fois par

chacun des points
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On aura alors

ce qui suffit déjà pour prouver que le premier membre est une puis-
sance parfaite.
Le résultat en question est donc illusoire, puisqu'on aurait pu

l'obtenir par voie purement algébrique, sans faire intervenir te raison-
nement arithmétique fondé sur l'impossibilité de décomposer un entier
<!<'plusieurs manières en facteurs premiers.
La considération des cubiques dérivées serait donc sans intérêt dans

ce cas.
Nous voyons toutefois que X, doit être une puissance /x" parfaite,

)))uk!pliecpar un entier sur lequel on ne peut faire qu'un nombre fini
d'hypothèses, /x co/i: plus ~w~/ co/7</MM~diviseur de
~o. Cette restriction diminue un peu la portée du résultai qui est

d'ailleurs Indépendant de la considération des cubiques dérivées.
L<'cas ou la considération des cubiques dérivées peut être utile

<'st donc celui où les fonctions elliptiques relatives a ces cubiques
<)<'j'iv<<'sse déduisent de celles qui correspondent à C par une trans-
fonoation //c.~ /~<ï.s'du ~<?/' o/Y/<?.

IX. Courbes de genre supérieur.

Je ne dirai que quelques mots des courbes de genre supérieur. H
n'est plus vrai que de la connaissance d'un point rationnel on puisse
déduire celle d'une infinité d'autres points rationnels. Mais de la con-
naissanced'un ~7'OM/~rationnel (et par conséquent de celle d'un poin),
rationnel) on peut déduire celle d'une infinité d'autres groupesraUon-
nels.
Soit en effet C une courbe rationnelle de genre/? et de degré w, et

soit un groupe rationnel de points sur cette courbe. Le nombre des
points doubles sera
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Si nous coupons par une courbe adjointe C' de degré <7z 2, te
nombre des points d'intersection ditTerentsdes points doubles sera

et sur ce nombre, /7ï<y a~–jo pourront être choisisarbitrairement.
Soient M,,M~ M~les~Intégrales abélicnnes de première espèce.

Un groupe de points sera défini quand on se donnera les p sommes

pour ses/) points, sommesque j'appellerai ses ~MW~/<rappellerai
alors le groupe ainsi défini le ~oM/?~ (~ <x~ <x~)ou simplement le

~o~' K.On pourra choisir les constantesd~integrationdc telle façon
que la somme des arguments soit nulle pour les points (~Intersection
d'uuc courbe adjointe quelconque, les points doubles ctant laissés de
côté.
Si les groupes de p points oc, et y sont rationnels, je dis qu'i! en est

de mêmedu groupe + Y cnct, par les groupes cty je puis
f J d' Il].1' ?d + 3p.faire passer une courbe adjointe rationnelle de degré <y~>
elle coupera C en –2~–2~ autres points formant un groupe
rationnel G dont la somme des arguments sera –(~ +v). Par G etl

parle groupe ocje puis faire passer une courbe rationnelle adjointe de
degré qui coupe C enp autres points formant un groupe rationnel
d ~argumentsp -<- y x.
Supposons maintenant que le groupe de p points ocsoit rationnel. Je

mène d'abord une courbe adjointe rationnelle quelconque de de-
gré ~w–2; elle coupera C suivant un groupe rationnel G
de /M<y 2~ points; la somme des arguments sera zéro.
Soit ô le plus grand commun diviseur de et de 2~; nous pourrons

trouver deux nombres entier~ positifs ~M et tels que

Aétant un entier positif quelconque. Je veux maintenant que
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Soit alors 3' le plus grand commun diviseur de 2~ et
soit /) = 3 -= il nous sufnra de prendre A== K. + i ==e.
(~ciapose, je fais passer une courbe adjointe rationneHede degré
+ fois par le groupe G et K fois par le groupe x; cette courbe est
ainsi enticrenK'ntdéterminée, et clic coupe encore Ccn/~ autres points~
car on a

(~cs~ autres points fornicront un groupe rationne! et la sotnme des
fn'~mncnLssera Kocou K &x.
Il t'csntte de tout cela que les groupes rationnels de /? points situes

sur C sont donnes par une formutc

tout à fait de même forme que les formut<'san.uo~ucs relatives aux
cubiques.
f.e nombre s (qui pour les cubiques est égal :i3) est le plus ~raud

commun diviseur de in et 2~ divisé par le plus grand commun divi-
seur de 26/Ct/).
On conçoit la possibilité de construire de cette manière une théorie

:m:do~uea ceUcdes cubiques.

7oMr~. de ~(/~A. (5' sertc)~ tome VU. Fuse. It, tgof. 0~


