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Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques;

Piz M. H. POINCARE.

I. — Introduction.

Les propri¢iés arithmétiques de certaines expressions ct, en par-
ticulier, celles des formes quadratiques binaires, se rattachent de la
facon lu plus étroite 4 la transformation de ces formes par des substi-
tutions linéaires i cocfficients entiers. Je n'ai pas a insister ici sur le
parti quia ¢1é tird de I'étude de ces substitutions et qui est assez connu
de tous ceux (ui s'intéressent & I'Arithmétique.

On peut supposer que I'étude de groupes de transformations ana-
logues est appelée i rendre de grands services & I'Arithmétique. Clest
c¢ (qui m’engage 4 publier les considérations suivantes, bien qu’clles
constituent plutdt un programme d’¢tude qu'une véritable théorie.

Je me snis demandé si beaucoup de problémes d’Analyse indéter-
minée ne pourraient pas étre rattachés les uns aux autres par un lien
systémalique, grice 4 une classification nouvelle des polynomes ho-
mogénes d'ordre supéricur de trois variables, analogue & certains
tgards i la classification des formes quadratiques.

Cette classification aurait pour base le groupe des transformations
birationnelles & cocflicients rationnels que peut subir une courbe
algébrique,
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102 H. POINCARE.

II. — Courbes unicursales.

Soit f(z, y, ) un polynome homogéne en x, y, s, 4 coefficients
entiers. On pourra regarder I'équation

Sf(zyy,5)=0

comme représentant une courbe algéhrique plane en coordonnées
homogenes. Deux courbes f=o ct f, =o seront alors regardées
comme équivalentes on appartenant a la méme classe, si 'on peut
passer de I'une & 'autre par une transformation birationnelle, & coef-
Sficients entiers ou rationnels.

J’observe d’abord (ue deux droites

ax+by +cs=o0, arx+by+cs=o

(ot les coefficients des premiers membres sont, bien entendu, enticrs
ou rationnels) sont toujours équivalentes. II suffit, en effet, de faire
correspondre au point M de la premitre droite le point M, de la se-
conde droite, de telle fagcon que ladroite MM, aille passer par un point
donné fixe I @ coordonnées rationnelles. 11 n’y a donc qu’une scule
classe de droites.

Considérons maintenant les coniques.

Soit donc f = o I'équation d’une conique. Si cette conique passe
par un point C & coordonnées rationnelles (c'est ce ue j'appellerai
pour abréger un point rationnel), clle est ¢quivalente 4 une droite.
Il suffit, en effet, de considérer une droite quelconque D & coefficients
ationnels (ce que j'appellerai une droite rationnelle) et de faire cor-
respondre & un point M de la conique, un point M, de la droite D tel
((ue les trois points MM, C soient en ligne droite.

Il résulte immddiatement de i que, si une conique admet un point
rationnel, clle en admet une infinité. On peut le voir aussi comme il
suit. Soit C un point rationnel de la conique, soit P un point rationnel
quelconque du plan. Joignons PC, cette droite coupera la conique en
un second point M qui scra ¢videmment rationnel.
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Les coniques qui admettent un point rationnel forment donc une
seule classe, et cette classe comprend également toutes les droites.
Reconnaitre si une conique admet un point rationnel, c’est un pro-
bléme que Gauss nous a enseigné a résoudre, dans son Chapitre des
Disquisitiones, intitulé Representatio ciffiree.

Les coniques qui n’ont pas de point rationnel se répartissent en plu-
sicurs classes et les conditions de cette répartition se déduisent immé-
diatement des principes de ce méme Chapitre de Gauss.

Considérons maintenant unc cubique unicursale (i cocfficients ra-
tionnels), cette cubique a un point double qui, étant unique, est for-
cément rationnel. Soit C ce point double, je dis que notre cubique est
~quivalente i une droite, En cffet, soit D une droite rationnelle quel-
ronque, nous pouvons faire correspondre au point M de la cubique
un point M, de la droite D, de telle facon que la droite MM, passe
en C.

Les mémes principes sont applicables 4 une courbe unicursale quel-

conque. Soit /= o une courbe unicursale rationnelle de degré m;

m—\(m — 2
clle aura ¢ AL )

points doubles. Par ces

g

(m—-:){__n_z—z)
2

points doubles, je puis faire passer %™ * courbes de degré m — 2.

) m—ijp3)(m-—2
Comme nos ( )

) points doubles sont les seuls points doubles

d’une courbe & coefficients rationnels, toute fonction symétrique de
lenrs coordonnées scra rationnelle.

D'olt il suit que je pourrai faire passer par ces points doubles et par
m — 2 points rationnels pris 4 volont¢ dans le plan une courbe de
degré m — 2, el une seule, et que cetle courbe sera rationnelle (je
veux dire & cocfficients rationnels).

L'équation générale des courhes de degré m — 2 passant par les
points doubles sera done de la forme suivante

mg?g + 7'2?2_*- LI + a-m -l?m—l = O’

age A » . . '
I% 2 étant des coefficients arbitraires ot les % ¢tant des polynomes en-
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tiers homogeénes d'ordre m — 2 en z, y, 3, i coefficients rationnels.
Posons

(’) gl_ — E’ — _'Eln—l

Si nous regardons les £ comme les coordonnées homogénes d'un
point dans I'espace & m — 2 dimensions, les équations (1) définissent
une transformation qui change la courbe unicursale plane f =o en
une certaine courbe de cet espace 4 m — 2 dimensions; celte courbe,
je I'appelle K.

J'observe d’abord que cette courbe est de degré m — 2. En cffet,
soit

@5+ 28+ .+ g S =0

I’équation d’un plan quelconque de I'espace & m — 2 dimensions ; pour
avoir les points d’intersection de ce plan avec K, je n’ai qu'a chercher
ceux de £ = o avec la courbe

%P+ %P+ + 0y Yy =0,

Cette courbe ¢tant de degré 7 — 2, le nombre total des points d'in-
tersection est m(m — 2), dont (m — 1)(m — 2) sont confondus avec
les points doubles et dont 1 — 2 seulement sont mobiles.

Le nombre des points d'intersection du plan et de K est donc m2 — 2.

C. Q. F. D.

Je remarque cnsuite que la transformation (1) est birationnelle; en
effet, d’abord I'on a directement les rapports des 5 en fonctions ration-
nelles de x, y, s & coefficients rationnels. Je cherche maintenant i
exprimer inversement les rapports des trois coordonnées z, y, z en
fonctions des £.

P ir Z le, i ds deux quel des ¢
our avoir ~ par exemp c, Je pren S deux que conques es equa-

tions (1), par exemple,

' e

’
_ 6% __ %3
== e I= ey

-
1 O v3

-G
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et entre 'équation f=o et ces deux équations j'élimine 2; il restera
deux équations

(2) F=o, F,=o,

dont les premiers membres seront homogénes en .z, s d’une part, en
%, 51y 5, d’autre part. Entre ces deux équations, ¢liminons mainte-

nant = par la méthode du plus grand commun divisenr. Nos divisions

successives nous conduiront a’une série d’équations :
I:2=O, F3=O, LR ] FP=O’

dont les prcmiers mcmbrcs seront des polvnomcs homogénes en z, 3
d’une part, en %,,%,, £, d’autre part, ct d coefficients rationnels. Mais
dans cctte série, le degré des polynomes successifs en « ct z ira en dé-

croissant. La derniére équation F,= o ne contiendra plus « et 55 clle
exprimera la condition pour que les deux équations (2) aient une ra-
cine commune.

C’est donc I'équation de la projection de la courbe K sur le plan &
2 dimensions

Ve
LA

3= e e =85, =0,

L]

‘équati bod =0 o8 ) i @
L’équation précédente F,_, = o est homogéne du premier degré
Ld x * L4
enz et en 3. On en tirera donc le rapport = en fonction rationnelle
b 4 N . . . . - ')
deZ,, 35, 5, & coefficicnts rationnels, & moins que F,_, = o ne se ré-

duise 4 une identité, soit par clle-méme, soit en vertu de F,= 0. Mais

si cette derniére circonstance se présentait, cela voudrait dire que
les ¢quations

I:‘\"

\[g\‘

S =o,

-Q 3\
&S
-G

»

-3

L)

ont deux solutions communes toutes les fois qu’elles en ont une. Or
la théorie algébrigue des courbes unicursales, sur laquelle je n’ai pas
4 revenir, nous apprend qu'il n’en est pas ainsi. Nous n’avons donc
Pas & nous occuper de cette exception qui ne se présentera pas.
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La conclusion est que la transformation (1) est une transformation
birationnelle i cocfficients rationnels (je dirai pour abréger une (rans-
formation purement rationnelle) et méme qu’il en est de méme de
la transformation

(ui transforme la courbe plane /= o en la courbe plane I¥, = o.

La courbe unicursale plane I, = o, étant la projection de K, est
de degré m — 2, d’oli cetle conséquence :

Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente i une
autre courhe unicursale dont le degré est de deux unités plus petit.

De proche en proche, on arrive au résultat suivant :

Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente a unce
droite ou & une conique.

Sur une droile ou sur une conique rationnelles, il y a une infinité
de couples de points, tels que toutes fonctions symétriques de leurs
coordonnces soient rationnelles (c'est ce que jappellerai des couples
rationnels); ces couples rationnels s'obtlicnnent sur une conique en
coupanl cetle conique par une droite rationnelle quelconque.

Donc, sur une courbe unicursale rationnelle quelconque, il y a
toujours une infinité de couples rationnels.

Sur une droite rationnelle, il y a toujours unc infinité¢ de points ra-
tionnels.

Done, sur une courbe unicursale rationnelle quelconque de degré
impair, il y a une infinité de points rationnels.

Ces résultats peuvent encore s’obtenir d’une autre maniére.

Jappellerai groupe rationnel un groupe de points tels que toute
fonction symétrique de leurs coordonnées soit rationnelle,

Je dis d’abord que, sur la courbe /=0, il y a unc infinité de groupes
rationnels de . — 2 points. On les obtient de la facon suivante :

Considérons la courbe de degré m — 2 |

Oy Pit %52+ o oo F Ly iy = 0y

et donnons aux coefficients arbitraires z des valeurs rationnelles.
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Cette courbe coupera f=o0 en m — 2 points, outrc les points
doubles, et ces m — 2 points formeront évidemment un groupe ra-
tionnel.

Je dis maintenant qu’il y a une infinit¢ de couples rationnels.

En effet, par les points doubles, je puis faire passer «<**~") courhes
de degré m — 1. Prenons ensuite deux groupes rationnels de /2 — =
points; par les points doubles et par ces deux groupes, je pourrai
faire passer «* courbes de degré »: —1 dont I'équation générale
pourra s’écrire

(3) oy + o, + g, = o,

ol1 les a sont des cocfficients arbitraires ct les ¢ des polynomes hono-
gtnes de degré m — 1 en x, y, 3, @ coefficients rationnels.

Donnons aux arbitraires « des valeurs rationnelles quelconques;
la courhe (3) coupera la courhe f=o:

1° Aux points doubles, ce qui compte pour (#72 — 1) (1 — 2) inter-
sections;

2° Aux points des deux groupes rationnels, ce qui fait 2(m — 2) in-
tersections;

3 En deux autres points mobiles.

Ces deux points mobiles formeront évidemment un couple rationnel.

c L Q L] F [ D L]
Considérons la transformation

»
"
{ a2

71 T Yy -

< JNVY
=) SYY
e
-

on verrait, comme pour la transformation (1), qu’elle est purement
rationnelle; et clle transforme f = o cn une conique, puisque les
courbes (3) coupent f = o en deux points mobiles.

Toute courbe unicursale est donc équivalente & une conique.

Supposons enfin 7z impair, je dis qu'il y aura une infinité de points
rationnels,

. ] ’ ’—"
Considérons, en cflet, = 3

couples rationnels quelconques, par

ces couples et par les points doubles je puis faire passer un faisceau
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de courbes de degré m — 4 ayant pour équation géncérale
(4) 0, +2,0,=o0,

les o ¢tant arbitraires ct les § ayant leurs coefficients rationnels.
Donnons aux a des valeurs rationnelles quelconques. La courbe ()
coupera f = o, non sculement aux points doubles et aux #m — 3 points
de nos couples rationnels, mais encore cn un autre point qui, étant
unique, devra ¢tre rationnel. C. Q. . D.

III. — Points rationnels des cubiques.

On voit avee quelle facilité se traite le cas des courbes unicursales.
Passons maintenant aux courhes de genre 1 et d’abord aux plus simples
d’entre elles, je veux dire aux cubiques.

Fiudions d'abord la distribution des points rationnels sur ces
courbes,

J'observe que la connaissance de deux points rationnels sur une cu-
bique rationnelle suffit pour en faire connaitre un troisi¢me. En eflet,
la droite qui joint deux points rationnels donnés va couper la cubique
en un Lroisieme point (ui, ¢lant unique, sera encore rationnel.

De méme, si nous connaissons un point rationnel, nous pouvons c¢n
déduire un second. Pour cela, considérons la tangente it la cubique en
un point rationnel. Ce sera unc droite rationnelle, et elle coupera la
cubique en un autre point «ui sera rationnel.

Voyons ¢quels sont les points rationnels ue Pon peut déduire ainsi
de la connaissance de un, deux, trois, cte., points rationnels donnes.

A chaque point d'unc courbe de genre 1 est attaché un argument
elliptique ct de Lelle facon que, sur une cubique, la somme des argu-
ments elliptiques de trois points en ligne droite soit conslante a une
periode pres. Nous définirons argument de telle facon que cette con-
stante soit nulle. Nous devons remarquer que Pargument n’est défini
de la sorte qu’a § de période pres. Car, si 'on ajoute & tous les argu-
ments } de période la somme des arguments de trois points en ligne
droite ne cessera pas d’étre égale & une période.
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Cela posé, soit My un point rationnel dont I'argument clliptique
soit o.

La tangente en M, ira couper la cubique en un point rationnel M_,
dont 'argument clliptique sera — 2¢.. La tangente en M_, ira couper
la cubique en un point rationnel M, dont Targument elliptique
sera 4.

La droite M, M, ira couper la cubique en un point rationnel M_,,
dont I'argument sera — 5«; la droite M_,M_, ira couper la cubique
en un point rationnel M, d’argument 72,

La droite M, M, coupera la cubique en un point M_, d’argument
— 8a ct la droite M_,M_, la coupera en un point M, d’argument 1o4.

La loi est manifeste ct il existera sur la cubique une série de points
rationnels M, (2 étant un indice entier variant de —-oc it + =) ct
I’argument clliptique de M, est (37 +1)a.

Ces points sont tous distinets, 4 moins ¢uc « ne soit commensurable
avee une période.

La droite qui joint deux de ces points M, ct M, passe par un troi-
sicme point rationnel dont 'argument elliptique est

[3(— n—p—1) +1]e,

et qui fait, par conséquent, encore partie de la série des points M,.
Soient maintenant M, et N, deux points rationnels d’arguments «
et B3 les points M, et N, d’arguments

(Bn+1)a et (3p+1)8

scront encore rationnels; le troisi¢me point d'intersection de la cubicque
avee la droite M, N, aura pour argument

—@Brn+1ae—-Bp+1)B
el sera rationnel. Les deux points
B et —Br+1)a—Qp+1)8
¢tant rationnels, il en sera de méme de

(3rn+1)a+ 3pB.

Journ. de Math. (5 série), tome VIL, — Fasc. II, 1go1. - 22
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Et, de méme, le point
3na+Bp+1)p
devra étre rationnel.
En résumé, seront rationnels tous les points d’argument

ao+ 0B,

ol « et b sont des cntiers satisfaisant 4 'un des trois systémes de con-
gruences :

a=z:y, h:z==0 )
=0, b=1 , (mod3);
a::i—1, bzz— 1

en d'autres termes, lous les points d’argument
o+ 3na+ p(f—a),

n et p étant des entiers.

Observons que si I'on joint deux de ces points, la droite rationnelle
ainsi obtenue coupera la cubique en un troisiéme point dont I'argu-
ment sera encore de méme forme.

Cela montre que tous les points rationnels que 'on peut déduire
de M, et N, sont compris dans cette méme formule.

Plus généralement, si les points d’arguments elliptiques

sont rationnels, il en sera de méme de tous les points dont les argu-
ments elliptiques sont compris dans la formule

(1) 243na+p(a,—a)+p,(2,—a)+...+ p(a,—2)

ol n et les p sont entiers.
Tous les points compris dans la formule (1) sont-ils distincts? lis le
seront &4 moins qu’il n’y ait, entre les arguments

et une période, une relation linéaire & coefficients entiers.
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(n peut se proposer de choisir les arguments

de telle facon que la formule (1) comprenne tous les points rationnels
de la cubique. Les ¢ + 1 points rationnels qui ont les arguments (2)
formeront alors ce que nous appellerons un systéme de points ration-
nels fondamentauz.

1l est clair que I'on peut choisir d’une infinit¢ de maniéres le systéme
des points rationnels fondamentaux. On devra tout d’abord dans ce
choix s’arranger de telle facon que le nombre ¢ + 1 des points fonda-
mentaux soit aussi petit que possible. Cette valeur minima de ce
nombre ¢ + 1 scra ce que j'appellerai le rang de la cubique; c’est

¢videmment un ¢lément Lrés important de la classification des cubiques
rationnelles.

Il y en a d’autres.

On sait que les cubiques réelles se partagent en deux catégories : les
unes ont une seule branche ot tous les arguments elliptiques sont
réels; les autres ont deux branches; tous les points de la premiére
branche (branche impaire) ont leurs arguments réels, tous ceux de la
seconde hranche (branche paire) ont leurs arguments égaux & une
(uantité réelle augmentée d'une demi-période imaginaire que j'appel-

, ;

e W
lerai —.

4

Dans le premier cas, tous les points rationnels ont leur argument
réel, de sorte que les quantités &, «,, . . ., «, sont toutes réelles.

Dans le second cas, il peut encore arriver que toutes ces quantilés
soient réelles ct il arrive alors que tous les points rationnels sont sur la
branche impaire et qu’il n’y en a pas sur la branche paire.

Mais il peut arriver également que 'une des uantités a soit égale

N L) ' ’ w’ ’
A unc quantité réelle augmentée de — de sorte que I'un des points

tationnels fondamentaux soit sur la branche paire. Nous pouvons tou-
Jours supposer qu’il n’y en a qu’un. Si, en effet, nous avions sur cette
branche paire deux points fondamentaux d’arguments § et v, nous
pourrions les remplacer par les points dont les arguments sont § et
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—~ § —+ et le second de ces nouveaux points fondamentaux serait sur
la branche impaire.
Supposons donc 2, 2,, . .., #,., réels et soit

'
B/ (]
ﬁq—,“-i-;-’

% étant réel; alors les points rationnels de la branche impaire seront
donnés par la formule

%+ 3117.-}-1),(9:‘,— 2) + pa(2,—a)+ ...
A+ Py ey — @) + 2Py (B — 2).

A chacun des points rationnels de la branche impaire en corres-
pondra un sur la branche paire et la différence des arguments de deux

points correspondants scra 3 — 2 + (i;:

A ce point de vue, nous devons considérer trois calégories de cu-
bigues rationnelles (outre celles de rang zéro qui n’ont pas de point
rationnel) : 1¢ celles qui n’ont qu’une scule branche; 2° celles ui ont
deux branches, mais n’ont de points rationnels que sur la branche
impaire; 3° celles qui ont deux branches et des points rationnels sur
les deux branches.

Nous devons encore faire une autre distinetion; il peut se faire que,
parmi les quantités

(3) 2n%+pi(a,—2)+ ...+ p,(2,— %)

((qui peprésentent les différentes valeurs que peuvent prendre les dif-
ferences des arguments des points rationncels), il y en ait qui soient des
parties aliquotes d’une période réelle. Considérons Loutes celles des
(quantités (3) qui sont ainsi commensurables avee la période réelle,
période que jappellerai w; leur plus grand commun diviseur fera cn-
core parlic des quantités (3) et comme toutes ces quantités ne sont
définies qu’i un multiple prés de o, le plus grand commun diviseur
de w et de celles des quantités (3) qui sont commensurables avec w
pourra encore étre regardé comme faisant partie de ces quantités (3).
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. [/ ' . ’ ‘I’
Soit 7:1‘ ce plus grand commun diviseur; tous les maltiples de ~ fe-

ront partie des quantités (3) et ce seront les scules quantités (3) qui
soient commensurables avec .

- . (7] . (0]
Nous pourrons supposer alors soit 2 == z—; $0it 2, =2 + _

La connaissance du nombre m, s'il existe des quantités (3) com-
mensurables avee o, est évidemment aussi un des éléments les plus
importants de la classification des cubiques rationnelles.

Il arrivera quelquefois que le seul point rationnel fondamental
sera 5
i 3m

nels soient tous donnés par 'une des formules :

; plus généralement, il pourra se faire que les points ration-

(4) Ko Ko o Ko 20,

m’ Tm T 3w’ Tm 7 3w’
ou bien que les points rationnels de la branche impaire étant donnés
par P'une des formules (4), ceux de la branche paire s’en déduisent en
‘”I
=

Dans ces divers cas il n’y aura qu'un nombre fini de points ra-
tionnels ; dans tous les autres cas il y en aura une infinité; j’ajouterai
qu’il y cn aura une infinité sur tout arc de la cubique si celle-ci w'a
qu'unc branche, sur tout arc de sa branche impaire si clle a deux
branches, et enfin sur tout arc de 'une queleonque des deux branches
s'il y a deux hranches ct qu'il y ait des points rationnels sur chague
branche.

Ainsi se pose naturellement le probléme suivant :

. o L .o )
ajoutant aux arguments clliptiques soit —» soil — +
2 2/m

Quelles valeurs peut-on attribuer aw nombre entier que nous
avons appelé le rang d’une cubique rationnelle? Quelles sont,
parmi les catégorics que nous venons d’énumérer et qui sont jus-
quici logiquement possibles, celles qui existent réellement?
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IV. — Autres courbes de genre 1.

Les principes précédents sont applicables a des courhes quelconques
de genre 1.

Considérons, par exemple, une quartique gauche. Chaque point de
cette courbe posséde un argument elliptique; et la somme des argu-
ments des quatre intersections de la courbe ct d’un plan cst nulle.

Si donc les points «, 3, ¥ sont rationnels, il en est de méme du
point

—2—3—.

i le point « est rationnel, il en est donc de méme du point — 32,
puis des points
o= —|z+4+2(—32)|,

—ra=— b2+ 2+ =],
9% = —[(—72) + 2+ (—32)},

~t1iz—=—|[9z+ 2+ 2|,

¢l, en général, de tous les points (4n +1)2.
Si v, 8 et « sont rationnels, il en sera de méme de

G
: —%—p—3
et de
—~(22+7)
et, par conséquent, de
/ 4
yrpoa=—lamr(—2—b-p)

Si done
%y Oy Ky eees %y

sont rationnels, il en sera de méme de
(1) (hn+a+p (2, —2) +py(2,—2) + ... + p,(2,— 2),

quels que soient les entiers n, pyy Psy . - . 5 py.
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(’est 1a une formule analogue 4 la formule (1) du paragraphe pré-
cédent et qui se discuterait de la méme maniére.

Considérons plus généralement une courbe de genre 1 et de degré m
dans I'espace 4 in — 1 dimensions. Un plan coupera cette courbe en
m points et la somme de leurs arguments elliptiques sera nulle.

Le méme raisonnement pourra donc s’appliquer.

Sio, 2,5 %, . .. 5 %, 500t rationnels, il en sera de méme de

- (ﬁ.,-l— ‘12 + o o o + 1,,,_,)
et des divers points

—~(m —1)a, —oa,—(m—2)2, —a,—a,—(m—3)z,

— s+t —a)=—|—(m—2)2—|—a,—a,—(m —3)z].,
et plus généralement de
(nm +1)o+ p (2, — 2)+p,(2,— %)+ ...+ p(2,— 2),

formule analogue a la formule (1).
On arriverait aisément aux mémes résultats cn raisonnant directe-
ment sur les courbes planes. Soit C une courbe plane de degré m ot de

genre 15 elle aura
(m—)(m—2)
2

I

points doubles. Par ces points doubles je peux faire passer ="~
courhes d’ordre 7 — 2 qui couperont la courbe cn 7z points mobiles:
j'appelle ces courbes K. Si nous avons s — 1 points rationnels d’argn-

ments elliptiques
Opy  Zay  eeey Ky

par ces points je pourrai faire passer une courbe K, cette courbe cou-
pera C en un ni*™ point qui aura pour argument

-—(a‘-i-ﬁ,-l-. 00 4—1,,,._,)

€t qui sera évidemment rationnel.
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Le reste du raisonnement se poursuit comme plus haut.

Cherchons maintenant dans quels cas une quartique ou une courbe
de degré plus grand peut étre équivalente & une cubique.

Soit d’abord une quartique plane rationnelle quelconque de genre 1.
Supposons qu’elle poss¢de un point rationnel P. Par ce point I’ et par
les deux points doubles, je puis faire passer «? coniques, qui cou-
peront la quartique en trois points mobiles. L’équation géncérale de
ces coniques pourrait s’¢erire

O3+ %agat 035y = 0O,

les 2 ¢tant des arbitraires et les ¢ des polynomes du second degré i
cocfficients rationnels.
Considerons alors Ja transformation

4\

-
l KA
w

3 ' ave

-G
-G
»
>(
o

ol les § sont considérés comme les coordonnées homogenes d’un point
dans un plan. Elle transforme notre quartique en une cubique, et I'on
verrait, comme pour la transformation (1) du § I, que c’est une trans-
formation purement rationnelle.

La quartique est donc ¢quivalente & une cubique.

Réciproquement, considérons une quartique ct supposons qu’elle
s0il équivalente 4 une cubique, je dis qu'elle admettra un point ra-
lionnel.

En effet, soit « P'argument clliptique d’un point de la quartique;
I'argument elliptique du point correspondant de la cubique sera u + £,
k ¢1ant une constante. Si trois points de la cubique sont sur une droite
rationnelle, les trois points correspondants de la quartique, qui auront
pour arguments cllipliques e, 3, v, formeront un groupe rationnel, et

Pon aura
2+ P +v=—3k.

Par ces trois points et les deux points doubles je puis faire passer
une conique ui sera rationnelle et qui coupera la guartique en un
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autre point qui, ¢lant unique, devra étee rationnel. Ce point rationnel
aura pour argument — o — 3 — v, c'est-a-dire 3.

La cubique devra avoir aussi un point rationnel, En effet, par les
poinls doubles de la quartique je fais passer une conique rationnelle
(qui coupe la quartique en quatre points simples. Les quatre points
correspondants sur la cubique formeront un groupe rationnel. Par les
(quatre points de ce groupe je puis faire passer une infinite de coniques
rationnelles, qui conperont la cubique en deux autres points. Ces deux
points formeront un couple rationnel. En joignant les deux points
dun de ces couples rationnels on obtiendra une droite rationnelle ui
coupera la cubique en un troisiéme point qui sera rationnel.

C. Q. F. D,

Réciproquement, si une cubique a un point rationnel P, clle est
cquivalente a une quartique. En effet, je considére dans U'espace un
point rationnel quelconque S5 et je considére ee point comme le som-
met d'un edne G du troisicme degré ayant pour direetrice la cubique.

%ar le point I* je puis faire passer une droite rationnelle quelconque
(qni coupe la cubique en deux points M et M, formant un couple ra-
tionnel. Par les droites SM et SM je puis faire passer une surface du
second degré rationnelle. [intersection compléte de cette surface et du
cone etant duo sixiéme degre se décompose en deux droites SM et SM,
el une quartique gauche rationnelle. La projection de celle quartique
ganche sur un plan rationnel quelconque est une quartique plane ra-
tionmelle,

bn résumé

La condition nécessaire el suffisanle pour qu’une (uarlique ra-
tionnelle soit équivalente a une cubique, c'est qu'elle ait un point
rationnel,

La condition nécessaire ct suffisante pour (u'une cubique ra-
Honnelle soit équivalente i une quartique, c'est qu'elle ait un point
rationnel, .

Soit f = o une courbe plane de genre 1 et de degré m. Quelle est
lacondition pour qu’elle soit équivalente & une courbe de degré p,
dont 'équation sera /, = 0?

I faut d'abord qu'il y ait sur /=0 un groupe rationnel de p points.

Si, en effet, nous coupons la transformée f, = o par une droite ra-

Journ. de Math. (3¢ série), tome VII. — Ifasc. I, 1qyor, 23
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tionnelle quelconque, cette droite la coupera en p points formant un
groupe rationnel. Lcs points correspondants sur f==o formeront
aussi un groupe rationnel.

de dis maintenant que cette condition est suffisante. En effet, s'il
existe un groupe rationnel de p points, par ce groupe et par les
points doubles je pourrai faire passer une infinité de courbes de
degré m — 3 + k, dont Péquation générale sera

23+ TGyt F+ 2,5, +0 /=0,

oit g =hm —p, ot les o sont des arbitraires, les % des polynomes
dordre m — 3 + I i coeflicients rationnels et O un polynome arbi-
traire de degré I — 3 (le terme 0 f disparait si A << 3).

Ces courbes couperont f== o en km — p points mobiles. Si l'on
donne aux a des valeurs rationuelles, ces ki — p points formeront un
groupe rationnel.

Considérons maintenant un de ces groupes rationnels de kme — p
points, par ce groupe et les points doubles nous pourrons faire passer
une infinit¢ de courbes de degré m — 3 + k, dont 'équation générale

sera
(.‘)‘) “ﬁ%*‘ﬁgﬁpz—}--..‘*"O!I,'.Pl,-{*-'qf'::(),

ot les o sont des arbitraires, les ¢ des polynomes d'ordee me — 3 +
it coefficients rationnels el 1 un polynome arbitraire d’ordre & — 3.

Ces courbes couperont /= o ¢n p points mobiles. Si alors on con-
sidére la transformation

I $VY
ave
-~

P

1 IVY

.—("
-
-~

B Gl

(ol les % sont les coordonnées homogénes d’un point dans un plan),
elle sera purement rationnelle, toujours en vertu du raisonnement,
et elle transformera f=o0 en une courbe de degré p [parce que les
courbes (2) coupent f = o ¢n p points mobiles].

Cette démonstration suppose :

1° Que kme > p, on peut toujours prendre k assez grand pour cela;
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20 Que p2 3. Si p =1 ou 2, il est clair que le théortme est en deé-
faut, puisqu’il n'y a pas de courbe de genre 1 et de degré 1 ou 2.

Si p =1, c'est-d-dire s'il y a un point rationnel, il existe aussi un
aroupe rationnel de trois points (& savoir le groupe qui comprendrait
lrois poinls confondus entre cux ct avee ce point rationnel); la courbe
est done équivalente & une cubique. Lt 'on démontrerait de méme
qu'elle est ¢équivalente i une courbe de degré quelcondue.

Si p = 1, c’est-d-dire s’il y a un couple rationnel, il existe aussi un
sroupe rationnel de quatre points (4 savoir le groupe qui compren-
drait quatre points confondus deux i deux et avee les deux points du
couple); la courbe est done ¢équivalente i une quartique. Et Pon de-
montrerait de méme qu’clle est ¢quivalente & une courbe d'an degree
pair quelconque.

Si m eslimpair et qu'il y ait un couple rationnel, il y a aussi un point
rationnel. Car, par les points doubles et par un groupe rationnel de
m—i1 ., im—1i
s T
et avee les deux points du couple, on peut faire passer une courbe de
degré m — 4 et une scule. Cetle courbe est rationnelle et clle coupe
[ = o en un aulre point (ni est unique ct rationnel.

lin résumé :

Pour ¢u'unc courbe rationnelle de genre 1 et de degré me soil équi-
valente & une courbe de degré p > 3, il faul et il suffit qu’elle posséde
un groupe rationnel de p points.

Pour aller plus loin, supposons ue notre courhe, de degré mi, ad-
melte un certain nomhre de groupes rationnels. Supposons-en Lrois
pour fixer les idécs.

Soienl G, G, (i, ces groupes qui seront formés respectivement de
Piy P2 cL p, points. Soit & le plus grand commun diviseur des (quatee
nombres |

my Py P2y Pse

m -~ 1 poinls qui comprendrait 72 — 1 points confondus

Je dis qu'il existe un groupe rationnel de ¢ points.
En cffet, on peut trouver quatre nombres entiers positifs

K, 4, h, &,
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tels que

’ \
Km—hp—lyp,—hyp,=ca.
\ous pourrons alors mener une infinité de courbes de degré

m—3+K,

passant par les points doubles et ayant avec /= o un contact d’ordre
Iy — 1 aux points du groupe G,, d'ordve /i, — 1 aux points du
groupe G,, d’ordre /iy — 1 aux points du groupe G,. Parmi ces
courbes, il y cn aura une infinilé qui seront rationnelles.

Elles couperont f == o, aux points doubles, en £, p, points confondus
avee le groupe G, en kyp, points confondus avee le groupe Gy, en
h, p, points confondus avee le groupe Gy, ct en

Km—hp—hyp,— hyp,=2

autres points. Ces ¢ points formeront un groupe rationnel.
C. Q. F. D.

Soit alors ¢ le plus petit nombre tel qu'il existe sur /=0 un groupe
ationnel de ¢ points. D'aprés ce qui précide :

1 Le degré m est un multiple de ce nombre caractéristique ¢

2" 1l en est de méme du degré de toutes les courbes ¢quivalentes
af=o0;

3° Il en est encore de méme du nombre des points d’un groupe ra-
tionnel quelconque de f=o.

Ce nombre caractéristique ¢ est donc un des ¢léments les plus im-
portants de la classilication des courbes rationnelles de genre 1.

Il mnc reste & parler d’un point de détail.

Considérons une (uartique gauche ¢quivalente a une cubique plane.
Par exemple, la cubique sera la perspective de celle quartique, en
prenant pour point de vue un point S de la quartique.

D’apres ce qui précede, ce point S doit étre rationnel. Soil « son
argument clliptique sur la quartique et

o — o+ k
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son argument sur la cubique. Soient, d’antre part,
UO" y’z, L4 O’ ’/’9

les arguments des autres points rationnels fondamentaux sur la quar-
ligue ct
d,‘.’._"ﬁi-f-lt' <t=[,2’onc,!’)

leurs arguments sur la cubique.
Nous avons vu quc les arguments des points rationnels sur la quar-
lique sont donnes par la formule :

b=a~+ qna+Zpi(a;—a),
et sur la cubique par la formule
B=a' + 3na +EZp;(a;,— o).

1l faut démontrer que ces deux formules concordent, ¢'est-i-dire
que 'on a

l(i' = (5 + k.
Or ¢’est ce qqui est évident, si 'on observe que

3 =u, -0 =0;— %, 3a' = 4.

V. — Etude de quelques transformations.

Soil 2 I'argument d’un point rationnel cqueleoncue sur ane cubique;
la transformation qui change le point d’argument «, dans le point
dargument — o — u, sera évidemment (les trois points 2, u, — 2 — u
¢tant en ligne droite) une transformation purement rationnelle qui
changera la cubique en elle-méme.

Si o et § sont les arguments de deux points rationnels, les transfor-
mations

(uy —a—u),

(4, — B —u)
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seront purement rationnelles; il en sera de méme de leur résultante
(ty § —a+u).

D ailleurs, si 2 est rationnel, il en est de méme de — 22, de sorte que
la transformation (u, 3o + 1) est purement rationnelle.

Ftudions de plus pris ces transformations (u, § — o + u).

Si i, y. 3 soul les coordonnées du point d’argument w, et &+, ¢
celles du point transformé d’argument § — o + u, les ¢quations de la
transformation devront étree de la forme

( ==

’

x:a\v
NYEA]

N\, Y, Z étant des polynomes entiers en i, y, 5 i coefficients ra-
tionnels,

Comment former ces polynomes?

La droite = o coupera la cubique en trois points M,, M,, M, d’ar-
guments ¥, ¥., v5. Considérons les transformeés de ces trois points
par la transformation inverse de (1), (qui auront pour arguments

[/ [/ G .
d—+Y, %2—3+Y %2—3 Yy

et que jappellerai M, M, M’,.

On aura
(2) Vit Ya+Yis=o0.

Considérons d'abord trois points '\, I, P, d'arguments ¢, ¢, ¢,
assujellis i la condition unique

(3) g+, +¢e=733—3a

On pourra choisir ces Lrois points de facon (u’ils forment un groupe
ationnel.

Les six points M, M, M, I, ,, P, seront, & cause des rela-
lions (2) el (3), sur une méme conique, ct cette conique sera ration-
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nelle. Soit
X,=o

I'éqquation de cetle coniques je puis supposer qu’elle est écrite de telle
facon que les cocfficients de X, soient entiers ct premiers entre cux.
D’autre part, la droite y = o coupe la cubique en trois points N,
\,, N, avant pour transformés N, N, N, Les six points N, N, N
P,, P, I, sont sur une méme conique rationnelle dont I'équation peut
s'eerire
Y, =o,

les coefficients de Y élant entiers et premiers entre cux.
De méme, la droite 5 = o coupe la cubique en trois points Q,, ().

wid N2
(), ayant pour transformés (), ), Q.. Les six points (), Q_, Q. P,

L&) “3?
P,, P, sont sur une méme conique rationnelle dont Péquation peut

<'éerire
Z, pennd (),

les cocefticients de Z ¢tant entiers et premiers entre eux.
Considérons alors la fonction
XY,
Y\’

ce sera unc fonction doublement périodique de P'argument elliptique
du point z, y, 5; celte fonction ne pourra devenir infinie, car le déno-
minateur ne peut s"annuler sans (ue le numérateur sannule. Elle se
réduira donc & une constante; pour la méme raison

X7,
/AY

est une conslanle. Nous pourrons donc poscr
X:aX,, Y'::/)Y,, Z::L'Z,,

@, b, ¢ élant trois enticrs premiers entre cus.
Ainsi la transformation (1) peut s'éerive de telle facon que X, Y, Z
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soient des polynomes du second ordre. Cela est méme possible d'une
infinité de manicres, car les trois points 1, 12,, I, ge sont assujettis
(i une seule fgalind,

Soient N, Y7, 7 trois polynomes du second degré formés comme N,
Y, Z, mais en remplacant les trois points P, P,, P, par trois autres
points I”,, 17, P assujettis comme eux i la condition (3). La trans-
formation

EANY
-

(v hisy - s

>
-
|
t
N

devea &ee o méme que la tansformation (1) je veux dire par li
qu'un point de la cubique /= o a méme wransformé, gu’on lui applique
"une ou Fanire des deax transformations, Les deux transformations (1)
el (1 bis) pourraient étrve appliquées i up point quelcongue du plan;
mais alors les deux transformés ne seraient pas les mémes,

Il résalte de la que les trois polyosomes du quatriéme degrdé

Y 7Y, ZN'— XN/, XY —YX
sont divisibles par /.
[l importe de resmarquer gque la transformation (1) est une (ransfor-
. ¢ . B . . . L
mation Cremona; ¢ est-a-dire qu’on peut en tirer les rapports —» % en

fonctions rationnelles de %, «, 7, alors méme que le point ., y, 2 0'est
pas assujetii & rester sur la cubiquae ; et, e effet, deux des coniques

aN=3Y +vl =0, AXN+FY+vZl=0

ne se coupenl qu'en un seol point mobile, en dehors des trois points
tvpe P ) b
fixes P, I, P,.

Ces trois points fixes sont les points-bases de la transformation.

St F'on résoul les équations (1), on trouve

, Y L

(4)

-
-~

e — . —

z . v — ’ >, [ =z . v ?
Xn‘?y lys) \u‘-’n Gy %) /‘u(% T,y w)

Nos Yo, Zg étant des polynomes du second degré, La transforma-
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tion (4) est ainsi la transformation inverse de (1). Quels sont les
points-bases de cette transformation inverse?

Je rappelle que, dans une transformation quadratique Cremona,
toute droite passant par un point-hase se transforme cn une droite pas-
sant par un point-hase de la transformation inverse.

Seit done une droite D passant par P,; elle coupera la cubique en
deus autres points I, et 1,; la somme des arguments de ces deux
points sera constante et égale 4 —¢,. Soient H, et I les transformés
de U, 2L 31,5 la somme de leurs arguments sera constante et égale a

2(8—a) —e¢,.

La droite I, 1L, transformée de 1D, coupera la cubique en un troi-
sicme point R, dont I'argument sera

g —2(3 —=2).

Cette quantité étant constante, ce point R, restera fixe «uand la
droite D) tourncra autour de P,. Donc R, est un des points-bases
de (). Les deux autres, R, et R;, auront pour arguments

- f
gg— 2(3 — ).

Ainsi les trois points-hases de (4) sont encore sur la cubique, et la
somsme de leurs arguments est

3o — 33,

Si donc nous considérons les trois points R,, R,, R,, leurs transfor-
mes, que jappellerai Q,, Q,, (,, seront en ligne droite, et les trans-
formés de leurs transformés sont les trois points Py, I, et P;.

Considé¢rons maintenant I'expression

S(X, Y, Z);

9 ] g )
c'estfun polynome du sixiéme degré cn x, y, 5; comme la transfor-
Journ. de Math. (5 série), tome VII. — Fasc. 1I, 1gos. 24
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mation n’altére pas la cubique /= o, on aura identiquement
(5) SNGY Ly = f(y yy3)0(0,y,3),

7, ¢tant un polynome du troisi¢ine degré.
Comme les trois points-hases 1), P,, I’; doivent étre des points
triples pour la sextique

(X, Y, Z)y=o0
el (ue ce sont des points simplcs pour la cul)iquc

./('”7 Y, 3) =0,

ce seront des points doubles pour la cubique 7, = o5 de sorte (ue cette
cubique v = o se décomposera en Lrois droites (ui seront les cotés du
triangle P, P, 1P,.

Dautre part, les transformations (1) et (4) ¢tant inverses 'une de
aulre, on aura

xo(«\'o\',z Yo(x,\"'/‘) —_ '/‘.v(-‘\',Y’Z)_./

SAREE SR LR = : 7,
o ¥ 3
ou
s N (Y, Z) = e
(6) Yo(_xy Y7Z)=)“’1'7

| 70(N, Y, Z) =37,

Les premiers membres étant des polynomes du quatriéme degre, o/
sera un polynome du troisiciie degré; les trois points-hases ¢tant des
points doubles pour les quartiques

Ne(X, Y, Z2) =o, Y,=o, Z,=o,

seront aussi des points doubles pour la cubique 7' = o. Cette cubique
se décompose ainsi encore en trois droiles qui sont les trois cotés du
triangle P, ,P,.

Ainsi les deux polynomes 1 et %' ne peuvent différer que par un
facteur conslant,
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Le polynome 7 est décomposable aw point de vue algébrique en
irois facteurs linéaires; mais il narrivera pas toujours que cette décom-
position soit possible au point de vue arithmétique. Cela arrivera si
Jos trois points Py, P, et I, sont rationmels. I est clair qu'il est toujours
possible de choisir ces Lrois points (qui sont assujellis seulement i Ly
condition 3) de telle facon ’ils soient rationnels; et cela d'une infinite
de maniéres en prenant

Gg=qi(%—a2)+ 2+ 3p2 (F=1y2,3),
avee la condition
Yo+ 2+ (3=, P3Pt pPy=—1.
(est la supposition que nous adopterons désormais, saufavis contraire,
Supposons que x, ¥, 3 soienl Lrois enliers premiers entre enx; \,
Y, 7Z sont également trois entiers; il importe de savoir quel est leur
plus grand commun diviseur S.
Observons (ue
. - LY 2N V4 - ’ r - L4
Ne(N, Y, 20, Yo(N, Y, ), Z(N, Y, 2)
sont divisibles par 82, 11 en résulte que 17 est divisible par 3% Clest
déji une considération qui pourra nous aider & déterminer .
Considérons de nouveau les neuf points
) 7 2
P, Q, I (F=1,2,3).
Nons avons vu qu'ils ont pour arguments

» . _ o
&y & — ((«I’ — %)y & 2(‘# - %),

avee la condition
s T 1(13 - r/')‘

De 1a vésulte immédiatement que ces neuf points se (rouvent (rois i
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trois sur sept droites, qui sont les droites

Q,Q.Q,, P,QR,, P,Q.R,, Q|R2P37
PR,Q, Q,P;R;, R,P,Q,.

De plus, la somme des arguments des neuf points (de méme que celle
des arguments des six points P; et R,) étant nulle, on conclut que les
six points P, et R, sont sur une méme conique C, et que les neuf points
sont sur une infinité de cubiques.

On voit alors que les six points P; et R, sont les sommets d'un hexa-
gone de Pascal inscrit dans une conique C, et que les points (),
)., Q, cn ligne droite sont les intersections des trois paires de colés
opposés de cet hexagone.

Considérons les cubiques qui passent par les neuf points; clles
forment un faisceau. L'une d’clles est la cubique proposée f = o. Une
se décompose en une conique qui estla conique C circonscrite a I'hexa-
gone de Pascal, et en une droite qui est Q, Q,Q,. Deux des cubicques

se décomposent en trois droites qui sont pour I'une d’elles
(7) R,Q,P,, R,Q,P, R,Q,D,

ol pohr I'autre

(8) R,Q,0,, R,QP,, R,Q,P,.

La transformation change la cubique f en elle-méme; elle change la
conique C dans la droite QQ, Q,Q; et inversement; elle change les trois
droiles (7) les unes dans les autres, de méme que les trois droites (8).
Il 'y a donc quatre cubiques du faisceau pour lesquelles on voit imm¢-
diatement qu’elles ne sont pas altérées par la transformation. Il suffi-
rait de le savoir de deux d’entre elles pour conclure que cela est vrai
pour toutes les cubiques du faisceau.

Toutes les cubiques du faisceau sont donc inaltérées par la translor

mation (1). Si
[(@y35)=0, (& y,5)=0
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sont les équations de deux de ces cubiques, on aura ¢videmment

[(X, Y, L) =f(2, y,5),
o(X,Y,Z)=19(z,y,3)ary,
a ¢lanl une constante, et de méme
SX Y, L)+ 2(X, Y, Z) = [ f(, yy3) + Mgy yy 2)] b,
b élant une autre constante. Or cela n’est possible que si ¢ = b =1;
d’ol il suit que le coefficient v qui figure dans 'équation (5) est le
méme pour toutes les cubiques du faisceau.

Soil maintenant
D=ax+fy+ys=o0

I'écuation de la droite Q,Q,Q,; soit
S(z, y,5)=0

celle de la conique C; je supposerai que les coefficients du polynome D,
de méme que ceux du polynome S sont premiers entre eux. L’équation
de C pourra également se mettre sous I'une des deux formes

eX+BY+vyZ=0, aX,+B8Y,+vZ,=o0,
de sorte que nous aurons identiquement

X +BY +vZ =08,
«Xo+BY,+vZ,=1,S,

O et 0, ¢tant des entiers.
Nous trouverons ensuite

03(X,Y,2) = aXo(X,Y,Z) + BYo(X,Y,Z) + yZ,(X,Y,Z) = D
et, d’autre part,

3(X,Y,Z)(aX +BY +vZ) =S(x, y, 3)D;
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d'oil
0y1,SD = 07'SD
et enfin
Dy, =07/,

V1. - Subdivision des classes en sous-classes.

Soient C et €& deux cubiques équivalentes; on pourra passer de C
a C pav une transformation puresent rationnelle T qui, comme nous
allons le voir, sera généralement une transformation quadratique. Soit

(1)

cette transformation ot N\, Y, Z scront des polynomes cutiers &
coefficients rationnels. La droite .« =0 coupera la cubique (2 en trois
points M, M,, M, d'arguments v,, +,,v,. Soient M, M}, M, les trans-

formeés de ces trois points par la transformation T=* inverse de T
ces trois points seront sur la cubique G et auront pour arguments

“’| — /l', ."2 g /l’, ‘"3 - /l \‘" + A‘I’Q + “’;, — ())-

Yar cos trois points qui formeront sur C un groupe rationnel et par
deux points rationnels quelconques du plan, je puis faire passer une
conique rationnelle qui coupera C en trois autres poinls que j'appelle-
vai P, I, Py, qui formeront un groupe rationnel et dont les argn-
ments &, &4, &, seront lics par la relation

£, + &+ g, = 3/

Soit X, = o, I'équation de celte conique.

D'autre part Ja droile y = o coupera (7' en trois points Ny, N,, N,
dont les transformés par T-' que jappelle N\, N,, N, auront des
arguments dot la somme sera — 34 (pour la méme raison que la
somme des arguments des trois points M|, M, M}).

[l résulte de b que les six points N7, N, N, I, ', 75 sont sur une
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meéme conique qui est rationnelle puisque ces six points forment deux
wroupes rationnels. Soit Y = o I'équation de cette conique.

Enfin la droite 3 = o coupera (X en trois points dont les transformés
par T+ seront avee Py, I, ¢t Py sur une méme conique rationnelle
dont I'équation sera Zy = o.

Les polynomes N, Y, Z, sont du deuxiéme degré ct i coefficients
rationnels.

On verrait comme dans le paragraphe précédent que les fonetions
doublement périodiques

XY, M\,
X, 7N, .

se réduisent & des constantes rationnelles (que nous pouvons supposer
éales i1 sans resteeindre la généralité. On peut done prendre

\=X,, Y=Y, Z=1Z,.

Ainsi I'on peut toujours sup.oser que les polynomes X, Y et Z somt
du deuxicme degre et sont les premiers membres de Péquation de trois
coniques ayant trois points communs. I en résulte que la transforma-
tion T est une Lransformation quadratique Cremona, ayant pour points-
bases Py, 17, P, Si nous résolvons les équations (1) nous tronvons

(2) ey e = e
-'\u(;;"nc) Yy(5,7,%) 1y(5, 1, %)

Ny Yoy 7y Clant trois polynomes du deuxicme degre & coefficients
ralionnels.

Les ¢quations (2) définiront la transformation T inverse de T.

Quelssont les points-bases de cette transformation?

Soil 1) une droite quelconque passant par D5 elle coupera € en
deux autres points 1 et 11, dont les argumients « e v devront satis-
faire & la relation

U-+v—+ g =0,

Les wansformés 1, et I1, de ees deux points seront sur C' et auront
pour arguments « + & et v + k. La transformée de D est une conique
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«qui doit s décomposer en deux droites dont I'une est la droite R, R,
et 'autre est la droite 1, I, qui doit passer par R,.

Or la droite H, ), coupe C’ en un troisieme point dont P'argament
doit éire : ¢, — 2k, Il reste donc fixe quand la droite I tourne autour
du point P,. Ce ne peut donc étre que le point R,.

En résumé les trois points-hases de (2) sontsur C’ et ont pour argu-
ments

g, — 2k, ¢ ~2k, ¢, — 2k

Remarquons «que notre transformation Cremona (1) transforme
toute cubique passant par les trois points Py, P,, P, en une cubique
passant par les trois points R, i, R,.

Quelle est 1a condition pour gue parmi ces cubiques il y en ait qui,
tout en étant de genre 1, soient leur propre transformée? D’apres ce
que nous avons vu dans le paragraphe précédent, il faut d’abord queles
six points-hases soient sur une méme conique. Si cette condition est
remplic cette conique se transformera en une droite, de sorte que les
trois points R,, R,, R, auront pour transformés trois points Q,, Q,,
Q, en ligne droite.

I faut ensuite que ces trois points (Q soient les points d'intersection
des coués opposés de I'hexagone des points I” et R. Si cetle condition
est remplie nous avons vu que les cubiques qui passent par les neuf
points P, Q, R ne sont pas altérées par la transformation.

Il résulte d’abord de la que si la cubique C est équivalente 4 la
cubique C' et de telle fagon que les arguments des points correspon-
dants diffécrent de £, il y aura sur C une infinit¢ de groupes rationnels
de trois points dont la somme des arguments sera — 3 /. Ce sont les
points dont les transformés sont sur une droite rationnelle. Il y aora
aussi sur C une infinité de groupes rationnels de trois points (je dirai
de triplets rationnels ou simplement de triplets) dont la somme des
arguments soit — 3k, comme par exemple le triplet I, P,, P,

Réciproquement §'il existe un triplet P, I’,, I, dont la somme des
arguments soit — 3k, la cubique C sera équivalente & une cubique €
de telle fagon que les arguments des points correspondants différent
de k 4 un tiers de période prés. En effet ces trois points formant un
groupe rationnel, on pourra faire passer par ces Lrois points trois
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coniques rationnelles
X‘:.': ()’ ‘. - 0’ Z=‘).

[La transformation Cremona

Po e
= =
0N, ove

changera alors C en une autre cubique C’ satisfaisant a la condition
proposée.

Si maintenant il existe un triplet dont la somme soit 3/, il en exis-
tera unc infinité dont la somme sera — 3/ car par ce triplet on pourra
faire passer une infinit¢ de coniques rationnelles; chacune d’elles cou-
pera la cubique en trois autres points formant un groupe rationnel de
somme — 3k. On en conclut immédiatement que s'il existe un triplet
de somme 3%, il y en a une infinité.

Je dis maintenant que s'il existe sur C un triplet de somme 3k, il y
en a une infinité de somme 3k, n étant un entier quelconque positif
ou négatif. Pour cela, d’aprés ce qui précéde, il me suffira d’établir
que s'il y a un triplet de somme 37k et un triplet de somme 3"k, il
y en aura aussi un de somme — 3k(n’+ n”) et par conséquent un de
somme 3k (7’ + n”). Considérons en effet six points formant deux tri-
plets de sommes 37’k et 3n”k.

' Par ces six points et par trois points rationnels quelconques du plan,
Je pourral faire passer une cubique qui sera rationnelle. Cette cubique

coupera C cn trois autres points formant un groupe rationnel et la
somme des arguments sera — 3k(n’ + n’). C. Q. F.D.

De la résulte la conséquence suivante :

Si C est équivalente & une cubique C,, de telle fagon ue les argu-
ments des points correspondants sur C et C, différent de , clle sera
aussi équivalente & une infinité d’autres cubiques C,, C,, ..., C,, . ...
(-_.,, €,y Cyy..u5 ct cela de telle facon que les arguments des
points correspondants sur C et C, différent de nk.

Un’e question se posc ensuite. D’aprés nos définitions deux cubiques
sont ¢quivalentes ou appartiennent 4 la méme classe si l'on peut pas-

Journ. de Math. (5 série), tome VIl — Fasc. 11, 5gos. 25
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ser de 'une & l'antre par une transformation birationnelle i coeffi-
cients rationnels. Je dirai qu’clles apparticnnent a la méme sous-classe
si 'on peut passer de I'unc 4 I'autre par une transformation linéaire i
coefficients rationnels (je ne dis pas entiers).

On peut alors se demander si Loules les cubiques C, que je viens de
définir appartiennent & des sous-classes différentes. Bien que 1'on
puisse passer de C & C,, par une transformation quadratique, de telle
facon que les arguments des points correspondants different de nk,
ce n'cst pas une raison pour qu’on ne puisse pas ¢galement passer de C
a C, par une transformation linéaire, ct par exemple de telle facon
que les arguments despoints correspondants soient égaux.

Il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que C soit transformable
en eclle-méme par une transformation quadratique, la différence des
arguments des points correspondants ¢tant nk.

Or je dis que C n'est pas altérée par une transformation quadra-
ticque rationnelle qui change le point d’argument « dans le point d’ar-
gument u + 3k. En d’autres termes, je dis que les coordonnées du
point u~+ 3k sont des fonctions rationnelles des coordonnées du
point z, ou, siI'on aime micux, les coordonnées de u + 3 & seront ration-
nelles, apreés adjonction des coordonnées du point u auw domaine dr
rationalité.

Soient, en effet, ¢, ¢,, €, les arguments des points de C qui forment
un triplet dont la somme est — 3 k. Par le point u et par un point ra—
tionnel quelconque du plan, je fais passer une droite qui coupe C en
deux autres points ayanl pour arguments ¢ et &w; on aura

U+ ¢4 =20,

Les deux points ¢ et formeront un couple rationnel aprés adjonc-
tion des coordonnées du point u.

Par les cinq points ¢, ¢,, ¢, u et w je puis faire passer une conique
qui sera rationnelle aprés adjonction des coordonnées de u; cette co-
nique coupera C en un sixi¢me point qui scra rationnel aprés adjonc-
tion des coordonnées de u.

Ce point ne sera autre que le point u + 3%,

C’est ce qu'il fallait démontrer.
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Ainsi les cubiques C et C, ou, plus généralement, les cubiques C, ct
(,.s apparticnnent & une méme sous-classe. Donc les cubiques C,, se
répartissent en trots sous-classes au plus.

Pour aller plus loin, deux cas sont & distinguer : le premier est celui
oir la cubique C admet un point rationnel. Sialors 2 est 'argument de
ce point rationnel, et si la cubique Cn'est pas altérée par une transfor-
mation purement rationnelle telle que les arguments des points cot-
respondants different de 3k, le point d’argument 2 + 3k sera aussi
rationnel.

Je dis qque C admettra un triplet dont la somme des arguments sera
-- 3k, de telle facon qu’elle sera équivalente a une cubique C,, la diffé-
rence des arguments des points correspondants étant k. En effet, par
le point « je fais passer une droite rationnelle quelconque; elle coupera
(Zendeux points d’arguments 3 et y formant un couple rationnel. On
aura

2+ 5 +7=o0.
‘

Par les deux points § et ¥, par le point rationnel o + 3£ et par deux
points rationnels quelconques du plan je fais passer une conique qui
est rationnelle; elle coupe C en trois autres points qui forment un tri-
plet rationnel et dont la somme des arguments sera

— b —v—(2+3k)=~—3k. C. Q. F. .

St maintenant la cubique C a un point rationnel, tous ses points ra-
bonnels seront compris dans la formule

LA 20% 4+ p (2, —2) + p. (%, — 2) +...5 p(2,— %),

la cubique étant supposée de rang g +1.
Je suppose de plus qu'aucune des quantités

, | ,
N+ py(oy— a)+p,(rs— %)+ pr( 2 —2)
i 501t une partie aliquote d’une période, mais que

7-/‘:_1-'1, 7./‘_’,2—7., “s e ’J"I-—z
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soient des parties aliquotes d’une période, de telle facon que pour s < ¢
m(a,--a)

s0il une période (m, étant un entier).

Quel sera le nombre des sous-classes de la classe dont fait partie C?

Quelle est la condition povr qu'il existe une cubique C, équivalente
4 C, de telle maniére que la différence des arguments soit k?

La condition nécessaire et suffisante c'est qu'il existe une transfor-
mation de C c¢n elle-méme, la difiérence des arguments étant 3k ; c'est-
a-dire que

(3) 3k=3na+p,(2, --a)+ py(2,—a)+...+ p(a,— ).

Maintenant, deux valeurs &’ et k” de k conduiront & deux cubiques
Cyx et Cy appartenant a la méme sous-classe si

(4) K—Fk'=3na+p,(2,—a)+p,(a,—2)+...+p,(a,--a) (*).

L’équation (3) nous donnera les valeurs de /; on voit qu’a chaque
valeur du second membre correspondent neuf valeurs distinctes de £,
différant entre clles de 5 de période. Mais il importe de remarquer que
ces neuf valeurs ne nous conduiront pas 4 des cubicques C, appartenant
a des sous-classes différentes. En effet, 'argument d'un point de C; est
défini par cette condition que la somme des arguments de trois points
en ligne droite soit égale 4 zéro (ou plutét & une période). Mais cetie
condition ne définit évidemment 'argument qu’a § de période pres.

A chaque systéme de valeur des entiers

Ny Piy P2y 09 Py

correspond donc une cubique C,. Mais si deux pareils systémes d’en-

— e e o ——— -

(1) C'est d'ailleurs le seul cas oi I'on puisse passer de Cy- a C;~ par une trans-
formation linéaire de telle fagon que la différence des arguments des points
correspondants soit une constante; mais il peut arriver aussi que I'on puisse
passer d’une cubique a Pautre par des transformations linéaires d'une autre na-
ture que nous appellerons impropres. Nous y reviendrons plus loin,
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tiers ne différent que par des multiples de 3, les cubiques correspon-
dantes sont de la méme sous-classe. Sile second membre de (3) ou
de (4) ne pouvait jamais devenir égal 4 une partie aliquote d’une pé-
riode, le nombre des sous-classes serait alors 39+ au plus.

Mais si, par cxcmpl.c,. n.z,,(aq — o) était une ?ériodc, et que le nombre
entier m, ne fat pas divisible par 3, on pourrait prendre deux systémes
d’enticrs

’l',P., P23+ s Pys
'y Pys Pas ++ 3 Pys

k)

de telle sorte que chaque nombre du premier systéme soit ¢gal au
nombre correspondant de second systéme, & I'exception des nombres p,,
etp,.

Si alors k' et &” sont les valcurs de k correspondantes, on aurait

K — k=Ll g,

On peut alors prendre

— (D]
a,, - = ;l—q,
et poser

/ "
Py— Py =3¢+ myy

(1 et v ¢tant des entiers), d'olt

, o e 1 e
kK — k= m T = (&, — ) + 3 de période.

De telle fagon que les deux cubiques Cy et C;» seront encore de la
méme sous-classe.

Done, pour que deux cubiques soient de la méme sous-classe, il suffit
que les deux systémes d’entiers correspondants ne différent que par des
multiples de 3, & 'exception de ccux des nombres de ces deux systémes
qui correspondent & des différences a, — @, qui sont des fractions m;
d’une période, I'entier m, n’étant pas divisible par 3.

Sidoncil y a g’ nombres m, non dicisibles par 3, notre classe s
composera de 39+~ sous-classes au plus.
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Considcrons, par exemple, la cubique
4y + P =o.

IXn vertu du théoréme de Fermat, elle n’a que trois points rationnels
(qui sont les trois points d'inflexion en ligne droite,

L=Y 4+ 5==0, arg o,
‘ w
Y=+ 3=.0, arg 30

, 2t
0, arg 5--

S=L 4y

Il y aura done, au plus, trois sous-classes distincles qui corres-
pondent aux valeurs de &,

w 2
/l' =0, k == -y If =

— —eaw o

9 9

Si nous faisons la transformation

z . y
S 7 4

2t~ sz + —yt = zy =y(y+ z)’

dont les points-hases sont les trois points d’inflexion non en ligne
droite
L=y + 5=0, y=ux= s+ 5= 0;

ct dont la transformation inverse est

x y z

S

"i(?'t-—"l +;)

Tl T P g

notre cubique se transforme en la suivante :
0+ 0O+ (P — 20+ 298) + B (n+ ) =o,

qui appartient & la seconde sous-classe; elle admet trois points ra-
tionnels

¥ ” ’
=Z—n=0o0, t=n+C=0

N

'I):.."'

of

.-_"0,
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correspondant & ceux de la cubique proposée. 1] est aisé de vérifier que
chacun d’cux se trouve sur la tangente menée 4 la courbe en 'un des
deux autres; ils ont respectivement pour arguments

Si I'on voulait maintenant construire une cubique équivalente a la
cubique proposée ct de telle facon qu’au point d’argument u corres-

yondit le point d’argument u + 22, il suffirait d'intervertir dans nos
| [ g 5

transformations le role des lettres y et z. 11 est clair qu'on retomberait
de la sorte sur la méme transformce.

Nous n’avons donc cn loul que deux sous-classes, et le nombre des
sous-classes n’alleint pas le maximum prévu par 'analyse précédente,
(qui serait 3. Cela tient it ce que Cest transformable en clle-méme par
une de ces transformations linéaires impropres dont j’ai dit un mot
plus haut et sur lesquelles je vais revenir.

Supposons qu’une cubique C soit transformable en unc autre cu-
biqque C’ par une transformation birationnelle dont je ne suppose pas
les coefficients rationnels.

Soit u 'argument d’un point M de C, et @’ celui du point correspon-
dant M’ de (7. Nous pourrons loujours supposer que ces arguments
ont ¢t définis de telle sorte que les périodes soient les mémes pour
les deux cubiques.

Cela posé, il est clair que « et &’ devront étre liés par une relation
lincaire

u =su-+k,

¢l que celle relation devra étre telle que &’ augmente d’unc période
(quand « angmente d’une période ct réciproquement.

Cela peut arriver de trois maniéres :

1° Sis =1, les périodes ¢tant d’ailleurs quelconques. Je dirai alors
que la transformation est propre.

2° Si s = -1, les périodes étant d’ailleurs quelconques. Je dirai
alors que c’est unc transformation impropre générale.,
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3¢ Si s ct les périodes ont des valeurs convenables. Je dirai alors
(que c’est une transformation impropre spéciale.
Il'y en a de trois sortes :

1° s===1{, lerapport des périodes = ¢ (transf. quaternaires);
2UT

2° s=e¢ °,lerapportdes périodes = s (transf. ternaires);
in

3 s=c °, le rapport des périodes = s (transf. sénaires).
Pour que la transformation soit linéaire, il faut et il suffit que trois
points en ligne droite avant la transformation restent en ligne droite
apres la transformation; c’est-a-dire que si

u. + UQ ‘+" M,, = O,
on devra avoir
! ' 1
U, +u,+ U,= 0,

u, = su, +k, u, = su,+ k, u; = su; + k,

ce qui veut dire que & doit étre un tiers de période.

Les plus intéressantes de ces transformations sont celles qui trans-
forment C en clle-méme. Quelles sont les conditions pour que ces
transformations soient purement rationnclles, c'esl-a-dire aient leurs
cocfficients rationnels?

Je ne reviendrai pas sur les transformations propres. Commencons
par les transformations impropres générales. La condition nécessaire
ct suffisante pour que la transformation (u, — « + k) soit rationnelle,
c’est-d-dire pour que les coordonnées du point — u -+ A soient des
fonctions rationnclles de celles du point u, c’est évidemment que le
point d’argument — & soit rationnel, puisque les trois points u,
— u + k et — ki sont en ligne droile.

Soit maintenant s=1¢ et supposons d’abord la transformation
linéaire ; nous pourrons supposer k = o. Quelle est la condition pour
que la transformation (u, iz) soit rationnelle?

Les points doubles de cette transformation seront donnés par
I'équation |

U=1iu+ mw -+ no',

w cl o’ étant les périodes; mais le rapport de ces périodes étant égal



PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES. 201

i {, on peul éerire o
u=iu~+ o(m-+ ni) (m et 1 entiers),

(qui admet deux solutions distincles

u=o, u=‘f—:(1+i).

(Ces deux points doivent done former un couple rationnel si la trans-
formation est rationnelle. Mais le premier ¢lant un point dinflexion,
tandis qu'il n'en est pas de méme de Tautre, les deux points devront
ctre Fun et Pautre rationnels. Si d'ailleurs le second de ces points est
rationnely le premicr Pest néeessairement, puisque la tangente an
second va passer par le premier.

Soientalors A le point u= o, Ble point (;’(1 + ), C et D les points

' o 0 . d . . R “ . .
2 /-;’ (de telle facon que les trois points B, G, D soient en ligne
; 4

0

droite). Soit M un point quelconque « et M’ son transformé fu. L
rapporl anharmoniqne des quatre droites BA, BC, BM, BV, qui est
constant, devrail étee rationnel si la transformation ¢tait rationnelle,
Or il est egal & ¢ done la transformation ne peut élre rationnelle.

Ib 0’y a donc pas de transformation quaternaire rationnelle el
lincaire d’une cubique en elle-méme. Passons aux transformations ter-
nires,

Noil (u, 1) une transformation ternaire linéaire; les périodes élant
® ¢l sw, les points doubles de la transformation scront donnés par
I'équation

1= s+ ou(m-+ns),

qui admet trois solutions distincles
0] ()
n=uv, u=s(2+s), u=5(1+25).

Ces trois points doubles sont en ligne droite et sont des points d'in.
Nexion. Hs doivent former un groupe rationnel si la transformation est
ralionnelle, de sorte que la droite qui les joint est rationnelle. Soit 1)
celte droite.

Journ. de Math. (5 série), tome VII — [asc. 11, 1gor, 20
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Sojent M un point ¢ queleonque, M’ et M ses deux transformés suc-
cessifs s el s*u, Ces Lrois points sont en ligne droite, et toutes lex
droites MM'M” vont concourir en un méme point A (pole de la
droite ) par rapport i la eubique) qui doit &tee rationnel si la trans-
formation est rationnelle.

Cela posé, le vapport anharmonique du poimt A, des points My M’
el de Tinteeseetion de MM avee D, rapport qui est constant,
devreait étee rationnel si la transformation était rationnelle. Or il est
eaal & .

Il ne peut done y avoir de transformations lernaires linéaires et
rationnelles d'une cubique en elle-méme (ni par conséquent de trans-
formations sénaires ).

En résumé, wne cubique ne peut admettre une transformation en
elle-méme gui soit, a la fois, impropre spéciale, linéaire ot ration-
nelle.

A vrai direy la démonstration qui préeéde est encore mcmnplvlc
pmsqu ‘elle ne s"applique quan cas de b = o el que, pour qu'une trans-
formation soit linéairve, il suffit que & soit un tiers de période. Mais
nous allons étendre le résultat au cas de & qucl('onqun ¢’est-ii-dire non
sculement aux (ranslormations linéaires ot & est un tiers de période
sans ¢tee nul, mais encore aux lransformations birationnelles quel-
conques.

Soit (1, iw + k) ve transformation quaternaire de C en elle-méme.
Les points doubles seront

1=+ 1), -/‘-'J"—(i’(l-f—t)

et formeront un couple rationnel, d’oit il résulle que le point

- (/.-+ i,jg)(. + D),

(qui est en ligne droite avee les deux premiers, sera lui-méme rationnel.
Jappelle ces trois points A, A’ et B.
La transformation proposée doublée est la transformation impropre
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gentrale (u, — u + k + ki), el, si clle est rationnelle, le point

— k(1 + 1),

que jrappelle G, sera lui méme rationnel.

Soit M un point quelconque « et M’ son transformé iu + k. La
droite MB coupera la cubique en un troisieme point M,, et la droite
M’ BB coupera la cubique en un troisi¢ine point M) (qui sera le trans-
forme de M,.

Les droites MB et M'B formeront donc un faisccau homographique
dont les droiles doubles seront la droite AA’B, qui est rationnelle, et
la droite BD, qui joint le point I3 aux deux points

I . i
;(l -+ I) -+ —2"7

%(l -+ i) -+ %’
qui sont transformés 'un de lautre et forment un couple rationnel.
Celte droite devrait également étre rationnelle.

Le rapport anharmonique constant des quatre droites BA, BD, BM,
BM’ devrait &tee rationnel si la transformation élait vationnelle. Ovr,
il est ¢gal & 5 done notre transformation ne saurait étre rationnelle.

Considérons maintenant une transformation ternaive (u, su + k),
les trois points doubles de celte transformation auront pour arguments

A 3

’
=39 f~=39

5 0]
T + *g(QS -+ l).

(D) :
+ 5 (2+ ),
Lisomme de leurs arguments sera, & une période prés, k(2 + ), etils.
lormeront un wiplet rationnel, Soient A, A’, A” ces Lrois poinls.

Lar ce triplet rationnel, je pourrai faire passer une conique ration-
nelle qque jappelle K et qui coupera la cubique suivant un autre triplet
rationnel que j'appelle T; la somine des argnments de ce triplet sera
~ k(2 +s),

Soient ensuite M le point «, M’ et M”ses deux transformés suceessifs
dont les arguments sont

su+L, s*u-+k(1+s).
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L somme de ces trois arguments étant k(2 + s), les trois points M,
W', M7 et le triplet T seront sur une méme conique ¢que jappelle 11,

Soit D 'intersection de H et de K.

On voil tout de suite ue par un point de lu cubique passe une seule
des conicues 1, d’olt 'on conclut que ces coniques passent par quatre
points fixes; trois de ces points forment le triplet T'; le quateiéme, que
j'appelle K, est en dehors de la cubique. Ftant unique, il est rationnel.

lLe rapport anharmonique des quatre points 15, D, M, M’ sur la
conique I est constant. Si la transformation élait rationnelle, il
devrait étre rationnel. Ov il est égal as,

Il ne peut done y avoir de transformations rationnelles ternaires, ni
pur consiquent sénaires.

En vésumé, une transformation d’une cubique en elle-méme ne
peul pas étre & la fois impropre spéciale et rationnelle.

St une transformation birationnelle T transforme une cubique Cen
unc autre cubique C,, nous appellerons « argument elliptique d’un
point M de C et «’ Pargument de son transformé M’ sur (2. Nous
pourrons toujours supposer

du' = du,

ar si du st une différenticlle abélienne de premicre espéce pour €,
¢’en sera unc aussi pour C'. Donc «’ et « ne différeront que par une
constante &, et 'on aura

w'=u+ k.

Nous supposerons loujonrs &' delini de telle facon que la somme des
arguments de trois points en ligne droite soit nulle, ce qui définit &
iy de peériode pres,

Supposons que T ait ses cocflicients rationnels, et qu'une seconde
transformation T, & coeflicients rationnels change C en une autre cu-
bique €. Soit M, le transformé de M sur C' et &, son argument ellip-
tique sur (5. Soil

w,=u+h,.

les deux cubiques (' et ) appartiennent a la méme classes dans
quels cas appartiendront-ils a la méme sous-classe, c’est-d-dire dans
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quels cas pourra-t-on passer de €} i C' par une transformation li-
niaire L i coefficients rationnels?

Soit N le transformé de M, par L5 N sera sur (7, soit ¢ Fargument
de N sur €. Je ne puis plus, cette fois, afficmer que dv = du, = du,
parce que les arguments elliptiques des points de € ont déji éue dé-
finis et que j'ai, par conséquent, déja disposé des arbitraires que com-
porte cette définition.

La transformation

T"‘ T, ]4

est purement rationnelle; elle change (7 en elle-méme et M’ en \:
d’apres ce que nous venons de voir, elle ne peut étre impropre spri-
ciale, Elle sera done propre ou impropre générale, ¢'est-d-dive qu’on
anri

N A o on ==+ g,

z elant une constanle,
Quelles sont les valeurs que peut prendre e?
1" Pour les transformations propres, ces valeurs sont

e=Sna4+p(z,—2)+p,(2,—2)+...4+ p,(a,—2).
2" Pour les transformations impropres générales, clles sont
t=—~Gnu+10)a+p(2,—2)+p,(a,—2)+...+p(2,—2)—h

(car le point — ¢ doit étre rationnel sur &' et, par conséquent, le point
— & — hsur 0),

Considérons trois points sur Cj soit Xe la somme de leurs argu-
mentss considérons leurs transformés par T sur C’ dont la somme des
arguments sera Xu'y leurs transformées par T, sur C) dont la somme
des arguments sera Xu,; et enfin les transformeés de ce dernier triplel
par L5 ces transformés formeront un triplet sur €2, et la somme des
arguments sera Xe.

La transformation L ¢tant linéaire, si 'un de ces deux derniers tri-
plets esten ligne droite, il doit en étre de méme de Pautre; Cest-i-dire
(que les deux somnmes X, et Zv doivent s'annuler en méme temps.
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Orona
Su,=Xu'+ 3k, -3k
et, de plus,
Le=Xu'+ 3¢
si L, est propre, cl
Lo=—Xu+ 3¢

si L est impropre.

Ou aura donc, dans le premier cas,

e —Yu,=%e— 3k, + 3k
el, dans le second cas,
Yo +~Xu, =+ 3e 4+ 3k, — 3.
Donc on devea avoir, dans le premier cas,
(1) ky—=hk=3nz+p(a,—a2)+p.(2,—2)+ ...+ piz,—2)
¢l, dans le sccond,

(4 bis) j ky= a2k =+ @n+1)z+ple-~2)
VR

+p(t—a)+ ...+ pln,—2),

le tout a '} de période pres.

La premicére de ees relations n'est autre que la relation (f) déja
discutée.

1L équation (3) nous apprend que & et &y doivent étre tous deax de
la forme

L.

hy=30"o+pi(a,—2)+p,(%y - 2)+ ... + P, (%, — %),

|

Sl +pi(a - a) 4+ pu(z, - a)+ o+ p (2, %),

chacan des nombres »', 27, p', p* élantle § d'un entier. Nous avons vu
déja que la relation (4”) a licu st les diflérences

! ‘I ” .l 14
n—n’, Po=Pu ooy Pe Py
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sont des nombres entiers, sauf pour les différences p, — p, qui corres-
pondenta un entier m, non divisible par 3.

Dans quel cas maintenant la relation (' bis) aura-t-clle lien? 11 fant
que les différences

” ‘,,'__l_ ﬂ—' ' ’l/_‘) ! v_') ’
= 2n 3! p! )‘I)H ,2 'pz' cece pq ’,’q

<otent des nombres entiers.

Remarquons que nous pouvons onjours supposer 2 = 63 $ nons
prenons, en effet,

— 1 2 K
/a‘ —_ — (N':.' T’ I o),

et alors au point o de C correspondra le point 2 + k= o de €. kn
dantres termes, siune cubigue a un point rationnel, il y aura une cu-
biqque équivalente qui aura un point dinflexion rationnel.

Supposons done 2= 0, c¢ qui nous dispense de considérer les
valeurs des nombres 1’ et n”. Le nombre p, peut aloss prendpe deux
valeurs distinetes o et § 5 les valenrs 1 el o par exemple ne sont pas dis-
lineles, parce que leur différence est un entier; les valears | et 5 ne
sont pas distinctes non plus, parce que la différence

, p—=2p=3—=20)
estun enlier,

I résulte de la que si a est nul et q’il y ait  entiers m, non di-
cisibles par 3, la classe comprendra 29~ sous-classes.

I mous reste & examiner le cas ol la cubique C n’admet pas de point
ralionnel,

La cubique C n’aura pas alors de transformation rationnelle im-
propre en elle-méme, mais elle pourra admettre des transformations
rationnelles propres en elle-méme.

Cies transformations (u, u + k) seront comprises dans une formule
(9) k=p b+ p.pa+ .o+ Pdy
o les B sout des constantes données et les p des entiers arbitraires,

Si C est équivalente 4 une autre cubique €, de telle maniére que be
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poinl & ait pour transform¢ sur €' le point u + I, ’est qu’il existe
sur C une infinité de triplets rationnels dont la somme des arguments
est — 3k, Soit T un de ces triplets.

Coupons ensuite C par une droite rationnelle quelcomque; les trois
pomnts d'intersection u,, u,, u, formeront un triplet rationnel.

ParT, par «, et par un point rationnel queleconque A du plan, je
fais passer une conique K5 soit de méme K, la conique Tu, N el K
fa conique Ta, A, Chacune des coniques K,y K,, K, ne sera pas ra-
tionnelle, mais leur ensemble sera rvationnel, de telle facon que le
produit des premiers membres de leurs équations sera un polvnome i
cocflicients rationncls.

K, coupera C en deax autres points ¢, et ¢, K, et K, couperont €
endeux autres couples de points ¢, et ¢, ¢, el v, Ces six points ¢ el ¢
formeront un groupe rationnel, ct U'ensemble des trois droites ¢ ¢,
V2t ¢3¢, formera une cubique rationnelle, bien que chacune de ces
trois droites, prise s¢parc¢ment, ne soil pas rationnelle.

La droite ¢, ¢, coupe C en un troisicme point «, — 3. La droite
vy, coupe C au poinl w, — 315 la droite ¢ ¢ coupe C au point
t,— 31, Ces trois points forment un triplet rationnel.

Si nous joignons les trois points d’un triplet rationnel aux trois
points d'un autre triplet rationnel, on obtient neuf droites qui coupent
(. en neuf points formant un groupe rationnel. Si nous opérons ainsi
sur les deux triplets rationnels '

six de ces neuf points se confondent deux a deux, de sorte que notre
aroupe de neuf points se déecompose en un treiplet simple rationnel et
nn triplet double rationnel (u, + 3Ly wu,+ 3K, «;+ 357). (Alendu
(qu'un polynome & cocfficients rationnels do neuviéme degre, qui a
irots racines doubles ct trois racines simples, est e produit d'un poly-
nome & coefficients rationnels du troisieme degré et du carré d'un
autre polynome & cocflicients rationnels du troisicme degre.)

Cela posé, on peut, comme au § V, construire une transformation
(:remona rationnelle, dont les points-bases seront u, + 3/, u,+ 31,
W, + 3K, ceux de la transformation inverse ¢tant «, — 3/, u, — 3K,
1y — 3Kk, qui transforme C cn elle-méme.
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On devra donc avoir, d’aprés la formule (5),
3k'=p,bi+ ...+ p,B8,

[.es nombres enliers p,, ..., p, peuvent-ils prendre des valcurs
(quelconques ? Cela n’est pas certain. Tout ce que je puis affirmer, c'est
(que, si ces nombres peuvent prendre les valeurs p, ct les valeurs p}, ils
pourront prendre ¢galement les valeurs p; + p}, puisque I'existence
de deux triplets dont la somme des arguments est —3k" et — 34
entraine celle d'un autre triplet dont la somme des arguments est
— 3k - 3K".

On pourra donc donner aux nombres p toutes les valeurs com-
patibles avec un certain nombre de relations linéaires a coefficients
cntiers.

Il est clair qu’on peut remplacer les §§ par des combinaisons linéaires
des B & coefficients entiers, le déterminant de ces coefficients ¢tant
¢gal @ 1. On pourra alors choisir ces combinaisons linéaires de telle
fagon que quelques-uns des nombres p pourront prendre des valcurs
(quelconques, tandis queles autres devront étre nuls. Si I'une des quan-
Lités B, est ¢égale & une période divisée par m;, sans que P'entier m, soil
divisible par 3, on pourra donner & p, une valeur quelconque, les
autres p c¢tant nuls. La condition nécessaire ct suffisante pour que
deux cubiques ¢quivalentes (correspondant & deux systémes p; et p;
des entiers p) appartiennent a4 une méme sous-classe, c’cst que

pLE= Py (mod 3),

sauf pour les entiers p, qui correspondent 4 des quantités B, égales i
une période divisée par m,, I'entier m, n'étant pas divisible par 3.

Le nombre des sous-classes est alors une puissance de 3.
Si une cubique a des points rationnels compris dans la formule

(6) «+3no+Ep, (2 —a,),

nous venons de voir que, pour les triplets rationnels, la somme des
Journ. de Math. ( 5¢ série), tome VIL — Fasc. 11, 1gor. 27
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arguments est donnée par la formule
(7) 3nx+Zp,(a—a,).

J’ajoute que pour les couples rationnels la somme des arguments sera
donnée par la formule

(8) 20+ 3na + Xp,(a — a,),

car la droite qui joint les deux points d'un couple rationne! doit cou-
per la cubique en un troisiéme point qui est rationnel, et, réciproque-
ment, toute droite rationnelle passant par un point rationnel va passer
par un couple rationnel.

Je dis plus généralement que la somme des arguments d'un groupe
rationnel de K points est donnée par la formule (6), (7) ou (8) sui-
vant que K est congru & 1, o ou 2 suivant le module 3.

En effet, si par exemple K = 3j + 2, je puis, d'unc infinit¢ de ma-
ni¢res, trouver j triplets rationnels satisfaisant & la formule (7) et un
couple rationnel satisfaisant 4 la formule (8); 'ensemble de ces points
formera un groupe rationnel de K points satisfaisant 4 la formule (8).

Réciproquement, sil'on a un groupe rationnel de

K=3j+¢ (e=1, 20u0),
je dis que la somme des arguments sera donnée par la formule
ex + 3na + Xp(o — o).

En effet par ces K points je puis faire passer une courbe rationnelle
d’ordre j -+ 15 elle coupera en outre la cubique suivant 1 — ¢ points,
qui formeront un groupe rationnel dont la somme des arguments
devra étre de la forme

—~ex—3no+Xp(a—a).

Or la somme des arguments des 37 +1== K + (1 — ¢) points d’in-
tersection doit étre nulle.
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VII. — Extension du domaine de rationalité.

On peut évidemment répéter les mémes raisonnements en considé-
rant comme rationnelles, non seulement les quantités rationnelles
proprement dites, mais toutes les quantités rationnelles d'un corps
algébrique déterminé; ou en d'autres termes en adjoignant au domaine
de rationalit¢ les nombres algébriques qui forment la base de ce corps
algébrique.

Rien ne sera changé a nos résultats, sauf ce qui suppose la réalité
des nombres rationnels. Cest ainsi qu’on ne pourra plus appliquer ce
(que j'ai dit au paragraphe Il sur les deux branches que peut avoir une
cubique, sur la distribution des points rationnels sur ces deux branches
ot les conséquences qui en résultent pour la classification des cubiques.

D'autre part, nous ne pourrons plus toujours affirmer qu’unc
cubique ne peut admettre de transforination rationnelle impropre
spéciale en elle-méme. Mais ce ne sont la que des points de détail, et
les résultats essentiels vont subsister.

L'importance de ces résultals se trouve accrue. Par exemple, nos
théorémes, sous leur forme primitive, n'avaient pas d’application & la
cubique

'+ y*+ 3 =o,

puisqu’elle n’a que trois points rationnels que I'on apercoit immédia-
tement. Aprés 'adjonction d’un certain corps algébrique au domaine
de ralionalité, il n'en sera plus de méme, puisque cette cubique pourra
avoir une infinit¢ de points rationnels appartenant & ce corps.

Remarquons que deux cubiques, non équivalentes avant 1'adjonc-
lion d'un ou plusicurs nombres algébriques, pourront devenir équiva-
lentes aprés cette adjonction. En revanche, si elles sont équivalentes
avant 'adjonction, elles le seront @ fortiori aprés |'adjonction.

. D'autre part, il peut se faire que deux cubiques équivalentes n’appar-
liennent pas 4 la méme sous-classe avant I'adjonction et soient de la
Inéme sous-classe aprés cette adjonction.

Dans tous les cas, ces considérations pourront servir de base a de
houveaux critéres relatifs & la classification des cubiques.
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Soit par exemple & une constante quelconque, ct considérons la
wansformation («, u + k) de la cubique en clle-méme. Cette trans-
formation ne sera pas en général rationnelle, mais clle le deviendra
aprés adjonction d’un corps algébrique convenablement choisi. Ce
corps dépendra de la cubique choisic ct de la quantité k. Mais il sera
le méme pour une méme quantité k et pour toutes les cubiques d’une
méme classe.

(Cest donc un nouvel ¢lément de la classification des cubiques.

VIII. — Cubiques dérivées.

Supposons d’abord qu’une cubicque ail trois points d'inflexion en
Jigne droile rationnels.
Son ¢quation pourra se mettre sous la forme

('I) . A= XYZ

A, X, Y et Z étant des polynomes du premier degré en z, y, 3 4 cocl-
ficients entiers. Supposons que la cubique admette un point rationncl
outre ses Lrois points d’inflexion, ¢l soient Ay, Xy, Y, Z, les résultals
des substitutions dans X, Y, Z des coordonnécs z,, y,, 3, de ce point.
Nous pourrons toujours supposcr quc ces coordonnées sont des
nombres cntiers, premiers entre cux; de sorte que Ay, X,, Y, Z,
seront aussi des entiers,

Soit p un nombre qui divise & la fois X, et Y,; il devra diviser
aussi A,. Comme les nombres x,, y,, 3, sont premicrs entre cux, le
nombre p devra diviser le déterminant A” des trois fonctions linéaires
A, X, Y; car il divise évidemment A"z, A" y,, ct A”z,.

Donc X, ct Y, ne pourront avoir d’autres facteurs communs que
ceux qui divisent A”. De méme Y, ct Z, ne pourront avoir d’autres
facteurs communs que ccux qui divisent A, déterminant de A, Y, Z;
tandis que X, ct Z, nc pourront avoir d’autres facteurs communs que
ceux quidivisent A’, déterminant de A, X, Z,

Soit & le plus grand commun diviseur de X,, Yo, Z,; « celui de -¥°—°
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2 do Koo Ty X oy Yo, .
et 55 B celui de =5 et y celui de =° et =5 , § ct ¥ seront premiers

entre cux deux a dcux. X, sera dlvmble par Bye, Y, par aye, Ly
par 32, Soit

‘XU = a‘ga‘:‘a, Yo — I)ZA‘IO’ Zo — ’7’/-0’:.

On voit que ba cst premier avee a3, cf avee by, ay avec ca;j el
par conséquent les nombres a, b, ¢ sont premiers deux 4 deux; a pre-
micr avec «, b avec B, ¢ avece .

1l vient alors

A} = abe(afy)? 2.

Soient ., le plus grand commun diviseur de act afly; ., celuide b

et afdy; w® celui de ¢ et afy. Comme a, b, ¢ sont premiers entre cux
deux i deux, il en sera de méme de @,, @y, (&, d’'une part; de -lii’ Iﬁ—'-, pﬁ
1 2 3
d’autre part. Ilen résulte d’abord que aBy est divisible par @, g, tq, de
sorte gu'on peut écrire
. v \2 /I
A =231y thy ey )? (_“f_f_> ez’

v Brthalry /Moy 2 2y

( a3y )’ a« b c
R R A W o B
est donc un cube parfait, et, comme les facteurs de ce produit sonl
premiers deux & deux, chacun des facteurs

l.c produit

aBy a /] ¢

b ?
Mpalhy by b I

devra étree un cube parfait.

Soient

3 vy 3 vy
w ) ;0’ no’ 0

ces (uatre cubes; il viendra

' 0:2‘ n@"(a Y0=7];(J.20(YON, “"C;.M“kjo
Ao=3}’~|[-’~2f*:|wzonoz-oa



214 1. POINCARE,

e qque je puis écrire
r 1 o%a — ], 3 o1 7 _ et
XI)'_" Itl 44;9 Yo—'kn I]o’ /‘0"" It,’ng' AD"' I‘ ;0,10409

les cocflicients & et & étant des entiers. Remarquons que ces entiers
sont limités.

I’n cffet «, 3, v doivent diviser respectivementA, A’, A”, qui sont des

4 ’ ] . o o . o )
entiers donnés; ¢ doit diviser ces trois déterminants; @, w,, &, doivent
diviser afy.

Donc tous ces entiers sont limités ainsi que les entiers

(.0, ,t" ]tz, ]la, ko C. no l"c l’.

-

On ne peut donc faire au sujet de ces coefficients qu'un nombre fini
d’hypothéses.
Posons alors

X="n72, Y =h,v?, 1 =h,0, A= k%nl

el ¢liminons z, ¥, = entre ces quatre équations; nous aurons entre 3°,
v, (%, EnC unc relation lin¢aire et homogene a coefficients entiers.
C’est I'¢équation d'une cubique rationnelle ! sur laquelle doit se trou-
ver le point §, 1, §. Je dirai que C’ est une cubique dérivée de C.

D’aprés ce qui précede, C n'aura qu'un nombre fini de dérivées
puisqu’on ne peut faire sur les entiers 4 et k& qu'un nombre fini d'hy-
pothéses.

Le point §,, 1,, §, sera un point rationnel de C'.

On voit ainsi qu'a chaque point rationnel de C correspond un point
rationnel d'une de ses dérivées. Si donc (G a une infinité de points
rationnels, 1l en sera de méme d’une au moins de ses dérivées.

Voyons quelle relation il y a entre les deux cubiques C et C'.

A chaque point de C’ correspond un seul point de C; & chaque point
de (: correspondront trois valeurs des rapports -g, ? et par conséquent

trois points de C', Ces trois points auront pour coordonnées

Eon, Gy of, at, §; a?E, an, &,
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« étant une racine cubique de 'unité. Soient M,, M,, M, ces trois
points; &,y Us, U, leurs arguments,

Considérons en particulier les trois points d'inflexion de C qui sont
donnés par les équations

X=A=o, Y=A=o, L=A=o0

(qui ont pour arguments o, g; -2%, et que j'appelle J,, J,, J,.

A ces trois points correspondront sur C' les neuf points d'inflexion
situés sur les trois droites 5 =0, y =0, { = o0 et qui auront pour

arguments
moy, + nw
. ?

3

oit , et o) sont les périodes relatives a C'y m et n des entiers.

La courhe C’ n'est pas altérée quand on change %, 4, { en o%, a?9, €.
Ce ne saurait étre 14 une transformation impropre; car une transfor-
mation impropre a des points doubles sur la cubique elle-méme et
les trois points doubles de cette transformation sont =14 =0,
;={=0, 7="{_=o0 ctnesont pas sur la cubique. Cest donc une
transformation de la forme (u, u + k), et comme, aprés trois transfor-
mations, on revient au point primitif, il faut que k soit § de pé-
riode.

Si u est 'argument d’un point de C’ et ¢ 'argument du point cor-
respondant de C, ¢ sera une fonction uniforme de u, car, si u déerit un
petit contour dans son plan, ¢ revient i sa valeur primitive. De méme,
si ¢ déerit un petit contour dans son plan, les trois valeurs de &, , ¢
ct, par conséquent, les trois valeurs de u ne peuvent s’échanger,
puiscque les points doubles § =v =0, § ={ =0, y ={ = o (pour les-
quels deux des trois systémes de valeurs de &, v, { sc confondraient)
n'appartiennent pas 4 la cubique C’. Donc u est fonction uniforme
de ¥, ety comme ¢ est fini quand u est fini ct réciproquement, il doit y
avolr entre  ct ¢ unc relation linéaire,

Quand z augmente de k ou d'une période, ¢ doit augmenter d’une
période ct, réciproquement, quand ¢ augmente d'une période, u doit
augmenter de k ou d'une période.
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20,
3
0, o:,+w', w,+2w,
3’73 73
20,4+ 0, 20,4+ 20,

3 3
de suite que

Soient o, -"-;’ s = les arguments des trois points d'inflexion % = o;
20)’

ceux des trois points d'inflexion 1= o0; =

ceux des trois points d’inflexion 7 = o. Je vois tout

')
k=3

3

car les trois points 5 = o se transforment les uns dans les autres par la
transformation (u, u + k). Soit

=au + b.

D'aprés ce que nous venons de voir aw, et = 3  doivent étre des

combinaisons linéaires 4 coefficients entiers de w et «’, et réciproque-
ment, de sorte qu’on aura

AW, = mow + nw’,

6)'| ’ ’
@=L =m0+ n,0,

3

m, n, m,, n, ¢tant des entiers tels que mn, — nm,=1.
Nous pouvons toupurs supposer @ =1, car les périodes de C («m
de C’) ne sont définies qu’a un facteur constant prés.

l) . 0)‘ 2‘0,’ d . .
our u = o, 33 nous aevons avoir

¢==0, i une période prés.
W, U4+, 04+ 20 .
Pour u = 2' y = 3 l, =t 3 1, nous devons avoir
_ (D] P . . d .
v =7z, 4 une période pres.

Pour & = >, w0 200+ 20,

Z T 7 » nous devons avoir

_ 20 . g _* d .
¢ =  aune période prés.
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\ous en concluons d'abord que b doit étre égal 4 une période et,
par conséquent, que nous pouvons supposer celle constante nulle sans

¢ ' e out . 2] ’ o Wy o ¢ e .
restreindre la généralité, ensuite que  est égal 4> & une période de €.

. . A ()] . [ ‘e
prés, ou, ce qui revient au méme, que 7 est le tiers d’une période de (',

Cette période, nous pouvons toujours I'appeler @,, de sorte que nous
aurons ® = 0,.

Enfin k = % doit ¢tre unc période de C formant un systeme pri-
mitif avec w; je 'appelle o’; on a donc finalement

U
/

0,
v=u, w=0w,, w=--
)

De sorte que les fonctions clliptiques relatives & C' se déduisent de
celles qui sont relatives a C par une transformation du troisi¢me
ordre.

Tous ces résultats ne s’appliquent qu’au cas ol trois points d’in-
flexion de C sont rationnels. Cherchons a les généraliser.

Nous n’avons pour cela qu’a adjoindre au domaine de rationalité
les coordonnées de trois points d’inflexion en ligne droite. I.'¢quation
de la cubique prendra la forme

(1 bis) XYZ =A?,

oa X, Y, Z, A sont des polynomes du premier degré dont les cocfli-
cients sont des entiers du corps algébrique constitué par cetle ad-
jonction,

Considérons un point rationnel de notre cubique (soit rationnel
proprement dit, soit devenu rationnel parI’adjonction). Soient «,, y,,
%, les coordonnées de ce point; nous pourrons supposer «ue ce sont
des entiers du corps algébrique.

Mais ici une premicre difficulté se présente : avons-nous le droit de
supposer que ces enliers alg¢briques sont premiers entre cux? Il va
sans dire que tous ces mots d’entiers algébriques premiers entre cur,
d]e divisibilité, ete., doivent s’entendre dans le sens de la théorie des
idéaux.

Journ. de Math. (5* série), tome VIl — Fase. 11, rgot. 28
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Si alors les nombres x,, ¥, 5, ont pour diviseur commun un nombre
algébrique cxistant, c’est-i-dire un idéal principal, on pourra faire
disparaitre ce facleur commun sans altérer les rapports de ces trois
(quantités. Mais si z,, ¥,, 5, ont pour diviseur commun un idéal non
principal, on ne pourra pas faire la division, parce que les quoltients ne
seraicnl plus des nombres algébriques existants.

Soient alors J le plus grand commun diviscur de iz, y,, 5, ¢t J' un
idéal de Ja méme classe. Il existe toujours deux entiers algéhriques
existants L2 et I tels (que

J=FEJ.

Alors xz,E, y,E, z,E auront pour plus grand commun diviscur
Ec = E,J/ Cl
z yE 3B

[ R

seront trois entiers algébriques existants dont le plus grand commun
diviseur sera J'.

On peut donc toujours remplacer les trois entiers algébriques dont
le plus grand commun diviseur était J par trois autres dont le plus
grand commun diviseur scra J'.

Comme il n’y a qu'un nombre fini de classes d’idéaux, on peut
choisic un nombre fini d'idéaux J' que jappellerai idéaws types, de
facon qu'il y en ait un, et un seul, dans chaque classe.

On ne peut pas toujours supposer que z,, ¥, 5, Sonl premicrs entye
eux, mais on peut supposer que leur plus grand commun diviscur est
un ideéal type.

J'ajoule que, six,, ¥,, 3, sont des entiers rationnels ordinaires, on
peut supposer qu'ils sont premiers entre cux, car le plus grand com-
mun diviscur de deux ou plusieurs entiers rationnels ordinaires est un
entier rationnel ordinaire.

Soient A, X,, Y,, Z, le résultat de la substitution de z,, y,, 5, dans
AX Y Z

Si j'appelle encore A, A', A” les trois déterminants des «uatre fonc-
tions linc¢aires A, X, Y, Z, le plus grand commun diviscur de X et Y,
divisera A”J, J ¢tantle plus grand commun diviseur de «,, y,, 5,3 d’oli
il suil encore cue nous ne pouvons faire, au sujet de ce plus grand
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~commun diviseur, qu’an nombre fini d’hypothéses; il ensera de méme
pour le plus grand commun diviseur de X, et Z, oude Y, ct Z,.
Nous ne pourrons donc faire qu’un nombre fini d’hypothéses sur lc«

plus grands communs diviseurs de X,, Y,, Z, (que j'appelle 2), dc =

et '—:. dc— ct = ,"' , deXe 5 0oty -5 (que j'appelle a, B, v). Ces diviseurs o,

Gy %y 9 2 sont des 1deaux du corps algébrique considéré.
J’aurai encore

NXe=abys, Yo=bays, Z,=cabe,

a, by ¢ étant des idéaux du corps. Les idéaux a, b, ¢ sont premiers
entre cux deux a deux; @ premier avee o, b avec B, c avecy, et 'on a

Al = abe(aBy)? 2.

Il suit de cette égalité que, si l'on définit w,, 1., », comme plus haut,
les expressions
ady a b

1) !‘-zl‘-z %y l*z’ I_*-z

seront des cubes parfaits; mais je ne veux pas dire par 14 que ce sont

les cubes d’entiers algébriques existants, mais les cubes d’idéaux du
cm‘ps.
Soient alors 4,, 7,, A, les idéaux types appartenant aux mémes

classes (que
\77 \1/'17 \1/?
— — -3
1) %2 {43

comme le nombre des classes est fini, on ne peut faire, au sujet des
idéaux %, qu’un nombre fini d’hypothéses.
Nous pourrons alors poser

b - yr
f— 1509 \7;’:=A2no7 ‘75’3:7\:1{09

et %y, N6, {, seront des nombres rationnels (qui ne seront peut-tre
Pas entiers) du corps algébrique considéré.
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Il vient alors

73 - 7 70 —hr .Y
0""/11107 ‘ I’JQM Lo_/l:!‘tzn Ao_/l'ro’]()‘-o!
ol
fry ="} u, ‘)w oy =1} w,uy3, hy=123u,232,

,J {J- ’ {L 3 14
g V2 Py

ol les / et & seront des entiers du corps sur lescuels on ne pourra faire
(qu'un nombre fini d’hypothéses, puisqu’on n’en peut faire (u’un
nombre fini sur les idéaux ¢, 2, §, ¥, u, .

Si le point z,, ¥, 5 5, estsur la cublquc C, le point 2, 7, , sera sur
une cubirque C’ que j'appellerai encore dérivée de C.

Nos théoreines subsistent évidemment.

Une cubique C n’a qu’'un nombre fini de dérivées, puisqu’on ne
peut faire qqu’un nombre fini d’hypothéses sur les cocfficients 4 et k.

A tout point rationnel de C correspond sur I'une de ses dérivées uu
point rationnel, de sorte que si C a une infinité de points rationnels, il
doit en étre de méme pour une au moins de ses dérivées.

Les fonctions elliptiques relatives & la dérivée se déduisent de celles
de la cubique C par une transformation de troisi¢me ordre.

On peut quelquefois tirer de la des résultats dans 'énoncé desquels
n'interviennent que des entiers ordinaires. Clesl ce qui arrive, par
exemple, si I'un des trois points d’'inflexion cst rationnel ordinaire.

Si le point X = A = o, que j'appelle M, est rationnel ordinaire, par
ce point M passeront uatre droiles cui contlendront chacune deux
autres points d'inflexion. Soient

-

A =o, A,=o, A, =o, A,=o

ces quatre droites. Si nous adjoignons au domaine de rationalité les
cocfficients de A,, nous d¢finirons un certain corps algebrique K .
Soient maintenant Y, =o0, Z, = o les dcux tangentes d'inflexion
aux points de rencontre de la cubique avec A, = o.
Adjoignons au domaine de rationalilé les coordonnées des deux
points d'inflexion correspondants; nous définirons un nouveau corps
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algébrique K qui contiendra K, ct nous pourrons supposer que
I'¢quation de la cubique s’¢erit

XY,Z, = A’

les cocfficients de X ¢lant des entiers ordinaires, ccux de Y, et de Z,
des entiers du corps K, ccux de A, des entiers du corps K,.

Si 4, Yoy o €St un point rationnel ordinaire de la cubique C ct que
4y Yoy So Soicnt des entiers premiers entre cux ; si X,, Y5, 47, Al sont
les résultals de la substitution de «,, y,, 5,; on aura d’apres ce qui
précede

N,=05%, Yi=hly), L=, Al=I%0%0;
les quantités qui figurent dans les secconds membres de ces équations
sont des quantités rationnelles du corps K. Mais nous devons observer
(que, si 'on échange les deux points d’inflexion Y, = o, Z, = o, toulc
(quantit¢ rationnelle du corps K, se transformera ¢n une autre quantité
ationnelle du méme corps que Yon appellera sa conjuguée; toute
fonclion symétrique ct rationnelle de deux quantités conjuguées sera
une quantité rationnelle du corps K.

Nous concluons que Z,, £, ct k sont des quantilés rationnelles du
corps K,, tandis que X, ct 4, 1, ct {, sont conjugués.

Cela posé¢, si 'on permute les quatre droites A,, A,, A,, A,, le
corps K, sc changera dans I'un des trois corps conjugués K, K, K,.

Soient /.4, I, 4, I, les quantités qui se déduisent de %, quand on
remplace le corps K, par I'un des corps conjugués K,, K,, K,. Ce
seront des enliers algébriques de ces trois corps, de méme que A, était
un entier algébrique du corps K.

Soient de méme %, ,,%,.,, %,., les quantités qui se déduisent de £, par
le méme procédé. Ce seront des quantités rationnelles des trois corps
K2, K,, K, de méme que £, ¢tait une quantité rationnelle du corps K ,.

Sur les enticrs algébriques &y 4y %4, &\, on ne pourra faire qu’un
nombre fini d’hypothéses.

X, ¢tant un entier ordinaire, on aura

\ v ¢ \ / ! !
‘\o‘—/'w's'o, Xo=/t..._.§3'2, X0=/t £ onkm’::;.“
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les trois derniéres égalités se déduisant de la premicre en passant du
corps K, & I'un des corps conjugudés. Si donc on pose

/"clll.z/‘m/‘m = H’ E
il viendra

ou
sen()

i est un entier ordinaire, puisque Jeyy by oy by gy by, sont conjugués,
De méme, U est une fonetion rationnelle ordinaire.

Comme on ne peut faire sur Pentier I1 qu’un nombre fini d*hypo-
théses, nous devons conclure que X, est égal & un cube parfait mul-
tipli¢ par un entier limité.

Cet énoncé suppose que les entiers z,, y,, 5, sont premicrs entre
cux. SiI'on s’aflranchit de cette restriction, il faudra dire que X, est
¢gal & un cube parfait multipli¢ par le plus grand commun diviseur
de x4, 4 €t 5, clpar un enticr limité. On appréciera micux la géné-
ralité de cet énoncé si I'on se rappelle qu’une cubique qui a un point
rationnel est toujours ¢quivalente & une cubique qui a un point d’in-
flexion rationnel.

Pour généraliser nos résultats, nous pouvons cncore chercher &
mettre '¢quation de la cubique sous la forme

(1 ter) X, X,..X,=Y",

X Xu ooty X, Y Ctant des polynomes entiers & coefficients entiers.
Je m'impose d’abord la condition que deux quelconques des courbes

X,-= 0, X[,:O

n’aienl aucun point commun sur la cubique.
Soient alors
1) 2)

(q)

les arguments des points d’intersection de la cubique avec X; = o

Cog gy eeey  Opy
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les arguments des points d'intersection de la cubique avec Y = o.
On aura, a des périodes prés,

Su;=o, Ze=o.

I.’ensemble des points u devra reproduire r fois I'ensemble des points .
Chacun des points ¢ devra figurer # fois dans I'ensemble des points «,
et, comme I'ensemble des points #; ne doit avoir aucun point commun
avee I'ensemnble des points uy, chaque point v devra ligurer # fois dans
un des ensembles ;. Il suit de 1a que les points w; doivent étre con-
fondus n & n, ¢t Pordre de multiplicité de 'un quelconque d’entre eux
doit étre un multiple de 7.
Considérons alors un ensemble d’arguments

A L | (s = %) )
(ui seront les mémes que les arguments «; avec cette différence que
leurs ordres de multiplicité seront # fois plus petits. Alors Zew, est la
nieme partic d'une période. D’ailleurs I'ensemble de tous les points o
est identique & 'ensemble des points ¢.

Le probl¢me revient donc i chercher p groupes rationnels ; la somme
des arguments de chaque groupe ¢tant la 24 partic d’une période, la
somme des arguments de tous les groupes ¢lant une période. Jajoute
que le nombre des points de tous les groupes doit étre divisible par 3
el qu'il en est de méme du nombre des points de chaque groupe, #
moins que 2 ne soit divisible par 3.

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, on pourra meltre
I'équalion sous la forme (1 Zer'). On pourra trouver en cffet un poly-
nome X; qui ait un zéro d’ordre 2 en chacun des points &; et un poly-

nome Y qui ait un zéro simple en chacun des points ¢;. Considérons
alors le rapport

Y~
(¢ sera une fonction doublement périodique de 'argument elliptique
d’un point de la cubique, ct cctte fonction ne deviendra jamais infinic;
ce sera donc une constante que nous pourrons supposer égale & 1.
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Soit x,, ¥4, 5, un point rationnel de C. Pour plus de simplicité,
j'entendrai de nouveau le mot rationnel dans le sens ordinaire; il serait
d'ailleurs facile de généraliser pour un corps algébrique quelconcue.
Je pourrai donc supposer que i, ¥,, 5, sont des enliers premiers entre
cux, et jappellerai X! et Y, le résultat de la substitution de ces enticrs
dans X;ct Y. On aura alors

XX XS =Y,

I.e plus grand commun diviseur de X} et X (qui sont des enlicrs)
devra diviser Y,, et par hypothese les trois courbes X, =0, X,=0,
Y = o n’onl aucun point commun,
11 en résulte évidemment qu’en appelant Ale résultant de X, X, Y,
il existe ncuf polynomes P> & cocfficients entiers, tels que P'on ait
identiquement
PX,+P.X,+ P, Y =47,

PN+ PN+ P Y =4y7,
PX, + PN+ P Y =As,

g ¢tant un exposant enlier convenable. Dol il suit que le plus grand
commun diviscur de X}, X;, Y, doit diviser & la fois =%, Ay!, Az" e
par conséquent A,

On ne peut donc faire sur les diviscurs communs des X{ el de Y,
qu'un nombre fini d’hypothéses.

Par un raisonnement tout & fait parcil & celui qui préceéde, on en

déduirail

Xb=mGE Ni=h5Y,

0 Y 7o ].En%n Zo
Ny =h,(%,), Y, =hgi3. . .5,

les /i et & étant des entiers sur lesquels on ne peut faire qu'un nombre
fini d’hypothéses, ctles Z7 ¢tant des entiers.
Nous sommes ainsi amenés & nous poser la question suivante :

Si I'on posc

(2) Xo=hE, Y =kEE
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(quel scra le lieu du point §,, &,, ,.., &, dans I'espace 4 p dimensions
(quand le point z, y, 5 décrira la cubique C?

Les points rationnels de ce licu correspondront aux points rationnels
de C, de sorte que ce licu jouera unrdle analogue & celui de la cubique
dérivee C,

Soient  'argument elliptique sur C, w et o’ les périodes; soit)(« )
une fonction §) définie de telle sorte que

h(0) = o, 0(u+w)=0(u),

0(u + o) = e+t (u), _ 2w

w

Soient A; le degré de X et
O(u) = 0 — @) 0(u - w?).. O(u—wi)  (s=31):

n

Noienl ., o,, o, les arguments des points d'interscetion de la cubique
avee x == 0. Soit

= 0 )0 )0 ),

X, /x\ " Y r\—1
0'\r/) ' 6,0,...0,\7%

4+ Z)./ . - U . ’ .
(()u ¢ = =" cst le degré de A) sont des fonctions doublement pério-

Les expressions

diques de seconde espéce (se reproduisant & un facteur constant pré:s
par 'addition d'une période) qui ne deviennent jamais infinics. Elles
s¢ réduisent donc & des exponenticlles, de sorte qne I'équation de la
cnbicque pourra s’éerire

r . n Z "'i , ) X ll
X" —— ‘.’.“@‘- <Z> Cnplu’ Y pommed [L,,_*_' @‘ 02 LI ) Gl' (Tq') Cf‘ll,
les 1 et les ¢ ¢tant des constantes, ou bien encore

hi

£ Z\" .
€z=V¢'@i(;> ek,

les v ¢tant des constantes.

Journ. de Math. (5¢scrie), tome VIL. — Fuse, 11, 1gor. 2()



226 H. POINCARE.

Si les 2, sont tous ¢égaux, c’est 1a I’équation en coordonnées homo-
génes d’une courbe de genre 1 dans l'espace &4 p — 1 dimensions. Quel

cst le degré de cette courbe et quelles sont les périodes correspon-
dantes?

Ona

0:’(“ + w) — ei(u); 01(u + (.0') — ea'uu/-a.‘.’u.(ei(u),
@i( U+ hw/) — en'n-r b'-n/tﬂW,‘Ot( u),
2 Y,

’ 3). ”
a4 = —4a, b= 7¢'I'b; a'=ha, WV =h'+do

,Il(/: 1)
n

4

Quand u augmente de o, les quantités X;, %, 0; et z ne changent
pas. Donc #* ne change pas. Quand z augmente de o', les quan-
lités X;, z ne changent pas; 0; et 7 sont multipliés par

"u’u + U~ u}:w, I,:mll + a6
’ y .

Donc ¢"#* est multipli¢ par

nadw '

ll

Donc ng;0 est un multiple de 2:%, g0 est égal & naXw; i un
multiple prés de 2¢%. Nous avons dit que Zw; est le p#™ d’une pé-
riode. On a donc

nEw;= %0+ §w,

3, ct B; ¢tant des entiers. 11 vient alors

. 2iny
=
On a d'ailleurs
= Zp.

Quand « augmente de w ou de ', le logarithme de 0,¢#" augmentc
de

9‘7' 0) ')lt
I‘I ~a/u+[,/ ,_Jf

no' n

2‘;" +du+b—aZw;+ ~

11 suit de la que les rapports des %; sont des fonctions doublement
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périodiques de u, dont les périodes dépendent des entiers 3, et 3;, ou
plutdt des restes de ces entiers & n. Ces fonctions admettront la pé-
riode

, VN
v 4+ Yo,

pourva que tous les ¥3; + v 3; donnent le méme reste & n.

Il est aisé ainsi de déterminer ces périodes cLl’on en déduit aisément
le degré de notre courbe de genre 1, (que nous pourrons appeler encore
une courbe dérivée de C.

On voit que le nombre des courbes dérivées est encore fini, qu'a
tout point rationnel de G correspond un point rationnel de I'unc des
dérivées el que les fonctions elliptiques relatives & une dérivée se dé-
duisent de celles relatives 4 C par une transformation.

Toute courbe dérivée admeltant un point rationnel étant équiva-
lente & une cubique, comne on 'avu au paragraphe 1V, sila cubique C
admel une infinité de points rationnels, on aura ainsi le moyen de
définir un certain nombre d’autres cubiques (dont les fonctions ellip-
ligues se déduisent de celles de C par une transformation) et sur I'une
aumoins desquelles il y aura une infinité de points rationnels.

Ne supposons plus que tous les %; soient égaux.

Nous pourrons trouver p? enticrs 3, ct v;, dont le déterminant soit
¢gal &1 et tels que

ZB”‘)\": o, Z“{i)\‘-:: 3,

Ny o e -
o ¢lant le plus grand commun diviseur des A,
Alors les produits

Z,= M5 = (v, 0;cf )k

seront des fonctions doublement périodiques de « dont les périodes se
détermineraient comme nous venons de le faire. Alors les p — 1 quan-
lités Zy seront les coordonnées non homogénes d’un point décrivant
une courbe de genre 1 dans I'espace & p — 1 dimensions. Cette courbe
pourra s’appeler encore une courbe dérivée de C, ct ces courbes dé-
1’1\'écs‘ de C jouiront encore des mémes propriétés que dans les cas
examinés juscu'ici.
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On peut poser, par exemple,
Yk
/ r IS ANETY
o= S(IZ}) *,

et Z, sera encore doublement périodique. (Inutile d’ajouter que ces
résultats deviennent illusoires pour p = 2.)

Il n’y aurait rien & changer a ce qui précéde si, au lieu de 1'équa-
tion (1 ler), on partait d’une équation analogue

(1d) X7 X%, .. X0 =Y,

ol les ¢ seraient des entiers quelconques. Ici encore on ne peut faire
«qu’un nombre fini d’hypothéses sur les diviseurs communs de X et X
quand z,, y,, 5, sont premicrs entre cux. Il en résulte que X} (si ¢4
est premier avec 72) sera unc puissance 2™ parfaite 4 un facteur con-
stant pres sur lequel on ne peut faire qu’un nombre fini d’hypothises.

Voyons maintenant dans quels cas on pourra avoir une équation de
la forme (1 ter).

Supposons que 19’% soit un multiple de 3 plus z; (z;= 0, 1, 2). Alors

le groupe des points w; ¢tant rationnel, on devra avoir, d'apris ce (que
nous avons vu a la fin du paragraphe VI,

(3) Swi=¢a+ 3no+ Zp,(o-— %).

Cetle cxpression devra étre la niéme partie d'une période, c’est-i-dire
(que Pargument d'un des points rationnels (a savoir le point Xw;, si
g, =1, et le point 2Zw;, si ¢;= 2) ou la difl¢érence des arguments de
deux points rationnels (& savoir Zw;, si¢;= 0), devra étre la ni-me
partie d’une période. Cette condition est d’ailleurs évidemment sufli-
sante.

En effet, si par exemple

nous pourrons trouver trois groupes rationnels Zw,, Zw,, Zw,, tels
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(jue
Ew,=q,2, Zw,=q,2, Sw, =32,

tels que ¢, + 4, + ¢,==0 (mod~) et que 8—’:1 w7z (mod 3).

Si nn'est pas divisible par 3, ¢, devra étre divisible par 3; nous
pourrons alors supposer %, ==, =7,. Si n est divisible par 3, nous
pourrons encore prendre

Py Pas /P (mod 3),
puisqu’on aura
g+ 4. +q,=0  (mod3).
Si nous avions

¢ (7]
57, T ey
n

nons prendrions encore

Tw,=¢q,z, Tw,=q,2, Tw,=q,2:
g+ g+ gzi:0 (mod3n),  qp:iqiig=0 (mod3).

Ty =Ny =1y, ?3;:'—‘- =0 (mod3).

Je distinguerai deux <15 :

1 Ou bien la différ~ .ce des arguments de deux points rationnels
estle n*me d’une périoc: - Dans ce cas, la considération des courbes
déricées nous apprend - éellement quelque chose de nouveau.

Si celte condition est remplie par une cubique, elle le sera par
toutes les cubiques équivalentes; mais, en général, clle ne le sera pas
par C, ni, par conséquent, par aucune des cubiques équivaleutes, &
moins qu'on 1élende par woie d'adjonction le domaine de ra-
tionalité,

2° Ou bien la différence des arguments de deux points rationnels
ne sera jamais le ni“me d’une période (4 moins d’étre d’une période).

S'il en est ainsi, il faudra, d’aprés ce que nous venons de voir, que
Fargument d’un des points rationnels soit le #i d’une période, soit

(0}

o= --
n
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34— 2
"t

sera la différence des arguments de deux points rationnels et cn méme
temps le picme d’une période; il faudrait donc ue cc fit une période,
ce (ui ne peut arriver que de deux maniéres : si © = o, si 2 est divi-
sible par 3.

Le second cas se raméne ais¢ément au premier, car si 2 est divisible
par 3 et que i,:’—’ soit une periode, o scra le tiers d’une période. Mais

comme les arguments ne sont définis qu'a § de période prés, nous
pouvons supposer ¢ = o, d’olt w = o.
Si @ est nul, on aura
Zw,; == — Z[), sy

el le second membre ne pourra étre la #im¢ partic d’une période (ue
si tous les p, sont nuls; car Pexpression X p,a, ¢tant la différence des
arguments de deux points rationnels ne peul étre la 2™ partie d’une
période.

On a donc

Xw,=o.
Dans ce cas que nous apprend 'analyse précédente? Que X et
X

la niéme puissance d’un nombre rationnel. Soit alors

3 )‘l )\Q
n

==—¢  (mod3).

Nous pourrons alors trouver deux courbes rationnelles Z, = o et
r ’ )\1}2 E . ' . .
Z,= o, de degré == + 5, passant toutes deux ¢ fois par le point ra-
tionnel, dont I'argument e =o0; la premi¢re Z, = o passant A, fois

32 . . .
par chacun des —= points w, ; la seconde Z,= o passant A, fois par

chacun des 222 points w,.
n
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ce «qui suffit déja pour prouver que le premier membre est une puis-
sance ni" parfaite.

Le résultat en question cst donc illusoire, puisqu'on aurait pu
I'obtenir par voic purement algébrique, sans faire intervenir le raison-
nement arithmétique fond¢ sur P'impossibilit¢ de décomposer un entier
de plusicurs smaniéres en facleurs premiers.

L considération des cubiques dérivées scrait donc sans intérét dans
ce cas.

Nous voyons toutefois que X, doit étre une puissance 2™ parfaile,
multipli¢e par un entier sur lequel on ne peut faire qu’un nombre fini
d'hypotheses, si l’on connait le plus grand commun diviseur de x,,
Yoy 3. Celte restriction diminue un peu la portée du résultat, qui est
d"ailleurs indépendant de la considération des cubiques dérivées.

Le cas ol la considération des cubiques dérivées peut étre utile
est donc celui ol les fonctions elliptiques relatives a4 ces cubiques
dérivées se déduisent de celles qui correspondent 4 C par une trans-
formation qui 1’est pas du premier ordre.

On aura alors

IX. —- Courbes de genre supérieur.

Je ne dirai que quelques mots des courbes de genre supérieur. |
n’est plus vrai que de la connaissance d’un point rationnel on puissc
dé¢duire celle d’une infinité d’autres points rationnels. Mais de la con-
naissance d'un groupe rationnel (et par conséquent de celle d’un point
rationnel) on peut déduire celle d’une infinité d’autres groupes ration-
nels,

Soit en cffet C une courbe rationnelle de genre p et de degré m, et
soit un groupe rationnel de p points sur cette courbe. Le nombre des
points doubles scra

l_ (/)l—l)(”, - 5,‘)

= ==,
i)‘ p
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Si nous coupons par une courbe adjointe C’ de degré ¢2m — 2, le
nombre des points d'intersection différents des points doubles sera

mq — od

et sur ce nombre, mg — 2d — p pourront étee choisis arbitrairement.
Soient u,, u,, ..., u, les pintégrales ahéliennes de premiére espéce.
Un groupe de p points sera défini quand on se donnera les p sommes

pour ses p points, sommes quc j’appellerai ses arguments. Yappellerai
alors le groupe ainsi défini le groupe (2,, a,, ..., «,) ou simplement le
groupe o. On pourra choisir les constantes d’intégration de telle facon
(ue la somme des arguments soit nulle pour les points d’intersection
d’une courbe adjointe quelconque, les points doubles ¢lant laissés de
coté.

Si les groupes de p points «, 3 ct ¥ sont rationnels, je dis qu’il en est
de méme du groupe B + v — «. En cffet, par les groupes 3 ety je puis

2d +3p
N

faire passer une courbe adjointe rationnelle de degre ¢ > —-

clle coupera C en mg — 2d — 2p autres points formant un groupe
rationnel G dont la somme des arguments sera — (% + ). Par G et
par le groupe « je puis faire passer une courbe ralionnelle adjointe de
degré ¢ qui coupe C en p autres points formant un groupe rationnel
d’argumenis § + y — «.

Supposons maintenant que le groupe de p points « soit rationnel. Je
mene d’abord une courbe adjointe rationnelle quelconque de de-
gré gZm — 2; clle coupera C suivant un groupe rationnel G
de mg — 2d points; la somme des arguments sera zéro.

Soit ¢ le plus grand commun diviseur de 7 et de 2d; nous pourrons
trouver deux nombres entiers positifs ¢’ 2m — 2 ct § tels que

m(q' —q) — p(mg — 2d) = ch,
l étant un entier positif quelconque. Je veux mainte nant ue

ch= (K4 1)p.
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Soit alors ¢ le plus grand commun diviseur dc m, 2d el p;
N N, o

soit p = £¢’, ¢ = ¢¢'; il nous suffira de prendre A =%, K +1="¢.

(Cela posé, je fais passer une courbe adjointe rationnelle de degré ¢,
8 + 1 fois par le groupe G et K fois par le groupe «; cetle courbe est
ainsi enticrement déterminée, et elle coupe encore Cen p autres points,
car on a

mg' =(N--0)p+(3+1)(mg— 2d)y+ ad.

(ics p autres points formeront un groupe rationnel et la somme des
arguments sera — Ko ou o — e,

Il résulte de tout cela que les groupes rationnels de p points situés
sur Csont donnés par une formule

a+ene +Xp (% —2,)

tout a fait de méme forme que les formules analogues relatives aux
cubiques.

f.c nombre & (qui pour les cubiques est égal i 3) est le plus grand
commun diviseur de m et 2d divis¢ par le plus grand commun divi-
seur de m, 2d et p.

On concoit la possibilité de construire de cette maniére une théorie
analogue i celle des cubiques. |

Journ. de Muth. (5° seric), tome VII. — Fusc. I, 1go1. 30



