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R A P P O R T  S U R  LE P R I X  BOLYAI.  

Par M. Henri Poinoard (Paris). 
[Reproduit avec l'autorisation de I'ACADI~MIE HONGROISE DES SCIEtlC::S]. 

P R O C I ~ S  V E R B A L  DES S t ~ A N C E S  DE LA C O M M I S S I O N  

I N T E R N A T I O N A L E  DE I g I O .  

A l'occasion du centi~me anniversaire de la naissance de JEAN BOLYAI, I'ACADI~MIE HONGROISE 

DES SCIENCES, voulant perp6tuer le souvenir de cet illustre savant, ainsi que celui du profond penseur 

que rut FARKAS BOLYAI, son p~re et son maitre, avait d&cid6 de fonder un prix international qui devait 

porter le nora de Prix  Bolyai. Ce prix devait ~tre d6cern6 pour la premi6re fois en 19o 5 x), puis de 

5 en 5 ans h l'auteur du meilleur ouvrage de math6matiques paru au cours des 5 ann6es pr6c6dentes, 

en prenant en consid6ration toute son oeuvre ant6rieure. 

D'apr6s le r6glement du prix, l'Acad6mie avait confi6 le soin de le d6cerner pour les ann6es 

19o5-19o 9 ~ une Commission compos6e de deux membres r~sidants: M. JULES KONIG, secr6taire de la 

classe des Sciences, M. GUSTAVE RADOS, membre de la Classe, et deux membres 6trangers: M. GOSTA 

MITTAG-LEFELER, membre de l'Acad6mie des Sciences su6doise, et M. HENRI POINCAR~, membre de 

l'Institut de France. 

La Commission s'est r6unie h Budapest le 17 et 18 octobre I9IO et elle a d~sign6 comme pr6sident 

M. JULES KONIG et comme rapporteur M. HENRI PDINCAR~. 

Parmi les travaux les plus dignes d'attention publi6s dans les 5 derni&res ann6es, la Commission 

a particuli~rement remarqu6 ceux de M. DAVID HILBERT, qui par la profondeur de la pens6e, l'origina- 

lit6 des m6thodes, la rigueur logique des d6mgnstrations, ont d6jh exerc6 une influence considerable sur 

les progr6s des sciences math~matiques. 

Apr~s avoir examin6 les titres divers de cet auteur, et prenant en consid6ration non seulement ses 

travaux des 5 derni6res ann6es, mais ses recherches ant~rieures et l 'ensemble de sa carri6re scientifique, 

la Commission a unanimement d6cid6 de d6cerner le Pr ix  Bolyai de I'AcAI)~glE DES SCIENCES HON- 

GROISE pour les ann6es 19o5-19o 9 ~t 

M. David Hilhert. 

Les motifs de cette d6cision seront expos6s dans le rapport de M. POINCARtL 

Ce proc~s verbal h 6t6 accept6 ~t l'unanimit6. 

Budapest, 18 octobre 19io. 

K O N I G, Prdsident ; 

P o I N C A R ~, Rapporteur ; 

M I T T A G - L E F F L E R ;  

RADOS. 

I) Pour le prix Bot.ral d6cern6 en i9o5, voir le Rapport de M. RaDos, publi4 dans ces Rendiconti, tome XXl (i er seme- 
stre x9o6), pp. 367-385 . 
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RAPPORT DE M. POINCARi":. 

Les probl~mes traiff:s par M. H1LBERT sont tellement varies et leur importance est 
si ~vidente qu'un long pr&mbule ne nous semble pas n&essaire. Je crois preferable 
d'entrer imm~diatement dans l'expos8 detaill~ de ses principaux m~moires. Le lecteur 
en pr&ence de r&ultats si consid&ables tirera la conclusion de lui-m~me. 

Les Invariants.  

Les premiers travaux de M. HILUERT sont relatifs .~ la th+orie des invariants. On 
salt avec quelle passion cette pattie des math&natiques a +t& cultiv~e vers le milieu du 
si6cle dernier et combien rile a ~t6 d~laiss& depuis. I1 semblait en effet que les CLEBSCn, 
les GORDAN, les CAYLEY, les SYLVES'rER eussent ~puis+ tout ce qu'on pouvait tirer des 
m&hodes anciennes et qu'il n'y eflt plus apr&s eux que peu de chose ~ glaner. Mais 
les progr6s de l'Alg~bre ct de l'Arithm&ique, et en particulier la th&orie des nombres 
entiers alg~briques, l'extension qu'on en fit bient6t aux polyn6mes entiers, la th~orie 
des modules de KRONECKER allaient pe.rmettre d'aborder la question par un c6t~ encore 
inexplor&. C'est ce qu'a fait M. HELBER* en s'attaquant tout d'abord au c61&bre th6o- 
r~me de GORDAS, d'apr&s lequel t ous l e s  invariants d'un syst~me de formes peuvent 
s'exprimer d'une faqon rationnelle et enti&re en fonctions d'un nombre fini d'entre 
eux. On ne saurait mieux mesurer le progr&s accompli, qu'en comparant le volume 
que GORDAN avait dfl consacrer ~t sa d~monstration, aux quelques lignes dont HmBER'r 
a pu se contenter. La m&hode gagnait en g~n&alit& autant qu'en simplicit~ et on pou- 
vait entrevoir toute une s&ie de g&n&alisations possibles. Un lemme tr~s simple, inspir& 
par les idles de KRONECKER, avait rendu ce r&sultat possible. 

Consid~rons une s&ie ind~finie de formes F d~pendant de n variables; on peut 
trouver parmi elles un hombre fini de formes F ,  . . . ,  Fp telles qu'une forme quel- 
conque F de la s~rie puisse 6tre &gal~e ~t 

(I) F - ~ A , F  + .. .  + ApFp, 

les A &ant des formes d~pendant des mdmes variables. C'est l:i une cons6quence de 
la notion fondamentale de module introduite par KRONECKER dans la science. Cela veut 
dire dans le langage de KRONECKER que les diviseurs communs ~t plusieurs modules, 
ceux-ci fussent-ils en nombre infini, sont les sous-muldples de l'un d'entre eux qui est 
leur plus grand commun diviseur, et dans le langage g6om&rique (en supposant 4 va- 
riables et les regardant comme les coordonn&es homog&nes d'un point dans l'espace) 
que l'ensemble des points communs ,~ un nombre infini de surfaces algc~briques se com- 
pose d'un nombre fini de points isol6s et d'un nombre fini de courbes gauches alg& 
briques. 

Mais ce n'est pas tout; supposons que les F soient les invariants d'un syst6me de 
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formes et les d des fonctions des coefficients de ces formes. On peut toujours supposer 

que les d sont aussi des invariants, sans quoi on pourrait effectuer sur les formes 
une transformation lin&ire arbitraire. Alors dans la relation ( i ) ,  ainsi transform~e, figu- 

reraient les coefficients de cette transformation. En appliquant ,A la relation ( I )  trans- 

formic, un certain processus de di~T6rentiations successives (les diff&cntiations s'effectuant 
par rapport aux coefficients de la transformation lin6aire) on arrive ,~ une relation de 

m4me forme que ( i )  mais ofl les d sont des invariants. La d&nonstration du th~or~me 

de GORDAS s'en ddduit imm~diatement. 
Mais ce n'est pas tout; entre ces invariants fondamentaux, il y a un certain nombre 

de relations appel~cs syzygies. Toutes les syzygies peuvcnt se d('duire d 'un nombre 

fini d'entre elles pa r  addition et multiplication. Entre ces syzygies fondamentales du 

~ ordre, il y a des syzygies du 2 a or&e, qui peuvent aussi se d6duire d'un nombre 

fini d'entre elles par addition et multipiication, et ainsi de suite. 
M. HILBERT d~duit ce r6sultat d'un thd'orbme g('n&al d'alg6bre. Consid~:rons un 

syst~me d'dquations lin'aires de ia forme: 

Y F k X i = o, 

06 les F sont des formes donn&s et les X des forlnes inconnues homog&nes par rap- 

port ~ certaines valiables; l'&ude des solutions de ce syst&me et des rclations qui les 

licnt, conduit ,A considdrer une s&ie de syst&nes d&'iv~s jusqu'~t ce qu'on arrive i un 

syst6me d&iv6 qui n 'admet plus aucune solution. C'est ainsi d'ailieurs que M. H~LBEaT 

rut at'nen6 ~ d6termiuer et ~t &udier le nombre Z (R) des conditions distinctes auxquelles 

dolt satisfaire une forme de degr6 R pour &re congrue ~ z&o par rapport ~ un mo- 

dule donn6. 
Mais pour compl6ter la th6orie, il ne suffisait pas d'&ablir l'existence d 'un syst6me 

d'invariants fondamentaux, i[ faliait donner les lnoyens de le former ett'ectivement, et 

ce probl&me a &6 ramen6 par l'auteur 5 une question qui se rattache :i la th&orie des 

hombres entiers alg6briques &endue aux polyn6mes entiers. 
Le probl6me est ainsi d&ompos~ en trois autres. 
I ~ Trouver des invariants J,,, en fonctions desquels tous les autres puissent s'ex- 

primer sous une forme emi~re et algdbrique, c'ests tels qu'un invariant quelconque 

J satisfasse .a une &quation alg6brique 

+ G, + G + . . .  + G_, ] + G = o, 

les G &ant des polyn6mes entiers par rapport aux jr,,. 
2 ~ Trouver des invariants en fonctions desquels tous les autres puissent s'exprimer 

rationnellement. 
3 ~ Trouver des invariants en fonctions desquels t o u s l e s  autres puissent s'exprimer 

sous forme enti6re et rationnelle. 

De ces trois probl6mes le premier est le plus difficile. Si on le suppose r&olu, 

l'ensemble des invariants se pr6sente comme un corps a!gdbrique, et le premier pas ~t 

faire c'est de dSterminer le degr~ de ce corps; c'est ~t quoi parvient M. HmBERT, au 
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moins pour les formes binaires, en +valuant de deux mani~res diff~rentes le nombre 
~?(n) des invariants lin~airement ind~pendants de degr~ ~, ou plut6t la valeur asympto- 
tique de cette fonction numbrique ? ( a )  pour a tr6s grand. 

Une lois le premier probl~me r~solu, la solution des deux autres se ram6ne ~ une 
question classique de l'arithm&ique des polyn6mes et de la th6orie des corps alg6briques. 
I1 s'agit donc de trouver les invariants fondamentaux ~ l'aide desquels tous l e s  autres 

s'expriment sous forme enti&e et alg+brique. 
A cet effet M. HILBERT remarque que ce sont ceux qui ne peuvent s'annuler sans 

que tous les autres s'annulent. On congoit ainsi que la recherche de ces invariants fon- 
damentaux sera singulibrement facilit~e pat" l'&ude des formes nMles, c'est-s de celles 
dont les coefficients num&iques sont choisis de telle sorte que les valeurs num6riques 

de t ous l e s  invariants soient nulles. 
Dans le cas des formes binaires, les formes nulles sont celles qui sont divisibles 

par une puissance suffisamment 61ev& d'un facteur l in&ire;  lnais dans les autres cas 
le probl6me est plus d~licat. L'auteur met d'abord en +vidence un certain nombre de 
th+or~mes. 

Consid6rons une forme ~t coefficients num&iques, et sa transform~e par une substi- 
tution lin~aire quelconque; les coefficients de cette transform~e seront des polyn6mes 
entiers par rapport aux coefficients de la substitution. Si le d&erminant de la substi- 
tution est une fonction alggbrique et entikre de ces polyn6mes entiers, la forme pro- 
pos& n'est pas une forme nulle. Dans le cas contraire, c'est une forme nulle. 

Consid~rong d'autre part, les transform+es d'une forme par une substitution lin6aire 
d~pendant d'un param~tre arbitraire t et de telle faqon que les coefficients de cette 

substitution soient des s&ies d~veloppables suivant les puissances entibres, positives ou 
n~gatives, mais croissantes, de ce param~tre. S'il s'agit d'une forme nulle, on p~ut choisir 
une substitution de cette nature, de telle sorte que son d&erminant devienne infini 
pour t ~- o, tandis que les coefficients de la forme t ransform& restent finis. M. HILBEaa" 
montre que cette condition est n&essaire pour que la forme propos& soit nulle~ et il 
est d'ailleurs &ident qu'elle est suffisante. A chaque forme nulle correspond donc une 
et peut-Stre plusieurs substitutions lin6aires jouissant de la propri&~ +nonc+e. Cela pos+, 
l 'auteur d+montre que, partant d'une forme nulle quelconque, on peut~ par une trans- 

formation lin~aire, la transformer en une forme nulle canonique. Une forme est dite 
canonique quand la substitution lin~aire, qui lui correspond et qui jouit par rapport 

die de la propri+t~ que nous venons d'~noncer, est de la forme simple: 

t ~'~ O O 

0 t x2 O 

O O t ;t3 

La recherche des formes nulles est ainsi ramen6e A celle des formes nulles cano- 
niques qui est beaucoup plus simple. On trouve que les formes nulles canoniques sont 
celles auxquelles il manque certains termes; et la d&ermination des termes qui doivent 
manquer peut se faire ais6ment grace ,:tun schema g6om&rique simple. On volt sous 
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quel aspect nouveau et 616gant se pr6sentent aujourd'hui, grace ~t M. HILBERT, des pro- 

blhmes qui avaient tent4 tant de g6omhtres il y a cinquante ans. 

Le n o m b r e  e. 

M. HERMITE a le premier d6montr6 que le nombre e est transcendant et peu de 
temps aprhs M. LINDEMAXX &endait ce r6sultat au nombre v:. C'6tait lfi, une conqu4te 
importante pour la science, mais les m6thodes d'HERMITE &aient encore susceptibles de 
perfectionnements; quelque ing6nieuses et quelque originales qu'elles fussent, on sentait 

qu'elles ne conduisaient pas au but par le plus court. Ce chemin le plus court, M. Hm- 
BERT l'a trouv6 et il semble qu'on ne puisse plus apporter d6sormais ~t la dfmonstration 

de simplification nouvelle. 
C'4tait la seconde lois que M. HILBERT donnait d'un th6orhme connu, mais qu 'on 

ne pouvait 6tablir que pat" des consid6rations ardues, une d6monstration d'une 6tonnante 
simplicit6. Cette facult6 de simplifier ce qui avait d'abord sembl6 complexe, se pr6sentait 

ainsi comme un des caract6res de son talent. 

Ari thmdt ique .  

Les travaux arithm&iques de M. HILBERT ont principalement port6 sur les corps 
alg6briques. L'ensemble des nombres qui peuvent s'exprimer rationnellement en fonctions 
d'un ou de plusieurs nombres alg6briques constitue un domaine de rationalit6, et l'en- 
semble des nombres de ce domaine qui sont des entiers alg6briques constitue un corps. 

Si on envisage ensuite tous les nombres alg6briques d'un corps qui peuvent 4tre mis 
sous la forme:  

+ + - "  + 

off les z sont des nombres donnds du corps et les x des nombres ind6termin6s de ce 
m4me corps, l 'ensemble de ces nombres est ce qu'on appelle un iddal. Ce qui fait l'in- 
t4r4t de cette consid6ration, c'est que les id6aux ob6issent, en ce qui concerne leur di- 
visibilit G aux lois habituelles de l'Arithm6tique et qu'en particulier tout id6al est d6com- 
posable d'une mani&e, et d'une seule~ en id6aux premiers. C'est l~t le tbdor~me fonda- 
mental de DEDEKIND. 

D'autre part, nous pouvons consid6rer des hombres qui satisfont dt une 6quation 
alg6brique dont les coefficients appartiennent ~t un domaine D de rationalit6. Ces hom- 

bres et ceux qui peuvent s'exprimer rationnellement par leur moyen, d6finiront un nou- 
veau domaine de rationalit6 D '  plus 6tendu que D, et un corps alg6brique K '  plus 
6tendu que le corps K qui correspond ~t D. On peut alors rapporter le corps K', non 
pas aux nombres rationnels vulgaires et au corps des entiers de l'arithm6tique ordinaire, 
rnais au domaine D et au corps algdbrique K. On pourra alors parler du degr6 relatif 
de K '  par rapport ft K, de la norme relative d'un hombre alg6brique de K'  par rapport 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (x ~ sere. xgxz ). - -S tampato  l ' i i  gennajo 1911. i s 
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,-t K, etc. I1 y aura des corps relativement quadratiques obtenus par l'adjonction au 

domaine D'  d'un radical 1/~, V. &ant un hombre du domaine D, et des corps relati- 
vement ab~liens, obtenus par l'adjonction .~ D des racines d'une &quation ab~lienne. 

II y a 15- une sorte de g~n~ralisation des id&s de DEDEKtSD, que HILBERT n'est sans 
doute pas le premier ~i avoir entrevue, mais dont il a tir& un parti inattendu. 

Nous  devons aussi parler des corps ga!oisiens, dont l'&quation g~n&atrice est une 
~'quation de GALOlS. Un corps quelconque est contenu dans un corps galoisien, de la 
m&ne fagon que le corps K',  dont nous parlions tout il l'heure, est contenu dans le corps 

K ' ;  et ce corps galoisien s'obtient sans peine en adjoignant au domaine de rationalitY, 
non seulement l 'une des racines de l'~quation algbbrique g~n~ratrice de K, mais toutes 
ses racines. Les questions relatives .'i un corps quelconque sont ainsi ramen&s aux pro- 
bl&nes analogues pour les corps galoisiens. 

Apr~s avoir montr~ comment on pouvait, par la discussion d'une congruence, 
former tous les id~aux de norme donn~e, M. HtLBERW a cherchfi une d&nonstration 
nouvelle du thdor~me fundamental de DEDEKLND; il l'a &abli d'abord pour les corps 
galoisiens et l'a &endu ensuite sans peine ~ un corps quelconque. 

M. HILBE~T fut ainsi conduit 5.&udier la th~orie g~nc~rale des corps galoisiens, et 
il introduisit une foule de notions nouvelles, en d~finissant une s&ie de sous-corps, 
correspondant ~. divers sous-groupes du groupe de GALOIS de l'~quation g&n~ratrice; 
ces sous-groupes sont definis par certaines relations qu'ils out  avec un ideal premier 
quelconque du corps, et l'&ude de ces sous-corps nous ouvre des apergus nouveaux et 
int~ressants sur la structure du corps. 

L'auteur donna en 1896 une d&nonstration nouvelle du thfior&lae de KRONECKER, 
d'apr&s lequel les racines des ~quations abbliennes peuvent s'exprimer par les racines de 
Funk& Cette d&monstration purement arithm&ique met en &vidence la fagon de cons- 
truire t o u s l e s  corps ab~liens d'un groupe et d'un discriminant donn& 

Mais les travaux de M. HILBEaT ont eu pour objet principal l '&ude des corps re- 
lativement quadratiques et relativement abd'liens. Un des points essentiels de la th~orie 
des nombres est la loi de r&iprocit~ de Gauss, au sujet des r/esidus quadratiques; on 
sait avec quelle predilection le grand g~om~tre est rcvenu sur cette question et combien 
il a multipli~ les d&nonstrations. 

Cette loi de r&iprocitfi est susceptible de g~n&alisations intd'ressantes lorsque l 'on 
passe du domaine des nombres rationnels ordinaires ~ un domaine de rationalit~ quel- 

conque. M. HtLUF.RV a pu r~aliser cette g~n~ralisation dans le cas oh le corps k est 
imaginaire e t a  un nombre de classes impair. I1 a iutroduit un symbole analogue ~t 

celui de LeGEXDRE, et la loi de r&iprocit6 "t laquelle il est parvenu se pr~sente sous 
une forme simple; le produit d'un certain hombre de pareils symboles dolt &re ~gal 

i. Cette g&n&alisation pr~'sente d'autant plus d'int&& que l'auteur a pu montrer 
qu'il y a des genres correspondants 5. la moitifi de t o u s l e s  syst&nes imaginables de 
caract&res, r&ultat qui doit &re rapproch~ de celui de GAUSS et qui permet l'extension 
~'t un domaine de rationalit~ quelconque de cette notion du genre des formes quadra- 
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tiques qui fait l 'objet d'un des chapitres les plus attrayants des Disquisitiones drithme- 
ticw. 

Pour aller plus loin, M. HIT~BER~r est oblig~ d'introduire une notion nouvelle et de 
modifier la d~finition de la classe. Deux id~aux appartiennent A la m~me classe au sens 
large ou ancien, si leur rapport est un hombre alg~brique existant quelconque; ils ap- 
partiennent .4 la m~me classe au sens &roit ou nouveau si leur rapport est un hombre 

alg~brique existant qui est positif ainsi que tous ses conjuguds. Les hombres de classes, 
entendus soit an sens large, soit au sens &roit, sont &idemment  en relation intime, et 
l 'auteur explique quelle est la nature de cette relation. Mais cette d~finition nouvelle 
permet ~ M. H~I.BERT d'exprimer dans un langage plus simple les th~or&nes qu'il 
avait en rue. Ces th~or&~les ~nonc~s sous leur forme la plus g~n~rale sont, comme le 
dit H~r.BERT, d'une remarquable simplicit~ et d'une beauts cristalline; leur d&nonstration 
compl&e apparaissait :~ l 'auteur comme le but final de ses &udes sur les corps alg& 
briques. C'est sous cette forme g~n&ale que nous les ~noncerons. 

Si k est un corps quelconque, il existe un groupe K k qu'on peut appeler son 
Klassen~rper. Son degr~ relatif est ~'gal au nombre des classes au sens &roit. II est 
non-ramifi~, c'est-,4-dire qu'aucun ideal premier de k n'est divisible par le carr~ d'un 

id6al premier de K k  et il contient tousles  corps non ramifies relativement ab~liens par 
rapport ,~ k. 

Son groupe relatif est isomorphe au groupe ab~lien qui d~finit la composition des 
classes d'id~aux de k. 

Les ideaux premiers de k, quoique premiers par rapport ~ k, ne le sont pas, en 
g&~ral, par rapport ~ K k; ils peuvent donc &re d&omposSs en facteurs id~aux premiers 
par rapport ~ K k ;  le nombre de ces facteurs et la puissance ~ laquelle ils sont ~lev~s, 
en un mot le mode de d&omposition, d~pendent uniquement de la classe ~ laquelle 
appartient dans le corps k l'id~al envisag& 

Appelons ambige un nombre de K k  qui est positif ainsi que tous ses conjugu~s 
et qui ne diff~re de ces conjugu~s que par un facteur qui est une unit~ complexe. 

Chaque ambige de K k  correspond ~ un ideal de k et r&iproquement. Cette pro- 
pri&~ est caract~ristique du corps K k  parmi t ous l e s  corps relativement ab~liens par 
rapport ~ k. 

On voit quelle est la por t& de ces th~or~mes et quelle lumi&e elle jette sur la 
notion de classe, puisque les relations mutuelles des classes d'id~aux sont reproduites 
comme par une image fid~le par celles des entiers alg~briques d 'un corps. 

A la v~rit~ M. H~L~ERT n'a d~montr~ compl&ement ces th~or~mes que dans des 
cas particuliers, mais ces cas particuliers sont trbs nombreux~ tr~s varies et tr~s &endus. 
I1 est d'ailleurs, dit-il, persuad~ que ses re&bodes sont applicables au cas g~n&al. Tou t  
en partageant sa conviction, nous sommes obliges de faire des r~serves, tant que cet 
espoir, si l~gitime qu'il soit, n'a pas &~ effectivement r~alis& 

Nous avons parl~ plus  haut de la loi de r&iprocit~ relative aux restes quadratiques; 
nous aurions dfi ajouter que M. HILBERT a donn8 une loi analogue pour ses testes 
de puissances quelconques, au moins pour certains corps particuliers. 
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En r tsumt ,  l'introduction des idtaux par KUMMER et DEDEKIND a 6t~ un progr~s 

consid&able, elle a g&~&alist~ et &lair~ en m&ne temps les r&ultats classiques de GAUSS 

sur les formes quadratiques et leur composition. Les travaux de M. HILBERT, que nous 

venons d'analyse U constituent un nouveau pas en avant et qui n'est pas moins impor- 

tant que le premier. 

T h d o r ~ m e  de  W a r i n g .  

Parlons maintenant d'un autre travail arithm&ique enti~rement diff&ent. I1 s'agit 

de d&nontrer le th~or~me de WiRInG, d'apr&s lequel tout entier peut &re d~compos& 

en une somme de N puissances n e .... , N ne d~pendant que de n, de m~me qu'il peut 

par exemple &re toujours d~compos~ en une somme de 4 carr&. Inutiie de rappeler 

que ce thc%r&me avait jusqu'ici &t& simplement ~nonc& 
Ce qui in&ite surtout d'attirer l'attention dans la d~monstration de M. HILBERT, 

c'est qu'elle repose sur une fagon nouvelle d'introduire les variables continues dans la 

thfiorie des nombres. 
On part d'une identit~ off une int~grale 25 up'e e s t  ~gal& ".t la puissance m ~ de la 

somme de cinq carr&. D&omposant le domaine d'int~gration en domaines plus petits 

de fagon ~ avoir une s~rie de valeurs approch&es de l'int~grale, comme s'il s'agissait 
de l '&aluer par quadratures m&aniques, et par les m&hodes de passage ~i la limite 

famili~res ~i l 'auteur, on arrive ~i une autre identitY: 

(x~ + x: + . . .  + x=~ ~ = 3-r~ Y~" 5" h 

off les r~ sont des nombres positifs rationnels et les Y des foncfions lin~aires des x ~t 

coefficients entiers. Les coefficients r et ceux des Y~ ainsi que le nombre de ces fonc- 

tions lin~aires ne d~peudent que de m. 

Jusqu'ici nous ne sommes pas sortis de l'alg6bre, s i c e  n'est pour montrer que 
les coefficients r et ceux de Y sont rationnels. Pour aller plus loin, l'auteur &ablit une 

s&ie de lemmes dont l'~nonc~ est trop compiiqu~ pour pouvoir &re reproduit ici et 

qui I'am&nent finalement ~t la d~monstration complete du th~or&me. Nous ne devons 

pas douter que ces consid&ations, qui permettent aussi d'obtenir des relations arithm& 

tiques en les faisant sortir d'identit~s off figurent des int~grales d~finies, ne puissent 
un jour, quand on en aura bien compris le sens, &re appliqu~es ~ des probl6mes bien 

plus &endus que celui de WARING. 

G d o m d t r i e .  

J'arrive aux travaux si originaux de M. HILBERT stir les fondements de la g+om& 

trie. 11 y a dans l'histoire de cette philosophie g~om&rique, trois ~poques principales: 
la I ~re est celle off des penseurs, ~t la t~te desquels nous devons citer BOLYA b ont fond6 

la g6om&rie non-euclidienne; la 2 a~ est celle off HELMHOLTZ et LIE ont montr~ le 

r61e en g~omt~trie de la notion de mouvement et de groupe; la 3 e a +t~ ouverte par 
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HILBERT. L'auteur allemand se place au point de vue logique. Quels sont les axiomes 
que l'on bnonce et ceux que l'on sous-entend; quel enes t  le v~ritable contenu logique 
et qu'en pourrait-on tirer par la simple application des r&gles logiques et sans nouvel 
appel ~t l'intuition ? Sont-ils enfin ind~pendants, ou pourrait-on, au contraire, les d&duire 
les uns des autres ? Voil~t quelles sont les questions ~t traiter. 

M. HILBERT commence 'donc  par &ablir la liste compl&e des axiomes, en s'efforgant 
de n'en pas oublier un;  cela n'est pas aussi facile qu'on pourrait croire, et ErOCLIDE 
lui-m~me en applique qu'il n%nonce pas. L'intuition g~om&rique nous est tellement 
famili&e que nous raisons usage des vSrit~s intuitives pour ainsi dire sans nous en 
apercevoir. De 15, pour atteindre le but que se proposait HILBERT, la n&essit~ de ne 
pas accorder :i l'intuition la plus petite place. 

Le savant professeur r~partit les axiomes en cinq groupes:  

I. Axiome der Verkniipfung (je traduirai par axiomes projectifs, au lieu de chercher 
une traduction litt~rale, comme par exemple axiomes de la connection, qui ne saurait 

&re satisfaisante). 
II. Axiome der Anordnung (axiomes de l'ordre). 
III. Axiomes de la Congruence ou axiomes m&riques. 

IV. Axiome d'EUCLIDE. 
V. Axiome d'ARCHIMI~DE. 

Parmi les axiomes projectifs, nous distinguerons ceux du plan et ceux de l'espace; 
les premiers sont ceux qui d6rivent de la proposition bien connue: par deux points 
passe une droite et une seule. 

Passons au second groupe, celui des axiomes de l'ordre. Voici l%nonc6 des deux 

premiers : 
<< Si trois points sont sur une m6me droite, il y a entre eux une certaine relation 

c< que nous exprimons en disant que l'un des points, et un seulement, est entre les deux 
<< autres. Si C est entre A et B, si D est entre A et C, D sera aussi entre A et B, etc. >>. 

Ici encore on remarquera que nous ne raisons pas intervenir l 'intuition; nous ne 
cherchons pas ~t approfondir le sens du mot entre, route relation satisfaisant aux axio- 
mes pourrait &re d~sign~e par le m~me mot. 

Le troisi~me groupe comprend les axiomes m&riques off nous distinguerons trois 
sous-groupes, relatifs respectivement aux longueurs, aux angles et aux triangles. 

Un point important ici n'est pas traitS; il aurait fallu compl&er la liste des axio- 
mes en disant que le segment .4B est congruent au segment inverse B.4.  Cet axiome 
implique la sym&rie de l'espace et l%galit~ des angles ~t la base dans un triangle isoc~le. 
M. HILBERT ne traite pas ici cette question, mais il en a fait l 'objet d'un m6moire sur 
lequel nous reviendrons plus loin. 

Le quatri&ne groupe ne comprend que le postulatum d'EucuI)E. 

Le cinqui&me groupe comprend deux axiomes; le premier et le plus important est 
celui d'ARCHIM~DE. 

Soient deux points quelconques A et B sur une droite D ;  soit a un segment 
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quelconque; construisons sur D, ~'i partir du point A, et dans ]a direction A B, une 

s6rie de segments tous 6gaux entre eux et ~gaux ~ a: A_// , 21 A2, ..., A A ; on 

pourra toujours prendre ,l assez grand pour que [e point B se trouve sur l'un de ces 

segments. 
C'est-,~-dire que, si l 'on se donne deux longueurs quelconques 1 et L, on peut 

toujours trouver un nombre entier n assez grand pour que, en ajoutant n fois ~ elle- 

m&me la longueur 1, on obtienne une longueur totale plus grande que L. 
Le second est l'Axiom der Vollstandigkeit dont j'expliquerai plus loin le sens. 
Ind~pendance des axiomes.-  La liste des axiomes une fois dress&, il faut voir si 

elle est exempte de contradictions. Nous savons bien que oui, pnisque la g60m&rie 
existe; et M. HIU3ERT avait d'abord r6pondu oui en construisant une g6om&rie. Mais, 
chose &range, cette g6om&rie n'est pas tout h fair la n6tre, son espace n'est pas le 
n6tre, ou du moins ce n'en est qu'une partie. Dans l'espace de M. HtLBERT il n 'y a 
pas tous les points qui sont darts le n6tre, mais ceux seulement qu'on peut, en partant 

de deux points donn4s, construire par le moyen de la r6gle et du compas. Dans cet 
espace, par exemple, il n'existerait pas, d'angle de Io% 

Dans sa seconde 4dition, M. HILBZRa" a voulu compl&er sa liste de fagon ?t retrou- 
ver notre g~om&rie et ~ n'en pas retrouver d'autre, c'est pour cela qu'il introduisit 

l'Axiom der Vollstandigkeit qu'il 6nonce comme il suit: 
Au syst6me des points, droites et plans, il est impossible d'adjoindre un autre 

systbme d'objets tel que le systbme complet satisfasse h tous les autres axi0mes. 
Ii est clair alors que cet espace dont je parlais, qui ne contient pas tous les points 

de notre espace, ne satisfait pas ",i ce nouvel axiome, car on peut lui adjoindre ceux 
des points de notre espace qu'il ne contenait pas, sans cesser de satisfaire ~i tous les 
axiomes. 

I1 y a donc une infinit6 de g6om'tries qui satisfont 3. t o u s l e s  axiomes, moins 
l'Axiom der Vollstiindigkeit, mais il n 'y en a qu'une, la n6tre, qui satisfasse en outre 
,'l ce dernier axiome. 

On dolt se demander ensuite si les axiomes sont ind6pendants, c'est-s si l'on 
peut sacrifier Fun des cinq groupes en conservant les quatre autres et obtenir n6an- 
moins une g6om&rie coh&ente. C'est ainsi qu'en supprimant le groupe IV (postulatum 
d'EUcuDE) on obtient la g~om&rie non-euclidienne de BOLYAI. 

Ou peut 6galement supprimer le groupe II[. M. HmBERT a r6ussi .'t conserver les 
groupes I, II, IV et V, ainsi que les deux sous-groupes des axiomes m&riques des 

segments et des angles, tout en rejetant l'axiome m&rique des triangles, c'est-s la 
proposition III, 6. 

ta 8~om~trie non arehim~dienne.- Mais la conception la plus originale de M. HIL- 
Be~T, c'est celle de la G6om&rie non archim6dienne, off tous les axiomes restent vrais, 
sauf celui d'ARcmMkDV.. Pour cela iI fallait d'abord construire un systkme de nombres 
non archimNiens, c'est-s un syst&ne d'6l,~,ments entre lesquels on ptlt concevoir des 
relations d'~galit6 et d'in~galit~, et auxquels on pfit appliquer des op&ations correspon- 
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dant ~ l'addition et ~ la multiplication arithm&iques, et cela de fa~on fi satisfaire aux 

conditions suivantes : 
i ~ Les r~gles arithm&iques de l'addition et de la multiplication (commutativit~, 

associativit~, distributivit~, etc. (Arithmetiscbe Axiome der Verkniipfung) subsistent sans 
changement. 

2 ~ Les r~gles du calcul et de la transformation des inc~galit& (Arithmetische Axiome 
der Anordnung) subsistent ~galement. 

3 ~ L'axiome d'ARCm~I~DE n'est pas vrai. 
On peut arriver zi ce r~sultat, en choisissant, pour ~l'ments, des s~ries de la forme 

suivante : 
Aotm nt_ A tm-, .nt_ A2 t . . . .  __~ . . . ,  

ot~ m est un entier positif ou n~gatif et off les coefficients .4 sont rt~els, et en conve- 
nant d'appliquer ~ ces s&ies les r&gles ordinaires de l'addition et de la multiplication. 
I1 faut ensuite d~finir les conditions d'in6galit& de ces s&ies, de fa~;on .~ ranger nos 

~:l~ments dans un ordre d&ermin& Nous y arriverons par la convention suivante: 

nous attribuerons ~ notre s6rie le signe de A o et nous dirons qu'une s&ie est plus 
petite qu'une autre quand, retranch& de celle-ci, elle donne une diff&ence positive. 

II est clair qu'avec cette convention, les r&gles du calcul des in~galit~s subsistent;  
mais l'axiome d'ARCmMkDE n'est plus vrai. 

Nos nombres vulgaires rentrent comme cas particuliers parmi ces hombres non ar- 
chimddiens. Les nouveaux nombres viennent s'intercaler pour ainsi dire dans la s&ie 
de nos nombres vulgaires, de telle faqon qu'il y ait, par exemple, une infinit~ de nom- 
bres nouveaux plus petits qu'un nombre vulgaire donn~ A et plus grands que tous 
les nombres vulgaires inf~:rieurs ~ A. 

Cela pos~, imaginons un espace ~t trois dimensions off les coordonn&s d'un point 

seraient mesur&s, non pas par des nombres vulgaires, mais par des nombres non ar- 
chim6diens, mais off les ~quations habituelles de la droite et du plan subsisteraient, de 
m&ne que les expressions analytiques des angles et des longueurs. I1 est clair que dans 
cet espace tous les axiomes resteraient vrais, sauf celui d'ARcmMfiDE. 

Sur une droite quelconque entre nos points vulgaires, viendraient s'intercaler des 
points nouveaux. I1 y aura 6galement sur cette droite une infinit~ de points nouveaux 
qui seront ~t droite de tous les  points vulgaires. En r&um~, notre espace vulgaire n'est 
qu'une partie de l'espace non-archim~dien. 

On voit quelle est la port& de cette invention et en quoi eUe constitue dans la 
marche de nos id&s un pas presque aussi hardi que celui que BOLYAI nous a fait faire; 
la g~om&rie non-euclidienne respectait pour ainsi dire notre conception qualitative du 
continu g~om}trique tout en bouleversant nos id&s sur la mesure de ce continu. La 
g~om&rie non-archim&dienne d&ruit cette conception; elle diss~que le continu pour  y 
introduire des ~l&nents nouveaux. 

Dans cette conception si audacieuse, HILUERX avait eu un pr&urseur.  Dans ses 
fondements de la g~om&rie, VEaO~ESE avait eu une id6e analogue. Le chapitre V[ de 
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son Introduction est le db.veloppement d'une v&itable arithm&ique et d'une v&itable 

g~om&rie non-archim~diennes, o~ les nombres transfinis de CASTOR jouent un r61e 
pr@ond&ant.  Toutefois par l'~l~gance et la simplicit+ de son exposition, par la profon- 
deur de ses rues philosophiques, par le parti qu'il a tir+ de l'id+e fondamentale, HtLBERT 
a bien fair sa chose de la nouvelle g~om&rie. 

La a~omOtrio non argu~sienno.- Le th6or~me fondamental de la G~om&rie projective 
est le th6or&ne de DESARaUES. Deux triangles sont dits homologues, lorsque les droites 
qui joignent chacun ~t chacun les sommets correspondants se coupent en un m~me 
point. DESARGUES a d"montr~ que les points d'intersection des cdt&s correspondants de 
deux triangles homologues sont sur une m&ne ligne droite; la r&iproque est ~galement 
vraie. 

Le th6or~me de DZSARGUES peut s'&ablir de deux manibres: 
I ~ En se servant des axiomes projectifs du plan et des axiomes m&riques du plan. 
2 ~ En se servant des axiomes projectifs du plan et de ceux de l'espace. 
Le th~or~me pourrait donc &re dgecouvert par un animal :i deux dimensions, "a 

qui une troisiSme dimension paraitrait aussi inconcevable qu'k nous une quatri~me, qui, 

par cons~'quent, ignorerait les axiomes projectifs de l'espace, mais qui aurait vu se d& 
placer, dans le plan qu'il habite, des figures invariables analogues ~i nos corps solides, 

et qui, par consequent, connaitrait les axiomes m&riques. Le th~or~me pourrait &re 
d&ouvert  ~galement par un animal ~i trois dimensions qui connaitrait les axiomes pro- 
jectifs de l'espace, mais qui, n'ayant jamais v u s e  d~placer de corps solides, ignorerait 
les axiomes m&riques. 

Mais pourrait-on &ablir le th~or&nc de DESA.~GUES sans se servir ni des axiomes 
projectifs de l'espace, ni des axiomes m&riques, mais seulement des axiomcs projectifs 

du plan? On pensait que non, mais on n'en &air pas stir. M. HtLBetrr a tranch~ la 
question en construisant une gdomgtrie non arguesienne, qui est, bien entendu, une g~o- 
m&rie plane. 

La GdomOtrio non pasoalionne.- M. HILBZaT ne s'arr&e pas 1.-i, et il introduit encore 
une nouvelle conception. Pour bien la comprendre, il nous faut d'abord retourner un 
instant dans le domaine de l'Arithm&ique. Nous avons vu plus haut s%largir la notion 
de nombre, par l'introduction des nombres non arcbimgdiens. I[ nous faut une classifi- 

cation de ces hombres nouveaux, et pour l'obtenir nous alions classer d'abord les axio- 
mes de l'Arithm&ique en quatre groupes qui seront:  

I ~ Les lois d'associativit& et de commutativit~ de l'addition, la loi d'associativit~ 
de la multiplication, les deux lois de distributivit~ de la multiplication; ou en resum& 
toutes les r&gles de l'addition et de la muhiplication, saul la loi de commutativit~ de la 
multiplicaticn. 

2 ~ Les axiomes de l'ordre, c'est4t-dire les r~gles du calcul des in~galit~s. 
3 ~ La loi de commutativit~ de la multiplication, d'apr~s laquelle on peut intervertir 

l 'ordre des facteurs sans changer le produit. 
4 ~ L'axiome d'ARCHIM~DE. 
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Les nombres qui admettront les deux premiers groupes seront dits argugsiens; 

ils pourront &re pascaliens ou non pascaliens selon qu'ils satisferont ou ne satisferont 

pas ~i l'axiome du troisi&me groupe;  ils seront archimgdiens ou non archimgdiens, sui- 
vant qu'ils satisferont ou non ~ l'axiome du quatriSme groupe. Nous  ne tarderons pas 
/l voir la raison de ces d~nominations. 

Les nombres ordinaires sont ~t la fois argu~siens, pascaliens et archim~diens. On 
peut d~montrer la loi de commutativit8 en partant des axiomes des deux premiers grou- 
pes et de l'axiome d'ARcHIMfiDE; il n 'y a donc pas de nombres argu~siens, archim& 

diens et non pascaliens. 
I1 est ais6 de former, en revanche, un systSme de nombres argu+siens, non pasca- 

liens et non archim6diens. Les +l~ments de ce syst+me seront des s&ies de la forme: 

s =  L s " +  Ls"-' + . . . ,  

off s est un symbole analogue ~t t, n u n  entier positif ou n~gatif, et To, T ,  . . .  des 
nombres du syst6me T; si donc on rempla~ait les coefficients To, T ,  . . .  par les 
s&ies en t correspondantes, on aurait une s&ie d~pendant ~ la lois de t et de s. On 
additionnera les s&ies S d'apr6s les r6gles ordinaires, et de mSme pour la multiplication 
de ces s&ies, on admettra les rbgles de distributivit~ et d'associativitS, mais on admettra 

que la loi de commutativit+ n'est pas vraie et qu'au contraire s t ~ - -  ts. 

II reste ~ ranger les s&ies dans un ordre d&ermin+ pour satisfaire aux axiomes de 
l'ordre. Pour  cela, on attribuera h la s&ie S l e  signe du premier coefficient To; on 
dira qu'une s&ie est plus petite qu'une autre quand, retranch+e de celle-ci, elle donnera 
une diff&ence positive. C'est donc toujours la mSme rbgle: t est regard~ comme tr6s 
grand par rapport h un nombre rSel ordinaire quelconque, et s est regard~ comme 
tr6s grand par rapport ~ un nombre quelconque du syst~me T. 

La loi de commutativit~ n'&ant pas vraie, ce sont bien des nombres non pascaliens. 

Avant d'aller plus loin, je rappelle que HAMILTON a depuis longtemps introduit 
un systbme de nombres complexes off la multiplication n'est pas commutative;  ce sont 
les quaternions, dont les Anglais font un si frequent usage en Physique math~matique. 
Mais, pour les quaternions les axiomes de l'ordre ne sont pas vrais; ce qu'il y a donc 
d'original dans la conception de M. HtLBEWr, c'est que ses nouveaux nombres satisfont 
aux axiomes de l'ordre, sans satisfaire h la r6gle de commutativit& 

Revenons h la G~om&rie. Admettons les axiomes des trois premiers groupes, c'est- 
h-dire les axiomes projectifs du plan et de l'espace, les axiomes de l 'ordre et le postulat 
d'EucLiOE; le th~or6me de DESARGUES s'en d+duira, puisqu'il est une consequence des 
axiomes projectifs de l'espace. 

Nous voulons constituer notre g~om&rie sans nous servir des axiomes mgtriques ; 

le mot de lon~ueur n'a donc encore pour nous aucun sens; nous n'avons pas le droit 
de nous servir du compas; en revanche, nous pouvons nous servir de la r~gle, puisque 
nous admettons que par deux points on peut faire passer une droite, en vertu de Fun 
des axiomes projectifs; nous savons ~.galement mener par un point une parall~le ~t une 
droite donn+e, puisque nous admettons le postulatum d'EUCLIDE. Voyons  ce que nous 

pouvons fake avec ces ressources. 
Rend. Circ. Matera. Palermo, t. X X X I  O ~ s e r e .  xgx O.  ~ S t a m p a t o  il xe gennajo xgrx. x6 
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Nous  pouvons d~finir l'homoth~tie de deux figures; et par elle les proportions. 
Nous  pouvons aussi d~finir l'6galit+ dans une certaine mesure. 

Les deux c6t6s oppos6s d'un parall61ogramme seront 6gaux par ddfinition; nous 
savons ainsi reconnaitre si deux segments sont (,gaux entre eux, pourvu qu'ils soient 
parallkles. 

Gr,~ce fi ces conventions, nous sommes maintenant en mesure de comparer les 
longueurs de deux segments, mais pourvu que ces sec, ments soir parall~les. La compa- 
raison de deux longueurs dont la direction est diff6rente n'a aucun sens, et il faudrait 
pour ainsi dire une unit+ de longueur diff6rente pour chaque direction. Inutile d'ajouter 
que le mot angle n'a aucun sens. 

Les longueurs seront ainsi exprim6es par des nombres;  mais ce ne seront pas for- 
c6ment des hombres ordinaires. Tout  ce que nous pouvons dire, c'est que, si le th+o- 
r6me de DESARGUES est vrai comme nous l'admettons, ces nombres appartiendront ?t 
un systkme argudsien. Inversement, 6rant donn~ un syst6me quelconque S de hombres 
argu6siens, on peut construire une g+om~trie telle que les longueurs des segments d'une 
droite soient justement exprim~es par ces nombres. 

L'~quation du plan sera une +quation lin~aire comme dans la g6om&rie analytique 
ordinaire: mais, comme darts le syst~me S la multiplication ne sera pas commutative, 
en g+n6ral, il importe de faire une distinction et de dire que dans chacun des termes 

de cette 6quation lin~aire, ce sera la coordonn~e qui jouera le r61e de multiplicande 

et le coefficient constant qui jouera le r6te de multiplicateur. 
Ainsi, ~t chaque syst~me de nombres argu6siens, correspondra une g+om~trie nou- 

velle satisfaisant aux axiomes projectifs, fi ceux de l'ordre, au th+or6me de DESA~GUES 
et au postulatum d'EucLmE. Quelle est maintenant la signification g+om&rique de 
l'axiome arithm+tique du troisi~me groupe, c'est-l-dire de la r~gle de commutativit~ de la 
multiplication? La traduction gdo,ndtriqt~e de cette r~gle, c'est le tbdor~,ne de PASCAL; je 
veux parler du th6or~me sur i'hexagone inscrit dans une couique, en supposant que 
cette conique se r6duit ~t deux droites. 

Ainsi /e thbor~me de PASCAL sera vrai ou faux, selon que le syst6me S sera pasca- 
lien ou non pascalien; et, comme il y a des syst6mes non pascaliens, il y aura dgale- 
ment des gdomdtries non pascaliennes. 

Le th~or6me de PASCAL peut se d6montrer en partant des axiomes m6triques; il 
sera donc vrai, si l'on admet que les figures peuvent se transformer non seulement 
par homothbtie et translation, comme nous venons de le faire, mais encore par rotation. 

Le thbor~me de PASCAL peut bgalement se d6duire de l'axiome d'ARcltll~OE, puis- 
que nous venons de voir que tout systbme de nombres argu6siens et archim6diens 
est en m~me temps pascalien; toute gdomdtrie non pascalienne est donc en mdme temps 
non archimddienne. 

Le 8treekenM~erlragor.--Citons encore une autre conception de HtLSERT. I1 ~tudie 
les constructions que l'on pourrait faire, non pas A l'aide de la r~gle et du compas, mais 
par le moyen  de la rbgle et d'un instrument particulier, qu'il appelle Streckeniibertrager, 
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et qui permettrait de porter sur une droite un segment ~gal ~l un autre segment pris 
sur une autre droite. Le Streckeniibertrager n'est pas l'~quivalent du compas; ce dernier 
instrument permettrait de construire l'intersection de deux cercles, ou d'un cercle et 
d'une droite quelconque; le Streckeniibertrager nous donnerait seulement l'intersection 
d'un cercle et d'une droite passant par le centre de ce cercle. M. HILBERT cherche donc 
quelles sont les constructions qui seront possibles avec ces deux instruments, et il arrive 
~l une conclusion bien remarquable. 

Les constructions qui peuvent se faire par la r&gle et le compas, peuvent se faire 
6galement par la r~gle et le Streckeniibertrager, si ces constructions sont telles que le rg- 
sultat en soit toujours rgel. II est clair, en effet, que cette condition est n6cessaire, car 
un cercle est toujours coup+ en deux points ,'gels par une droite men6e par son centre. 
Mais il &air difficile de pr6voir que cette condition serait 6galement suffisante. 

Mais ce n'est pas tout;  dans toutes ces constructions, comme l'a remarqu6 le pre- 
mier M. KORSCHkK, il serait possible de remplacer le Streckeniibertrager par l'Eicbmass, 
instrument qui permet de porter sur une droite quelconque A partir d'un point quel- 
conque, non plus une longueur quelconque, mais une longueur 6gale ?t l'unit& 

Une question analogue est trait6e dans un autre article de M. HmBERT: Ober die 
Gleicbheit der Basiswinkel im gleichscbenkigen Dreieck. 

Dans la g+om6trie plane ordinaire, le plan est sym&rique, ce qui se traduit par 
l'~galit+ des angles ,~ la base du triangle isoc~le. 

On dolt fake figurer cette symgtrie du plan dans la liste des axiomes m6triques. 
Dans routes les g+om&ries, plus on moins &ranges, dont nous avons parl6 jusqu'ici, dans 
celles du moins o2 l'on admet les axiomes m&riques, dans la g6om&rie m&rique non 
archim~dienne, dans les g6om&ries nouvelles de M. DEH% dans celles qui ont fair 
l'objet du m6moire Ober eine neue Begri~ndung, etc., cette sym&rie du plan est toujours 
suppos6e. Est-elle une consequence des autres axiomes m&riques ? Oui, comme le montre  
M. HILBE~T, si l 'on admet l 'axiome d'ARCmM~DE. Non, dans le cas contraire. I1 y a 
des g~om~tries non archim6diennes off tousles axiomes m6triques sont vrais, ~t l'exception 
de celui de la sym6trie du plan. 

Dans cette g~om&rie, il n'est pas vrai que les angles ?t la base d'un triangle isoc&le 
soient ~gaux : il n'est pas vrai que dans un triangle un c6t+ soit plus petit que la somme 
des deux autres; le th6or&me de PYTnAGORE sur le carr6 de l 'hypot6nuse n'est pas vrai 
C'est pour cette raison, que cette g~om6trie s'appelle non-pythagoricienne. 

J'arrive A un important m~moire de M. HILBERT, qui est intitul~ Grundlagen der 
Geometrie, qui porte par consequent le m~me titre que sa Festscbrift, mais off il se place 
cependant ~t un point de rue  tout different. Dans sa Festschrift, en effet, comme on 
l'a vu par l 'Analyse qui pr&~de, les rapports de la notion d'espace et de la notion du 
groupe, tels qu'ils r6sultent des travaux de Lm, sont laiss6s de c6t+ ou r~16gu~s au se- 
cond plan. Les propri&6s g+n6rales des groupes n'apparaissent pas dans la liste des 
axiomes fondamentaux. I1 n 'en est pas de m~me dans le m6moire dont nous allons 
parler. 
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Par rapport aux id6es de LIE, le progr6s r6alis6 est consid&able. LIE supposait 
que ses groupes &aient dg:finis par des ~quations analytiques. Les hypoth&ses de M. HIE- 
BERT sont beaucoup plus g~n&ales. Sans doute cela n'est pas encore enti~rement saris- 
faisant, puisque si la forme du groupe est suppos~e quelconque, sa mati~re c'est-s 
le plan qui subit les transformations, reste assujeti ft. ~tre une Zablenmannigfaltigkeit 
au sens de LIE. Ce n'est pas moins un pas en avant, et d'ailleurs M. HILBERT analyse 
mieux qu'on ne l'avait fait avant lui l'id~e de Zablenmannigfaltigkeit et donne des 
apergus qui pourront devenir le germe d'une th6orie axiomatique de l'Analysis situs. 

I1 est impossible de n'~tre pas frapp6 du contraste entre le point de vue off se 
place ici M. HILBERT et celui qu'il avait adopt~ dans sa Festscbrift. Dans cette Festscbrift 
les axiomes de continuit~ occupaient le dernier rang et la grande affaire &ait de savoir 
ce que devenait la g&om&rie quand on les mettait de c6t& [ci au contraire, c'est la 

continuit~ qui est le point de d6part, et M. HILBERT s'est surtout preoccup~ de voir 
ce qu'on tire de la continuitL seule, jointe ~l la notion du groupe. 

II nous reste ~t parler d'un m~moire intitul~: FMchen von konstanter Kriimmung. 
On salt que BELTRAMI a montr~ qu'il y a dans l'espace ordinaire des surfaces qui sont 
l'image du plan non-euclidien, ce sont les surfaces ~t courbure constante n~gative; on 
sait quelle impulsion cette d&ouverte a doun~e ~ la g~om&rie non euclidienne. Mais 
est-il possible de repr&enter le plan non-euclidien tout entier sur une surface de BEE- 
TRAMI sans point singulier? M. HtLBERT d~montre que non. 

En ce qui concerne les surfaces ~t courbure constante positives auxquelles se rap- 
porte la g6om&rie de Rm~A~S, M. HiLBERT d&nontre que, ~ part la sphere, il n'y a 
pas d'autre surface ferrule de cette sorte. 

l~quations intdgrales. 

Dans ces derni~res ann6es, M. HILBERT s'est surtout occup& de perfectionner la 
th&orie des &quations int~grales. On salt que les fondements de cette th~orie ont ~t~ 
jet& il y a quelques ann6es par M. FREDHOLM; depuis, la f~condit6 de sa re&bode et 
la facilit~ avec laquelle die s'applique ~t tous les probl&mes de la Physique math6ma- 
tique se sont affirm6es chaque jour avec plus d'&lat. C'est ki certainement une des 
d&ouvertes les plus remarquables qui aient && faites en math6matiques et, ~t die seule, 
die m&iterait les plus hautes r&ompenses; si aujourd'hui cependant ce n'est pas au 
premier inventeur, mais ~ l'auteur de perfectionnements importants que nous avons 
d&id6 de d~cerner le prix BOLYAI, c'est que nous avons dfi prendre en consid&ation, 
non-seulement les travaux de M. HILBERT sur les ~quations int~grales, mais l'ensemble 
de son oeuvre qui int&esse les branches les plus diverses de la Science naath~matique 
et dont les autres parties de ce rapport permettent d'appr~cier l'int~rdt. Mais nous ne 
pouvions aborder ce sujet sans rendre hommage au service immense que M. FREDHOLM 
a rendu ~ la Science. 

La th6orie de M. FREDttOLM est une g~n&alisation des propri&& ~i~mentaires des 
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+quations lin'aires et des d&erminants. Cette gSn&alisation pouvait &re poursuivie de 
deux fagons diff6rentes; soit en envisageant une infinit~ discrete de variables li&s par 
une infinit~ d'~quations lin6aires, ce qui conduit aux d&erminants d'ordre infini; soit 
en consid~rant une fonction inconnue ? (x) (c'est-s en derni~re analyse une infinit~ 
continue d'inconnues) et cherchant ~t la d&erminer 5 l'aide d'~quations of  cette fonction 

f" figure dans des int~grales sous le signe C'est cette seconde voie o~ s'est engagfi 

M. FREDHOLM. 
Soit K(x, y) une fonction qu'on appelle le no),au; l'int~grale 

(x) = f K(x, + y)~(y)dy, 

prise entre des limites fixes, peut &re regard& comme une transform~e de ~(x)  par 
une sorte de transformation lin&ire et &re repr&sent& par S~(x). 

Les 6quations int&grales peuvent alors se mettre sons la forme: 

( i )  aqd(x) + )~S~(x) = f ( x ) ,  
of f(x) est une fonction donn&; l'~quation est dite de la premi&e sorte si le coeffi- 
cient a est nul, et de la seconde sorte si ce coefficient est ~gal 5 I. 

La relation ( I )  doit &re satisfaite pour toutes les valeurs de y comprises dans le 
champ d'int~gration; elle ~quivaut donc ~t une infinit,5 continue d'~quations lin~aires. 

FREDHOLM a trait& le cas des ~quations de la seconde sorte; la solution pent se 
mettre alors sons la forme du quotient de deux expressions analogues aux d&erminauts 
et qui sont des fonctions enti&es de k. Pour certaines valeurs de ),, le d&nominateur 
s'annule. On pent alors trouver des fonctions ~ (x) (appel&s fonctions propres) qui sa- 
tisfont fi l'~quation ( I )  quand on y remplace f (x)  par o. 

Le r&ultat suppose que le noyau K(x, y) est limit&; s'il n'en &ait pas ainsi on 
serait amen~ ~t envisager les noyaux reitgrgs; si on r~p&e n fois la substitution lin~aire 
S, on obtient une substitution de m~me forme avec un noyau diff&ent K ( x ,  y) ;  il 
suffit qu'un de ces noyaux r~it&& K soit limit~, pour que la m&hode reste applicable 
moyennant un artifice tr&s simple. Or cela arrive dans un grand nombre de cas, comme 
l'a montr& F8EDHOL~a. La g~n&alisation pour le cas of  la fonction inconnue d~pend 
de plusieurs variables et pour celui of  il y a plusieurs fonctions inconnues se fair sans 
difficult& 

FREDHOL~a a appliqu~ ensuite sa m&hode ~t la r&olution du probl~me de DIRmHLET 
et ~t celle d'un probl~me d'~lasticit&, montrant ainsi par quelle vole on pent aborder 
routes les questions de Physique math&matique. 

Telle est la part du premier inventeur; quelle est maintenant celle de HILBERT ? 
Consid&ons d'abord un nombre fini d'~quations lin6aires; si le d&erminant de ces 

~quations est sym&rique, leurs premiers membres peuvent &re regard6s comme les 
d&iv&s d'une forme quadratique, et il en rd'sulte pour les ~quations de cette forme une 
s~rie de propri&& bien dignes d'int~r& et bien connues des g&om&res. Le cas correspon- 

dant pour les 6quations int6grales est celui o f  le noyau est sym&rique, c'est-fi-dire off: 

K(x, y) -- K(y, x). 
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C'est celui auquel s'attache M. HILBERT. Les propri&~s des formes quadratiques 
d'un nombre fini de variables peuvent &re g6n&alis&s de fagon ~t s'appliquer aux ~qua- 
tions int~grales de cette forme sym&rique. La g~:n&alisation se fait par un simple pas- 
sage ~t la limite; mais ce passage pr~sentait des difficult6s dont M. HmBERT s'est tir6 
par une m&hode dont on doit admirer la simplicit6, la sfiret~ et la g~n&alit~. Les d& 

veloppements auxquels on parvient sont uniformgment convergents;  mais cette uniformit~ 
se pr~sente sous une forme nouvelle qui m~rite d'attirer l'attention. Dans les d&eloppe- 
ments figure une fonction arbitraire u(x) (ou plusieurs) et le reste de la s&ie, quand 
on y a pris n termes, est inf~rieur ~ une limite qui ne d~pend que de n et ne d~pend 
pas de la fonction arbitraire, pourvu que cette fonction soit assujettie :i l'in"galit& 

f ui(x)dx < I1 

l'int~grale &ant prise entre des limites convenables. C'est l~t une consid&ation enti~re- 
ment nouvelle utilisable dans des probl~mes bien diff~rents. 

HIL13ERT retrouve ainsi quelques-uns des th~or&mes de FREDHOLM par une vole 
nouvelle; mais j'insisterai surtout sur les r~sultats les plus originaux. 

Tout  d'abord le d~nominateur des expressions de FREDHOL~I est une fonction de 
2, qui n'admet que des z~ros r&ls et c'est l~t une gbn6ralisation du th6or&me ~l~men- 
taire relatif ~t , l'~quation en S ~. Vient ensuite une formule off figurent sous le signe 

. f  deux fonctions arbitraires x(s) et y(s) et que l'on dolt consid~rer comme la g~n& 

ralisation des formules ~l&mentaires qui permettent la d&omposition d'une forme qua- 

dratique en une somme de carr&s. 
Mais j'ai h~ite d'arriver ~t la question du d&eloppement  d'une fonction arbitraire 

proc~dant suivant les. fonctions propres. Ce d~veloppement, analogue ~t la s~rie de Fou- 
RmR, OU ~t tant d'autres s~ries qui jouent un r61e capital en Physique math~matique 
est-il possible dans le cas g&n&al? La condition suttisante pour qu'une fonction soit 
susceptible d'un tel d&eloppement, c'est qu'on puisse la mettre sous la forme Sg(x) ,  
g ( x )  &ant continue. C'est lfi la forme d~finitive du r&ultat, tel que HItBtRT l'~nonce 
dans sa 5 ~ communication. Dans la ~e~~ il avait dfi lui imposer certaines restrictions; 
nous devons ici citer le nom de M. SCUMtDT qui dans l'intervalle avait fait paraitre un 
travail qui a aid~ M. Hm~ERT ~t s'affranchir de ces restrictions. La seule condition im- 

pos& it notre fonction est de pouvoir se mettre sous la forme Sg(x), et au premier 
abord die parait assez complexe, mais dans un grand hombre de cas, par exemple 
si le noyau est une fonction de GREES, die exige seulement que la fonction poss~de 
un certain nombre de d6riv&s. 

M. HmBERT fut conduit ensuite ~t d&elopper ses vues de la mani&e suivante: il 
consid&e cette fois une forme quadratique ~t un nombre infini de variables et il en &udie 
les transformations orthogonales; c'est comme s'il voulait &udier les diverses formes 
de l'~quation d'une surface du second degr~ dans l'espace ~t un nombre infini de di- 
mensions lorsqu'on la rapporte ~ divers syst~mes d'axes rectangulaires. I1 forme, it cet 
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effet, ce qu'il appelle la forme r~solvante de la forme donn&e. Soit K(x) la forme 
donn~e, K(?,, x, y) la forme r~solvante cherch~e; elle sera d~finie par l'identit~: 

i d g ( x ) d g O ,  x, y) y x r y r .  
K(X, x, y ) -  ~ X  Y--r ~ 7  axr - 

Lorsque la forme K(x) ne dbpend que d'un nombre fini de variables, la forme 
r~solvante se pr~sente comme le quotient de deux d6terminants qui sont des polyn6mes 
entiers en ),. L'auteur applique ~ ce quotient les proc:'d+s de passage ~t la limite qui 

lui sont familiers; la limite du quotient existe m6me quand celles du num+rateur et du 
d6nominateur n'existent pas. 

Dans le cas d'un nombre fini de variables, K(~, x, y) est une fonction rationnelle 
de ), et cette fonction rationnelle peut-6tre dbcomposbe en fractions simples. Qu' advient- 

il de cette dbcomposition quand le nombre des variables devient infini? Les p61es de 
la fonction rationnel!e en k, peuvent dans ce cas tendre vers certains points limites en 
nombre infini, mais discrets. L'ensemble de ces points constitue ce que l'auteur appelle 
le spectre discontinu de sa forme. Ils peuvent aussi admettre comme points [imites tous 
les points d'un ou de plusieurs segments de l'axe r~el. L'ensemble de ces segments 
constitue le spectre continu de la forme. 

Les fractions simples correspondant an spectre discontinu formeront par leur en- 
semble une s+rie convergente; celles qui correspondent au spectre continu se changeront 
~l la limite en une intbgrale de la forme: 

f ~dv~ 
)' - -  V" ' 

off l'on fait varier la variable d'int6gration ~ tout le long des segments du spectre 
continu, et off ~ est une fonction convenable de v.. La fonction rationnelle K(?,, x, y) 

n'a donc pas alors pour limite une fonction m~romorphe, mais une fonction uniforme 
avec des coupures. La d6composition en ~16ments simples ainsi transform6e reste va- 
lable. Si la forme donn~e est limitde, c'est-it-dire si elle ne peut d6passer une certaine 
valeur quand la somme des carr6s des variables est inf+rieure ~t I, on peut d+duire de 
l~t une mani+re de simplifier cette forme par une transformation orthogonale, analogue 
.4 la simplification qu'6prouve l'6quation d'un ellipsoide quand on rapporte cette surface 
~t ses axes. 

Parmi les formes quadratiques nous distinguerons celles qui sont proprement con- 
tinues (vollstetig) c'est-~t-dire celles dont l'accroissement tend vers zbro, quand les accrois- 
sements des variables tendent simultan6ment vers z6ro d'une mani6re quelconque. Une 
pareille forme ne poss6de pas de spectre continuet il en r6sulte des simplifications con- 
sid6rables dans les formules. 

D'autres th6or~mes sur les systbmes de formes quadratiques simultan~s, sur les 
formes bilinbaires, sur la forme de HERMITE s'6tendent bgalement au cas d'un nombre 
infini de variables. 

I1 y avait dans cette th~orie le germe d'une extension de la m6thode de FREOHOLM 
des noyaux auxquels l'analyse du g6om~tre su'dois n'6tait pas applicable, et des blares 
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de HILBERT devaient mettre ce fait en ~vidence. Quoi qu'il en soit, M. HILBERT s'oc- 
cupa d'abord d'&endre sa fa~on d'envisager les 6quations int~grales aux car o4 le noyau 
est dissym&rique. A cet effet, il introduit un systbme quelconque de fonctions orthogo- 
nales, suivant lesquelles il est possible de d~velopper une fonction arbitraire par des 
formules analogues h celle de FOURIER. Au lieu d'une fonction inconnue, il prend comme 

inconnues les coefficients du d6veloppement de cette fonction; une 6quation int+grale 
peut ainsi &re remplac~e par un syst~me d'une infinit+ discrkte d'~quations lin+aires 

entre une infinit6 discrkte de variables. La th6orie des 6quations intbgrales se trouve 
ainsi rattachde d'une part aux idles de M. von Koct~ sur les d&erminants infinis, et 
d'autre part aux recherches de M. HILBERT que nous venons d'analyser et o~ le r6le 

essentiel est jou6 par des fonctions d6pendant d'une infinit6 discrete de variables. 
A chaque noyau correspondra ainsi une forme bilin6aire d 'pendant d'une infinit+ 

de variables. Si le noyau est sym&rique, cette forrne bilin+aire est sym+trique et peut- 
~tre regard+e comme d+rivant d'une forme quadratique. Si le noyau satisfait aux con- 
ditions 6nonc'es par FREDHOLM, on volt que cette forme quadratique est proprement 
continue et par cons6quent ne poss~de par de spectre continu. C'est l~t une mani~re 
de retrouver les r6sultats de FREDHOLM et, si indirecte qu'elle soit, elle ouvre des vues 
enti6rement neuves sur les raisons profondes de ces r~sultats et par l~t sur la possibilit6 

de nouvelles g6n6ralisations. 
Les +quations int6grales se preterit ~t la r~solution de certaines ~quations diff~ren- 

tielles dont les int~grales sont assujetties h certaines conditions aux limites et c'est [:i un 
probl~me fort important pour la Physique math+matique. FREDHOLM l'avait r6solu clans 
quelques car particuliers et M. PICARD avait gdn+ralis+ ses m6thodes. M. HILBERT devait 
faire de la question une &ude syst6matique. Consid+rons une ~quation diff6rentielle: 

Au = f ~  

off u est une fonction inconnue d'une ou plusieurs variables, f une fonction connue 
et a une expression diff~rentielle lin+aire quelconque. Cette ~quation peut &re consi- 
d6r~e au m~me titre qu'une bquation intbgrale comme un syst~me infini d'6quations 
lin6aires liant une infinit~ continue de variables, comlne une sorte de transformation 
lin~aire d 'ordre infini permettant de passer de f ~t u. Si on r6sout cette ~quation, on 
trouve : 

. = -  S ( f ) ,  

S ( f )  se pff..sentant cette lois SOUR la forme d'une expression int6grale. Alors a et S 
sont les sy'.nboles de deux transformations lin6aires d'ordre infini inverses l'une de 

l'autre. Le noyau de cette expression int6grale S ( f )  est ce qu'on appelle une fonction 
de GREEN. Cette fonction avait 6t6 rencontr6e pour la premiere lois dans le probl~me 

de DIRICHLET~ c'&ait alors la fonction de GREEN proprement dite, trop connue pour 
que j'insiste; on en avait d6j~t obtenu des g6n~ralisations diverses. I1 appartenait A 

HILBERT de donner une th6orie complete. A chaque expression diff6rentielle A, suppos6e 
du 2 a ordre et de type elliptique, A chaque syst~me de conditions aux limites, correspond 
une fonction de GREEN. Citons la formation des fonctions de GREEN dans le car o4 
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l'on n'a qu'une variable ind~pendante et off elles se pr~sentent sous une forme parti- 
culi~rement simple, et la discussion des diverses formes que peuvent affecter les con- 
ditions aux limites. Cela pos6, imaginons que l'on ait rSsolu le probl~me dans le cas 
d'une ~quation diff~rentielle auxiliaire peu diff~rente de celle qui est propos6e, n 'en dif- 
f~rant pas en tout cas par les termes du 2 a ordre; on pourra alors par une transfor- 
mation simple ramener le probl~me ~ la rSsolution d'une ~quation de FREDHOLM, Off 

le r61e du noyau est jou6 par la fonction de GREEN relative ~t l'~quation diff~rentielle 
auxiliaire. 

Toutefois, la consideration de cette ~quation auxiliaire, la n&essit~ de la choisir 
et de -la r~soudre pouvait encore constituer un embarras: M. HILBERT s'en est affranchi 
dans sa C communication. L'6quation diff6rentielle est encore transform~e en une ~qua- 
tion de FREDHOLM, Off le r61e du noyau est jou~ par une fonction que l 'auteur appelle 
Paramr Elle est assujettie 5 toutes les conditions qui d6finissent la fonction de GREE~, 
une seule except~e, la plus g~nante il est vrai; elle n'est pas astreinte k satisfaire ~t une 
~quation diff6rentielle; elle reste donc arbitraire dans une tr~s large mesure. La trans- 
formation subie par l'~quation diff~rentieUe est comparable ~t celle qu'~prouverait un 
syst~me d'6quations lin~aires si l 'on rempla~ait les variables primitives par des combi- 
naisons lin&ires convenablement choisies de ces variables. La m&hode n'est nullement 
restreinte au cas off l '6quation diff~rentielle envisagSe est adjointe ~l elle-m6me. 

M. HILBERT a examin6 en passant une foule de questions relatives aux ~quations 
int~grales et montr~ la possibilit~ de leur application dans les domaines les plus varies. 
I1 a par exemple ~tendu la m~thode au cas d'un syst~me de deux ~quations aux d& 
riv~es partielles de W ordre du type elliptique, aux 6quations int~grales polaires, c'est- 
5-dire off le coefficient a dans l'~quation int~grale ( r )  au lieu d'&re constamment 6gal 

~t ~ e s t  une fonction de x et en particulier est 6gal tant6t ~t -q- ~, tant6t ~t ~ i. 
I1 l'a appliqu~e au probl6me de RtESi~SN pour la formation des fonctions d'une 

variable complexe assujetties ~t certaines conditions aux limites, au th~or~me des oscilla- 
tions de KLEIN, ,~ la formation des fonctions fuchsiennes, et en particulier au probl~me 
suivant: d&erminer ;~ de faqon que l'~quation 

L [ ( x  -- a ) (x - -b ) (x - -C)~x]  "~t'(x-[-)Oy : o  
soit une ~quation fuchsienne. 

Une des applications les plus inattendues est celle que fait M. HtLBERT ~ la th~orie 
des volumes et des surfaces de MINKOWSm, et par laquelle il rattache ~t la m~thode de 
FREDHOLM une question importante pour ceux qui s'int~ressent ~ l'analyse philosophique 
des notions fondamentales de la g~om~trie. 

Principe de Dirichlet. 

On salt que RIEMANN avait d~montr~ d'un trait de plume les th~or~mes fonda- 
mentaux sur le probl6me de DIRICHLET et la representation conforme, en s 'appuyant  

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (x o sere. x9xi ). - -S tampa to  il x3 geanajo x9t , .  , 7 
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sur ce qu'il appelait le principe de DiRmHLET; envisageant une certaine intSgrale d& 
pendant d'une fonction arbitraire U, et que nous appellerons l'int~grale de DIRICfiLET, 
il montrait que cette int~grale ne peut s'annuler, et il en concluait qu'elle devait avoir 

un minimum, et que ce minimum ne pouvait &re atteint que quand la fonction U &ait 
harmonique. Ce raisonnement &ait fautif, comme on l'a montr~ depuis, car il n'est pas 
certain que le minimum puisse &re effectivement 
pour une fonction continue. 

Les r6sultats &aient exacts cependant; on a 
on a montr6 que le probl~me de D~RmHLET peut 

atteint, et, s'il l'est, qu'il puisse l'&re 

beaucoup travaill& sur cette question, 
toujours &re r~solu, et on l'a m&ne 

effectivement r&olu; il en est de m&ne pour un grand nombre d'autres probl6mes de 

physique math6matique qui auraient pu autrefois paraitre abordables par la m&hode de 
RtEMAN~/. Ce n'est pas ici le lieu de faire le long historique de ces travaux; je me bor- 
nerai ~t mentionner le point final d'aboutissement qui est la m&hode de FRet3HOLM. 

I1 semblait que ce succ6s efit rejet+ pour jamais dans l'oubli l'apergu de RIEMANN 
et le principe de DmICHLET lui-m&ne. Beaucoup le regrettaient cependant; ils sentaient 

qu'on &air priv~ ainsi d'un instrument puissant et ils ne pouvaient croire que la force 
de persuasion que conservait malgr+ tout l'argument de RIEMANN, et qui semblait re- 
poser sur je ne sais pas quelle adaptation de la pens& math&natique ~i la r&lit+ phy- 

sique, ne ffit en r~alit~ qu'une pure illusion due ~ de mauvaises habitudes d'esprit. 
M. HILBERT voulut rechercher s'il ne serait pas possible, avec les nouvelles ressources 
de t'analyse math6matique, de transformer l'apergu de RIEMANN en une d~monstration 
rigoureuse. 

Voici comment il y est parvenu; consid&ons l'ensemble des fonctions U satisfai- 
sant aux conditions propos&s; choisissons dans cet ensemble une suite ind6finie S de 
fonctions telles que les int+grales de DIRICHLET correspondantes tendent en d&roissant 
vers leur limite inf&ieure. I1 n'est pas certain qu'en chaque point du domaine envi- 

sag+ cette suite S converge; elle pourrait osciller entre certaines limites. Mais on peut 
d&acher dans S une suite partielle S qui converge en un point M. du domaine; 
dans S ,  d&achons une autre suite partielle S qui convergera toujours en M ,  mais 
qui de plus convergera encore en M=. En continuant de la sorte nous obtiendrons 

une suite qui convergera en autant de points que nous voudrons; et par un artifice 
simple, nous en d~duirons une autre suite qui convergera en tous les points d'un en- 
semble d+nombrable, par exemple en tousles points dont les coordonn~es sont ration- 

nelles. Si l'on pouvait alors d~montrer que les d&iv&s de toutes les fonctions de la 
suite sont inf~rieures en valeur absolue ,-i une limite donn&, on pourrait conclure im- 
m~diatement que la suite converge uniform~ment dans tout le domaine, et l'application 
des r~gles du calcul des variations ne prSsenterait plus de difficult~ sp&iale. 

Pour &ablir le point qui reste ~i d~montrer, M. HILBERT a cmploy~ deux artifices 
diff&ents, il n'a pas d&elopp~ le premier autant qu'il serait d~sirable, et il s'est surtout 
attach~ au second. Celui-ci consiste ,~ remplacer la fonction u propos& par la fonction 
v qui s'en d~duit par une double quadrature et dont elle est la d&iv& seconde par 
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rapport aux deux variables ind@endantes. Les d~riv6es de v /~tant les int~grales pre- 
mi&res de 1~, on peut leur assigner une limite sup~rieure, ',l l'aide de quelques in~galit6s 

faciles ~ d6montrer. Seulement ii faut se r&signer ~un  d&our nouveau et hun  artifice 
d'ailleurs simple pour appliquer h cette nouvelle fonction inconnue v les r&gles du calcul 
des variations qui s'appliquaient tout naturellement ~ la fonction u. 

II est inutile d'insister sur la port~e de ces d&ouvertes qui d&passe de beaucoup 
le probl~me special de D~RmHLeT. Nous ne devons pas nous &onner que de nombreux 
chercheurs se soient engages sur la vole ouverte par M. HILBERT. Nous devons citer 
MM. Lew, ZARe~B~ et FUB~W~; mais je crois avant tout devoir signaler M. R~wz qui, 
s'ficartant un peu de la route commune, a imagin~ une m&hode de calcul num&ique 
applicable ,~ tous les probl~mes de physique math~matique, mais qui y a utilis6 plusieurs 
des proc~d&s ing&nieux cr~6s par son maitre M. HttueRr. 

M. H~LBeRT a rficemment appliqu~ sa m&hode ~ la question de la r&presentation 
conforme. Je n'analyserai pas ce mfimoire dans le d&ail. Je me bornerai ~l dire qu'il 
fournit le moyen de faire cette representation pour un domaine limit& par un nombre 
infini de courbes ou pour une surface de R~e~ASX simplement connexe d'une infinit~ 
de feuillets. C'est donc une solution nouvelle du probl~me de l'uniformisation des fonc- 
tions analytiques. 

Divers .  

Nous avons pass6 en revue les principaux sujets d'6tudes off M. HILBERT a marqu6 
sa trace, ceux pour lesquels il montrait une sorte de predilection et oth il est revenu 
~t diverses reprises; nous devons signaler encore d'autres problbmes dont il s'est occup6 
occasionnellement et sans y insister. Je crois devoir me borner ~t 6noncer dans un or- 

dre chronologique les rbsultats les plus saillants qu'il a obtenus de la sorte. 
Si l'on excepte les formes binaires, les formes quadratiques et les formes ternaires 

biquadratiques, la forme dbfinie la plus gbn&ale de son degr6 n'est pas d&omposable 
en une somme de carr6s d'autres formes en nombre fini. 

On peut trouver par des proc6d6s 61~mentaires les solutions en hombres entiers 
d'une 6quation diophantine de genre nul. 

Si un polyn6me entier d@endant de plusieurs variables et de plusieurs parambtres 
est irr6ductible quand ces param~tres restent arbitraires, on peut toujours attribuer 
ces param6tres des valeurs entibres telles que le polyn6me reste irr~ductible. 

Par consequent il existe toujours des bquations d'ordre n ~i coefficients entiers et 
admettant un groupe donn6. 

Le th6orbme fondamental de DEDEKIWD sur les nombres complexes ~l multiplication 
commutative peut s'&ablir ais~ment en s'appuyant sur l'un des lemmes fondamentaux 
de la thborie des invariants de M. HILBERT. 

L'6quation diophantine obtenue en 6galant ~ _-4-I le discriminant d'une Oquation 
alg6brique de degr~ n, poss~de toujours des solutions rationnelles, mais, sauf pour le 2 a 

et le 3 ~ degr~, ne poss~de pas de solutions enti~res. 
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Parmi les surfaces r6elles du 4 e ordre~ certaines formes, logiquement concevables, 

ne sont pas possibles; par exemple, i l  ne peut pas y e n  avoir qui soient compos~es de 
~2 surfaces ferm6es simplement connexes ou d'une surface unique avec onze trous. 

Conclusions.  

Apr6s cet expose, un long commentaire serait inutile. On  volt quelle a 6t6 la va- 
rlet6 des recherches de M. HILBERT, l'importance des problCmes auxquelles il s'est at- 
taqu& Nous signalerons l'~lCgance et la simplicit6 des m6thodes, la clart6 de l'exposition, 
le souci de l'absolue rigueur. En chercbant "l ~tre parfaitement rigoureux, on risque 
parfois d'etre long, et ce n'est pas l~t acheter trop chef une correction sans laquelle les 

math6matiques ne seraient rien. Mais M. HILBERT a su 6viter ce que ces longueurs auraient 
pu avoir d'un peu p6nible pour ses lecteurs, en ne leur laissant jamais perdre de vue 
le fil conducteur qui lui a servi ,'t s'orienter. On voit toujours ais~ment par quel enchal- 
nement d'id~es il a ~t6 amen6 ".t se poser un probl~me et ~ en trouver la solution. On 
sent que, plus analyste que g6omktre au sens ordinaire du mot, il a n~anmoins aper~u 
l 'ensemble de son travail d'un coup d'ceil, avant d'en distinguer les d~tails, et il salt 
faire profiter le lecteur de cette vue d'ensemble. 

M. HILBEKT a exerc6 une influence consid6rable sur les progr6s r&ents des sciences 
math6matiques, non seulement par ses travaux personnels, mais par son enseignement, 
par les conseils qu'il donnait ~l ses 61~ves et qui leur permettaient de contribuer ~l leur 
tour ~i ce d6veloppement de nos connaissances en se servant des m6thodes cr66es par 

leur Maitre. 
I1 n'est pas besoin, ce semble, d'en dire davantage pour justifier le choix de la 

Commission qui a 6t6 unanime ~ attribuer ~i M. HILBERT le prix BOLYAI pour la p6- 

riode 19o5-19o9. 

Paris, novembre i9IO. 

H. POINCARI~ .  


