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Zum Geleite

Es war im vorigen Sommer in London, wo ich
die Nachricht vom Tode Henri Poincarés erhielt.
Eine groBe Anzahl erster M#nner der Wissenschaft
hatte sich vereinigt, um das Vierteljahrtausendfest
der Royal Society in London zu begehen, und uns
allen war wieder einmal die iber alle Verschiedenheit
von Nation und Sprache hinausreichende verbriidernde
‘Wirkung der Wissenschaft zum lebendigen BewuBtsein
gekommen. In Zusammenkiinften verschiedenster Art
von kirchlicher und hofischer Feierlichkeit bis zum
intimen Plauderstindchen hatte sich dieses Gefiihl
geweitet und gefestigt. Mancher, der durchaus hinein-
gehdrte, wurde herzlich vermiBt. TUnd in all diese
heiter erhobene Stimmung schmetterte wie ein Blitz-
strahl die Nachricht: Poincaré ist plstzlich gestorben.

Nie habe ich so tief wie damals das ungeheure
MiBverhiltnis der verschiedenen Faktoren empfunden,
welche den einzelnen mit dem physiologischen Dasein
einerseits und mit seinem Wert fiir die Menschheit
andrerseits verbinden. Und es war nicht nur der
Verlust fiir die Wissenschaft und die allgemeine
Kultur, den ich in jenem Augenblicke so erschiitternd
empfand, sondern auch ein Stiick persdnlichen Ver-
lustes, der mich gleichzeitig traf. Hatten sich doch
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I Zum Geleite

in der letzten Zeit unsere Arbeiten, obwohl von ganz
verschiedenen Punkten ausgehend, was die Verwertung
unserer recht weit entfernten Sonderwissenschaften
fiir das allgemeine wissenschaftliche Denken betraf,
immer mehr und mehr genihert, und hatten doch
auch gelegentliche Begegnungen, wenn sie sich auch
nur auf kurze Stunden beschrinkten, ein schnelles
‘Wachstum der persdnlichen Sympathie und wenigstens
von meiner Seite jemes Gefiihl eines unbegrenzten
Vertrauens in die Aufrichtigkeit und wissenschaftlich
grundehrliche Geesinnung des andern ausgeldst, welches
so schnell die Verschiedenheiten der Nationalitit und
Sprache iberwindet. Und all diese hoffnungsreichen
Beziehungen muBten plotzlich auf immer abreifien!
So sind es besonders rege Gefithle, mit denen
ich die deutsche Ausgabe seiner letzten Verdffent-
lichungen in die Hand nehme. Glaube ich doch,
aus den Zeilen seine freundlich ruhige Stimme zu
horen, seinen sachlich herzlichen Blick zu erkennen,
die jedem, der nur ein wenig die Menschen und
insbesondere das seltsame und mannigfaltige Geschlecht
der Gelehrten kennen gelernt hat, alsbald die an-
spruchslose Wucht des Mannes ersten Ranges zum
Gefiihl brachten. Henri Poincaré war ein typisch
moderner Forscher. Nachdem er fundamentale
Arbeiten auf seinem Spezialgebiet, der Mathematik,
verdffentlicht hatte, duldete es ihn nicht auf die
Dauer in den engen Grenzen seines Faches, sondern



Zum Geleite I

er verwendete die tiefen Einsichten, welche er hier
gewonnen hatte, um Licht und Klarheit dber die
allgemeinen Fragen der Wissenschaft zu verbreiten.
Lange genug hatten sich {iber diese Angelegenheiten
Persdnlichkeiten hSren lassen, demen das Geschift
des Entdeckens, der schdpferischen Erweiterung der
Wissenschaft selbst nur vom Horensagen bekannt
war und die deshalb tiefgreifende Fehler und Irrttimer
iber diese tdglich wichtiger werdenden Dinge in der
Laienwelt verbreitet hatten. Hier hat Poincaré durch
seine Biicher, die nicht nur in seiner Muttersprache,
sondern auch in deutscher Ubertragung eine ungewdhn-
lich groBe Verbreitung gewonnen haben, eine groSe
Menge Klarheit und sachgemi#Bes Urteil verbreitet.

Dafl er diesen groSen Erfolg davon trug, liegt
nicht zuletzt daran, daB er bei diesen Problemen
mit dem Herzen beteiligt war und sie mit all der
‘Wirme eines Mannes behandelte, der nicht nur von
unzuginglich hoher Warte aus seine Zeitgenossen
belehren, sondern in unmittelbarstem Verkehr seinen
Mitmenschen nach allen Seiten und mit allen Kriften
zu ihrer Forderung behilflich sein wollte. Poincard
hatte begriffen, daB Klarheit und Einfachheit das
hochste Produkt wissenschaftlichen Denkens sind, und
daB kein Forscher sich sagen darf, daB er einen
neuen Gtedankenkomplex bewiltigt hat, bevor er fahig
ist, ihn in schlichten Worten dem durchschnittlich
naturwissenschaftlich gebildeten Laien klarzumachen.



Iv Zum Geleite

Mit dieser liebenswiirdig weitherzigen Auffassung
seiner Pflicht steht im engsten Zusammenhange,
da8 kaum einer unter den zeitgendssischen Forschern
gleichen Ranges so bereitwillig war wie er, alle neuen
Gedanken aufzunehmen und sie mit dem bereits Vor-
handenen in lebendige Beziehungen zu setzen. Bei
einem Manne seines Schlages handelt es sich hierbei
um weit mehr, als bei einem durchschnittlichen
Fachmann, denn er konnte niemals solche neue
Gedankengebiete betreten, ohne neben der Aufnahme
des Vorhandenen auch gleichzeitig die Neuschaffung
von weiteren und tieferen Gedanken zu betreiben.
Er konnte mit andern Worten nur schaffend lernen
und deshalb bedeutete jede Beschiftigung mit neuen
Gedanken auch fiir ihn selbst das Auftun eines neuen
Arbeitsfeldes seiner schopferischen Betitigung.

Solche Stiicke - eigener Arbeit von feiner und
tiefer Beschaffenheit lernen wir auch in den letzten
Aufsitzen kennen, welche hier mitgeteilt werden.
Alles das, was das Denken der fortgeschrittensten
Forscher unserer Zeit bewegt: Die Frage nach der
Vertinderlichkeit der Naturgesetze, nach Raum und
Zeit, nach der Beziehung zwischen Mathematik und
Logik, die kiihnen Gedanken Plancks #iber die endliche
Teilbarkeit der Energie, alle diese Dinge erfahren
hier eine wunderbar klare, lebendige und doch
dabei tiefgreifende und schopferisch anregende Dar-
stellung.
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Mit besonders regem Gemiite wird man aber die
letzten beiden Abhandlungen in die Hand nehmen,
in denen sich der Mathematiker und Erkenntnis-
theoretiker denjenigen Problemen unserer Zeit n8hert,
welche als die groSten und tiefstreichenden mehr
und mehr empfunden werden. Es handelt sich um
die Befreiung der letzten und hSchsten Gebiete der
rationellen Wissenschaft, der Ethik von den aufer-
wissenschaftlichen Elementen, die bis jetzt maBgebend
die Methoden und Schliisse dieser Disziplin beeinfluBit
hatten. Das allerletzte, was wir der Arbeit dieses
- feinen und reichen Geistes verdanken, bezieht sich
auf diese grofen Aufgaben. Hier mu8 man am
allermeisten seinen viel zu frithen Tod beklagen,
denn es liegen hier noch nicht die Ergebnisse mannig-
faltiger und vielseitiger Arbeit an dem neuen Problem
vor, sondern wir sehen den Meister nur gleichsam
die ersten Griffe an dem noch ungestalteten Ton
versuchen. Und so unverkennbar diese auch auf dem
neuen Gebiet den ,stets bewuSten* Meister erkennen
lassen, so fithlen wir doch: das Entscheidende hat
er uns hier noch nicht sagen konnen, und die
eigentlich schdpferische Arbeit an der groBen Aufgabe
hat ihm der Tod aus der Hand genommen.

GroBbothen, August 1913
W. Ostwald
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Voranzeige der franzésischen Ausgabe.

Unter dem Titel ,Letzte Gedanken“ sind hier
verschiedene Abhandlungen und Vortrége vereinigt,
die nach Henri Poincarés eigener Bestimmung den
vierten Band seiner Abhandlungen {iber Naturphilo-
sophie bilden sollten. Die vorausgegangenen Bande
sind in der gleichen Sammlung bereits erschienen.

Es erscheint iiberfliissig, an die auBerordentliche
Wirkung dieser Werke zu erinnern; der hoch-
beriihmte moderne Mathematiker erwies sich als
hervorragender Philosoph, als einer, dessen Biicher
tiefen EinfluB auf das menschliche Denken aus-
iiben.

Hitte Henri Poincaré selbst den Band heraus-
gegeben, so hitte er vermutlich gewisse Einzelheiten
abgedndert, um Wiederholungen zu vermeiden. Die
Ebrfurcht vor dem Andenken des groBen Toten
schien uns aber jedes Nachbessern an seinem Wort-
laut zu verbieten.

Ebenso erschien es uns iiberfliissig, dem Buche
eine Abhandlung iiber Poincarés Lebenswerk voraus-
zusenden. Die Berufenen der ganzen Welt haben ihr
Urteil gesprochen und kein Kommentar vermdchte
den Ruhm dieses gewaltigen Geistes zu mehren.

Poincaré, Letzte Gedanken. 1






1. Sind die Naturgesetze veriinderlich?

In einer Arbeit iiber das Geltungsgebiet der Natur-
gesetze fragt sich Boutroux, ob, da doch die ganze
Welt sich stetig verandert, die Naturgesetze, also so-
zusagen die Regeln, nach denen jene Anderungen
sich vollziehen, nicht auch vielleicht Anderungen er-
fabren koénnen. Eine derartige Annahme hatte
keinerlei Aussicht, jemals von den Forschern an-
genommen zu werden; wenn sie ihr selbst Gehor
geben wollten, so konnten sie sie doch nicht aufrecht-
erhalten, ohne die Berechtigung, ja selbst die Mog-
lichkeit der Forschung zu leugnen. Aber der Philo-
soph muf sich das Recht wahren, diese Frage aufzu-
werfen, die verschiedenen sich darbietenden Losungen
ins Auge zu fassen, die Folgerungen zu priifen und
sie mit den berechtigten Forderungen der Forschung
in Einklang zu bringen. Ich wollte einige der Ge-
sichtspunkte, die das Problem darbietet, betrachten;
wenn ich auch nicht zu scharf umrissenen Folge-
rungen gelangen werde, so doch zu verschiedenen
Betrachtungen, denen man vielleicht das Interesse
nicht absprechen wird. Man wird es mir zugute
halten miissen, wenn ich auf diesem Wege dahin
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4 1. Sind die Naturgesetze verinderlich?

gefiihrt werde, auch gewisse andere, im Zusammen-
hang damit stehende Fragen etwas ausfiihrlicher zu
besprechen.

L

Stellen wir uns zunachst auf den Standpunkt des
Mathematikers. Raumen wir vorlaufig ein, daB die
physikalischen Gesetze im Laufe der Zeiten Ver-
anderungen unterliegen, und fragen wir uns, ob wir
ein Mittel haben, diese wahrzunehmen. Vergessen wir
zundchst nicht, daB dem wenigen Jahrhunderten,
wéahrend derer das Menschengeschlecht gelebt und
gedacht hat, unvergleichbar langere Zeitlaufte voran-
gingen, in denen der Mensch noch gar nicht leben
konnte; ohne Zweifel werden ihnen andere Epochen
folgen, in denen unsere Art verschwunden sein wird.
Will man an eine Anderung der Gesetze glauben, so
kann es unbestreitbar nur eine &uBerst langsame
sein, so daB in der geringfiigigen Anzahl von Jahren,
wihrend derer der Mensch gedacht hat, die Natur-
gesetze nur unmerkbare Verédnderungen erfahren
haben konnten. Haben sie sich in der Vergangenheit
geandert, so muB man darunter die geologische Ver-
gangenheit verstehen. Waren nun also die Gesetze
von Einstmals die Gesetze von Heute und werden die
Gesetze von Morgen noch die gleichen sein? Stellt
man eine solche Frage, welchen Sinn muB man den
Worten Einst, Heute und Morgen beilegen? Heute
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gsind die Zeiten, deren Erinnerung die Geschichto
bewahrt; Einst sind die Jahrmillionen, die der ge-
schichtlichen Zeit vorangegangen sind, und in denen
die Saurier still dahinlebten, ohne zu philosophieren;
Morgen, das sind die Jahrmillionen, die folgen
werden, wenn die Erde einst in Kilte erstarrt sein,
kein Menschenauge mehr sehen und kein Menschen-
hirn mehr denken wird.

Dies angenommen, was ist nun ein Gesetz? Es
ist ein bestindiges Band zwischen dem Vorher-
gegangenen und dem Nachfolgenden, zwischen dem
gogenwartigen Zustande der Welt und dem unmittel-
bar darauffolgenden. Auf Grund der Kenntnis des
gogenwértigen Zustandes des Universums in allen
seinen Teilen besdBe ein gedachter Gelehrter, dem
alle Naturgesetze gegeben wiren, feste Regeln, um
daraus den Zustand herzuleiten, den dieselben Teile
des Weltalls am folgenden Tage haben wiirden; man
erkennt, daB dieses Verfahren unbegrenzt wiederholt
werden konnte. Aus dem Zustande der Welt am
Montag wiirde er den am Dienstag herleiten kénnen.
Auf Grund der Kenntnis des Zustandes am Dienstag
wird er durch das gleiche Verfahren den am Mitt-
woch bestimmen koénnen, und so weiter fort. Aber
das ist noch nicht alles; gibt es ein konstantes Band
zwischen dem Zustand am Montag und dem am
Dienstag, so wird er nicht nur diesen aus jenem,
sondern auch das Umgekehrte bestimmen kénnen;



6 1. Sind die Naturgesetze verinderlich?

d. h. wenn er den Zustand am Dienstag kennt, wird
er auf den am Montag zuriickschlieBen konnen; von
letzterem auf den am Sonntag und so fort. Er konnte
den Verlauf der Zeit ebenso nach riickwérts schreiten,
wie er ihn nach vorwirts verfolgen konnte. Mit der
Kenntnis der Gegenwart und der Naturgesetze kann
er das Zukiinftige voraussagen, aber er kann ebenso
das Vergangene entschleiern.

Da wir uns hier auf den Standpunkt des Mathe-
matikers stellen, empfiehlt es sich, der Darstellung
die ganze Prizision zu geben, derer sie fahig ist,
wenn man die Sprache der Mathematik auf sie an-
wendet. Wir werden also sagen, daB die Gesamtheit
der Naturgesetze einem System von Differential-
gleichungen entspricht, welche die Anderungen der
ZustandsgroBen des Universums nach der Zeit mit
den Momentanwerten dieser GréBen verkniipfen.
Einem solchen System wird, wie man weiB, durch
eine unbegrenzte Anzahl von Losungen geniigt; legen
wir uns aber die Anfangswerte aller ZustandsgroBSen
fest — also ihre Werte zur Zeit £ —= 0 (das, was wir in
gewohnlicher Sprache als Gegenwart bezeichnen) --
so ist die Losung eindeutig bestimmt, dergestalt, da8
wir die Werte aller ZustandsgréBen zu einer be-
liebigen Zeit, sei es fiir { > 0, was der Zukunft, sei
es fiir # <O, was der Vergangenheit entspricht, er-
mitteln konnen. Es ist wesentlich, sich klar zu
machen, daB die Form des Schlusses von der Gegen-
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wart auf die Vergangenheit sich nicht unterscheidet
von der Form des Schlusses von der Gegenwart auf
die Zukunft.

Welche Mittel haben wir nun, die geologische
Vergangenheit zu entziffern, also die Geschichte der
Zeitlaufte, in denen die Naturgesetze sich einstmals
hatten &ndern konnen? Diese Vergangenheit ent-
zieht sich der unmittelbaren Beobachtung und wir
kennen sie nur aus den Spuren, die sie in der
Gegenwart zuriickgelassen hat, also nur durch die
Gegenwart selbst, und wir kénnen sie nicht anders
enthiillen als durch jenen ProzeB, den wir eben ge-
schildert haben. Ist dieser ProzeB aber imstande, uns
die Anderungen der Gesetze aufzudecken? Offenbar
nein; denn wir konnen streng folgerichtig den Proze
gar nicht anwenden, ohne die Voraussetzung, da8 die
Gesotze selbst sich nicht geéindert haben. Kennen
wir zum Beispiel durch unmittelbare Erfahrung den
Zustand am Montag und die GesetzmaBigkeit, die
ihn mit dem am Sonntag verkniipft, dann wird die
Anwendung dieser gesetzmaBigen Beziehung uns die
Kenntnis des Zustandes am Sonntag vermitteln;
wollen wir aber noch weiter schreiten und den Zu-
stand am Sonnabend herleiten, so ist es unerlaBlich
notwendig, anzunehmen, daB die gleichen Regeln,
die uns gestatteten, vom Montag auf den Sonntag
zuriickzugehen, auch noch Geltung haben zwischen
Sonntag und Sonnabend. Ohne diese Annahme wére
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die einzige SchluBfolgerung, die wir ziehen diirften,
die, da8 es unmoglich ist, etwas von dem zu wissen,
was sich Sonnabends ereignet hat. Wenn also die
Unveréanderlichkeit der Gesetze unter den Pra-
missen aller unserer Uberlegungen steht, kénnen
wir nicht erwarten, sie unter den SchluBfolgerungen
nicht wiederzufinden.

Leverrier berechnet auf Grund der Kenntnis der
gegenwartigen Planetenumlaufe unter Zuhilfenahme
des Newtonschen Gesetzes, was aus diesen Umlaufen
nach 10 000 Jahren geworden sein wird. Auf welche
Art er auch seine Rechnung durchfiihren mag, nie-
mals wird er durch sie entdecken konnen, daB das
Newtonsche Gesetz jemals sich als falsch erweisen
wird, sei es auch in Jahrmillionen. Er wird ferner,
einfach durch Umkehrung des Vorzeichens der Zeit
in seinen Formeln, die Bahnen vor 10000 Jahren
berechnen koénnen; niemals aber wird er finden
konnen, daB das Newtonsche Gesetz nicht in aller
Vergangenheit Geltung gehabt hétte.

Wir fassen zusammen: Ohne die Annahme, daB
die Gesetze sich nicht gedndert haben, kénnen wir
iber die Vergangenheit iiberhaupt nichts wissen;
raumen wir die Berechtigung der Annahme ein, dann
erhebt sich die Frage nach der Evolution der Ge-
setze iiberhaupt nicht; riumen wir sie nicht ein,
dann ist die Frage unlosbar, ebenso wie alles, was
sich auf die Vergangenheit bezieht.
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IL

Ist es aber, wird man sagen, nicht moglich, daB
die Anwendung des vorbesprochenen Prozesses auf
einen Widerspruch fiihrt, oder, wenn man will,
daB unsere Differentialgleichungen iiberhaupt keine
Losung zulassen? Sobald die Annahme von der
Unveranderlichkeit der Gesetze, die an der Spitze
aller unserer Uberlegungen steht, zu einer wider-
sinnigen Folgerung filhren wiirde, hatten wir per
absurdum damit bewiesen, daB die Gesetze sich ver-
andert haben, wenn wir auch fiir ewige Zeiten un-
fahig waren, zu wissen, in welcher Weise.

Da unser Proze8 umkehrbar ist, 1a8t sich das
eben Gesagte auf die Zukunft anwenden, und es
scheint, daB es Falle gibt, welche die Behauptung
zulassen, daB vor einem gewissen Zeitpunkte die
Welt untergehen oder ihre Gesetze andern miisse.
Untergehen, oder die Gesetze éndern, das ist nahezu
dieselbe Sache; eine Welt, die nicht mehr die Ge-
setze der unseren héatte, wire nicht mehr unsere
Welt, es wire eine andere.

Ist es moglich, daB die Erforschung der gegen-
wirtigen Welt und ihrer Gesetze uns zu Formeln mit
derartigen Widerspriichen fiihrt? Die Gesetze sind
aus der Erfahrung geschopft; wenn sie uns lehren,
daB der Zustand 4 am Sonntag den Zustand B am
Montag nach sich zieht, so ist es deshalb, weil man
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beide Zustande 4 und B beobachtet hat; dies ist der
Grund, weshalb keiner der beiden Zustinde physi-
kalisch unmoglich ist. Wenn wir den Proze8 weiter
verfolgen und Schritt fiir Schritt von einem Tage auf
den néchstfolgenden schlieBen, vom Zustand 4 auf
den Zustand B, hierauf vom Zustand B auf den Zu-
stand C, dann vom Zustand C auf den Zustand D,
und so weiter, so sind alle diese Zustande sicher phy-
sikalisch moglich; denn wenn der Zustand D es zum
Beispiel nicht wire, so hitten wir niemals die Er-
fahrung machen konnen, da8 der Zustand C im Laufe
eines Tages den Zustand D hervorbringt. So weit
man auch die Ableitungen erstreckt, niemals wird
man zu einem physikalisch unmdglichen Zustand,
also zu einem Widerspruch kommen. Wére eine
unserer Formeln nicht frei hiervon, so ware es, weil
wir das Gebiet der Erfahrung iiberschritten, also
weil wir extrapoliert haben. Nehmen wir zum Bei-
spiel an, man hétte beobachtet, da8 die Temperatur
eines Korpers unter diesen oder jenen Umstdnden
taglich um einen Grad sinke; ware die Temperatur
gegenwirtig z. B. 200, so wiirde man schlieBen, daB
sie nach Verlauf von 800 Tagen —280° betragen
werde; das wire aber widersinnig, physikalisch un-
moglich, da der absolute Nullpuxfkt bei —273° liegt.
Was ist darauf zu sagen? Hat man denn beobachtet,
daB die Temperatur im Laufe eines Tages von —2790
auf —280° sinkt? Nein, zweifellos nicht; denn diese
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beiden Temperaturen koénnen iiberhaupt nicht be-
obachtet werden. Man hat zum Beispiel gesehen,
daB das Gesetz mit groBer Anniaherung sich zwischen
20° und 0° als richtig erwiesen hat; man hat nun
unberechtigterweise geschlossen, da8 dies auch bis
—273% und dariiber hinaus so sein miisse; man hat
eine unzulassige Extrapolation ausgefiihrt. Aber die
Zahl der Moglichkeiten, wie eine empirische Formel
extrapoliert werden kann, ist unbeschrankt, und
unter diesen kann man stets eine wihlen, welche
physikalisch unmdégliche Zustinde ausschlie8t.

Wir gelangen zur Kenntnis der Gesetze nur durch
Annéherungen; die Erfahrung schrankt nur unsere
Wahl ein, und unter all den Gesetzen, die sie uns zu
wéhlen gestattet, wird man stets welche finden, die
uns nicht einem Widerspruch der oben dargelegten
Art aussetzen, und uns zwingen konnten, gegen die
Unveranderlichkeit der Gesetze einen Schluf zu
ziehen.

Ein Mittel, eine derartige Verinderlichkeit nach-
zuweisen, fohlt uns noch, mag es sich darum han-
deln, zu zeigen, daB sich die Gesetze #ndern werden,
oder, daB sie sich geindert haben.

IIL.

An dieser Stelle angelangt, konnte man uns ge-
wisse Tatsachen als Einwand entgegenhalten. ,Sie
behaupten, daB, wenn man auf Grundlage der Kennt-
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nis der Naturgesetze versucht, das Vergangene zu-
riickzuverfolgen, man niemals auf einen Widerspruch
stoBen wird; indessen haben sich unter den For-
schern solche Widerspriiche ergeben, iiber die man
wohl nicht so leicht wird hinweggehen konnen, wie
Sie meinen. DaB es nur scheinbare Widerspriiche
sind, und daB die Hoffnung, sie zu beheben, auf-
rechterhalten werden kann, gestehe ich Ihnen zu;
aber nach Ihren Ausfilhrungen miite selbst ein
scheinbarer Widerspruch unméglich sein.®

Ziehen wir sogleich ein Beispiel heran. Berech-
net man nach den Gesetzen der Thermodynamik die
Zeit, wihrend welcher die Sonne uns ihre Wirme
zustrahlen konnte, so erhalt man ungefahr 50 Mil-
lionen Jahre; dieser Zeitraum wiirde den Geologen
nicht geniigen. Die Entwicklung der organischen
Formen konnte sich nicht so schnell vollziehen —
das ist ein Punkt, iiber den sich streiten lieBe —
aber auch die Ablagerungen jener Schichten, in
denen man Reste von Pflanzen und Tieren vor-
findet, die ohne Sonne nicht leben konnten, haben zu
ihrer Bildung eine Zahl von Jahren gebraucht, die
etwa um das Zehnfache grioBer ist. Was den Wider-
spruch moglich gemacht hat, ist, daB sich die
Uberlegung, auf der der geologische Beweis ruht,
wesentlich von der des mathematischen unter-
scheidet. Aus der Beobachtung gleicher Wirkungen
schlieBen wir auf Gleichheit der Ursachen; be-
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obachtet man zum Beispiel Versteinerungen von
Tieren, die einer gegenwartig lebenden Gattung an-
gehoren, so schlieBen wir, daB zu der Zeit, in der
sich die solche Versteinerungen enthaltende Schicht
bildete, die duBeren Bedingungen, ohne welche Tiere
dieser Gattung nicht leben konnen, alle gleichzeitig
vorhanden gewesen sind.

Auf den ersten Blick ist das so ziemlich dieselbe
Sache, derselbe Vorgang, den auch der Mathe-
matiker einhalten wiirde, auf dessen Standpunkt wir
uns wahrend der vorausgegangenen Abschnitte ge-
stellt haben; auch er wiirde schlieBen, daB sobald
die Gesetze sich nicht geindert haben, gleiche Wir-
kungen nur durch gleiche Ursachen hervorgerufen
sein konnen. Es besteht aber jedenfalls ein wesent-
licher Unterschied. Fassen wir den Zustand der
Welt in einem gegebenen Augenblick und in dem
unmittelbar vorhergehenden ins Auge! Der Zustand
des Weltganzen oder selbst eines sehr kleinen Teiles
des Weltganzen ist unter allen Umstinden auBer-
ordentlich verwickelt und hangt von einer sehr
groBen Anzahl von ZustandsgréBen ab. Zur Ver-
einfachung der Darlegung nehme ich blo8 zwei Zu-
standsgroBen an, deren Angabe geniigen soll, um den
joeweiligen Zustand festzulegen. Fiir den nachfolgen-
den Augenblick seien diese gegebenen GréBen etwa
A und B, fir den unmittelbar vorangegangenen
A’ und B
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Die Gleichung des Mathematikers, die auf der
Gesamtheit der beobachteten Gesetze aufgebaut ist,
lehrt ihn, daB der Zustand 4 B nur erzeugt sein kann
durch den vorausgegangenen Zustand 4’ B’; kennt
er aber nur eine der ZustandsgréBen, etwa A, ohne
zu wissen, ob sie von der zweiten ZustandsgriBe be-
gleitet ist, gestattet ihm seine Gleichung iiberhaupt
keinen Schlu8. Héchstens, wenn ihm die Erschei-
nungen A und A’ miteinander verkniipft, aber ver-
hiltnism#Big unabhéingig von B und B’ erscheinen,
wird er von 4 auf A’ schlieBen; keinesfalls wird
er die beiden Umstinde 4" und B’ aus dem einzigen
Umstand A4 allein folgern. Anders der Geologe;
sobald er den Effekt A allein beobachtet, schlieBt er,
daB er nur ausdem Nebeneinanderbestehen
beider Ursachen 4’ und B’ hervorgegangen sein
kann, die ihn so oft vor unseren Augen entstehen
lassen. In den meisten Féllen ist der Effekt 4, um
den es sich handelt, derart spezieller Natur, daB
eine andere Zusammenstellung von Ursachen, die die
gleiche Wirkung ergeben wiirden, durchaus unwahr-
scheinlich ist. '

Sind zwei Organismen gleich oder wenigstens
gleichartig, so kann eine solche tbereinstimmung
nicht auf einem Zufall beruhen, und wir konnen be-
haupten, da8 beide unter gleichartigen Bedingungen
golebt haben. Finden wir die Uberreste solcher
Organismen, so sind wir nicht nur sicher, daB sie
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aus einem Keim hervorgegangen sind, der dem
gleichartig ist, aus dem wir ahnliche Wesen sich
entwickeln sehen, sondern auch, da8 die AuBen-
temperatur bei ihrer Entstehung nicht héher war,
als die, bei der sich ihr Keim noch entwickeln kann.
Jene Uberreste kénnen fernerhin auch kein bloBes
»Naturspiel“ sein, wie man im siebzehnten Jahr-
hundert dachte; es ist iiberfliissig, auszusprechen,
daB eine solche Folgerung geradezu der Vernunft zu-
widerlauft. Das Vorhandensein organischer Reste ist
iibrigens nur ein sehr auffalliges Beispiel im Ver-
gleich zu anderen, und wir sind, ohne das Bereich
der unbelebten Natur zu verlassen, in der Lage,
andere Fille gleicher Art anzufiihren.

Der Geologe kann mithin dort Schliisse ziehen,
wo der Mathematiker hierzu nicht fahig ist. Aber
man sieht, daB er nicht mehr so gegen einen Wider-
spruch geschiitzt ist, wie es der Mathematiker ware.
Aus einem einzigen Umstand schlieBt er zuriick auf
viele vorausgegangene Zustinde. Ist der Umfang der
Folgerungen in irgendeiner Beziehung groBer, als der
Umfang der Voraussetzungen, so ist es moglich, daB
das, was man aus einer Beobachtung herleitet, in
Widerspruch steht mit den Folgerungen aus einer
anderen. Jede einzelne Tatsache bildet sozusagen
ein Strahlungszentrum. Aus jeder leitet der Mathe-
matiker nur einen SchluB ab; der Geologe aber leitet
aus ihr vielerlei Tatsachen her. Aus dem Lichtpunkt,
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der ihm gegeben ist, macht er eine mehr oder weniger
ausgedehnte leuchtende Scheibe; zwei Lichtpunkte
werden ihm daher zwei leuchtende Scheiben liefern,
die sich gegenseitig werden storen kénnen; daher die
Méglichkeit eines Widerspruchs. Findet er zum Bei-
spiel in einer Schichte Weichtiere vor, welche nicht
bei einer Temperatur unterhalb 20° leben konnen,
so wird er schlieSen, daB die Meere jenes Zeitraumes
heiB waren; aber wenn dann einer seiner Fach-
genossen in derselben Schichte andere Lebewesen
entdeckt, die eine Temperatur oberhalb 5° tdten
wiirde, so schlieBt dieser, daB eben jene Meere kalt
gewesen sind.

Man kann Griinde haben, zu hoffen, daB die be-
obachteten Tatsachen sich nicht in Wirklichkeit
widersprechen, oder daB die Widerspriiche sich nicht
als unlosbar erweisen werden, aber wir haben sozu-
sagen keine Garantie mehr gegen die Moglichkeit
eines Widerspruchs, schon nach den Regeln der for-
malen Logik. Und man kann sich also fragen, ob,
wenn man nach Art der Geologen Schliisse ziehi,
man nicht eines Tages auf eine absurde Folgerung
stoBen kann, von der Art, da8 man gendtigt waro,
auf eine Veranderlichkeit der Gesetze zu schlieBen.

Iv.

Es sei hier eine Abschweifung gestattet. Wir
haben eben gesehen, daB der Geologe ein Hilfsmittel
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besitzt, dessen der Mathematiker ermangelt, welches
ihm gstattet, von der Gegenwart auf die Vergangen-
heit zu schlieBen. Warum ermdglicht uns dasselbe
Hilfsmittel nicht, von der Gegenwart auf die Zu-
kunft zu schlieBen? Sehe ich einen Mann von zwan-
zig Jahren, so bin ich sicher, daB er alle Entwick-
lungsstufen durchschritten hat von der Kindheit bis
zum Jiinglingsalter, und folglich auch weiter, da
seit zwanzig Jahren auf der Erde keine Katastrophe
stattgefunden hat, die alles organische Leben ver-
nichtet hatte; dies aber beweist keineswegs, daB
ein solcher Umsturz nicht in den nachsten zwanzig
Jahren stattfinden kénnte. Wir haben fiir die Er-
kenntnis der Vergangenheit Mittel, die uns fehlen,
wenn es sich um die Zukunft handelt, und dies ist
vielleicht der Grund, weshalb uns die Zukunft noch
ritselvoller erscheint als die Vergangenheit.

Ich muB hier auf eine Abhandlung verweisen, die
ich iiber den Zufall geschrieben habe; ich habe die
Ansicht Lalandres angefiihrt, der das Gegenteil ge-
sagt hat, namlich, daB die Zukunft durch die Ver-
gangenheit vollkommen bestimmt ist, die Vergangen-
heit es aber durch die Zukunft nicht ist. Nach
Lalandre kann eine Ursache nur eine einzige Wirkung
hervorrufen, wihrend eine und dieselbe Wirkung von
mehreren, untereinander verschiedenen Ursachen
hervorgebracht sein kann. Wire dem so, dann wire

Poincaré, Letzte Gedanken. 2
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es die Vergangenheit, die unentratselbar, und die
Zukunft, die leicht zu erforschen wire.

Ich kann mich dieser Ansicht nicht anschlieBen,
aber ich habe gezeigt, was sie verursacht{ haben
kann. Der Satz von Carnot zeigt uns, wie die
Energie, die unzerstorbar ist, zerflattern kann. Alle
Warmezustande haben das Bestreben, sich auszu-
gleichen, die Welt geht einem Zustand volliger Gleich-
formigkeit, das heiBt dem Tode entgegen. GroBe
Unterschiede in den Ursachen rufen nur kleine
Unterschiede in den Wirkungen hervor. Werden
die Unterschiede der Wirkungen zu klein, als daB sie
beobachtet werden kénnten, dann haben wir kein
Mittel, die Unterschiede festzustellen, die einst zwi-
schen den Ursachen bestanden haben, so groB diese
Unterschiede auch gewesen sein mochten.

Aber gerade, weil alles dem Tode entgegengeht,
ist das Leben eine Ausnahme, die der Erklarung
bedarf.

Sind Kieselsteine auf einem Gebirgszug sich
selbst iiberlassen, so werden sie schlieBlich hinab ins
Tal gelangen; finden wir sie auf der Talsohle, so ist
das eine alltagliche Erscheinung, die uns nichts Be-
stimmtes iiber die Vorgeschichte der Kiesel lehren
wird; wir werden nicht sagen konnen, an welcher
Stelle des Gebirges sie frither sich befunden haben.
Aber wenn wir zufillig einen Stein in der Nahe
des Gipfels vorfinden, dann werden wir behaupten
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konnen, daB er sich immer dort befunden habe; denn
hiatte er auf dem Abhang gelegen, so wire er bis auf
den Grund herabgerollt. Solche Schliisse werden wir
mit umso mehr Sicherheit ziehen, ein je ausgeprag-
terer Ausnahmefall es ist und je groBer daher die
Wakrscheinlichkeit dafiir ist, daB er sich nicht er-
eignet.

V.

Ich habe diese Frage nur beiliufig beriihrt; sie
verdiente, daB man ihr nachginge; aber ich will mich
nicht noch weiter von meinem Gegenstande ab-
bringen lassen. Ist es moglich, daB die Wider-
spriiche der Geologen jemals die Wissenschaft dahin
bringen koénnen, die Wandelbarkeit der Gesetze zu
folgern? Bedenken wir zunéchst, daB nur im ersten
Entwicklungsstadium der Wissenschaften Analogie-
schliisse Anwendung finden, mit denen die Geologie
der Jetztzeit sich begniigen muB8. In dem MaBe, als
die Wissenschaften sich entwickeln, nihern sie sich
dem Zustand, welchen die Astronomie und die Phy-
sik bereits erreicht zu haben scheinen, und in dem
die Gesetze fihig sind, in der Sprache der Mathe-
matik ausgedriickt zu werden. Diese Behauptung,
von der wir schon eingangs der Abhandlung ge-
sprochen haben, wird einst uneingeschrankt zur
Wahrheit werden. Es ist ja eine verbreitete Ansicht,
daB alle Wissenschaften bestimmt sind, mit groBerer

2*
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oder geringerer Schnelligkeit nacheinander die gleiche
Entwicklung zu nehmen. Wenn dem so ist, so kénnen
die Schwierigkeiten, die auftauchen, nur voriiber-
goehend sein, dazu bestimmi, sich in nichts aufzu-
losen, sobald die Wissenschaften dem Kindesalter
entwachsen sein werden.

Aber wir brauchen nicht diese unsichere Zukunft
abzuwarten. Worauf beruht der AnalogieschluB des
Geologen? Eine geologische Beobachtungstatsache
scheint ihm dermaBen iibereinstimmend mit einer
Beobachtungstatsache der Gegenwart, daB er die
Ahnlichkeit nicht auf Rechnung des Zufalls setzen
kann. Er glaubt dies nicht anders erklaren zu
konnen als durch die Annahme, daB die beiden Er-
eignisse durch nahezu gleiche Begleitumstinde her-
vorgerufen sein konnen. Er wiirde so weit gehen,
sich vorzustellen, daB die begleitenden Umstinde
identisch waren, daB aber, mit Ausnahme dieses ein-
zigen Punktes, die Naturgesetze sich wahrend dieses
Zeitraumes geandert hatten und daB die ganze Welt
sich umgestaltet hiatte in dem MaBe, daB man sie
nicht mehr wiedererkennen konnte. Er wiirde auf
der einen Seite behaupten, daB die Temperatur habe
dieselbe bleiben miissen, andererseits aber zufolge
einer Umwélzung der ganzen Physik die Wirkungen
der-Temperatur vollkommen andere geworden seien,
der Art, daB sogar das Wort Temperatur jeden Sinn
vollkommen eingebiiBt hiatte. Offenbar wird er,



1. Sind die Naturgesetze verianderlich? 2

wohin es auch fiihrte, durch eine solche Vorstellung
niemals sich abschrecken lassen. Die Art, wie er die
Logik erfaBt, steht dem durchaus im Wege.

VI

Wie wéare es aber, wenn die Menschheit durch
langere Zeitraume bestehen kionnte, als wir angenom-
men haben, lange genug, um die Gesetze unter ihren
Augen sich veriandern zu sehen? Oder noch besser,
wenn die Menschen dazu gelangten, geniigend emp-
findliche Instrumente zu bauen, um die Veréanderung,
80 langsam sie auch sei, schon im Verlaufe weniger
Menschenalter wahrnehmbar zu machen? Dann wéren
es nicht mehr Schliisse und Folgerungen, sondern
unmittelbare Beobachtung, auf der unsere Kenntnis
von den Anderungen der Naturgesetze ruht. Wiirden
dann nicht alle vorangegangenen Uberlegungen zu
nichte? Die Aufzeichnungen, in denen die Erfah-
rungen unserer Vorfahren niedergelegt wiren, wéren
dann auch nichts Anderes als Uberreste aus der Ver-
gangenheit, die uns von eben dieser Vergangenheit
nur eine indirekte Kenntnis vermitteln wiirden. Die
Urkunden der Vergangenheit sind fiir den Geschichts-
forscher das, was die Versteinerungen fiir den Geo-
logen sind, und die Werke der Forscher vergangener
Zeiten waren eben auch nichts anderes als Urkunden
aus der Vergangenheit. Sie wiirden uns iiber das
Denken jener Forscher nur in dem MaBe AufschluB
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geben, als diese Menschen von einstmals denen von
heute dhnlich wiren. Wenn die Naturgesetze sich
wirklich andern wiirden, dann wire das Universum
in allen seinen Teilen diesem Einflusse unterworfen,
und auch die Menschheit konnte sich ihm nicht ent-
ziehen. Selbst wenn man annimmt, daB sie in der
neuen Umgebung hitte weiter leben konnen, so hatte
sie sich doch notwendigerweise #ndern miissen, um
sich ihr anzupassen. Und so ware uns die Sprache
der Menschen von einstmals unverstandlich ge-
worden; die Worte, derer sie sich bedient haben
wiirden, hitten keinen Sinn mehr fiir uns oder doch
einen anderen. Geschieht Ahnliches nicht schon
nach wenigen Jahrhunderten, obwohl die Natur-
gosetze indes ungeindert geblieben sind?

Und so verfallen wir stets in das gleiche Dilemma:
Entweder verbleiben die Dokumente von ehedem
uns vollkommen verstandlich, und das wird dann
der Fall sein, wenn die Welt sich gleich geblieben ist,
dann werden sie uns aber auch nichts Neues lehren
konnen. Oder aber sie sind zu unentzifferbaren
Ritseln geworden, dann konnen sie uns tiberhaupt
nichts Anderes lehren, als daB die Gesetze sich ge-
andert haben; wir wissen, daB nicht einmal soviel
notig ist, um sie uns zum toten Buchstaben zu
machen.

Ubrigens wiirden solche Menschen von einstmals,
ebenso wie wir, stets nur eine fragmentarische
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Kenntnis der Natur haben besitzen kénnen. Wir
werden stets ausreichende Mittel finden, um zwei
Bruchstiicke, selbst wenn sie unversehrt sind, pas-
send aneinanderzufiigen; um wie viel eher noch,
wenn uns von der fernen Vergangenheit nur ein
verblaBtes, ungenaues und halbverwischtes Bild er-
halten ist?
VIL

Betrachten wir die Frage nun von einem anderen
Gesichtspunkt. Die Gesetze, die uns die unmittelbare
Beobachtung liefert, sind nur Mittelwertsgesetze.
Nehmen wir als Beispiel das Mariottesche Gesetz.
Fiir die meisten Physiker ist es nur eine Folge der
kinetischen Gastheorie; die Gasmolekiile sind mit
betrachtlichen Geschwindigkeiten begabt, sie be-
schreiben verwickelte Bahnen, deren Gleichung man
ansetzen konnte, wenn man die Gesetze kennen
mochte, nach denen sie sich gegenseitig anziehen
und abstoBen. Schitzt man die Bahnen nach den
Regeln der Wahrscheinlichkeit, so kann man zeigen,
daB die Dichte eines Gases seinem Drucke propor-
tional ist.

Die Gesetze, die die der Beobachtung zugéing-
lichen Korper beherrschen, sind daher bloBe Folgen
der molekularen Gesetze.

Ihre Einfachheit ist nur scheinbar und verbirgt
eine hochst verwickelte Wirklichkeit, da das MaB
fir die Mannigfaltigkeit die Anzahl der Molekiile
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selbst ist. Aber gerade weil diese Anzahl so auBer-
ordentlich groB ist, heben sich die Abweichungen
im Einzelnen gegenseitig auf und wir empfangen den
Eindruck der Harmonie.

Die Molekiile selbst sind vielleicht auch wieder
Welten; ihre Gesetze kénnen dann auch nur Mittel-
wertsgesetze sein, und um deren Ursachen aufzu-
decken, miiBte man zu den Bausteinen der Molekiile
herabsteigen, ohne zu wissen, wo man schlieBlich
stehen bleiben wiirde.

Die beobachtbaren Gesetze hingen demnach von
zwei Dingen ab: von den Molekulargesetzen und von
der Verteilung der Molekiile. Die Molekulargesetze
sind es, denen Unveranderlichkeit zukommt; sie sind
ja die wahren Gesetze und die beobachtbaren nur
scheinbare. Die Anordnungen der Molekiile aber
konnen sich &ndern und mit ihnen die beobachtbaren
Gesetze. Dies ware eine Ursache, an die Verander-
lichkeit der Gesetze zu glauben.

VIIL

Ich nehme eine Welt an, deren Bestandteile eine
so vollkommene Wirmeleitfihigkeit besitzen, da8 sie
stets im Temperaturgleichgewicht sich befinden. Die
Bewohner dieser Welt hitten keine Vorstellung von
dem, was wir Temperaturdifferenz nennen; in ihren
Abhandlungen iiber Physik gibe es kein Kapitel iiber
Thermometrie. Abgesehen hiervon konnten diese
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Abhandlungen ziemlich vollstindig sein; sie wiirden
eine Menge von Gesetzen lehren, die zum Teil noch
einfacher wiren, als die unseren.

Stellen wir uns nun vor, daB diese Welt sich durch
Strahlung langsam abkiihle; die Temperatur wird
iiberall gleichformig verteilt bleiben, sie wird aber im
Lauf der Zeit sinken. Angenommen, ein Bewohner
dieser Welt verfalle in einen Schlaf, aus dem er nach
Jahrhunderten erwacht; wir wollen, da wir schon so -
vieles angenommen haben, auch noch die Méglichkeit
einrdumen, daB er auch in der etwas kilteren Welt
zu leben verméchte und sich die Erinnerung an den
friitheren Zustand bewahrt haben wiirde. Er wiirde
sehen, daB seine Nachkommen fortfahren, physika-
lische Abhandlungen zu schreiben, da8 auch sie nicht
von Temperaturmessung reden, daB aber die Gesetze,
die sie lehren, durchaus verschieden sind von jenen,
die er kannte. Ihn zum Beispiel hatte man gelehrt,
daB Wasser unter einem Drucke von 10 mm Queck-
silbersiule kocht; die neuen Physiker aber wiirden
beobachten, daB, um es zum Kochen zu bringen,
der Druck bis auf 5 mm herabgesetzt werden muf.
Korper, die er einst fliissig kannte, werden sich nun-
mehr im festen Zustande vorfinden und so fort. Die
gegenseitigen Beziehungen der Bestandteile dieser
Welt, die von der Temperatur abhingen, werden, da
diese sich geindert hat, durchaus umgestoBen sein.

Sind wir nun aber sicher, daB es nicht irgendeine
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physikalische Gri8e gibt, die uns ebenso unbekannt
ist, wie die Temperatur den Bewohnern jener ein-
gebildeten Welt? Wissen wir, ob jene GroBe sich
nicht stetig &ndert, wie die Temperatur einer Kugel,
die ihre Warme durch Strahlung verliert, und ob
nicht diese Anderung eine Anderung aller Natur-
gesetze nach sich zieht?

IX.

Kehren wir zuriick zu unserer vorgestellten Welt
und fragen wir uns, ob ihre Bewohner, auch ohne auf
die Geschichte der Schlafer von Ephesus zuriickzu-
greifon, imstande wiren, jene Verinderung wahrzu-
nehmen. So vollkommen die Wirmeleitfahigkeit auf
ihrem Planeten auch sei, so wird sie doch zweifellos
nicht absolut sein, so daB Temperaturdifferenzen,
wenn auch auBerordentlich geringe, immer noch
moglich sein werden. Sie wiirden lange Zeit der Be-
obachtung entgehen, aber es kame vielleicht der Tag,
wo man noch empfindlichere MeBapparate ersinnen
und wo ein genialer Physiker diese fast unmerk-
lichen Differenzen der Beobachtung zugénglich
machen wiirde. Eine Theorie wiirde aufgestellt
werden, man wiirde erkennen, daB diese Temperatur-
abweichungen EinfluB auf alle physikalischen Er-
scheinungen haben, und schlieBlich wiirde irgendein
Denker, dessen Auffassung den meisten seiner Zeit-
genossen gewagt und kiihn erscheinen wiirde, die
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Behauptung aussprechen, daB die mittlere Tempe-
ratur der Welt sich im Laufe der Vergangenheit ge-
andert haben konne, und mithin auch alle damit in
Verbindung stehenden Naturgesetze.

Konnen wir selbst nicht auch eine ganz #hnliche
Sache erleben? Die Grundgesetze der Mechanik zum
Beispiel wurden lange Zeit hindurch als absolut be-
trachtet. Heute sagen manche Physiker, daB sie ge-
andert, oder vielmehr erweitert werden miissen; da
sie nur mit groBer Annadherung richtig sind fiir die
Geschwindigkeiten, an die wir gewdhnt sind; daB
sie aber aufhéren werden, es zu sein fiir Geschwin-
digkeiten, die mit der Lichtgeschwindigkeit ver-
gleichbar sind; und sie stiitzen ihre Auffassungs-
weise auf gewisse, mit Hilfe des Radiums gewonnene
Erfahrungen. Die alten Gesetze der Dynamik bleiben
nicht weniger praktisch richtig fiir die Welt, die uns
umgibt. Wird man nun nicht mit einem Anschein
von Berechtigung sagen konnen: Zufolge der steten
»Zerstreuung” der Energie miissen die Geschwindig-
keiten der Korper die Neigung zeigen, abzunehmen,
da ihre lebendige Kraft sich in Warme verwandeln
will; geht man also weit genug in die Vergangenheit
zuriick, so muB man auf eine Zeit stoBen, wo Ge-
schwindigkeiten von der GroSenordnung der Licht-
geschwindigkeit durchaus nichts AuBergewohnlichas
waren, wo daher die klassischen Gesetze der Mecha-
nik keine Geltung hatten?



28 1. Sind die Naturgesetze verinderlich?

Nehmen wir andererseits an, die beobachtbaren
Gesetze seien nur Mittelwertsgesetze, welche in
gleicher Weise von den molekularen Gesetzen, wie
von der Anordnung der Molekiile abhingig sind.
Wenn uns einmal der Fortschritt der Wissenschaft
mit jener Abhangigkeit wird niher bekannt gemacht
haben, dann werden wir ohne Zweifel und zwar auf
Grund der Molekulargesetze selbst schlieBen kénnen,
daB die molekulare Anordnung einstmals von der
gegenwartigen verschieden gewesen sein muBte, und
daB daher die beobachtbaren Gesetze nicht stets die-
selben bleiben kénnen. Wir werden daher die Ver-
anderlichkeit der Gesetze folgern, aber wohlbemerk!,
es wird dies gerade auf Grund des Prinzips ihrer
Unveranderlichkeit geschehen. Wir werden behaup-
ten, daB die scheinbaren Gesetze sich geandert
haben, aber es wird geschehen, weil man die Mole-
kulargesetze, die man hinfort als die wahren Gesetze
ansehen wird, als unverénderlich erklaren wird.

X.

So gibt es kein einziges Gesetz, von dem wir mit
GewiBheit aussprechen konnten, es sei stets wahr
gewesen in der Vergangenheit mit derselben An-
niherung wie heute; ja ich mochte noch weiter
gehen und sagen: es gibt kein Gesetz, von welchem
wir mit GewiBheit behaupten konnten, es sei einst-
mals nicht ungiiltig gewesen. Und trotzdem wird
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nichts den Forscher davon abbringen konnen, sich
seinen Glauben an das Prinzip der Unwandelbarkeit
der Gesetze zu bewahren, da niemals ein Gesetz auf
den Rang eines Ubergangsgesetzes wird herabsinken
konnen, obne von einem allgemeineren und um-
fassenderen Gesetze abgelost worden zu sein; es wird
niemals gestiirzt werden konnen vor der Thron-
besteigung des neuen Gesetzes, so daB es nie zu einem
Interregnum kommen wird und die Prinzipien ge-
wahrt bleiben werden; ihnen zu Liebe wird man den
Wechsel vornehmen und alle Veranderungen werden
sie nur auf das Augenfilligste bekraftigen.

Es wird selbst das sich nicht ereignen, daB man
Verianderungen durch Erfahrung oder Induktion fest-
stellen und hinterher sich bemiihen wird, sie durch
eine mehr oder weniger kiinstliche Synthese zu et-
klaren. Nein, die Synthese wird zuerst kommen, und
wenn wir Veranderlichkeiten einrdumen, so wird es
geschehen, um sie aufrechtzuerhalten.

XL

Es scheint, daB wir uns bisher nicht so sehr mit
der Frage, ob die Gesetze sich wirklich &ndern, be-
schaftigt haben, als vielmehr mit der Frage, ob sie
der Mensch als veriénderlich ansehen kann. Sind
nun die Gesetze, insofern wir sie uns als auBerhalb
des Geistes, der sie geschaffen und beobachtet hat,
bestehend vorstellen, also an sich unverdnderlich?
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Die Frage ist nicht nur unléslich, sondern sie hat
iiberhaupt keinen Sinn. Was hat es fiir einen Zweck,
die Frage aufzuwerfen, ob in der Welt der ,Dinge
an sich® sich die Gesetze mit der Zeit andern kénnen,
zumal in einer solchen Welt der Zeitbegriff vielleicht
gar keinen Sinn hat? Von dieser Welt kénnen wir
iiberhaupt nichts aussagen auBler das Eine, wie sie
mit Geist begabten Lebewesen erscheint oder er-
scheinen konnte, deren geistige Veranlagung nicht
wesentlich von der unseren abwiche.

Die Frage 148t aber noch eine Losung zu. Fassen
wir zwei denkende Wesen ins Auge, die uns dhnlich
sind und die Welt in zwei verschiedenen Zeitpunkten
beobachten, die beispielsweise durch Millionen von
Jahren voneinander getrennt sind, so wird jeder
dieser beiden Denker sich eine Wissenschaft auf-
bauen, die ein System der von den beobachteten
Tatsachen abgeleiteten Gesetze darstellen wird. Es

_ist wahrscheinlich, daB diese beiden Wissenschaften
auBerordentlich verschieden geartet sein werden, und
in diesem Sinne wiirde man sagen konnen, daB8 die
Gesetze sich verandert haben. So groB aber auch
die Abweichungen wéren, man konnte sich stets eino
Intelligenz von gleicher Art wie die unsere aber von
tieferem Einblick oder lingerer Lebensdauer vor-
stellen, die imstande wire, einen Zusammenhang her-
zustellen, und beide Forschungsergebnisse in einer
einzigen Formel zu vereinigen. Diese wiirde beide
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naherungsweisen und bruchstiickhaften Formeln
ganz in sich enthalten, zu denen die beiden er-
wihnten Forscher in der kurzen Zeitspanne, die
ihnen zu Gebote stand, gekommen waren.

Fiir diesen Geist werden die Gesetze sich nicht
geandert haben, die Wissenschaft wird ihm unwan-
delbar erscheinen, lediglich die beiden Forscher wird
er als unvollkommen unterrichtet hinstellen.

Um einen geometrischen Vergleich zu wahlen,
wollen wir annehmen, man konnte den ganzen Welt-
verlauf durch eine analytische Kurve darstellen.
Jeder von uns kann nur ein auBerordentlich kleines
Stiick der Kurve iiberblicken; wiirde er es exakt
kennen, so wiirde es fiir ihn hinreichen, um die
Gleichung der Kurve aufzustellen, und um sie be-
liebig weit verlingern zu koénnen. Aber man hat
nur eine unvollkommene Kenntnis dieses Bogen-
stiicks, und kann sich daher iiber die Gestalt der
Gleichung tauschen: sucht man die Kurve zu ver-
langern, so wird der von uns gefiihrte Linienzug sich
von der wirklichen Kurve unterscheiden, und zwar
umsomehr, je kiirzer das bekannte Bogenstiick ist,
und je weiter man die Kurve von jener Stelle aus
fortfilhren will. Ein anderer Beobachter wiirde nur
ein anderes Bogenstiick und zwar ebenso unvoll-
kommen kennen.

Gesetzt, die beiden Forscher haben ein be-
schranktes Dasein und sind einer weit vom anderen
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gestellt, dann werden die beiden Linienverlange-
rungen sich kreuzen und nicht zusammenstimmen;
aber ein Beobachter von lingerer Lebensdauer, der
ein langeres Kurvenstiick unmittelbar beobachten
konnte, ware trotzdem imstande, die beiden Bogen-
stiicke zu einem einzigen zusammenzufassen, er
wire imstande, eine genauere Formel aufzustellen,
welche die beiden voneinander abweichenden For-
meln zu einer Ubereinstimmung brachte; und, so
verwickelt die wirkliche Kurve auch sei, stets wird
es eine analytische Kurve geben, die in einem be-
liebig groBen Bereich von jener um weniger als einen
vorgegebenen Betrag abweicht.

Ohne Zweifel wird es viele Leser befremden, daB
ich immer wieder den Weltverlauf durch ein System
einfacher Symbole zu ersetzen trachte. Dies ist
nicht bloB etwa eine Berufsgewohnheit des Mathe-
matikers; die Natur des Gegenstandes zwingt mich
aber durchaus zu diesem Vorgehen. Die Bergsonsche
Woelt hat keine Gesetze; die Welt, die Gesetze besitzt,
ist bloB das mehr oder weniger umgeformte Bild,
das sich die Gelehrten von ihr gebildet haben. Wenn
man sagt, daB die Natur von Gesetzen beherrscht
wird, so meint man, daB dieses Bild noch hin-
reichend mit ibhr dbereinstimmt. Und nur dieses
Bild diirfen wir zum Gegenstand unserer Uberlegung
machen, wenn wir nicht Gefahr laufen wollen, daB
sich sogar der bloBe Begriff des Gesetzes verfliich-
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tigt, der unserer Untersuchung zugrunde liegt. Dies
Bild aber ist zerleghar; man kann es in seine Ele-
mente zerlegen, man kann diese oder jene aduBeren
Momente, unabhingige Bestandteile unterscheiden.
Wenn ich das Bild auf das AuBerste vereinfacht und
die Zahl seiner Bestandteile moglichst herabgesetzt
habe, so bedeutet das nur einen graduellen Unter-
schied; es andert aber nichts an der Natur und der
Tragweite meiner Betrachtungen; nur die Darstellung
wurde dadurch kiirzer.

2. Raum und Zeit.

Eine der Ursachen, die mich veranlaBt haben, auf
eine Frage zuriickzukommen, die ich schon so oft
behandelt habe, ist die Umwélzung, die letzthin in
unseren Ansichten iiber Mechanik vor sich gegangen
ist. Ist das Relativitatsprinzip, so wie es Lorentz
versteht, nicht im Begriffe, uns eine durchaus neue
Vorstellung von Raum und Zeit nahezulegen und uns
zu zwingen, SchluBfolgerungen fallen zu lassen, die
bereits gesichert schienen? Wir haben gesagt, daB
die Geometrie zwar zweifellos auf Grundlage von
Erfahrungstatsachen ersonnen ist, aber in keinem
Abhangigkeitsverhalinis zu ihr steht, derart, daB,
wenn sie einmal aufgestellt ist, sie vor jeder Revision
geschiitzt ist und sich auBer der Reichweite neuer-

Poincaré, Letzte Gedanken. 3
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licher Angriffe seitens der Erfahrungstatsachen be-
findet. Scheinen nun aber die Beobachtungen, auf die
die neue Mechanik gegriindet ist, sie nicht erschiittert
zu haben? Um zu sehen, was man davon halten
muB, bin ich gezwungen, kurz auf einige Grund-
gedanken zuriickzugreifen, die ich in meinen friihe-
ren Schriften klarzulegen versucht habe.

Zunachst habe ich die Vorstellung zuriick-
gewiesen, daB es einen sogenannten Raumsinn gebe,
der uns veranlassen wiirde, unsere Sinneswahr-
nehmungen stets im Raume zu lokalisieren, dessen
Kenntnis aller Erfahrung vorausgehe und der schon
vor aller Erfahrung alle Eigenschaften des geome-
trischen Raumes besitze. Was ist dieser sogenannte
Raumsinn in Wirklichkeit? Was fiir eine Beobach-
tung stellen wir an, wenn wir wissen wollen, ob
irgend ein Geschopf ihn besitzt? Wir bringen irgend-
welche von ihm begehrte Gegenstinde in seine Um-
gebung und beobachten, ob es, chne umherzutappea,
Bewegungen auszufilhren vermag, die ihm den
Gegenstand zu erfassen gestatten. Und wie wissen
wir, daB die anderen Menschen mit diesem kost-
baren Raumsinn ausgestattet sind? Darum, weil
auch sie imstande sind, Muskelbewegungen aus-
zufiihren, um Gegenstinde zu erreichen, deren
Vorhandensein ihnen durch gewisse Sinneswahr-
nehmungen zur Kenntnis gelangte. Und was ist es
anderes, wenn wir den Raumsinn in unserem eigenen
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BewuBtsein feststellon? Auch in diesem Falle wissen
wir, daB wir bei Gegenwart verschiedener Sinnes-
wahrnehmungen imstande sind, Bewegungen auszu-
filhren, die uns die Gegenstinde, die wir als die
Ursache der Sinnesempfindungen ansehen, zu er-
reichen gestatten, und ferner, die Empfindungen zu
beeinflussen, sie zum Verschwinden zu bringen oder
sie zu steigern. Der einzige Unterschied ist nur der,
daB wir, um diese Erfahrung zu machen, es nicht
notig haben, die Bewegungen wirklich auszufiihren;
es geniigt, sie uns vorzustellen. Dieser Raumsinn,
den die Vernunft zu erfassen unfihig ware, konnte
nur irgend eine Macht sein, die in den Tiefen des
UnterbewuBtseins ruht, und diese Macht kénnte uns
daher nicht anders bekannt werden, als durch die
Tathandlungen, die sie hervorruft; und dies sind
gerade die Bewegungen, von denen wir eben ge-
sprochen haben. Der Raumsinn schrumpft also zu-
sammen zu einer stets gemeinsam auftretenden
Gruppe von gewissen Sinneswahrnehmungen und
gewissen Bewegungen oder den Vorstellungen dieser
Bewegungen. (Ist es noch notig, um eine immer von
neuem sich ergebende Zweideutigkeit zu verhiiten,
nochmals zu wiederholen, da8 ich darunter nicht die
Vorstellung der Bewegungen im Raume verstehe,
sondern die Vorstellung der Sinnesempfindungen, dia
sie begleiten?) .
Warum nun und in welchem MaBe ist der Raum

3*
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relativ? Es ist einleuchtend, daB, wenn alle Gegen-
stainde unserer Umgebung und unser Korper selbst,
ebenso wie unsere MeBinstrumente an eine andere
Stelle des Raumes gebracht wiirden, ohne ihre gegen-
seitige Entfernung zu verandern, wir dies nicht wahr-
nehmen wiirden; und dies geschieht in der Tat, in-
dem wir, ohne eine Spur einer Empfindung davon
zu haben, an der Bewegung der Erde teilnehmen.
Wiirden alle Kérper im selben Verhaltnis gré8er und
in gleicher Weise unsere MeBwerkzeuge, so wiirden
wir davon nicht das Geringste wahrnehmen. Wir
konnen so nicht nur die absolute Lage eines Korpers
im Raume nicht kennen, dergestalt, daB der Aus-
druck ,absolute Lage eines Objekts“ gar keinen Sinn
hat und nur von der Lage in bezug auf andere
Objekte gesprochen werden kann — sondern auch
die Bezeichnungen ,absolute GroBe“, ,,absolute Ent-
fernung"” zweier Punkte haben keinen Sinn; man darf
nur von dem Verhéltnis zweier GroBen, von dem
Verhéltnis zweier Entfernungen sprechen. Aber noch
mehr: nehmen wir an, da8 alle Korper nach irgend
einem bestimmten Gesetze, das verwickelter sei als
die vorgenannten, kurz nach irgend einem beliebigen
Gesetze, Gestaltsinderungen erleiden wiirden, und
daB gleichzeitig unsere MeBinstrumente nach dem-
selben Gesetze sich verdndert hatten, so waren wir
nicht im geringsten imstande, auch diese Verande-
rungen wahrzunehmen, so daB also der Raum in noch
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weit htherem MaBe relativ ist, als man gemeinhin
denkt. Wir konnen lediglich solche Gestaltsande-
rungen der Gegenstinde feststellen, die sich von
den gleichzeitigen Gestaltséinderungen unserer MeS-
apparate unterscheiden.

Unsere MeBinstrumente sind starre Korper; oder
vielmehr sie sind aus mehreren festen Koérpern ge-
bildet, deren Bestandieile gegeneinander beweglich
sind und deren gegenseitige Verschiebungen durch
Marken angezeigt werden, die an den Korpern an-
gebracht sind, oder durch Zeiger, die sich langs
unterteilter MaBstabe verschieben. Gerade in der
Ablesung dieser Angaben besteht die Beniitzung des
Instruments. Wir wissen dann, ob sich unser MeS-
instrument nach Art eines vollkommen starren Kor-
pers verhalten hat oder nicht, denn in ersterem Falle
sind die in Rede stehenden Angaben ungeandert.
Unsere Apparate wenden auch Linsen an, mit deren
Hilfe wir Lichtzeiger herstellen, so daB man sagen
kann, auch der Lichtstrahl ist eines unserer MeB-
werkzeuge.

Was lehrt uns unsere Raumvorstellung weiter?
Wir haben eben gesehen, daB sie sich auf ein stets
gemeinsames Auftreten gewisser Sinneswahrneh-
mungen und gewisser Bewegungen beschrénkt. Man
kann sagen, daB die GliedmaBen, mit denen wir die
Bewegungen ausfiihren, ebenfalls die Rolle von MeB-
werkzeugen spielen. Diese Werkzeuge, die weniger
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genau sind als die des Gelehrten, geniigen uns fiir
das alltagliche Leben, und mit ihnen hat das Kind,
hat der urspriingliche Mensch seinen Raum ge-
messen oder richtiger gesagt, aufgebaut, mit dem er
sich fiir die Bediirfnisse des taglichen Lebens zu-
frieden gibt. Unser Korper war unser erstes MeB-
werkzeug; wie alle anderen besteht auch er aus
festen, gegeneinander beweglichen Teilen, und ge-
wisse Empfindungen setzen uns von den gegen-
seitigen Verschiebungen der Teile in Kenntnis, so daB
wir wie bei einem kiinstlichen MeBwerkzeug wissen,
ob sich unser Leib wie ein vollkommen fester Kérper
verhalten hat oder nicht. Fassen wir zusammen:
unsere Instrumente, die das Kind der Natur, der
Forscher seinem Scharfsinn verdankt, enthalten als
Grundbestandteile den festen Koérper und den Licht-
strahl.

Hat unter diesen Umstinden der Raum iiberhaupt
geometrische Eigenschaften, die von den Werkzeugen,
die zu seiner Ausmessung gedient haben, unabhangig
sind? Er kann, wie wir gesagt haben, einer be-
liebigen Gestaltsénderung unterworfen werden, ohne
daB wir etwas davon merken, wenn nur unsere MeB-
instrumente dieser Verinderung gleichfalls unter-
liegen. In Wirklichkeit ist er daher gestaltlos, eine
schlaffe Form ohne Starrheit, die sich allem an-
schmiegen kann. Er hat keine Eigenschaften an
sich. Geometrie treiben heift demnach, die Eigen-



2. Raum und Zeit. ., 30

schaften unserer MeBwerkzeuge, also die Eigen-
schaften des festen Korpers, studieren.

Da nun aber unsere MeBwerkzeuge unvollkommen
sind, miiBte die Geometrie sich jedesmal #ndern,
wenn jene sich vervollkommnet héatten; die Kon-
strukteure miiBten auf ihre Prospekte setzen kdnnen:
»lch liefere einen Raum, der weit besser ist als der
meiner Konkurrenz, viel einfacher, viel bequemer,
viel gerdumiger!“ Wir wissen, daB dem nicht so ist;
wir werden also versucht sein zu sagen, da8 die
Geometrie das Studium der Eigenschaften sei, die
unsere MeBwerkseuge hitten, wenn sie vollkommen
wéren. Aber dazu wire es notwendig zu wissen,
was ein vollkommenes Werkzeug ist, und wir werden
es nicht wissen, bevor wir nicht eines haben, und
wir konnten es nicht definieren als mit Hilfe der
Geometrie; das wire aber ein circulus vitiosus. Wir
werden also sagen, daB8 die Geometrie die Erforschung
eines Systems von Gesetzen ist, die sich nur wenig
von denen unterscheiden, die unsere Instrumente
wirklich befolgen, die aber sehr viel einfacher sind;
Gesetze, die zwar nicht wirklich ein Naturobjekt
regieren, die aber dem Verstande einleuchten. In
diesem Sinne ist die Geometrie eine Sache der Uber-
einkunft, eine Art Ausgleich zwischen unserer Vor-
liebe fiir das Einfache und zwischen unserem
Streben, uns nicht zu weit von dem zu entfernen,
was uns unsere Instrumente lehren. Diese Uberein-
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kunft erklart gleichzeitig den Raum.und das voll-
kommene Instrument.

Das, was wir iiber den Raum gesagt haben, laBt
sich auch auf die Zeit anwenden. Ich will hier nicht
von der Zeit sprechen, wie sie die Schiiler Bergsons
auffassen, von jener Dauer, die, weit entfernt eine
QuantitatsgroBe bar aller Qualitat zu sein, sozusagen
die Qualitat selbst ist, deren einzelne Bestandstiicke,
die sich gegenseitig teilweise durchdringen, sich
qualitativ voneinander unterscheiden. Eine solche
Dauer kénnte kein Hilfsmittel in der Hand des For-
schers sein; diese Rolle kann sie nur spielen, wenn
sie einer tiefgreifenden Umformung unterzogen, wenn
sie ,verrdumlicht* wird, wie Bergson sagt. Sie
mubBte meBbar werden; was nicht gemessen werden
kann, kann auch nicht Gegenstand der Forschung
sein. Nun, die meBbare Zeit ist auch wesentlich
relativ. Wiirden sich alle Vorgénge verlangsamen,
und wire dasselbe mit unseren Uhren der Fall, dann
wiirden wir es nicht wahrnehmen, wie beschaffen
auch das Gesetz der Verlangsamung sei, wenn es
nur fiir alle Arten von Vorgiingen und fiir alle Uhren
das gleiche wire. Die Eigenschaften der Zeit sind
nichts anderes, als die der Uhren, so wie die Eigen-
schaften des Raumes nichts anderes sind als die der
MeBinstrumente.

Das ist aber noch nicht alles; die psychologische
Zeit, die Bergsonsche Dauer, aus der die Zeit des
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Naturforschers hervorgegangen ist, dient dazu, Vor-
gange einzureihen, die sich in einem und demselben
BewuBtsein abspielen; sie ist unvermégend, zwei
psychologische Phanomene, die sich in getrennten
BewuBtseinsinhalten abspielen, und a fortiori zwei
physikalische Ph#&nomene einzuordnen. Ein Vor-
gang ereigne sich auf der Erde, ein anderer am
Sirius; wie werden wir wissen, ob der erstgenannte
sich friiher, gleichzeitig oder spiter ereignet hat?
Dies kann nur durch eine Ubereinkunft ge-
schehen.

Man kann aber die Relativitit von Raum und
Zeit noch von einem ganz anderen Gesichtspunkt
aus ansehen. Betrachten wir die Gesetze, denen
die Welt unterworfen ist; sie kénnen durch Diffe-
rentialgleichungen ausgedriickt werden. Wir stellen
nun fest, daB die Gleichungen keine Anderung er-
fahren, wenn man die rechtwinkligen Koordinaten-
achsen verlegt, vorausgesetzt, daB es sich um feste
Achsen handelt; ebenso auch nicht, wenn man den
Anfangspunkt der Zeitmessung #ndert, oder wenn
man die rechtwinkligen, festen Achsen durch ein
Achsensystem ersetzt, das sich in geradliniger,
gleichformiger Bewegung befindet. Es sei mir ge-
stattet, die Relativitat eine psychologische zu
nennen, wenn sie von dem ersten Standpunkt ins
Auge gefaBt wird, und eine physikalische,
wenn es von dem zweiten Standpunkt aus geschieht.
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Aus allem folgt, wie man sieht, daB die physikalische
Relativitat sehr wesentlich gegeniiber der psycho-
logischen eingeschrinkt ist. Wir sagten zum Beispiel,
daB8 nichts geindert wéire, wenn man alle Langen
mit derselben Konstanten multiplizieren wiirde, nur
vorausgesetzt, daB die Multiplikation sich in gleicher
Weise auf alle Objekte und alle MeBapparate er-
strecke. Wenn wir aber alle Koordinaten mit der-
selben Konstanten multiplizieren wiirden, so konnten
unsere Differentialgleichungen sich gedndert haben.
Dies wire der Fall, wenn man sie auf bewegliche,
rotierende Achsen bezoge, da man dann die gewohn-
liche und die zusammengesetzte Fliehkraft einfiihren
miiBte. So kommt es, daB der Foucaultsche Versuch
die Erddrehung nachweisen konnte. Es liegt darin
etwas, woran sich unsere Vorstellung von der Rela-
tivitat des Raumes stoBt, eine Vorstellung, die auf
der psychologischen Relativitat aufgebaut ist und
diese Disharmonie erschien vielen Denkern sehr ver-
wirrend.

Untersuchen wir nun die Frage etwas naher. Allo
Teile des Weltganzen hingen miteinander zusammen
und selbst was in Siriusweiten sich abspielt, ist nicht
vollkommen ohne EinfluB auf die Vorgdnge bei uns.
Wenn wir also die Differentialgleichungen, nach
denen das Weltgeschehen sich vollzieht, ansetzen
wollten, so miiBten diese Gleichungen entweder not-
wendigerweise unexakt sein oder sie miiBten von
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dem Zustande der ganzen Welt abhangen. Es gibt
kein Gleichungssystem fiir die irdische Welt und ein

anderes fiir die Welt des Sirius sondern nur ein -

einziges, das sich auf das gesamte Universum be-
zieht,

Nun sind die Differentialgleichungen nicht un-
mittelbare Ergebnisse unserer Beobachtungen. Die
unmittelbare Ubersetzung der beobachtbaren Erschei-
nungen bilden endliche Gleichungen, und aus denen
sich die Differentialgleichungen durch Differentiation
herleiten. Die Differentialgleichungen werden nicht
geandert, wenn man eine der vorbesprochenen
Achsendnderungen vornimmt; nicht das gleiche ist
aber bei den endlichen Gleichungen der Fall; eine
Anderung der Achsen wiirde uns in der Tat zwingen,
die Werte der Integrationskonstanten zu &ndern. Das
Relativitatsprinzip bezieht sich daher nicht auf die
unmittelbar beobachtbaren endlichen Gleichungen,
sondern auf die Différentia]gleichungen.

Wie kann man nun von den endlichen Gleichungen
zu den Differentialgleichungen iibergehen, von denen
jene die Integrale sind? Man muB mehrere partiku-
lire Integrale, die sich durch die den Integrations-
konstanten beigelegten Werte unterscheiden, kennen,
um die Konstanten durch Differentiation zu elimi-
nieren. Eine einzige dieser Losungen ist in der Welt
realisiert, obwohl eine unbegrenzte Anzahl von mog-
lichen Lésungen vorhanden ist; um die Differential-
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gleichungen aufzustellen, miifte man nicht nur
wissen, was wirklich vorhanden, sondern was iiber-
haupt moglich ist.

Wenn wir nun nur ein System von Gesetzen
haben, das sich auf das ganze Universum erstreckt,
so wird uns auch die Beobachtung nur eine einzige
Losung liefern koénnen, eben die, die realisiert ist;
denn das Universum ist nur in einem einzigen Exem-
plar ausgefiihrt. Dies ist die erste Schwierigkeit.

Zufolge der psychologischen Relativitait des
Raumes konnen wir ferner nur das beobachten, was
unsere Apparate zu messen imstande sind; sie wer-
den uns beispielsweise die Entfernungen der Gestirne
und anderer Objekte liefern; sie werden uns aber
nicht deren Abstinde von festen oder beweglichen
Achsen angeben, deren Existenz einzig eine Sache
der Ubereinkunft ist. Wenn unsere Gleichungen
diese Koordinaten enthalten, so geschieht dies auf
Grund einer Fiktion, die bequem sein mag, die aber
doch nur eine Fiktion ist. Wollen wir, daB unsere
Gleichungen unmittelbar das wiedergeben, was wir
beobachten, dann miiBten die gegenseitigen Ent-
fernungen unter den unabhéngig Verinderlichen auf-
treten, und dann wiirden die iibrigen Verénderlichen
von selbst verschwinden. Das wére unser Prinzip
der Relativitat, aber es hat dann keinen Sinn mehr;
es sagt nur aus, daB wir in unsere Gleichungen Hilfs-
groBen, Parasiten, eingefiihrt haben, die nichts Erfa-
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bares vorstellon, und daB es moglich ist, sie zu
eliminieren.

Diese Schwierigkeiten verschwinden, wenn man
nicht an absoluter Strenge festhalt. Die verschie-
denen Teile des Weltganzen hangen zwar alle zu-
sammen, aber, wenn nur der Abstand gro8 genug ist,
so ist die Einwirkung so gering, daB man sie auBer
Betracht lassen darf; dann verteilen sich unsere
Gleichungen auf getrennte Systeme, von denen eines
nur die irdische Welt umfaBt, ein anderes die Welt
der Sonne, ein anderes die Welt des Sirius oder selbst
eine Welt, die so klein ist, daB sie auf dem Arbeits-
tische des Forschers Platz findet. ,

Dann aber ist es nicht mehr berechtigt, zu sagen,
daB die Welt nur in einem einzigen Exemplar vor-
handen ist; in einem Laboratorium konnen viele
Tische sein; es wird moglich sein, eine Beobachtung
wieder von vorn anzufangen, indem man die Be-
dingungen abéndert; man wird dann nicht mehr nur
eine einzige Losung kennen, die allein realisiert ware,
sondern eine groBe Anzahl moglicher Losungen, und
es wird leicht moglich sein, die endlichen Gleichungen
in Differentialgleichungen iiberzufiihren.

Andererseits kennen wir nicht nur die gegen-
seitigen Abstdnde der verschiedenen Ko&rper einer
dieser kleinen Welten, sondern auch ihre Absténde
von anderen, benachbarten kleinen Welten. Wir
konnen es nun so einrichten, daB nur die letzteren



46 2. Raum und Zeit.

allein sich &ndern, die ersteren aber ungedndert
bleiben. Dies lauft dann darauf hinaus, dag wir die
Achsen geandert haben, auf die die erstere der beiden
kleinen Welten bezogen ist. Die Sterne sind zu weit
entfernt, als daB sie unsere irdische Welt merklich
beeinflussen kénnten, aber wir sehen sie und dank
dieses Umstandes konnen wir die irdische Welt auf
Achsen beziehen, die an den Sternen festgelegt sind;
wir haben daher ein Mittel, zu gleicher Zeit die
gegenseitigen Abstinde der irdischen Korper zn
messen und ihre Koordinaten in bezug auf ein System,
das von der irdischen Welt unabhéngig ist. Das
Prinzip der Relativitit gewinnt so einen Sinn: es
wird verifizierbar.

Beachten wir jedenfalls, daB wir dieses Ergebnis
nur erhalten haben durch Vernachliassigung gewisser
Einwirkungen und daB wir deshalb unser Prinzip
nur als eine Annadherung auffassen; wir legen ihm
absolute Geltung bei, da wir sehen, daB es tatsach-
lich richtig bleibt, wie weit auch unsere kleinon
Welten voneinander entfernt sein mégen; deshalb
sind wir iibereingekommen, zu sagen, es habe Geltung
fiir die exakten Gleichungen des Universums. Diese
Ubereinkunft wird sich niemals als falsch erweisen
konnen, da das Prinzip, auf das gesamte Universum
angewendet, eben unverifizierbar ist.

Kehren wir nun zu dem Fall zuriick, von dem
wir eben gesprochen haben; ein System sei einmal
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auf ruhende, ein andermal auf rotierende Achscn
bezogen; werden die Gleichungen, die das System
beherrschen, sich andern? Jawohl, antwortet die
gewohnliche Mechanik; aber ist das erschopfend?
Was wir beobachten, sind nicht die Koordinaten der
Korper, sondern ihre gegenseitigen Abstinde. Wir
werden daher versuchen kénnen, die Gleichungen zu
bilden, denen jene Abstinde gehorchen, indem wir
die iibrigen GroBen, die nur Hilfsvariable und der
Beobachtung unzuginglich sind, eliminieren. Diese
Elimination ist stets moglich; nur gelangen wir, wenn
wir die Koordinaten beibehalten, zu Differential-
gleichungen zweiter Ordnung; die Gleichungen hin-
gogen, die wir nach Ausschaltung dessen, was nicht
beobachtibar ist, erhalten, werden von dritter Ordnung
sein; sie werden daher einer grofleren Machtig-
keit von Moglichkeiten Raum geben. Dann aber
fiigt sich das Prinzip der Relativitait auch diesem
Falle ein; geht man von ruhenden zu rotierenden
Achsen iiber, so éndern sich die Gleichungen dritter
Ordnung nicht. Das, was sich #ndert, sind die
Gleichungen zweiter Ordnung, die die Koordinaten
definieren. Da die letzteren sozusagen die Integral-
gleichungen der ersteren sind, enthalten sie, wie alle
Integralgleichungen, die aus Differentialgleichungen
hergeleitet sind, eine Integrationskonstante, und diese
Konstante ist es, die sich &ndert, wenn man von
ruhenden zu rotierenden Achsen iibergeht. Da wir
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aber unser System als vollkommen isoliert im Raume
betrachten, sobald wir es als das gesamte Universum
ansehen, haben wir kein Mittel, um festzustellen, ob
es rotiert; es sind daher wohl die Gleichungen drittar
Ordnung die, die unsere Beobachtungen zum Aus-
druck bringen.

Anstatt das gesamte Universum zu betrachten,
fassen wir jetzt die kleinen Teil-Welten ins Auge,
die aufeinander keine mechanischen Wirkungen aus-
iiben, von denen aber die eine fiir die andere sicht-
bar ist. Rotiert eine dieser Welten, so werden wir
sehen, daB sie es tut; wir werden den Wert kennen,
den wir der eben besprochenen Konstanten ent-
sprechend der Umdrehungsgeschwindigkeit beizu-
legen haben, und aus diesem Grunde erweist sich
die Ubereinkunft als berechtigt, die gewdhnlich von
den Vertretern der Mechanik gemacht wird.

Man sieht daraus, was der Sinn des physikalischa2
Relativitatsprinzips ist; es ist nicht eine bloBe Uber-
einkunft. Es ist der Verifikation fahig und hatte
sich demnach auch nicht bewahrheiten konnen. Es
ist eine experimentelle Tatsache; was ist nun der
Sinn dieser Tatsache? Es ist leicht, aus ihm die
vorausgegangenen Uberlegungen abzuleiten. Es sagt
aus, daB die gegenseitige Einwirkung zweier Korper
gegen Null konvergiert, wenn sie sich unbegrenzt
voneinander entfernen; da8 zwei emtfernte Welten
sich so verhalten, als ob sie voneinander unabhéngig
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waren. Man sieht nun besser ein, warum das
physikalische Prinzip der Relativitat eine geringere
Ausdehnung hat als das psychologische; es ist nicht
eine blo8e Denknotwendigkeit; es ist eine Erfahrungs-
tatsache und die Erfahrung setzt ihr Schranken.

Das physikalische Relativitatsprinzip kann dazu
dienen, den Raum zu definieren; es gibt uns auch
ein neues MeBinstrument an die Hand. Ich will mich
ausfiihrlicher ausdriicken: Wieso konnte uns der
feste K6rper dazu dienen, zu messen, oder vielmehr
den Raum aufzubauen? Dadurch, daB wir einen festen
Korper aus einer Lage in eine andere bringen, konnen
wir feststellen, daB er sich zunéchst mit einer Figur
und dann mit einer anderen zur Deckung bringen
188t und wir kommen iiberein, diese beiden Figuren
als gleich anzusehen. Aus dieser Ubereinkunft ent-
springt die Geometrie. Jeder moglichen Lage#dnde-
rung des festen Koérpers entspricht auch eine Trans-
formation des Raumes selbst, die die Gestalt und
GroBe der Figuren ungeindert liBt; und die Geo-
metrie ist nichts als die Kenntnis der gegenseitigen
Beziehungen dieser Transformationen, oder, um die
Sprechweise der Mathematik zu gebrauchen, sie ist
das Studium der Struktur der Gruppe der Be-
wegungen des festen Korpers.

Dies vorausgesetzt, gibt es noch eine andere
Gruppe, die der Transformationen, denen gegeniiber
unsere Differentialgleichungen invariant bleiben. Es

Poincaré, Letzte Gedanken. 4
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gibt noch einen anderen Weg, um die Gleichhei} zweier
Figuren zu definieren: Wir werden nicht mehr sagen:
zwei Figuren sind gleich, wenn ein fester Korper sich
mit der einen und dann mit der anderen zur Deckung
bringen 1aBt; sondern: zwei Figuren sind gleich,
wenn ein und dasselbe mechanische System, das von
benachbarten Systemen hinreichend entfernt ist, um
als isoliert angesehen werden zu konnen, zunéchst
auf die Form gebracht, in der seine verschiedenen
Massenpunkte die erstere Figur darstellen und dann
auf die, in der sie die andere darstellen, sich in
gleicher Weise verhalt.

Unterscheiden sich diese beiden Auffassungen
wesentlich voneinander? Nein; ein fester Korper
nimmt seine Gestalt an unter dem Einflu8 der gegen-
seitigen Anziehungs- und AbstoBungskrafte seiner
einzelnen Molekiile; und dieses Kraftesystem muB
sich im Gleichgewicht befinden. Den Raum in der
Weise zu definieren, daB ein fester Korper seine
Gestalt bei jeder Verschiebung beibehalt, heiBt ihn
in der Weise festlegen, daB die Gleichungen des
Gleichgewichts dieses Korpers durch eine Verande-
rung der Achsen ungeandert bleiben. Diese Gleich-
gewichtsbedingungen nun sind nur ein besonderer
Fall der allgemeinen Gleichungen der Dynamik, die
nach dem physikalischen Relativitatsprinzip durch
eine Achsentransformation nicht geandert werden
diirfen.
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Ein fester Kérper ist ein mechanisches System
wie ein anderes; der einzige Unterschied zwischen
unserer alten Raumdefinition und der neuen ist, daB
diese etwas umfassender ist, in dem Sinne, da sie
uns gestattet, den festen Korper durch irgend ein
beliebiges anderes mechanisches System zu ersetzen.
Ferner definiert die neue Ubereinkunft nicht nur den
Raum, sie definiert auch die Zeit. Sie lehrt uns, was
es bedeutet, daB zwei Augenblicke gleichzeitig sind,
daB zwei Zeitspannen gleich lang sind oder daB die
eine doppelt so lang ist als die andere.

Eine letzte Bemerkung: Das physikalische Rela-
tivitdtsprinzip haben wir als eine Experimental-
tatsache bezeichnet, mit demselben Rechte wie die
Eigenschaften des festen Korpers. Wie diese ist es
einer unablassigen Revision unterworfen; die Geo-
metrie nun muB dieser Revision entzogen sein; damit
sie selbst wieder zur Konvention werde, ist es not-
wendig, daB das Relativitatsprinzip als Konvention
betrachtet werde. Wir haben gesagt, was sein
experimenteller Sinn ist; es sagt uns, daB die
gegenseitige Einwirkung weit entfernter Systeme
gegen Null konvergiert, wenn man ihren Abstand
unbegrenzt vergroBert. Die Erfahrung lehrt uns, da8
dies mit groBer Anniherung richtig ist, sie kann uns
aber nicht sagen, ob es exakt richtig ist, denn der
Abstand zweier Systeme bleibt stets endlich.

Nichts hindert uns, anzunehmen, da8 die Richtig-

4#
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keit eine vollkommene ist. Selbst dann wére kein
Hindernis hierfiir vorhanden, wenn die Erfahrung
anfangs dem zu widersprechen schiene. Nehmen
wir an, es habe sich gezeigt, daB die gegenseitige
Einwirkung, nachdem sie zunéichst bei wachsender
Entfernung kleiner geworden war, bei weiterem
Anwachsen der Entfernung wieder zunehme. Nichts
wiirde uns in diesem Falle hindern, anzunehmen,
daB fiir noch gré8ere Entfernungen die Wirkung
neuerlich abnimmt, um endgiiltig gegen Null zu kon-
vergieren. Das Prinzip selbst erscheint uns mithin
als eine Ubereinkunft und ist mithin Angriffen seitens
der Erfahrung entzogen. Es handelt sich um eine
Ubereinkunft, die uns durch die Erfahrung nahe-
gelegt wird, fiir die wir uns aber aus freien Stiicken
entscheiden.

Worin besteht also die Umwélzung, die wir den
neuesten Fortschritten der Physik verdanken? Das
Prinzip der Relativitat in seiner alten Gestalt muBte
fallen gelassen werden und wurde ersetzt durch das
Relativitatsprinzip von Lorentz. Die Gruppe der
Lorentztransformationen besitzt die Eigenschaft, die
Differentialgleichungen der Dynamik ungeandert zu
lassen. Nehmen wir an, unser System sei nicht auf
feste Achsen, sondern auf Achsen, denen eine fort-
schreitende Bewegung zukommt, bezogen, so folgt
mit Notwendigkeit, daB alle Korper eine Gestalts-
anderung erleiden. Eine Kugel z. B. wird zu einem
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Ellipsoid, dessen kleine Achse mit der Bewegungs-
richtung des Achsensystems iibereinstimmt. Es
folgt weiter, daB auch der Zeitbegriff selbst eine
durchgreifende Anderung erfahren hat. Betrachten
wir zwei Beobachter, von denen der eine auf ein
festes, der andere auf ein bewegtes Achsensystem
sich bezieht, die aber beide glauben, sich in Ruhe zu
befinden. Ein Korper, den der eine als Kugel an-
sieht, erscheint dem anderen als Ellipsoid. Ja noch
mehr: Zwei Geschehnisse, die der erstere als gleich-
zeitig bezeichnet, sind es nicht mehr fiir den
letzteren.

Alles Geschehen lauft so ab, als ob die Zeit eine
vierte Dimension des Raumes ware und als ob der
vierdimensionale Raum, der sich aus der Zusammen-
stellung des gewdhnlichen Raumes und der Zeit er-
gibt, nicht nur um eine Achse des gewdhnlichen
Raumes gedreht werden konnte, derart, daB die Zeit
sich nicht andert, sondern um eine ganz beliebige
Achse. Damit der Vergleich mathematisch einwand-
frei ist, miiBten dieser vierten Raumkoordinate rein-
imaginare Werte beigelegt werden; die vier Punkt-
koordinaten unseres neuen Raumes wiren also nicht
%, y, z und ¢, sondern 7, y, z und ¢)/ —1. Aber ich
will bei diesem Punkt nicht weiter verweilen; wesent-
lich ist, daB nach der neuen Vorstellung Raum und
Zeit nicht mehr zwei durchaus wesensverschiedene
Dinge sind, die man getrennt ins Auge fassen kann,
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sondern zwei Seiten einer und derselben Sache, die
80 eng miteinander verkniipft sind, daB man sie nicht
leicht mehr trennen kann.

Noch eine andere Bemerkung. Ich habe friiher
einmal die Beziehung zwischen zwei Ereignissen, die
sich auf verschiedenen Schauplatzen abspielen, da-
durch festzulegen versucht, daB ich sagte, da8 das
Ereignis als das frithere anzusehen ist, das Ursache
des anderen sein konnte. Diese Definition wird un-
zulanglich; denn nach der neueren Mechanik gibt es
keine Wirkung, die sich augenblicklich fortpflanzt;
die groBte Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist die des
Lichtes. Unter diesen Umstinden kann es eintreten,
daB (zufolge bloSer Betrachtung von Raum und Zeit)
ein Ereignis A weder Wirkung noch Ursache des
Ereignisses B sein kann, wenn der ortliche Abstand,
in dem sie sich abspielen, so groB ist, daB das Licht
in der zur Verfiigung stehenden Zeit weder vom
Orte B nach dem Orte 4, noch vom Orte 4 nach dem
Orte B sich fortpflanzen konnte.

Welche Stellung haben wir nun angesichts der
neuen Vorstellungen einzunehmen? Sind wir ge-
zwungen, unsere SchluBfolgerungen umzuformen?
GewiB nicht! Wir haben eine Ubereinkunft an-
genommen, weil sie uns bequem schien, und gesagt,
daB nichts uns zwingen konnte, sie aufzugeben.
Heute wollen manche Physiker eine neue Uberein-
kunft annehmen. Nicht, als ob sie dazu gezwungen
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waren; sie sind der Ansicht, da8 diese Ubereinkunft
bequemer ist; das ist alles. Wer nicht dieser An-
sicht ist, kann mit voller Berechtigung bei der alten
bleiben, um sich nicht in seinen gewohnten Vor-
stellungen storen zu lassen. Ich glaube, unter uns
gesagt, daB man es noch lange Zeit tun wird.

3. Warum der Raum dreidimensional ist.

§ 1. — Die Analysis situs und das Kontinuum.

Man unterscheidet im allgemeinen zwei Arten von
Geometrie, die messende und die projektive. Die
messende Geometrie paut sich auf dem Begriff des
Abstandes auf; zwei Gebilde werden dort als gleich-
wertig angesehen, wenn sie ,gleich“ sind in dem
Sinne, den die Mathematiker diesem Worte beilegen.
Die projektive Geometrie ruht auf dem Begriff der
geraden Linie. Zur Aquivalenz zweier Gebilde ist
es hier nicht notwendig, da8 sie gleich sind, sondern
nur, daB sie sich durch eine projektive Transfor-
mation auseinander herleiten lassen, daB das eine
sozusagen ein perspektivisches Bild des anderen ist.
Oft hat man diesen zweiten Teil der Wissenschaft
als qualitative Geometrie bezeichnet; er ist es auch
wirklich, wenn man ihn dem ersten gegeniiberstellt,
denn es ist klar, daB das MaB, also die Quantitat, hier
keine so wichtige Rolle spielt. Es ist indes nicht
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durchaus so. Die Tatsache, daB eine Linie eine
Gerade ist, ist nicht rein qualitativ; man kann nicht
foststellen, daB eine Linie eine Gerade ist, ohne eine
Messung auszufiihren, oder ein Instrument an ihr
entlang gleiten zu lassen, daB man als Lineal be-
zeichnet und das auch eine Art MeBwerkzeug dar-
stellt.

Aber es gibt noch einen dritten Zweig der Geo-
metrie, in dem die Quantitat vollkommen beiseite
gesetzt ist und der rein qualitativ ist, die Analysis
situs. In dieser Wissenschaft sind zwei Gebilde
immer dann gleichwertig, wenn man von dem einen
zu dem andern durch eine stetige Gestaltsanderung
gelangen kann, wie beschaffen auch das Gesetz, nach
dem die Gestaltsinderung erfolgt, sein mag, sobald
es nur die Bedingung der Stetigkeit erfiilll. So ist
ein Kreis gleichwertig einer Ellipse oder selbst einer
beliebigen in sich geschlossenen Kurve; er ist aber
nicht gleichwertig einem begrenzten Stiick einer
Geraden, weil dieses nicht in sich geschlossen ist.
Eine Kugel ist einer beliebigen konvexen Oberfliche
gleichwertig; aber nicht einem Wulst, denn ein Wulst
hat ein Loch und eine Kugel hat kein Loch. Denken
wir uns irgend eine beliebige Vorlage und die
Wiedergabe eben dieser Vorlage durch einen un-
geschickten Zeichner; die Verhiltnisse sind verandert,
die Geraden, die eine unsichere Hand gezogen hat,
haben wunderliche Abweichungen erfahren und
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zeigen verungliickte Krilmmungen. Wie vom Stand-
punkt der messenden, so von dem der projektiven
Geometrie sind diese beiden Gebilde nicht gleich-
wertig; sie sind es jedoch vom Standpunkt der
.Analysis situs.

Die Analysis situs ist fiir die Geometrie auBer-
ordentlich wichtig; sie schenkt ihr eine Reihe von
Sitzen, die ebensogut miteinander verkettet sind wie
die des Euklid. Aus der Gesamtheit ihrer Satze hat
Riemann eine der bemerkenswertesten und tief-
griindigsten Theorien der reinen Analysis aufgebaut.
Ich fiihre zwei ihrer Lehrsiatze an, um das Wesen
der Sache klar zu machen: Zwei ebene in sich ge-
schlossene Kurven schneiden sich in einer geraden
Anzahl von Punkten; wenn ein Polyeder konvex ist,
das heiBt, wenn jede auf seiner Oberfliche gezogene,
in sich geschlossene Kurve die Oberfliche in zwei
getrennte Teile zerschneidet, so ist die Zahl der
Kanten gleich der der Ecken mehr der der Fléchen,
vermindert um 2. Dieser Satz bleibt richtig, auch
wenn die Kanten und die Flachen irgendwie ge-
kriimmt sind.

Was nun gerade die Analysis situs fiir uns von
Wichtigkeit erscheinen laft, ist das, daB gerade sie
die wirkliche geometrische Anschauung vermittelt.
Wenn man bei einem Lehrsatz der messenden Geo-
metrie sich auf diese Anschauung beruft, so ge-
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schieht es, weil es unméglich ist, die metrischen
Eigenschaften eines Gebildes losgelost von seinen
qualitativen Eigenschaften zu untersuchen, also von
jenen, die das eigentliche Gebiet der Analysis situs
bilden. Man hat oft gesagt, daB die Geometrie die
Kunst ist, gute Uberlegungen iiber schlecht gemachte’
Figuren anzustellen. Das ist keine Schnurre, sondern
eine Wahrheit, die des Nachdenkens lohnt. Was ist
nun eine schlecht gemachte Figur? Es ist eine
solche, wie sie der ungeschickte Zeichner anfertigen
konnte, von dem wir eben gesprochen haben. Er
verandert mehr oder weniger groblich die Verhalt-
nisse; seine Geraden sind unruhige Zickzacklinien;
seine Kreise haben miBgestaltete Buckel. All das
aber macht nichts aus, es wird den Geometer nicht
storen und ihn nicht hindern, richtige Uberlegungen
daran anzustellen.

Aber unser unerfahrener Zeichner darf nicht eine
geschlossene Kurve durch eine offene wiedergeben,
oder drei Linienziige, die sich in einem Punkte
schneiden, durch drei andere, die keinen Punkt ge-
meinsam haben, oder eine Oberfliche, die eine
Offnung hat, durch eine Oberfliche ohne Offnung.
Dann konnte man sich seiner Zeichnung nicht mehr
bedienen, und die Betrachtung ware unmoglich ge-
worden. Die Anschauung wire nicht gestért worden
durch Fehler in der Zeichnung, die die messende oder
die projektive Geometrie angehen, sie wird aber un-



8. Warum der Raum dreidimensional ist. 59

moglich, sobald sich die Fehler auf die Analysis situs
beziehen.

Diese auBerordentlich einfache Betrachtung lehrt
uns die wirkliche Rolle der geometrischen Anschauung
kennen; um diese Anschauung zu unterstiitzen, hat
es der Geometer notig, seine Gebilde aufzuzeichnen,
oder sie wenigstens im Geiste vorzustellen. Wenn er
sich nun iiber die metrischen oder projektivischen
Eigenschaften seiner Figuren hinwegsetzt und sich
lediglich an ihre rein qualitativen Eigenschaften halt,
so geschieht es, weil nur sie in Wahrheit die geo-
metrische Anschauung vermitteln. Nicht als ob ich
sagen wollte, die metrische Geometrie beruhe auf der
Logik allein und vermittle gar keine Tatsachen der
Anschauung; aber es sind Anschauungen einer
anderen Art, dhnlich denen, die eine wesentliche
Rolle in der Arithmetik und Algebra spielen.

Die Grundvoraussetzung der Analysis situs ist,
daB der Raum ein dreidimensionales Kontinuum ist.
Den Ursprung dieser Voraussetzung habe ich an
anderer Stelle untersucht, aber in sehr gedrangter
Form, und es erscheint mir nicht nutzlos, darauf im
einzelnen zuriickzukommen, um gewisse Punkte klar-
zustellen.

Der Raum ist relativ; ich will damit sagen, da8
wir nicht nur an eine andere Stelle des Raumes
geschafft werden konnten, ohne es wahrzunehmen
(und es geschieht tatséchlich, indem wir die Fort-
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bewegung der Erde nicht merken), daB nicht nur alle
MaBe der Gegenstinde im selben Verhiltnis ver-
groBert werden konnten, ohne daB wir es wiiBten,
wenn nur unsere MeBwerkzeuge an dieser VergriBe-
rung teilnehmen; sondern ich will vielmehr sagen,
daB der Raum nach einem ganz beliebigen Gesetz
verdndert werden konnte, vorausgesetzt, daB auch
alle unsere MeBapparate genau derselben Verinde-
rung unterliegen wiirden.

Diese Verinderung konnte ganz beliebig sein, sie
miiBte indessen eine stetige sein, also sozusagen eine
solche Veranderung, die ein Gebilde in ein anderes,
vom Standpunkte der Analysis situs #quivalentes
Gebilde verwandelt. Der Raum hat, unabhangig von
unseren MeS8instrumenten betrachtet, daher weder
metrische noch projektivische Eigenschaften; er hat
nur topologische Eigenschaften, also solche, mit
denen sich die Analysis situs befaBt. Er ist ge-
staltlos, das heiBt er unterscheidet sich in nichts
von dem Raume, der aus ihm durch eine beliebige
stetige Umformung entsteht. Ich suche mich durch
Anwendung der mathematischen Sprechweise ver-
standlich zu machen. Es seien zwei Riume E und
E’ gegeben; der Punkt ¥ des Raumes E entspreche
einem Punkte M’ des Raumes E’. Der Punkt M hat
zu rechtwinkligen Koordinaten z, ¥ und z; der Punkt
M’ hat zu rechtwinkligen Koordinaten irgend welche
beliebige stetige Funktionen von z, ¥ und 2. Diese
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beiden Raume unterscheiden sich von dem von uns
eingenommenen Gesichtspunkt aus nicht.

Wie das Hinzutreten unserer MeBwerkzeuge und
insbesondere des festen Korpers dem Denken Anla8
gibt, diesen gestaltlosen Raum naher zu bestimmen
und vollstandiger auszugestalten; wie es ermoglicht,
in der projektiven Geometrie ein Netz von Geraden
zu ziehen, in der metrischen Geometrie die Abstande
dieser Punkte zu messen; welche wesentliche Rolle
bei diesen Vorgingen der fundamentale Begriff der
Gruppe spielt, all das habe ich ausfiihrlich an anderer
Stelle dargelegt. Ich setze diese Punkte als bekannt
voraus und kann nicht auf sie zuriickkommen.

Unser Gegenstand hier ist allein der gestaltlose
Raum, den die Analysis situs untersucht, der einzige
Raum, der unabhéngig von unseren MeBwerkzeugen
ist und dessen Grundeigenschaft, ich mdchte sagen,
dessen einzige Eigenschaft es ist, ein dreidimensio-
nales Kontinuum zu sein.

§ 2. — Das Kontinuum und die Schnitte.

Was ist nun aber ein =-dimensionales Kon-
tinuum? Worin unterscheidet es sich von einem
Kontinuum, dessen Dimensionzahl gréBer oder kleiner
ist? Rufen wir uns zundchst einige Ergebnisse
ins Gedachtnis, die jiingst von Schiilern Cantors er-
halten wurden. Es ist méglich, die Punkte einer
Geraden eindeutig auf die einer Ebene zu beziehen,
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oder allgemeiner die eines Kontinuums von n-Dimen-
sionen auf die eines Kontinuums von p-Dimensionen.
Dies ist moglich, vorausgesetzt, daB man nicht an
der Forderung festhalt, daB zwei unendlich benach-
barten Punkten der Geraden zwei ebenfalls unendlich
benachbarte Punkte der Ebene entsprechen sollen,
das heiBt, wenn man die Bedingung der Kontinuitat
fallen last.

Man kann also die Gerade in der Weise de-
formieren, da8 man aus ihr eine Ebene erhailt,
vorausgesetzt daB die Transformation keine stetige
ist. Es wire dies jedoch im Gegenteil unmoglich
mittels einer stetigen Umformung. Die Frage nach
der Zahl der Dimensionen ist somit eng verkniipft
mit dem Begriff der Stetigkeit und sie héafte gar
keinen Sinn, wenn man von diesem Begriff ab-
strahieren wollte.

Um das n-dimensionale Kontinuum festzulegen,
haben wir zunichst die analytische Definition zur
Verfiigung; ein Kontinuum von n-Dimensionen ist
hiernach die Gesamtheit von # voneinander unab-
hangig veranderlichen GroBSen, die fiahig sind, alle
reellen Werte anzunehmen, die gewissen Un-
gleichungen geniigen. Diese Definition ist vom
mathematischen Standpunkt aus unanfechtbar, sie
wird uns aber gleichwohl nicht vollkommen be-
friedigen konnen. In einem Kontinuum sind die
einzelnen Koordinaten nicht sozusagen neben-




8. Warum der Raum dreidimensional ist. 63

einandergestellt, sie sind vielmehr untereinander
verkniipft in der Weise, daB sie nur verschiedene
Seiten eines einzigen Ganzen ausmachen. Alle
Augenblicke machen wir bei raumlichen Unter-
suchungen das, was man eine Koordinatentransfor-
mation nennt; zum Beispiel wir fiilhren eine Ver-
legung der rechtwinkligen Achsen aus oder wir
gehen zu krummlinigen Koordinaten iiber. Unter-
suchen wir irgend ein anderes Kontinuum, so fiihren
wir auch Koordinatentransformationen durch, das
heiBt, wir ersetzen die n-Koordinaten durch 7z be-
liebige, stetige Funktionen dieser n-Koordinaten.
Fiir uns, die wir den Begriff des n-dimensionalen
Kontinuums nicht aus der vorerwihnten analyti-
schen Definition, sondern aus einer tieferen Quells
herleiten, erscheint dieser Vorgang ganz natur-
gemaB; wir nehmen wahr, daB er d a s nicht andert,
was dem Kontinuum wesentlich ist. Fiir jemanden
hingegen, der das Kontinuum nur aus seiner analy-
tischen Definition kennen wiirde, ware dieser Vor-
gang zwar zweifellos zuldssig, aber seltsam und
wenig gerechtfertigt.

SchlieBlich setzt sich die analytische Definition
iiber den in der Anschauung wurzelnden Ursprung
des Begriffs eines Kontinuums hinweg und iiber all
den Reichtum, den dieser Begriff in sich birgt. Sie
gehort zu der Art von Definitionen, die so oft in der
Mathematik aufgestellt werden, seit man das Streben
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hat, diese Wissenschaft zu ,arithmetisieren“. Diese
vom Standpunkt des Mathematikers, wie wir gesagt
haben, unantastbaren Definitionen werden dem
Denker nicht voll Geniige leisten. Sie ersetzen den zu
definierenden Gegenstand und den intuitiven Begriff
dieses Gegenstandes durch eine aus &uBerst einfachen
Bausteinen errichtete Konstruktion; man sieht sehr
wohl, daB man die Konstruktion mit diesen Bau-
steinen auszufiihren vermag, man sieht aber auch
gleichzeitig, da8 man es mit noch vielen anderen
ebensogut vermdchte; was aber die Definition nicht
erkennen laBt, ist der tiefere Grund, weshalb man die
Bausteine gerade in dieser Weise aneinandergefiigt
hat und nicht in einer anderen. Ich will nicht sagen,
daB diese ,Arithmetisierung®“ der Mathematik etwas
Schlechtes sei, ich sage, daB sie die Sache nicht er-
schopft.

Ich mochte die Bestimmung der Anzahl der
Dimensionen auf den Begriff des Schnittes aui-
bauen. Fassen wir zunichst eine geschlossene Kurve,
also ein eindimensionales Kontinuum ins Auge. Be-
zeichnen wir auf dieser Kurve zwei beliebige Punkte,
die zu iiberschreiten nicht gestattet sein soll, so wird
die Kurve dadurch in zwei getrennte Teile zer-
schnitten, und es wird nicht moglich sein, von einem
Teil zu dem anderen zu gelangen, indem man auf
der Kurve verbleibt, ohne einen der verbotenen
Punkte zu iiberschreiten. Es sei dagegen eine in sich
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geschlossene Oberfliche gegeben, die ein Kontinuum
von zwei Ausdehnungen darstellt; wir werden auf
dieser Flache ein, zwei, ja eine beliebige Anzahl von
Punkten verzeichnen koénnen, die Flache wird da-
durch doch nicht in zwei getrennte Stiicke zerfallen,
es wird moglich bleiben, von einem beliebigen Punkte
der Flache zu einem beliebigen anderen Punkte zu
golangen, ohne an ein Hindernis zu stoBen, da es
stets moglich sein wird den verbotenen Punkten aug
zuweichen.

Ziehen wir aber auf der Flache eine oder mehrere
geschlossene Kurven und fassen diese als ,,Schnitte*
auf, deren Uberschreitung unzuléissig sein soll, so
wird es sich zeigen, daB dadurch unsere Flache in
mehrere getrennte Teile zerfallen ist.

Gehen wir jetzt zu dem Raume iiber. Man wird
nicht imstande sein, ihn in mehrere Teile zu zer-
legen, weder indem man das Uberschreiten be-
stimmter Punkte, noch das bestimmter Linien fiir
unzulassig erklart; stets wird man imstande sein,
diesen Hindernissen auszuweichen. Es wird not-
wendig sein, das Uberschreiten bestimmter Fliachen
auszuschlieBen, das heiBt, zweidimensionale Schnitte
zu fithren; und das ist der Grund, weshalb wir sagen,
daB der Raum dreidimensional ist.

Wir wissen nun, was ein n-dimensionales Kon-
tinuum ist. Bin Kontinuum besitzt n-Dimensionen,
wenn man es in mehrere getrennte Teile zerlegen

Poincaré, Letzte Gedanken. 5
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kann, dadurch, da8 man einen oder mehrere Schnitte
fithrt, die selbst Kontinua von 7 — 1-Dimensionen
sind. Das n-dimensionale Kontinuum zeigt sich so
durch das Kontinuum von 7z — 1-Dimensionen defi-
niert; es ist dies eine Definition durch Rekursion.

Was mir Vertrauen zu dieser Definition gibt und
mir zeigt, daB sich die Sache so auch dem natiir-
lichen Denken darbietet, ist in erster Linie der Um-
stand, daB viele Verfasser elementarer Lehrbiicher,
denen eine Spitzfindigkeit fernliegt, in der Einleitung
ihrer Abhandlung etwas Ahnliches getan haben. Sie
definieren die geometrischen Korper als Teile des
Raumes, die Flachen als Begrenzung der Korper, die
Linien als Begrenzung der Flachen, die Punkte als
die der Linien; hierbei bleiben sie stehen. Die Ana-
logie liegt auf der Hand. Auch in anderen Teilan
der Analysis situs finden wir die wichtige Bedeutung
des Schnittes wieder vor; es ist der Schnitt, auf dem
sich alles aufbaut. Was unterscheidet zum Beispiel
nach Riemann den Wulst von der Kugel? Der Um-
stand, daB man auf der Kugel keine geschlossene
Kurve ziehen kann, ohne die Fliche in zwei Teile
zu zerschneiden; wahrond es geschlossene Kurven
gibt, welche den Wulst nicht entzwei schneiden und
es somit notwendig ist, zwei in sich geschlossene
Schnitte, die keinen Punkt miteinander gemeinsam
haben, zu fiihren, um sicher zu sein, da8 man die
Fliache zerteilt hat.

-
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Noch ein Punkt bleibt zu besprechen. Die Kon-
tinua, von denen wir gesprochen haben, sind mathe-
matische Kontinua. Jeder ihrer Punkte ist ein von
den anderen vollkommen verschiedenes Individuum
und iiberdies vollkommen unteilbar. Die Kontinua,
von denen uns unsere Sinne unmittelbar in Kenntnis
setzen, und die ich physische Kontinua genannt habe,
sind ganz anders beschaffen. Das Gesetz dieser
Kontinua ist das FFechnersche Gesetz, das ich von
dem umstiandlichen mathematischen Apparat, der es
gewohnlich umkleidet, losschilen mochte, indem ich
es auf den schlichten Ausdruck der experimentellen
Daton, auf denen es beruht, zuriickfiihre. Man
kann nach der Empfindung ein Gewichtsstiick von
10 Gramm von einem Gewichtsstiick von 12 Gramm
unterscheiden; trotzdem konnte man ein Gewichts-
stiick von 11 Gramm weder von dem von 10 Gramm
Gewicht noch von dem von 12 Gramm Gewicht unter-
scheiden. Oder allgemeiner: es kann zwei Empfin-
dungsbereiche geben, die wir voneinander unter-
scheiden, ohne beide von einem dritten unterscheiden
zu konnen. Dies vorausgeschickt, kénnen wir uns
eine ununterbrochene Kette von Empfindungskom-
plexen vorstellen, derart, da8 keiner sich von dem
folgenden unterscheidet, wahrend sich die beiden
Randglieder der Kette leicht voneinander unter-
scheiden lassen; das wird dann ein physisches
Kontinuum von einer Dimension sein. In gleicher

5*
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Weise konnen wir uns kompliziertere physischo
Kontinua vorstellen. Die Elemente dieser physischen
Kontinua werden noch Komplexe von Sinnesempfin-
dungen sein; ich ziehe es aber vor, das Wort Element
zu gebrauchen, weil es einfacher ist. Wann werden
wir also sagen, daB ein System verwandter Elemente
ein physisches Kontinuum bildet? Dann, wenn man
zwei beliebige Elemente des Systems als Endglieder
einer Kette der eben besprochenen Art ansehen kann,
deren Glieder samilich dem System angehdren. So
ist eine Fliache deshalb ein Kontinuum, weil man
irgendwelche zwei Punkte der Flache durch eine
kontinuierliche Linie miteinander verbinden kann,
ohne die Flache zu verlassen.

Konnen wir den Begriff des Schnittes auf phy-
sische Kontinua ausdehnen und daraus die Zahl
ihrer Dimensionen herleiten? Offenbar ja. An-
genommen, man schlieBe irgendwelche Elemente des
Systems S aus und alle die, die man von ihnen nicht
unterscheiden kann. Diese ausgeschlossenen Ele-
mente kénnen nun entweder von beschrinkter Zahl
sein, oder in ihrer Gesamtheit selbst eines oder
mehrere Kontinua bilden. Die Gesamtheit der aus-
geschlossenen Elemente bildet einen Schnitt. Es
wird nun geschehen kénnen, daf man nach Aus-
filhrung dieses Schnittes das Kontinuum § in mehrere
andere zerlegt hat, derart, daB man nicht imstande
wire, von irgend einem Element von S zu einem
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anderen iiber eine kontinuierliche Kette zu gelangen,
in der kein Element ununterscheidbar wére von
irgendeinem Element des Schnittes.

Ein Kontinuum nun, das man in Teile zerlegen
kann, indem man eine endliche Anzahl von Ele-
menten ausschlieft, wird eindimensional sein; ein
physisches Kontinuum wird #-Dimensionen haben,
wenn man es in getrennte Teile zerlegen kann, in-
dem man Schnitte fiihrt, die selbst Kontinua von
n — 1-Dimensionen sind.

§ 8. — Der Raum und die Sinne.

Die Frage scheint gelost; wir haben, so scheint
es, obige Regel nur anzuwenden, sei es auf das
physische Kontinuum, das ein ungefdhres Bild des
Raumes ist, sei es auf das entsprechende mathe-
matische Kontinuum, das ein gereinigtes Abbild ist
und den Raum des Geometers darstellt. Das ist eine
Tauschung; es ginge wohl an, wenn das physische
Kontinuum, von dem wir den Raum herleiten, uns
unmittelbar durch die Sinne gegeben wire; das ist
aber durchaus nicht der Fall.

Betrachten wir nun, wie man aus der Fiillo
unserer Sinneswahrnehmungen ein physisches Kon-
tinuum wirklich ableiten kann. Jedes Element eines
physischen Kontinuums ist ein Komplex von Sinnes-
empfindungen; und es ist am einfachsten, zunachst
einen Komplex gleichzeitiger Sinneswahrnehmungen,
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einen BewuBtseinszustand, zu betrachten. Aber jeder
unserer BewuBtseinszustinde ist unter allen Um-
stinden auBerordentlich kompliziert, so da8 man
nicht wird erwarten diirfen, daB zwei BewuBtseins-
zustinde ununterscheidbar gleich werden konnten,
wiewohl es zur Bildung eines physischen Kontinuums
nach dem Vorausgehenden wesentlich ist, daB zwei
Elemente in gewissen Fallen als ununterscheidbar
angesehen werden konnen. Es wird aber niemals ein-
treten, daB wir sagen konnten: Ich kann meinen
goegenwirtigen psychischen Zustand nicht von dem
von vorgestern zur selben Stunde unterscheiden.
Es ist daher notwendig, daB wir vermittels eines
bewuBten geistigen Verfahrens iibereinkommen, zwei
BewuBtseinszustiande als identisch anzusehen, indem
wir von ihren Unterschieden abstrahieren. Wir
konnen beispielsweise, um das Einfachste heraus-
zugreifen, von den Daten einzelner Sinne absehen.
Ich habe gesagt, man kénne ein Gewicht von
10 Gramm nicht von einem von 11 Gramm unter-
scheiden. Es ist indes moglich, daB bei der Aus-
fiihrung des Versuches die Druckempfindung, die
von dem 10 Grammgewicht ausgelost wurde, von
irgendwelchen Geruchs- oder Gehorempfindungen
begleitet gewesen ist und daB, sobald das Gewicht-
stiick von 10 Gramm durch das von 11 Gramm er-
setzt wurde, diese begleitenden Empfindungen sich
verandert haben. Weil ich nun von diesen, nicht zur
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Sache gehorigen Empfindungen abstrahiere, kann ich
sagen, jene beiden BewuBtseinszustinde seien un-
unterscheidbar. Man kann auch eine kompliziertere
Ubereinkunft treffen; man kann als Elemente unseres
Kontinuums nicht nur Komplexe simultaner, son-
dern auch solche aufeinanderfolgender Sinneswahr-
nehmungen ansehen, Wahrnehmungsreihen. Es
muB somit eine grundlegende Ubereinkunft dar-
iiber getroffen werden, welche iibereinstimmenden
Merkmale zwei Elemente des Kontinuums haben
miissen, um als identisch angesehen werden zu
konnen. Dies gilt in gleicher Weise, mag es sich
nun um gleichzeitige oder um zeitlich aufeinander-
folgende Wahrnehmungsgruppen handeln.

Zur Festlegung eines physischen Kontinuums ist
es daher notwendig: 1. Komplexe gleichzeitiger oder
aufeinanderfolgender Sinneswahrnehmungen auszu-
wihlen, die als Elemente des Kontinuums dienen
sollen, 2. eine grundlegende Ubereinkunft dariiber zu
treffen, wann zwei Elemente als identisch angesehen
werden diirfen.

Wie mu8 man nun diese doppelte Wahl treffen,
um das Raumkontinuum zu erhalten? Konnen wir
uns damit begniigen, einen Komplex gleichzeitiger
Sinneswahrnehmungen ins Auge zu fassen, oder muB
man eine Aufeinanderfolge von Wahrnehmungen
heranziehen? Koénnen wir uns insbesondere mit der
einfachsten fundamentalen Ubereinkunft zufrieden
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geben, die die natiirlichste ist und darin besteht,
daB man von den Daten einzelner Sinne absieht?
Keineswegs.

Eine solche Abstraktion ist unméglich; wir konnen
nicht unter unseren Sinnen solche auswahlen, die
uns den Raum und nichts als den Raum vermitteln;
es gibt keinen, der uns das Raumkontinuum geben
konnte ohne Mitwirkung der anderen, es gibt aber
auch keinen, der uns nicht eine Fiille von Dingen
vermitteln wiirde, die mit dem Raume nichts zu tun
haben.

Wenn wir zum Beispiel die Daten des Tastsinnes
ins einzelne zergliedern, so stellen wir folgendes fest.
Die Erfahrung lehrt uns, da8, wenn man die Haut
an zwei Punkten beriihrt, das BewuBtsein diese
beiden Punkte unterscheidet, wenn sie geniigend
weit voneinander entfernt sind und daB es aufhort,
sie zu unterscheiden, wenn sie einander zu sehr ge-
nahert werden. Das Distanzminimum, bei dem die
Unterscheidung noch moglich ist, ist iibrigens an ver-
schiedenen Stellen des Korpers verschieden. Man
sagt gewohnlich, die Haut sei in Bezirke eingeteilt,
von denen jeder das Bereich eines Gefiihlsnervs
bildet, so daB, wenn die beiden beriihrten Stellen in
denselben Bezirk fallen, nur ein einziger Nerv erregt
wird, und wir daher auch nur eine Beriihrung
wahrnehmen. Wir wiirden dagegen zwei Punkte
wahrnehmen, wenn sie in zwei verschiedene Bezirke
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fielen und folglich auch zwei Nerven in den Zustand
der Erregung versetzten. Dies ist nicht vollkommen
befriedigend. Wir kénnen darin noch nicht die Merk-
male eines physischen Kontinuums erblicken. Wir
wollen annehmen, man lasse die beiden Berithrungs-
punkte wandern, lasse aber ihren gegenseitigen Ab-
stand, der iibrigens sehr klein sein moge, ungeéindert.
Da wir den Abstand als sehr klein vorausgesetzt
haben, wird die Moglichkeit bestehen, daB beide
Punkte in denselben Bezirk fallen und wir mithin
nur eine einzige Sinnesempfindung haben; wenn
wir aber die beiden Punkte, ohne ihren gegen-
seitigen Abstand zu verindern, allmahlich weiter-
riicken lassen, muB schlieSlich der Augenblick ein-
treten, wo der eine der beiden Punkte bereits den
Bezirk iiberschritten hat, wahrend der andere sich
noch innerhalb desselben befindet. In diesem Augen-
blicke miiite man zwei getrennte Empfindungen der
beiden Punkte haben; das aber entspricht nicht dem,
was man beobachtet. So wiirden wir nicht zu dem
Bogriffe eines physischen Kontinuums gelangen, son-
dern zu dem eines Komplexes diskreter Einzelwesen,
deren Zahl gleich der der vorhandenen Bezirke wiire.
Man wird besser tun, anzunehmen, daB die Berithrung
eines Punktes nicht bloB den niichstgelegenen Nerv
erregt, sondern auch die Nachbarnerven und zwar
mit einer Stirke, die abnimmt, sobald die Entfernung
zunimmt. Nehmen wir an, man vergleiche die Wir-
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kungen der Beriihrung in zwei Punkten; ist der
Abstand gering, so werden dieselben Nerven in Er-
regung versetzt; die Stirke der Erregung eines Nervs
durch die beiden Beriihrungspunkte wird zweifellos
verschieden sein, aber der Unterschied wird nach
dem Fechnerschen Grundgesetz zu gering sein, um
wahrgenommen zu werden. Wird ein Nerv durch
den Punkt A4 erregt, ohne daB er von B erregt wird,
so kann er nur in sehr geringem MaBe durch A
erregt worden sein, und die Erregung bleibt unter
der Schwelle des BewuBtseins. Die Wirkungen beider
Punkte werden somit ununterscheidbar.

Jotzt haben wir alles, was notwendig ist, um ein
physisches Kontinuum aufzubauen. Wir brauchen
nur zwei Punkte auf der Hautoberfliche zu ver-
schieben und die Fille festzustellen, wo unser Be-
wuBtsein sie noch auseinanderhalt. Wir haben
ferner — und das ist das, was ich weiter oben unsere
grundlegende Ubereinkunft genannt habe — wvon
einer Fiille von Begleitumstinden abstrahiert, von
der Starke der Erregung jedes einzelnen Gefiihls-
nervs, von dem mehr oder weniger grofen Drucke,
der in dem Beriihrungspunkte auf die Haut ausgeiibt
wurde, von der Beschaffenheit der Beriihrung. Alle
diese Umstinde werden uns durch die Beriihrung
vermittelt, wir haben sie aber ausgeschaltet, um nur
die beizubehalten, die von geometrischer Beschaffen-
heit sind. Aber haben wir nun den Raum? Nein.
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Zunéchst hat das so aufgebaute Kontinuum nur zwei
Dimensionen ebenso wie die Oberfliche der Haut
selbst. Ferner sind wir uns wohl bewuBt, da8 unsere
Haut beweglich ist, so da8 ein und dieselbe Stelle der
Haut nicht stets ein und derselben Stelle des Raumes
entspricht; und schlieflich, daB der Abstand zweier
Punkte unserer Haut sich dndert, sobald unser Kérper
eine Bewegung ausfiihrt. Es wire dies die Raum-
vorstellung, zu der Weichtiere gelangen konnten, aber
sie hatte nichts mit der unseren zu tun.

Fiir den Gesichtssinn liegt die Sache ebenso; zwei
Lichtstrahlenbiindel, die auf zwei Stellen der Netz-
haut auftreffen, geben uns den Eindruck zweier oder
eines Lichtfleckes, je nachdem die beiden Stellen
mehr oder weniger weit voneinander entfernt sind.
Dies entspricht genau den beiden Punkten, von denen
wir vorhin gesprochen haben; wir kénnen uns ihrer
bedienen, um ein physisches Kontinuum aufzubauen,
indem wir von Farbe und Lichtstirke absehen;
dieses physische Kontinuum wird ebenso wie dio
Netzhaut zwei Dimensionen haben. Man wird die
dritte Dimension einfiihren, indem man die Konver-
genz der Augenachsen beim Sehen mit zwei Augen
hinzutreten 148t, und wir erhalten das, was man den
Gesichtsraum nennt. Er ist dem Tastraum iiberlegen,
zunéchst, weil man ihm mit etwas gutem Willen drei
Dimensionen zuweisen kann, dann auch, weil die
Netzhaut zwar beweglich, aber nach Art eines festen
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Korpers beweglich ist, wahrend die Haut sich in
jeder Weise verbiegen 1a8t. Man wére versucht, an-
zunehmen, daB dies der wahre Raum ist, in dem wir
alle unseren iibrigen Sinneswahrnehmungen zu loka-
lisieren suchen. Dies ist aber noch nicht angéngig;
denn das Auge ist beweglich, derart, daB derselben
Stelle der Netzhaut und demselben Winkel der
Augenachsen nicht immer derselbe Punkt des Rau-
mes entspricht. Man sieht ferner nicht ein, warum
man eine dritte Dimension, die so offensichtlich von
den beiden anderen verschieden ist, eingefiihrt hat,
und ebensowenig, warum die Geometrie der Blinden
dieselbe ist wie die unsere.

Wollte man den Gesichtsraum mit dem Tastraum
kombinieren, so kime man zu fiinf Dimensionen, statt
zu drei, beziehungsweise zwei Dimensionen; es wird
klarzulegen sein, auf welche Weise sich die fiinf
Dimensionen auf drei zuriickfiihren lassen; die Zahl
der Dimensionen wiirde noch vermehrt, wenn man
auch noch die Wahrnehmungen der iibrigen Sinne
mit einbeziehen wollte.

Es ist noch in Kiirze zu erkliren, warum der Ge-
sichtsraum und der Tastraum ein und derselbe Raum
sind.

§ 4. — Der Raum und die Bewegungen.

Es scheint also, daB man den Raum aus der Be-
trachtung gleichzeitiger Empfindungskomplexe nicht
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aufbauen kann, da8 es vielmehr notwendig ist,
Reihen aufeinanderfolgender Empfindungen zu be-
trachten. Ich muB hier auf das zuriickkommen, was
ich frither einmal gesagt habe. Warum erscheinen
uns gewisse Veranderungen als Verdnderungen der
Lage und andere Verinderungen als Zustandsénde-
rungen ohne geometrischen' Charakter? Hierfiir
miissen wir zunéchst einen Unterschied machen zwi-
schen duBeren Veranderungen, die nicht von unserem
Willen abhéngen und nicht von Muskelempfindungen
begleitet sind, und zwischen den inneren Verande-
rungen, die Bewegungen unseres Korpers sind und die
wir von den ersteren dadurch unterscheiden kénnen,
daB sie willkiirlich und von Muskelempfindungen be-
gleitet sind. Eine duBere Verinderung kann durch
eine innere Verinderung kompensiert werden,
zum Beispiel, indem wir mit dem Auge einem be-
wegten Gegenstande derart folgen, da8 wir sein Bild
stets auf dieselbe Stelle der Netzhaut bringen. Eine
duBere Veéranderung, die einer derartigen Kompen-
sation fahig ist, ist eine Anderung der Lage; ist sie
einer solchen nicht fahig, so ist es eine Zustands-
anderung.

Zwei auBere Veranderungen, die ihrer Beschaffen-
heit nach durchaus verschieden sind, werden als
einer und derselben Lageninderung entsprechend be-
trachtet, wenn sie durch dieselbe innere Veranderung
kompensiert werden koénnen. In gleicher Weise
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konnen zwei innere Verinderungen aus Reihen von
Sinnesempfindungen bestehen, die gar nichts mit-
einander gemein haben, und trotzdem einer und der-
selben Lageinderung entsprechen, sobald sie die
gleiche duBere Lageinderung kompensieren kénnen.
In der gewshnlichen Redeweise driicken wir das
aus, indem wir sagen, daB es mehrere Wege gibt,
um von einem Punkt zu einem anderen zu gelangen.

Das, worauf es also ankommt, sind die Be-
wegungen, die man ausfiihren muB8, um irgendein
bestimmtes Objekt zu erfassen, wobei das BewuBtsein
von diesen Bewegungen fiir uns nicht anderes ist,
als die Gesamtheit der Muskelempfindungen, die sie
begleiten.

Dies vorausgesetzt, befinde sich irgendein Gegen-
stand in Beriihrung mit einem meiner Finger, zum
Beispiel mit dem Zeigefinger meiner rechten Hand;
ich nehme diese Tatsache durch eine Tastempfin-
dung T wahr. Gleichzeitig empfange ich von diesem
Gegenstande Gesichtswahrnehmungen V; das Ob-
jekt entfernt sich, die Empfindung T verschwindet;
an Stelle der Empfindungen V treten andere Empfin-
dungen V’; das ist eine &uBere Veranderung. Ich
will diese Veranderung teilweise kompensieren, in-
dem ich die Tastempfindung 7' wiederherstelle, das
heiBt, indem ich meinen Zeigefinger in Beriihrung
mit dem Gegenstande bringe. Hierzu muB ich be-
stimmte Bewegungen ausfiihren, welche sich fiir mich
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in eine bestimmte Reihe von Muskelempfindungen S
iibersetzen. Dazu bin ich imstande, weil eine
groBe Anzahl teils eigener, teils ererbter Erfahrungen
mich gelehrt hat, da8, sobald die Tastempfindung T
verschwindet, und die Gesichtsempfindungen V in V’
iibergehen, man die Tastempfindung 7' durch Be-
wegungen, die der Reihe S entsprechen, wiederher-
stellen kann. Ich weiB auch, da8 ich das gleiche
Ergebnis durch andere Bewegungen erhalten konnte,
die sich fiir mich nicht mehr in die Reihe S, sondern
in andere Reihen S §” iibersetzen wiirden.

Alle diese Reihen von Muskelempfindungen S, §’,
§” . ... haben vielleicht gar kein Element gemein-
sam; sie sind aber fiir mich gleichwertig, weil ich
weiB, daB sowohl die eine wie die andere Reihe mir
gestatten, die Sinneswahrnehmung T wiederherzu-
stellen, allemal, wenn die Gesichtsempfindungen V
sich in V' verwandelt haben. In unserer gewdhn-
lichen Redeweise wiirden wir, die wir schon Geo-
metrie kennen, sagen, die verschiedenen Reihen von
Bewegungen, die mit den Reihen von Muskelempfin-
dungen S, §’, $” korrespondieren, haben d a s gemein-
sam, daB bei allen sowohl die Anfangslage, als auch
die Endlage meines Zeigefingers die gleiche bleibt.
Alles andere kann verschieden sein.

Ich werde so dazu gefiihrt, keinen Unterschied
zwischen den einzelnen Reihen S, &, 8" ... . 7u
machen, und sie als ein einziges Individuum zu be-
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trachten. Ebensowenig verméchte ich andere Reihen
von Muskelempfindungen von den besprochenen zu
unterscheiden, wenn sie nur sehr wenig von ihnen
verschieden waren. Damit hatte ich alles, was ich
zur Konstruktion eines physischen Kontinuums
brauche; ich habe tatsichlich die Elemente des
Kontinuums gewéahlt, namlich Reihen von Muskel-
empfindungen und ich besitze auch die grundlegende
Ubereinkunft, die mich lehrt, in welchen Fallen
zwei Elemente als gleich angesehen werden konnen,
und dies ist das dreidimensionale
Kontinuum,

Aber das ist noch nicht alles. Wir sind zur Defi-
nition eines Kontinuums gelangt, das ein wirklicher
Raum ist; es ist der Raum, der durch einen meiner
.Finger beschrieben gedacht ist. Ich habe aber mehrere
Finger und von dem hier eingenommenen Stand-
punkte konnte mir sogar jede Hautstelle die Dienste
eines Fingers leisten. Beschreiben nun meine ver-
schiedenen Finger ein und denselben Raum? Zwei-
fellos ja, aber was will das sagen? Es driickt eine
Gruppe von Eigenschaften aus, die in der gewohn-
lichen Sprechweise zum Ausdruck zu bringen nicht
leicht ware, die ich aber darzulegen versuchen will,
wenn man mir gestattet, mich gewisser Symbole zu
bedienen. Ich betrachte zwei Finger, die ich a und b
nenne; der Finger a sei zum Beispiel der Zeigefinger
der rechten Hand, dessen wir uns bedienten, um die
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Reihen S, §,8” . ... zu definieren. Wir werden also
schreiben

= S (mod a)
und das soll ausdriicken, daB8, wenn die der Reihe S
entsprechenden Bewegungen die vom Finger @ her-
vorgerufenen Tastempfindung wiederherstellen, es
in gleicher Weise die der Reihe S’ entsprechenden
Bewegungen tun und umgekehrt. In gleicher Weise
schreibe ich

83=§'; (mod b)

um auszudriicken, daB, wenn die der Reihe S; ent-
sprechenden Bewegungen die durch den Finger b
hervorgerufene Tastempfindung wiederherstellen, es
in gleicher Weise auch durch die der Reihe §’; ent-
sprechenden Bewegungen geschieht.

Nach dieser Festsetzung nehme ich an, es be-
standen zwei besondere Reihen von Muskelempfin-
dungen s und s;, die in folgender Weise definiert
seien: Angenommen, der Finger b vermittele eine
Tastempfindung zufolge der Beriihrung irgendeines
Gegenstandes; filhren wir nun die der Reihe s ent-
sprechenden Bewegungen aus, so wird diese Empfin-
dung verschwinden, aber schlieBlich wird der
Finger a eine Tastempfindung der Beriihrung fest-
stellen. Ich weiB aus Erfahrung, daB dies in jedem
Falle eintreten wird, sobald vor der Bewegung der
Finger b die Beriihrung empfand, oder doch fast in
jedem Falle. Ich sage fast, weil, damit die Sache

Poincaré, Letzte Gedanken. 6
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zutrifft, es notwendig ist, daB sich der Gegenstand in
der Zwischenzeit nicht bewegt hat. In unserer ge-
wohnlichen Sprechweise, die fiir uns viel klarer
wire, die ich aber mir nicht gestatte, anzuwenden,
da ich von Wesen rede, die noch keine Geometrie
kennen, wiirden wir sagen, daB die der Reihe s ent-
sprechenden Bewegungen den Finger @ an die vorher
vom Finger b eingenommene Stelle bringen. Beziig-
lich s, wire es umgekehrt, die entsprechenden Be-
wegungen brachten den Finger b an die vorher vom
Finger a innegehabte Stelle.

Wenn zwei Reihen s und s, existieren, so zieht
die Beziehung
S=§ (mod a)

als Folge nach sich die Beziehung
8+ S8+ 8 =8+8 4 8 (mod b)

Dies sieht man unmittelbar ein, wenn man sich
den Sinn der Symbole vergegenwirtigt und man
kann daraus ohne Schwierigkeit folgern, daB die
beiden durch @ und b erzeugten Raume isomorph
~sind, daB sie also insbesondere auch die gleiche An-
zahl von Dimensionen besitzen.

Dem wiére nicht mehr so, wenn die Reihen s und
8, nicht existieren wiirden. Nehmen wir an, man
konne tatsichlich keine Reihe von Bewegungen auf-
finden, welche von der Empfindung der Beriithrung
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eines Gegenstandes mit dem Finger b zu der Empfin-
dung der Beriihrung des gleichen Gegenstandes durch
den Finger a fiihrten, und zwar wenn nicht mit
voller Sicherheit, so doch fast immer, wie wiirden wir
dann schlieBen? Wir wiirden sagen, der Finger b
nehme den Gegenstand wahr, ohne an derselben
Stelle des Raumes zu sein, er empfinde auf Distanz;
denn sonst miiBte doch der Finger b, so oft er die
Empfindung der Beriihrung hat, jedesmal sich an
derselben Stelle 4 des Raumes befinden. Dann aber
miiBte es eine Reihe von Bewegungen geben, die den
Finger a an die Stelle A des Raumes brachte; da sich
nun der Gegenstand im Punkte A befindet, miiBte
der Finger a ihn fiihlen und dies miiBte stets aus-
fiihrbar sein. Wenn wir daher die Annahme machen,
daB es keine Bewegungsreihe gebe, die die be-
sprochene Eigenschaft besiBe, dann miiBten wir an-
nehmen, da8 der Finger b die Beriihrung auf Distanz
empfinde, das heiBt, daB die Tatsache, von dem
Finger gefiihlt zu werden, nicht geniige, um die Lage
des Objekts im Raume festzustellen, das hieBe also
schlieBlich, da8 der Raum mehr Dimensionen be-
sitzen miisse, als das physische Kontinuum, das
durch die Empfindungen des Fingers b in der dar-
gelegten Weise entsteht.

Ich nehme beispielsweise an, der Raum besitze
vier Dimensionen, und ich bezeichne mit z, ¥, 2, ¢
die vier Koordinaten. Ich nehme an, der Finger b

6#
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fiihle die Beriihrung mit dem Gegenstand, jedesmal,
wenn die drei Koordinaten z, y, 2z fiir den Finger und
den Gegenstand dieselben Werte haben, was immer
auch der Wert der vierten Koordinate sei; weiter
nehme ich an, der Finger a fiihle die Beriihrung stets
dann, wenn die drei Koordinaten z, y, ¢ fiir Gegen-
stand und Finger die gleichen Werte haben, ohna
Riicksicht auf den Wert der Koordinate 2. Wenden
wir unter diesen Umstanden unsere Regeln zum Auf-
bau des vom Finger b erzeugten physischen Konti-
nuums an, so werden wir bloB drei Dimensionen, ent-
sprechend den drei Koordinaten z, y, 2z feststellen,
wihrend die Koordinate ¢ keine Rolle spielt. In
gleicher Weise hatte das von a herriihrende Konti-
nuum drei Dimensionen, die z, y, ¢ entsprichen. Wir
konnten aber keine Reihe von Bewegungen, ent-
sprechend einer Reihe von Muskelempfindungen s,
angeben, derart, da8 die Empfindung der Beriihrung
durch den Finger a stets mit Sicherheit auf die
Empfindung der Beriihrung durch b folgte.

Seien nun z;, ¥4, 25, t; die Koordinaten des Gegen-
standes, Zo, Yo, 20, to die des Fingers b vor der Be-
wegung und zo, %o, 2o, to die des Fingers a nach
der Bewegung. Wir bringen zum Ausdruck, da8 der
Finger b vor der Bewegung die Beriithrung wahr-
nahm, indem wir schreiben:

1) To=721; Yo="U1; 20 =21
Wir driicken ferner aus, daB nach der Bewegung der
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Finger a die Beriihrung wahrnimmt, indem wir
schreiben:
2) To' =715 Yo' =Y1; b =1s

Damit ¢ existiere, miiten wir die Werte Zo, %o,
20, to; To'y Yo 20" l’ so wahlen koénnen, daB die Glei-
chungen (1) die Gleichungen (2) zur Folge haben,
was immer fiir Werte auch z,, ¥4, 23, {; haben mogen;
dies ist offenbar unmoglich. Gerade die Unméglich-
keit, die Reihe s zu bilden, wiirde uns in einem
solchen Falle offenbaren, daB der Raum vier Dimen-
sionen haben miisse und nicht drei, so wie das von b
herriihrende physische Kontinuum.

Ubrigens beobachten wir wirklich etwas Ana-
loges, wenn wir uns der Vermittelung durch den Ge-
sichtssinn bedienen. Fassen wir eine Stelle der Netz-
haut ins Auge, so konnen wir sie dieselbe Rolle spie-
len lassen, wie den Finger a oder b. Wir kénnen die
Reihe von Bewegungen betrachten, die notwendig
sind, um das Bild irgendeines Gegenstandes an die
Stelle ¢ der Netzhaut zuriickzubringen oder die Reihe S
der entsprechenden Muskelempfindungen; wir kénnen
uns dieser Reihe bedienen, um ein physisches Konti-
nuum zu definieren, das dem durch den Finger a
oder b erhaltenen analog ist. Dieses Kontinuum
wiirde aber nur zwei Dimensionen haben.

Wir konnten aber keine der Reihe s analoge Reihe
aufstellen, nimlich eine Reihe von Bewegungen, die
zur sicheren Folge haben wiirde, daB die an der Netz-
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hautstelle ¢ wahrgenommene Gesichtsempfindung die
Tastempfindung am Finger a zur Folge hat. Mit
anderen Worten, es geniigt nicht, festzustellen, daB
sich das Netzhautbild an der Stelle ¢ bilde, um
die Bewegungen angeben zu koénnen, die not-
wendig sind, um unseren Finger mit dem in Rede
stehenden Gegenstand in Beriihrung zu bringen. Es
fehlt uns eine GroBe, und zwar der Abstand des Ob-
jektes. Dies ist der Grund, weshalb sich der Ge-
sichtssinn auf Abstandsschatzungen einiiben muS,
und weshalb der Raum drei Dimensionen hat, eine
mehr, als das durch eine Netzhautstelle ¢ fest-
gelegte Kontinuum.

Wir erkennen aus dieser fliichtigen Darlegung,
welche experimentellen Tatsachen uns dazu fiihren,
dem Raum drei Dimensionen beizulegen. Zufolge
dieser Tatsachen war es fiir uns bequemer, ihm drei
Dimensionen zuzuschreiben, als vier oder zwei; aber
das Wort ,,bequem® ist vielleicht nicht stark genug;
ein Wesen, das dem Raume zwei oder vier Dimen-
sionen beigelegt hatte, wiirde sich in einer Welt gleich
der unseren im Nachteil beim Kampf ums Dasein be-
finden. Man gestatte mir, um das zu zeigen, mich
wieder meiner Symbole zu bedienen, zum Beispiel
der Kongruenzen

S§=2Y (mod a),
deren Sinn ich weiter oben dargelegt habe. Dem
Raume zwei Dimensionen beizulegen, das wiirde
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heiBen, Kongruenzen dieser Art gelten zu lassen, die
wir anderen nicht gelten lassen; ein solches Wesen
wére der Gefahr ausgesetzt, an die Stelle der Be-
wegungen der Reihe S, die einen bestimmten Erfolg
nach sich ziehen, die Bewegungen einer Reihe &’
treten zu lassen, die den gewiinschten Erfolg nicht
haben. Dem Raume vier Dimensionen zuschreiben,
hieBe andererseits, Kongruenzen zuriickweisen, dio
wir anderen anerkennen; man wiirde sich damit der
Moglichkeit berauben, an Stelle der Bewegungen S
andere Bewegungen S’ zu setzen, welche ebensogut
den Zweck erfiillen und unter bestimmten Be-
dingungen besondere Vorteile mit sich bringen
koénnen,

§ 5. — Der Raum und die Natar.

Unsere Frage kann aber auch noch von einem
durchaus anderen Standpunki aus gestellt wer-
den. Wir haben uns bisher auf einen rein subjek-
tiven, rein psychologischen, oder wenn man will,
physiologischen Standpunkt gestellt; wir haben
lediglich die Beziehungen des Raumes zu unseren
Sinnen ins Auge gefaBt. Man konnte sich umgekehrt
auf den Standpunkt der Physik stellen, und sich
fragen, ob es moglich wire, die Naturphianomene in
einem anderen Raume zu lokalisieren, als dem unse-
ren, zum Beispiel in einem Raume von vier oder zwei
Dimensionen. Die Gesetze, die uns die Physik lehrt,
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finden ihren Ausdruck in Differentié.lgleichungen,
und in diesen Differentialgleichungen treten die
drei Koordinaten einzelner Massenpunkte auf. Ist
es nun unmdoglich, dieselben Gesetze durch andere
Gleichungen auszudriicken, in denen diesmal andere
Massenpunkte mit vier Koordinaten auftreten wiir-
den? Oder wire dies zwar wohl méglich, wiirden
aber vielleicht die so erhaltenen Gleichungen selbst
weniger einfach werden? Oder schlieBlich sind dio
Gleichungen vielleicht ganz ebenso einfach und
lehnen wir sie nur ab, weil sie uns in unseren Denk-
gewohnheiten storen?

Was wollen wir damit zum Ausdruck bringen,
wenn wir sagen, daB wir dieselben Gesetze durch
verschiedene Gleichungen darstellen? Nehmen
wir zwei Welten W und W’ an; wir konnen zwischen
den Vorgingen, die sich in diesen beiden Welten
ereignen oder ereignen konnen, eine Beziehung in
der Weise festsetzen, daB jedem Phanomen ¢ der
ersteren ein vollkommen bestimmtes Phénomen ¢’
der anderen entspricht, das sozusagen das ,,Bild“
des ersten ist. Wenn ich nun annehme, da8 die not-
wendige Folge des Phanomens @, nach den Gesetzen,
die in der Welt W herrschen, irgendein bestimmtes
Phénomen @, ist, und daB die notwendige Folge des
Phénomens @’ des Bildes von ¢ nach den Gesetzen,
die in der Welt W’ herrschen, genau das Bildphano-
men @, des Phénomens @, ist, dann werden wir
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sagen konnen, daB beide Welten denselben Ge-
setzen gehorchen. Die qualitative Beschaffenheit der
Phénomene @ und @ geht uns dabei nicht viel an, es
geniigt, daB der ,Parallelismus” vorhanden ist.

Diese qualitative Beschaffenheit der Phanomene
interessiert nur unsere Sinne, und wir sind iiberein-
gekommen, uns auf einen auBerpsychologischen
Standpunkt zu stellen, und daher von den Daten der
Sinneswahrnehmungen zu abstrahieren und unsere
Aufmerksamkeit nur den gegenseitigen Beziehungen
der Phinomene untereinander zuzuwenden. Das ist
es ja gerade, was der Physiker tut, wenn er zum
Beispiel an die Stelle des Gases, wie es uns durch
die Erfahrung gegeben ist und das uns die Empfin-
dungen des Druckes und der Wiarme darbietet, das
Gas der kinetischen Gastheorie setzt, wo man nichts
als die Bewegungen materieller Punkte sieht, oder
wenn er statt des Lichtes, wie es uns aus der tag-
lichen Erfahrung gegeben ist und das die verschie-
denen Farbenempfindungen hervorruft, die Ather-
schwingungen setzt.

Es wird geniigen, einen einfachen Fall zu be-
trachten, etwa die astronomischen Phianomene und
das Newtonsche Gesetz. Das, was man beobachtet,
sind nicht die Koordinaten der Gestirne, sondern ihre
gegenseitigen Abstinde; der natiirliche Ausdruck der
Gesetze ihrer Bewegungen sind daher Differential-
gleichungen zwischen diesen Abstinden und der Zeit.



90 8. Warum der Raum dreidimensional ist.

Nun ist der Abstand zweier Punkte im Raume eine
bekannte und einfache Funktion der Koordinaten der
beiden Punkte. Formen wir unsere Differential-
gleichungen in der Weise um, daB8 wir an die Stelle
der Abstinde diese Funktion treten lassen, so er-
halten wir die Gleichungen in ihrer gewohnten Form,
in der die Koordinaten der Gestirne selbst auftreten.

Wir konnen nun aber die Abstinde durch andere
Funktionen ersetzen, und so andere Gestalten dieser
Gleichungen erhalten; alle diese Formen werden von
dem Standpunkte aus, den wir jetzt einnehmen,
gleichberechtigt sein, da sie den ,Parallelismus®
unter den Phanomenen wahren. Denken wir uns
nun die Sterne in einen vierdimensionalen Raum ge-
bracht, derart, daB die Lage eines jeden nicht mehr
durch drei, sondern durch vier Koordinaten fest-
gelegt ist und ersetzen wir ferner in unseren Glei-
chungen die Gr6Be, die wir bisher als Abstand zweier
Gestirne aufgefaBt haben, durch eine beliebige
Funktion der acht Koordinaten der beiden Sterne.
Es ist durchaus nicht notwendig, daB es jene Funk-
tion sei, die im vierdimensionalen Raume die Ent-
fernung zweier Punkte vorstellt; es kann eine ganz
beliebige Funktion sein, wofern nur der ,Parallelis-
mus” erhalten bleibt.

So wiirden wir unsere Gleichungen in einer Ge-
stalt erhalten, in der die Sternkoordinaten in einem
vierdimensionalen Raume auftreten wiirden; so ware
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dies ein neuer Ausdruck fiir die Gesetze der Astro-
nomie, gegriindet auf die Annahme eines vierdimen-
sionalen Raumes; und diese Darstellung ware nicht
unberechtigt, solange sie die Bedingung des ,,Paralle-
lismus“ erfiilll. Nur ist klar, daB die so erhaltenen
Gleichungen weniger einfach sein werden, als unsere
gewohntgn.

Ein gleiches wire ohne Zweifel auch mit den Ge-
setzen der Physik der Fall. Gibt es nun einen all-
gemeinen Grund dafiir, daB es sich so verhillt, da
in allen Gebieten der Naturwissenschaft gerade die
Annahme eines dreidimensionalen Raumes den Glei-
chungen ihre einfachste Gestalt gibt? Und hat dieser
Grund eine Beziehung mit dem, den ich im ersten
Teile dieser Untersuchung dargelegt habe, der die
Lebewesen gebieterisch zwingt, an drei Dimensionen
zu glauben oder doch sich so zu verhalten, als ob sie
daran glauben wiirden, wenn sie nicht im Kampf
ums Dasein benachteiligt sein wollen?

Hier ist eine kurze Abschweifung notwendig.
Kehren wir fiir einen Augenblick zu unserem alt-
hergebrachten Raum zuriick. Wir haben gesagt, da
er relativ ist und das will besagen, daB die physi-
kalischen Gesetze an allen Stellen des Raumes dic
gleichen sind oder in der Sprache der Mathematil:,
daB die Differentialgleichungen, die diese Gesetze
zum Ausdruck bringen, von der Wahl der Koordi-
natenachsen nicht abhéngig sind.
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Wenn man ein vollkommen isoliertes System ins
Auge faBt, so hat das keinen Sinn, denn man wird die
Koordinaten der Punkte des Systems nicht zu be-
stimmen imstande sein, sondern nur ihre gegen-
seitigen Abstidnde, und die Beobachtung wird uns
niemals AufschluB dariiber geben konnen, ob die
Eigenschaften des Systems von seiner absoluten Lage
im Raume abhangig sind, da sich diese Lage eben
nicht feststellen 1aBt.

Ist aber das Systom nicht isoliert, so wiirden
wir auch nicht weiter kommen, wenn wir auf voll-
kommener Strenge der SchluBfolgerungen beharren;
denn dann wird es unmoglich, die Gesetze, die das
System beherrschen, aufzustellen, ohne die Wirkung
der auBerhalb befindlichen Korper in Rechnung zu
ziehen. Aber es gibt nahezu ginzlich isolierte
Systeme, umgeben von Kérpern, die hinreichend nahe
sind, um gesehen zu werden, und zu weit entfernt,
als daB ihre Einwirkung noch merklich sein konnte;
dies ist das Verhaltnis unserer Erde gegeniiber den
Fixsternen. Wir konnen daher die Gesetze der irdi-
schen Welt so aussprechen, als ob die Sterne nicht
vorhanden wiren, und dennoch diese Welt auf ein
Koordinatensystem beziehen, das vollkommen defi-
niert und unwandelbar mit den Sternen verkniipft
ist. Die Erfahrung zeigt uns nun, daB die Wahl
dieser Koordinaten keinen EinfluB hat, und da8 die
Gleichungen durch eine Anderung der Achsen nicht
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gedndert werden. Die Gesamtheit aller moglichen
Achsenveranderungen bildet, wie man sich aus-
driickt, eine Gruppe von sechs Dimensionen.

Verzichten wir nun auf unseren gewohnten Raum
und ersetzen wir unsere Gleichungen durch andere,
die ihnen #quivalent sind, in dem Sinne, daB sie den
»Parallelismus“ der Erscheinungen wahren. Stets,
wenn wir es mit einem nahezu isolierten System
zu tun haben, gibt es irgendeine allgemeinste Tat-
sache, eine invariante Eigenschaft, die erhalten
bleibt, und es wird eine Transformationsgruppe
existieren, die die Gleichungen ungeandert 148t. Diese
Transformationen werden nicht mehr Koordinaten-
transformationen darstellen, ihre Bedeutung wird be-
liebig sein konnen, aber die durch diese Transforma-
tionen gebildete Gruppe muB stets isomorph mit der
sechsdimensionalen Gruppe bleiben, von der wir eben
gesprochen haben; anderenfalls ware der ,Paralle-
lismus“ nicht mehr vorhanden.

Und darum, weil diese Gruppe unter allen Umstén-
den eine wesentliche Rolle spielt, weil sie der Gruppe
der Achsentransformationen des gewshnlichen Raumes
isomorph ist und somit in naher Verwandtschaft zu
unserem dreidimensionalen Raume steht, darum neh-
men unsere Gleichungen ihre einfachste Gestalt an,
wenn man die Transformationsgruppe in der natiir-
lichsten Weise erklart, nimlich durch Einfiihrung
~ des dreidimensionalen Raumes.
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Da nun diese Gruppe auch isomorph ist mit der
Gruppe der Bewegungen unserer GliedmaBen, wenn
man sie als feste Korper betrachtet, und da die
Eigenschaft der festen Korper, bei ihren Bewegungen
den Gesetzen dieser Gruppe zu gehorchen, letzten
Endes nur ein besonderer Fall der allgemeinen Ir-
varianzeigenschaft ist, auf die wir hingewiesen
haben, so sieht man, daB kein wesentlicher
Unterschied besteht zwischen dem physikalischen
Grunde, der uns treibt, dem Raume drei Dimen-
sionen zuzuweisen, und den psychologischen Griin-
den, die in den ersten Paragraphen dieses Ab-
schnittes dargelegt sind.

§ 6. — Analysis situs und die Raumanschauung.

Ich mochte eine Bemerkung anfiigen, die nur
mittelbar auf das Vorausgehende Bezug hat; wir
haben weiter oben die Bedeutung der Analysis situs
betrachtet und ich habe dargelegt, da8 sie der ur-
eigene Bereich der geometrischen Anschauung ist.
Existiert eine solche Anschauung iiberhaupt? Ich
mochte darauf hinweisen, was man dariiber ge-
schrieben hat und was Hilbert 1) bei der Begriindung
einer Geometrie gefunden hat, die er rational nennt,
weil sie frei von jeder Anrufung der Anschauung ist.
Sie griindet sich auf eine beschrinkte Anzahl von

') David Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Teubner
1909.
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Axiomen oder Postulaten, die nicht als Tatsachen, die
aus der Anschauung flieBen, angesehen werden, son-
dern als versteckte Definitionen. Diese Axiome sind
in fiinf Gruppen geteilt. Ich hatte Gelegenheit, be-
ziiglich vier dieser Gruppen zu sagen, in welchem
MaBe es gerechtfertigt ist, sie als bloBe versteckte
Definitionen anzusehen.

Ich mochte hier bei einer dieser Gruppen ver-
weilen, ndmlich der zweiten, der Gruppe der Axiome
der Anordnung. Um klar zu machen, um was es sich
handelt, méchte ich ein Axiom anfiihren. Wenn auf
einer beliebigen Linie der Punkt C zwischen 4 und B
und der Punkt D zwischen A und C liegt, so liegt
D ebenfalls zwischen 4 und B. Fiir Hilbert ist
das keine Anschauungstatsache, wir kommen viel-
mehr iiberein, zu sagen, da8 in gewissen Fillen C
zwischen 4 und B liegt, wir wissen aber nicht, was
das bedeuten soll, umsoweniger, da wir weder wissen,
was ein Punkt, noch was eine Gerade ist. Wir wer-
den zufolge unserer Festsetzungen den Ausdruck
s,zwischen” anwenden konnen, um irgendeine Be-
ziehung zwischen drei Punkten auszudriicken, vor-
ausgesetzt, daB diese Beziehung die Axiome der An-
ordnung befriedigt. Diese Axiome erscheinen uns
also als die Erklarung des Wortes ,zwischen®,

Man kann sich also solcher Axiome bedienen, so-
bald man gezeigt hat, daB sie untereinander wider-
spruchsfrei sind, und kann durch sie zu einer Geo-
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metrie gelangen, die keiner Figuren bedarf, und dio
von einem Menschen verstanden werden konnte, der
weder Gesichts-, noch Tast-, noch Muskelempfin-
dungen hatte und nur auf das bloBe Begriffsver-
mogen angewiesen ware.

Nun wohl, ein solcher Mensch konnte diese Geo-
metrie vielleicht verstehen, in dem Sinne, daB er ein-
sehen wiirde, daB ihre Satze sich logisch auseinander
ableiten; aber die Gesamtheit dieser Satze wiirde ihm
kiinstlich und wunderlich erscheinen und er wiirde
nicht einsehen, warum man gerade sie einer Fiille
anderer, ebenso moglichen Systeme vorgezogen hat.

Wenn wir nicht dasselbe Erstaunen empfinden,
so geschieht das, weil fiir uns diese Axiome nicht
bloBe Definitionen, willkiirliche tYbereinkommen, sind,
sondern sehr wohlberechtigte Ubereinkommen. Be-
ziiglich der iibrigen Gruppen von Axiomen bin ich
der Ansicht, daB sie berechtigt sind, weil sio sich am
besten gewissen experimentellen Tatsachen an-
passen, die uns gelaufig sind und diese Axiome uns
daher als die bequemsten erscheinen lassen; beziig-
lich der Axiome der Anordnung dagegen scheint mir
noch mehr dahinterzustecken, es scheinen mir aus
der wirklichen Anschauung geschopfte Voraus-
setzungen zu sein, die an die Analysis situs an-
kniipfen. Man sieht, daB die Tatsache, daB ein
Punkt C zwischen zwei anderen Punkten 4 und B
irgendeiner Linie liegt, sich in der Form an-



3. Warum der Raum dreidimensional ist. 97

schlieBt an die Zerteilung eines eindimensio-
nalen Kontinuums mit Hilfe von Schnitten, die
durch uniiberschreitbare Punkte gebildet werden.

Nun erhebt sich eine Frage; Wahrheiten, wie die
Axiome der Anordnung, werden uns durch die An-
schauung erdffnet; handelt es sich um die Raum-
anschauung als solche oder um die Anschauung des
mathematischen oder physischen Kontinuums im
allgemeinen? Das, was uns veranlassen konnte, uns
der ersteren Losung zuzuneigen, ist der Umstand, da8
wir mit Leichtigkeit iiber den Raum Betrachtungen
anstellen konnen, aber nur mit groBer Schwierigkeit
iiber komplizierte Kontinua mit mehr als drei Dimen-
sionen, die einer raumlichen Darstellung nicht fihig
sind.

Wiirde man aber diese erste Losung als richtig
anerkennen, so wire diese ganze Auseinandersetzung
zwecklos; dann wiirden wir dem Raume drei Dimen-
sionen einfach deshalb zuweisen, weil das Kontinuum
dreier Dimensionen das einzige wire, von dem wir
eine klare Anschauung haben.

Aber es gibt eine Analysis situs fiir mehr als drei
Dimensionen; ich will nicht behaupten, daB sie eine
leichte Wissenschaft sei, habe ich doch selbst zuviel
Miihe an sie gewendet, um mir nicht der Schwierig-
keiten voll bewuBt zu sein, auf die man dabei stoBt;
aber schlieBlich ist diese Wissenschaft moglich und
sie beruht nicht ausschlieBlich auf der Rechnung; man

Poincaré, Letzte Gedanken. 7



98 8. Warum der Raum dreidimensional ist.

konnte sie nicht mit Erfolg betreiben, ohne fortwah-
rende Anrufung der Anschauung. Es gibt daher sehr
wohl eine Anschauung von mehr als dreidimensio-
nalen Kontinuen, und wenn sie eine angespanntere
Aufmerksamkeit erfordert, als die gewo6hnliche geo-
metrische Anschauung, so ist das zweifellos eine
Sache der Gewohnung und auch eine Folge der rasch
wachsenden Kompliziertheit der Eigenschaften des
Kontinuums, wenn die Zahl der Dimensionen zu-
nimmt. Sehen wir nicht, daB an Schulen manche
Schiiler in der ebenen Geometrie fest sind und doch
durchaus keine ,,Raumvorstellung” haben? Nicht als
ob ihnen die Anschauung des dreidimensionalen
Raumes fehlte, sie sind nicht gewohnt, sich ihrer zu
bedienen, und es kostet sie daher Anstrengung. Und
geschieht es uns nicht allen, daB wir, wenn wir
uns irgendein raumliches Gebilde vorstellen wollen,
uns die verschiedenen Projektionen des Gebildes
hintereinander vorstellen?

Ich mochte daraus den SchluB ziehen, daB wir
die Anschauung von einem Kontinuum beliebiger
Dimensionszahl haben, da wir die Fahigkeit haben,
ein physisches und mathematisches Kontinuum zu
konstruieren; und ferner, daB diese Fahigkeit aller
Erfahrung vorausgeht, da ohne sie die Erfahrung
geradezu unmoglich wire und sich auf rohe Sinnes-
empfindungen beschrianken wiirde, die ungeeignet
whéren, in ein Ganzes eingeordnet zu werden. Diese
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Anschauung nun ist nichts anderes, als unser Be-
wuBtsein, daB wir diese Fahigkeit besitzen. Doch
diese Fahigkeit kdnnte sich in verschiedenem Sinn
betatigen; sie kénnte uns ebensogut einen Raum von
vier wie einen von drei Ausdehnungen aufzubauen
gestatten. Es ist die AuBenwelt, die Erfahrung, die
uns bestimmt, unsere Vorstellungen in der einen
Richtung mehr auszubilden als in der anderen.

4. Die Logik des Unendlichen.

§ 1. — Die notwendigen Eigenschaften einer
Klassifikation.

Konnen die gewdhnlichen Gesetze der Logik ohne
Abénderung angewendet werden, um Betrachtungen
iiber Mengen anzustellen, die eine unbegrenzte Zahl
von Gegenstinden enthalten? Es ist dies eine Frage,
die man sich zunéchst nicht gestellt hatte, aber man
wurde dazu gefiihrt, sie zu untersuchen, als die
Mathematiker, die das Studium des Unendlichen zu
ihrem Spezialfache machen, plétzlich auf bestimmte,
wenn auch vielleicht nur scheinbare Widerspriiche
stieBen. Riihren nun diese Widerspriiche davon her,
daB die Gesetze der Logik unrichtig angewendet wur-
den, oder daher, daB die Geltung der Gesetze aufhort,
wenn man sie auBerhalb ihres eigentlichen Gebietes,
namlich der Mengen von endlicher Individuenzahl,

7.

PR
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anwendet? Ich halte es fiir niitzlich, einiges iiber
diesen Gegenstand zu sagen, um dem Leser eine Vor-
stellung von den Auseinandersetzungen zu geben, zu
denen diese Frage AnlaB gegeben hat.

Die formale Logik ist nichts anderes als das Stu-
dium der allen Klassifikationen gemeinsamen Eigen-
schaften; sie lehrt uns, daB zwei Soldaten, die im
selben Regiment stehen, deshalb von selbst auch zur
selben Brigade gehoren, und folglich auch zur selben
Division, und das ist es, worauf sich die ganze
Theorie des SchluBverfahrens reduziert. Was ist nun
die Bedingung dafiir, daB die Regeln dieser Logik
Geltung haben? Die verwendete Klassifikation mu8
unveranderlich sein. Wir erfahren, daB zwei
Soldaten im selben Regiment stehen, und wir wollen
daraus den SchluB ziehen, daB sie derselben Brigade
angehoren; wir sind dazu berechtigt, vorausgesetzt,
daB wahrend der Zeit, in der wir die Folgerung aus-
fiihren, keiner der beiden Soldaten von seinem Regi-
ment zu einem anderen versetzt worden ist.

Die Widerspriiche, auf die wir hingewiesen haben,
stammen alle daher,.daB man diese einfache Be-
dingung auBer acht 1aBt; man stiitzt sich auf eine
Klassifikation, die nicht unveranderlich ist und es gar
nicht sein kann. Man gebraucht dann wohl die Vor-
sicht, die Einteilung fiir unverinderlich zu er-
klaren; aber diese Vorsicht ist nicht hinreichend;
man miiBte die Einteilung tatsachlich unver-
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anderlich machen, und das ist in manchen Féllen
tiberhaupt nicht méglich.

Es sei mir gestattet, ein von Russell gegebenes
Beispiel anzufiihren. Er hat es nebenbei bemerkt
gegen mich selbst herangezogen, in der Absicht, dar-
zutun, daB die Schwierigkeiten nicht durch die Ein-
fithrung der Unendlichkeit selbst entstehen, da sie
auch auftreten konnen, wenn man die Betrachtung
auf endliche Anzahlen beschrinkt. Ich werde auf
diesen Punkt ndher eingehen, aber es handelt sich
hier um etwas anderes und ich habe das Beispiel nur
gewidhlt, weil es kurzweilig ist und weil es gut die
Tatsache klar macht, auf die ich hinweisen will

Welches ist die kleinste ganze Zahl, die sich nicht
durch einen Satz von weniger als hundert franzosi-
schen Worten definieren 148t? Und vor allem, gibt
es eine solche Zahl?

Ja, denn aus hundert franzisischen Worten
kann man nur eine endliche Zahl von Satzen bilden,
da die Zahl der Worte des franzosischen Worter-
buches begrenzt ist. Unter diesen Satzen wird es
solche geben, die iiberhaupt keinen Sinn haben, oder
die keine ganze Zahl festlegen; aber jeder dieser
Satze kann hochstens eine einzige ganze Zahl fest-
legen. Die Anzahl der ganzen Zahlen, die auf diese
Weise definiert werden konnen, ist mithin begrenzt;
folglich gibt es sicherlich ganze Zahlen, welche so
nicht definiert werden konnen; und unter diesen
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wieder gibt es gewiB eine, welche kleiner ist als alle
anderen.

Nein, denn gébe es eine solche Zahl, so wiirde
schon ihre bloBe Existenz einen Widerspruch in sich
schlieBen, weil sie durch einen Satz definiert wire,
der weniger als hundert Worte enthilt, namlich ge-
rade durch den Satz, der aussagi, daB sie auf die
oben angegebene Weise nicht definiert werden kann,

Die dargelegte Betrachtung beruht auf einer
Einteilung der ganzen Zahlen in zwei Klassen, in
die, die durch einen Satz von weniger als hundert
Worten festgelegt werden konnen, und in die, die es
nicht kénnen. Wenn wir die Frage stellen, so er-
klaren wir damit implizite, daB diese Klassifikation
unverinderlich ist, und daB wir die Betrachtung
nicht beginnen, bevor wir sie nicht endgiiltig fest-
gelegt haben. Aber das ist gar nicht moglich. Die
Klassifikation ist nicht friiher abgeschlossen, bevor
wir nicht alle Satze von weniger als hundert Worten
daraufhin untersucht und diejenigen ausgeschieden
haben, die keinen Sinn ergeben, sowie auch, bevor
wir nicht den Sinn derer festgestelll haben, die
dinen Sinn ergeben. Aber unter diesen Satzen gibt
es auch solche, welche erst nach AbschluB der
Klassifikation einen Sinn gewinnen konnen, ndmlich
jene, in denen von dieser Klassifikation selbst die
Rede ist. Wir fassen zusammen: Die Klassifikation
der ganzen Zahlen kann nicht abgeschlossen werden,
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bevor die Sortierung der Satze beendet ist, und diese
Sortierung kann nicht beendet werden, bevor die
Klassifikation nicht festgestellt ist; es wird daher
weder die Klassifikation, noch die Sortierung jemals
endgiiltig abgeschlossen werden konnen.

Diese Schwierigkeiten treten noch viel dfter auf,
wenn es sich um unendlich groBe Mengen handelt.
Nehmen wir an, man wolle unter den Elementen
einer solchen Reihe eine Einteilung treffen und das
Prinzip der Einteilung beruhe auf irgendeiner Be-
ziehung des einzuordnenden Elements zur Gesamt-
heit der Menge. Wird eine derartige Einteilung
jemals als abgeschlossen angesehen werden kénnen?
Es gibt keine vollzogene Unendlichkeit und wenn
wir von einer unendlich groBen Anzahl sprechen,
80 wollen wir damit eine Gesamtheit bezeichnen, zu
der unaufhorlich neue Elemente hinzugefiigt werden
konnen, ahnlich wie eine Subskriptionsliste, die in
Erwartung immer neuer Unterzeichner niemals ge-
schlossen wird. Nun wird aber die Klassifikation
nicht durchgefiihrt werden konnen, bevor diese Liste
nicht abgeschlossen ist; jedesmal, wenn man der
Menge neue Elemente hinzufiigt, andert man die
Menge, dndert daher moglicherweise auch die Be-
ziehungen der Menge zu ihren, bereits eingeordneten
Elementen; da nun auf Grund dieser Beziehung die
Elemente in dieses oder jenes Fach eingeordnat
worden sind, kann es vorkommen, daB zufolge dieser
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Anderung eines der Elemente nicht mehr in dem
richtigen Fache sich befindet und da8 man es um-
ordnen muB. Man miiBte fiirchten, die ganze Arbeit
von vorne beginnen zu miissen; niemals wiirde man
dahin gelangen, daB eine weitere Neueinfilhrung von
Elementen von da ab nicht mehr stattfinde; das
Geschaft der Einordnung konnte daher iiberhaupt
nie zu Ende gefiihrt werden.

Daher sind zwei Arten von Einteilungen zu unter-
scheiden, die sich auf Elemente unendlich groB8er
Mengen beziehen; wohlbestimmte Einteilungen
(classifications prédicatives), die durch Einfiihrung
neuer Elemente nicht umgestoBen werden konnen,
und nicht wohlbestimmte Einteilungen (classi-
fications non prédicatives), die bei Einfithrung neuer
Elemente eine Umarbeitung des Ganzen notwendig
machen.

Man teile zum Beispiel die Gesamtheit der ganzen
Zahlen nach ihrer GroéBe in zwei Gruppen. Man
kann feststellen, ob irgendeine Zahl groBer oder
kleiner ist als 10, ohne die Beziehungen dieser ein-
zelnen Zahl zur Gesamtheit aller anderen ganzen
Zahlen ins Auge zu fassen. Hat man etwa die ersten
100 ganzen Zahlen eingeordnet, so wird man wissen,
welche unter ihnen kleiner und welche gréBer sind
als 10; fiihrt man nun die Zahl 101 oder irgendeine
der folgenden Zahlen ein, so bleiben diejenigen von
den hundert Zahlen, die Kkleiner als 10 gewesen
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waren, auch nachher kleiner als 10, und die groBer
als 10 gewesen waren, bleiben griBer; die Einteilung
ist wohlbestimmt.

Denken wir uns nun im Gegensatze hiezu, man
wolle die Punkte des Raumes nach dem Gesichts-
punkte einteilen, ob sie sich durch eine endliche An-
zahl von Worten festlegen lassen oder nicht. Unter
allen moglichen Satzen wird es auch solche geben,
welche eine Beziehung auf die Gesamtheit der
Menge, also sozusagen den Raum oder Teile des
Raumes enthalten. Sobald wir neue Raumpunkte
einfilhren wiirden, kénnten diese Satze eine Ande-
rung ihres Sinnes erfahren und nicht mehr den-
selben Punkt bezeichnen wie friiher; oder sie konnten
sogar iiberhaupt jeden Sinn verlieren, oder andere
Sétze konnen einen Sinn erhalten, die vorher keinen
gehabt hatten. Punkte, die friiher nicht definierbar
waren, werden einer Definition fahig; andere werden
wieder diese Eigenschaft, die sie friiher besessen,
verlieren. Sie miiften aus der einen Kategorie
in die andere iiberstellt werden; die Einteilung ist
keine wohlbestimmte.

Nun gibt es tiichtige Denker, die der Ansicht sind,
daB man iiberhaupt nur iiber solche Gegenstinde
Schliisse ziehen darf, die sich durch eine endliche
Anzahl von Worten definieren lassen, und ich bin
so weit davon entfernt, sie nicht als tiichtige Denkar
anzusehen, daB ich an spaterer Stelle ihre Ansicht
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selbst zu verteidigen gesonnen bin. Man kann daher
finden, daB das vorausgegangene Beispiel schlecht
gewahlt war, aber es ist leicht, es zu verbessern.
Um die ganzen Zahlen, oder die Punkte des
Raumes zu klassifizieren, will ich den Satz in Be-
tracht ziehen, der jede ganze Zahl oder jeden Punkt
definiert. Da es vorkommen kann, da8 ein und die-
selbe ganze Zahl oder derselbe Punkt durch mehrere
Satze eindeutig bestimmt werden kann, will ich
solche Satze in alphabetische Reihenfolge bringsn
und den wihlen, der an erster Stelle zu stehen
kommt. Nach diesen Festsetzungen wird der so
ausgewdhlte Satz mit einem Selbstlaut oder mit
einem Mitlaut enden miissen; nach diesem Merkmal
konnte man nun die Einteilung vollziehen. Aber
diese Einteilung ware keine wohlbestimmte; durch
Einfiihrung neuer ganzer Zahlen, beziehungsweise
Punkte koénnten Satze, die keinen Sinn hatten, einen
bekommen. Und in das Verzeichnis, das die Satze
enthalt, die eine bereits festgelegte Zahl oder einen
Punkt kennzeichnen, miiBten neue Satze aufge-
nommen werden, denen bisher ein Sinn nicht zu-
gesprochen worden war, die jetzt aber einen solchen
erhalten haben und genau denselben Punkt defi-
nieren. Es wird sich ereignen konnen, daB die neu
eingeschobenen Satze an die Spitze der alphabetisch
geordneten Reihe treten, und auf einen Selbstlaut
enden, wahrend die alten Satze auf einen Mitlaut
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geendet hatten. Und dann miiBte unsere ganze Zahl
oder unser Punkt, der vorlaufig in die eine Gruppe
eingereiht worden war, nunmehr in die andere ver-
setzt werden.

Teilen wir dagegen die Punkte des Raumes nach
der GroBe ihrer Punktkoordinaten ein, indem wir
etwa iibereinkommen, die Gesamtheit aller derer fest-
zustellen, deren Abszisse kleiner als 10 ist, so wird
die Einfiihrung neuer Punkte nichts an dieser Ein-
teilung &ndern. Die bereits eingefiihrten Punkte, die
dieser Bedingung geniigten, werden auch nach Ein-
filhrung neuer Punkte nicht aufhéren, es zu tun. Die
Klassifikation wird eine wohlbestimmte sein.

Das, was wir soeben von Einteilungen gesagt
haben, 148t sich ohne weiteres auch auf Definitionen
anwenden, denn jede Definition ist in Wirklichkeit
eine Klassifikation. Sie trennt die Gegenstande, die
der Definition entsprechen, von denen, die es nicht
tun, und teilt sie so in zwei getrennte Klassen. Geht
die Definition schulgem#aB vor, per genus proximum
et differentiam specificam, so beruht sie offenbar
auf der Unterteilung der Gattung in Arten. Ebenso
wie eine Einteilung kann daher auch eine Definition
pwohlbestimmt“ sein oder nicht.

Aber hier tritt eine Schwierigkeit auf. Kehren
wir zu dem vorigen Beispiel zuriick. Die ganzen
Zahlen gehoren in die Klasse 4 oder B, je nachdem
sie groBer oder kleiner sind als 10!/;. Ich denke mir
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nun gewisse Zahlen a, b, ¢ . . . . definiert und ihre
Einteilung in die beiden Klassen 4 und B vollzogen.
Ich definiere nun neue ganze Zahlen und fiihre sie
ein. Ich habe gesagt, daB die Einteilung sich da-
durch nicht andert und daB die Klassifikation daher
eine wohlbestimmte ist. Aber damit sich die Stel-
lung der Zahl a in der Klassifikation nicht &ndert,
geniigt es nicht, daB sich die Facher der Einteilung
nicht geandert haben, es ist weiter notwendig, da8
auch die Zahl a dieselbe geblieben ist, daB also ihre
Definition, wie wir sagen, eine wohlbestimmte ist.
So kann man von einem gewissen Gesichtspunkt aus
nicht sagen, die Klassifikation sei absolut wohl-
bestimmt, sondern nur, sie sei wohlbestimmt in bezug
auf eine bestimmte Art der Definition.

§ 2. — Die Miichtigkeit.

Die vorstehenden Uberlegungen diirfen nicht auler
acht gelassen werden, bei der Definition der , Méach-
tigkeit” (Kardinalzahl, Anzahl der Elemente). Fassen
wir zwei Mengen ins Auge, so kann man ein Gesetz
der Zuordnung zwischen den Dingen dieser beiden
Mengen aufzustellen suchen, derart, daB jedem Dinge
der ersten Menge ein und nur ein Ding der zweiten
entspricht, und umgekehrt. Ist das moglich, so sagt
man, die beiden Mengen haben dieselbe Machtigkeit.

Aber auch hier kommt hinzu, daB das Gesetz der
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Zuordnung wohlbestimmt sein muB. Handelt es sich
um zwei unendliche Mengen, so wird man diese
beiden Mengen niemals als wirklich ausgeschopft
ansehen konnen. Nehmen wir an, wir hitten eine
bestimmte Anzahl von Dingen der ersten Reihe
herausgegriffen, so wird uns das Gesetz der Zu-
ordnung gestatten, die diesen Dingen entsprechenden
Dinge der zweiten Menge anzugeben. Fiihren wir
dann neue Gegenstiande ein, so kann es sich er-
eignen, daB diese Einfiilhrung den Sinn des Zuord-
nungsgesetzes andert, derart, da8 das Ding A’ der
zweiten Klasse, das vor der Einfiihrung dem Gegen-
stande A4 der ersten Klasse entsprochen hat, nach
dieser Einfiihrung ihm nicht mehr entspricht. In
diesem Fall wird das Gesetz der Zuordnung kein
wohlbestimmtes sein.

Wir wollen diesen Gegensatz durch zwei Bei-
spiele naher erlautern. Ich denke mir die Gesamt-
heit der ganzen Zahlen einerseits und die der geraden
Zahlen andererseits. Jeder ganzen Zahl n» werde ich
die gerade Zahl 2n zuordnen konnen. Fiihre ich
nun neue ganze Zahlen ein, so wird trotzdem stets
dieselbe ganze Zahl zu der Zahl n zugeordnet bleiben.
Das Gesetz der Zuordnung ist wohlbestimmt, und
ebenso verhalt es sich auch in all den Fallen, die von
Cantor ins Auge gefaBt werden, zum Beispiel, um zu
zoigen, daB die Machtigkeit der rationalen Zahlen
gleich der der ganzen Zahlen ist, oder daB die Méch-
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tigkeit der Punkte des Raumes gleich ist der Méch-
tigkeit der Punkte auf einer Linie.

Nehmen wir dagegen an, man wolle nun die
Machtigkeit der ganzen Zahlen vergleichen mit der
Michtigkeit der Punkte des Raumes, die man durch
eine bestimmte endliche Anzahl von Worten fest-
legen kann und man fiihre die folgende Zuordnung
durch: Ich lege eine Tafel aller moglicher Satze an,
ordne sie nach der Zahl ihrer Worte, und bringe die,
die die gleiche Wortzahl haben, in alphabetische
Reihenfolge. Ich streiche ferner alle die, die keinen
Sinn ergeben oder keinen Punkt definieren, oder die
schlieBlich einen bereits von einem vorausgegangenen
Satze definierten Punkt kennzeichnen. Ich ordne
jedem Punkte den Satz, durch den er festgelegt ist,
zu und die Nummer, die dieser Satz auf der so aus-
geforsteten Tafel tragt.

Sobald ich neue Punkte einfiihre, konnte es ge-
schehen, daB Satze, welche keinen Sinn hatten, einen
bekamen. Man miiBte sie auf der Tafel wieder ein-
tragen, von der man sie vorher geloscht hatte und die
Nummern aller iibrigen Satze wiirden geéndert
worden sein, unsere Zuordnungen wiirden vollstandig
umgestoBen sein. Das Gesetz der Zuordnung ist
kein wohlbestimmtes.

Wenn man auf diese Bedingung bei der Ver-
gleichung der Machtigkeiten keine Riicksicht nimmt,
wird man zu den sonderbarsten Widerspriichen ge-
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fiihrt. Es folgt daher, da8 man die Definitien der
Maichtigkeiten in dem Sinne abzudndern hat, daB
das Gesetz der Zuordnung, auf das die Definition
sich griindet, ein wohlbestimmtes sein muB.

Jedes Gesetz der Zuordnung ruht auf einer dop-
pelten Klassifikation. Man muB die Gegenstande
beider Mengen ordnen, die man aufeinander beziehen
will und die beiden Klassifikationen miissen parallel
gehen; wenn z. B. die Gegenstinde der ersten Menge
in Klassen zerfallen, diese wieder in Ordnungen,
diese in Familien usw., s0 muB das auch mit den
Gogenstinden der zweiten Menge der Fall sein.
Jeder Klasse der ersten Anordnung muB eine Klasse
der zweiten Anordnung entsprechen und nur eine,
jeder Ordnung eine Ordnung usw., bis man zu den
Individuen selbst gelangt. Man sieht nun, welche
Bedingung erfiillt sein mu8, damit ein Zuordnungs-
gesetz wohlbestimmt ist. Es ist notwendig, da8 die
beiden Klassifikationen, auf denen das Gesetz beruht,
selbst wohlbestimmt sind.

§ 8. — Die Untersuchungen von Russell.

Russell verdffentlicht im American Journal of
Mathematics Band 80 unter dem Titel ,Mathe-
matical logics as based on the Theory of Types“
eine Abhandlung, in der er sich auf Uberlegungen
stiitzt, die mit den vorausgegangenen durchaus ver-
wandt sind. Nach Anfithrung einiger der bekann-
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testen Paradoxen der Logiker sucht er ihren Ur-
sprung zu ermitteln und erblickt ihn mit Recht in
einer Art circulus vitiosus. Man gelangt zu Wider-
spriichen, weil man Mengen der Betrachtung unter-
zogen hat, die Elemente enthielten, in deren Defini-
tion der Begriff der Menge selbst einging. Man hat
sich also nicht wohlbestimmter Definitionen bedient;
man hat, wie Russell sagt, die Worte ,,all“ und ,,any*
verwechselt, die man etwa durch die Worte ,alle*
und ,,jeder beliebige“ wiedergeben konnte.

So wird er zu einer Vorstellung gefiihrt, die er
die ,,Rangordnung der Typen“ nennt. Es sei eine
Aussage richtig fiir ein beliebiges Individuum
einer gegebenen Klasse. Unter einem beliebigen Indi-
viduum miissen wir zunachst alle Individuen dieser
Klasse verstehen, die man definieren kann, ohne sich
des durch die Behauptung selbst gebildeten Begriffes
zu bedienen. Ich mochte sie ,beliebige Individuen
erster Ordnung” nennen; sobald ich sage, die Behaup-
tung sei richtig fiir alle diese Individuen, spreche
ich eine ,,Behauptung der ersten Ordnung“ aus. Ein
beliebiges Individuum zweiter Ordnung wéare ein In-
dividuum, in dessen Definition der Begriff der Be-
hauptung erster Ordnung eingehen kann. Bejahe
ich die Behauptung beziiglich aller Individuen zweiter
Ordnung, so erhalte ich eine Behauptung zweiter
Ordnung. Die Individuen dritter Ordnung werden
jene sein, in deren Definition der Begriff, der durch

PR .
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die Behauptung zweiter Ordnung gegeben ist, ein-
gehen kann usw.

Nehmen wir das Beispiel des Epimenides. Ein
Liigner erster Ordnung ware jener, der stets liigt,
auBer wenn er sagt, ich bin ein Liigner erster Ord-
nung. Ein Liigner zweiter Ordnung wére der, welcher
stets liigt, selbst wenn er sagt, ich bin ein Liigner
erster Ordnung, der aber nicht mehr liigt, sobald er
sagt, ich bin ein Liigner zweiter Ordnung usw. Wenn
uns nun also Epimenides sagte: ,,Ich bin ein Liigner“,
so konnten wir ihm entgegnen: ,,Von welcher Ord-
nung?” und erst nach Beantwortung dieser berech-
tigten Frage hatte seine Aussage iiberhaupt einen
Sinn.

Wenden wir uns einem mehr wissenschaftlichen
Beispiele zu und fassen wir die Definition der ganzen
Zahl ins Auge. Man sagt, eine Eigenschaft sei
rekursiv, wenn sie fiir Null gilt und wenn sie nicht
fiir » gelten kann, ohne fiir n+ 1 zu gelten; man
sagt, daB alle Zahlen, die eine rekursive Eigenschaft
besitzen, eine Rekursionsreihe bilden. Mithin ist
eine ganze Zahl zufolge ihrer Definition eine Zahl,
welche alle Rekursiveigenschaften in sich vereinigt,
d. h. die allen Rekursionsreihen angehort.

Kann man aus dieser Definition schlieBen, da8
die Summe zweier ganzer Zahlen eine ganze Zahl
ist? Es scheint, daB der SchluB zulassig ist; denn
wenn 7 eine gegebene ganze Zahl ist, so bilden die

Poincaré, Letzte Gedanken. 8
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Zahlen z, die so beschaffen sind, daB n + 2 eine
ganze Zahl ist, eine Rekursionsreihe. Die Zahl z
kann daher keine ganze Zahl sein, wenn es nicht
n + z ist. Aber die Definition dieser Rekursionsreihe,
von der wir sprechen, ist nicht wohlbestimmt, dean
in diese Definition (die uns lehrt, daB n + = eine
ganze Zahl sein muB) geht der Begriff der ganzen
Zahl ein, der schon die Kenntnis aller Rekursions-
reihen vorweg nimmt.

Daher ist es notwendig, folgenden Umweg ein-
zuschlagen: Wir nennen Rekursionsreihen erster
Ordnung alle jene, die man ohne den Begriff der
ganzen Zahl einfiihren kann, und ganze Zahlen erster
Ordnung jene Zahlen, welche allen Rekursionsreihen
erster Ordnung angehéren; wir nennen ferner Rekur-
sionsreihen zweiter Ordnung jene, die man mit Hilfe
der Kenntnis der ganzen Zahl erster Ordnung defi-
nieren kann, aber ohne Beniitzung des Begriffes einer
ganzen Zahl hoherer Ordnung. Wir nennen ganze
Zahlen zweiter Ordnung jene Zahlen, welche allen
Rekursionsreihen zweiter Ordnung angehoren usw.
Was wir also zeigen konnen ist nicht, daB die
Summe zweier ganzer Zahlen eine ganze Zahl ist,
sondern daB die Summe zweier ganzer Zahlen von
der Ordnung K eine ganze Zahl von der Ordnung
K—1 ist.

Ich glaube, diese Beispiele werden geniigen, um
klar zu machen, was Russell die Rangordnung der
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Typen nennt. Aber es ergeben sich noch andere
Fragen, iiber die der Verfasser sich nicht ausspricht.

1. Nach dieser Rangordnung kann man ohne
Schwierigkeiten Behauptungen erster, zweiter, dritter
Ordnung usw., allgemein n-ter Ordnung einfiihren,
wobei n eine beliebige, endliche, ganze Zahl ist. Ist
es moglich, in gleicher Weise Behauptungen von der
Ordnung « zu betrachten, wobei « eine unendliche
ganze Zahl ist? Konig hat eine Theorie ausgebildet,
die sich nicht wesentlich von der von Russell unter-
scheidet. Dabei bedient er sich einer besonderen
Redeweise; er bezeichnet durch 4 (NV) die Gegen-
stande erster Ordnung, durch 4 (NV)? die Gegen-
stinde zweiter Ordnung usw., wobei NV die Anfangs-
buchstaben des Ausdruckes ne varietur sind. Konig
nun zogert nicht, 4 (NV)® einzufiihren, wo « un-
endlich gro8 ist, ohne iibrigens geniigend zu erklaren,
was er damit meint.

2. Wenn man auf die erste Frage mit ja ant-
wortet, muB man darlegen, was man mit Objekten
von der Ordnung o, wobei o abzéhlbar unendlich
ist, oder mit Objekten von der Ordnung « meint,
wobei « eine beliebige Unendlichkeitszahl ist.

8. Antwortet man dagegen auf die erste Frage
mit nein, wie wird man dann auf der Theorie der
Typen die Unterscheidung zwischen endlichen und
unendlichen Zahlen aufbauen kénnen? Diese Theorie
verliert ihren Sinn, wenn man nicht annimmt, da8

8#
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diese Unterscheidung bereits durchgefiihrt ist.

4. Allgemein gesprochen: mag man die erste Frage
mit ja oder nein beantworten, die Theorie der Typen
ist unversténdlich, wenn man nicht die Theorie der
Ordnungszahlen als bereits festgesetzt annimmt. Wie
kann man dann aber die Theorie der Ordnungszahlen
auf die der Typen begriinden?

§ 4 — Das Axiom der Reduktibilitiit.

Russell fiihrt ein neues Axiom ein, das er ,,axiom
of reducibility* nennt. Da ich nicht sicher bin,
seinen Gedankengang vollkommen aufgefaBt zu
haben, lasse ich ihn selbst sprechen: ,,We assume,
that every function is equivalent, for all its value
to same predicative function of the same argument.”
Aber um diese Aussage zu verstehen, mu8 man auf
die zu Beginn der Untersuchung gegebenen Defini-
tionen zuriickgreifen. Was ist eine Funktion und
was ist eine wohlbestimmte Funktion (function
prédicative)? Wird eine Behauptung ausgesprochen
beziiglich eines gegebenen Objektes a, so ist das
eine besondere Behauptung; spricht man die Be-
hauptung aus beziiglich eines unbestimmten Ob-
jektes z, so ist das die Behauptung einer Funktional-
beziehung von z. Die Behauptung wird von be-
stimmter Ordnung in bezug auf die Rangordnung
der Typen sein und diese Ordnung wird nicht die
gleiche sein ohne Riicksicht auf z, sondern sie wird
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von der Ordnung des » abhéingen. Die Funktion
wird nun dann als wohlbestimmt zu bezeichnen sein,
wenn sie von der Ordnung K + 1 ist, sobald z von
der Ordnung K ist.

Nach diesen Festsetzungen ist der Sinn des
Axiomes noch nicht vollkommen klar und ein paar
Beispiele wéren nicht iiberfliissig. Russell jedoch hat
keines gegeben und ich mochte es vermeiden, ein
Beispiel meiner Erfindung hinzuzufiigen, weil ich
fiirchte, seinen Gedankengang falsch auszulegen,
da ich nicht sicher bin, ihn vollkommen erfaBt zu
_haben. Aber auch ohne dieses scheint mir dariiber
kein Zweifel zu obwalten, daB es sich um ein neues
Axiom handelt. Auf Grund dieses Axioms hofft
man, das Prinzip der mathematischen Induktion zu
erkliren; daB dies moglich sei, mochte ich um so
weniger bestreiten, als ich vermute, daB dieses
Axiom nur eine andere Form eben dieses Prin-
zipes ist.

Ich kann mich nicht enthalten, dabei an alle die
Leute zu denken, die vorgeben, das Postulat des
Euklides zu erklaren, indem sie sich auf irgendeine
Folgerung desselben stiitzen und diese Folgerung als
eine in sich evidente Tatsache ansehen. Was haben
.sie damit gewonnen? So evident diese Wahrheit
auch sei, so wird sie es nicht in hdherem MaBe sein
als das Postulat selbst.

Wir gewinnen also nichts in bezug auf die Zahl
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der Postulate; gewinnen wir wenigstens etwas in
bezug auf ihre Beschaffenheit?

Worin ibertrifft nun also das neue Axiom das
Prinzip der Induktion?

1. Ist es eines einfachereren und klareren Aus-
druckes fahig? Dies ist moglich, denn die Form, die
Russell ihm gegeben hat, 148t sich ohne Zweifel ver-
bessern; aber es ist wenig wahrscheinlich.

2. Ist das Axiom der Reduktibilitdt allgemeiner
als das Prinzip der Induktion, derart, daB man dieses
Axiom nicht auf Grund des Induktionsprinzipes her-
leiten kann?

8. Oder ist vielleicht das Axiom nur scheinbar
weniger allgemein als das Induktionsprinzip, so da8
man nicht unmittelbar einsieht, daB das zweite im
ersten enthalten ist, obwohl es der Fall ist?

4. Ist die Anwendung des Axiomes der natiir-
lichen Veranlagung unseres Geistes angemessener;
und kann man das psychologisch rechtfertigen?

Ich beschrinke mich darauf, diese Fragen zu
stellen. Es fehlen mir die Glieder sie zu losen, da ich
nicht zu einem vollstdndigen Verstindnisse des
Sinnes jenes Axiomes gelangen konnte.

Wenn ich aber auch nicht auf Grund der ge-
dréingten Andeutungen Russells hoffen kann, voll-
kommen in den Sinn des Axioms eingedrungen zu
sein, so darf ich doch wenigstens einige Vermutungen
aussprechen. Betrachten wir eine Aussage von der
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Art, wie es die Definition der ganzen Zahl ist. Eine
endliche ganze Zahl ist eine Zahl, welche allen
Rekursionsreihen angehort; diese Aussage hat in sich
selbst noch keinen Sinn; sie gewinnt ihn erst, sobald
man die Ordnungszahl der Rekursionsreihe angibt,
um die es sich handelt. Nun verhalt es sich aber
gliicklicherweise so: Jede ganze Zahl zweiter Ord-
nung ist a fortiori eine ganze Zahl erster Ordnung,
da sie in allen Rekursionsreihen der zwei ersien
Ordnungen vorkommt und folglich auch in allen
jenen der ersten Ordnung; in gleicher Weise ist
jede ganze Zahl von der Ordnung K a fortiori eine
ganze Zahl von der Ordnung K —1. So werden wir
dazu gefiihrt, eine Reihe von immer mehr ein-
geschrankten Klassen einzufiihren, namlich ganze
Zahlen erster, zweiter, . . . . . n-ter Ordnung, deren
jede in allen vorangegangenen enthalten ist. Ich
werde eine ganze Zahl von der Ordnung o jede Zahl
nennen, welche gleichzeitig in allen diesen Klassen
vorkommt; und diese Definition der ganzen Zahl von
der Ordnung » gewinnt nun einen Sinn und kann
als adquivalent angesehen werden mit der oben ge-
gebenen Definition der ganzen Zahl, die keinen Sinn
hatte. Ist dies nun eine richtige Anwendung des
Axioms der Reduktibilitdt im Sinne Russells? Ich
gebe dieses Beispiel nur z6gernd.

Nehmen wir es gleichwohl an und verwenden
wir das Theorem, um die Frage nach der Summe
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zweier ganzer Zahlen zu untersuchen. Wir haben
festgestellt, daB die Summe zweier ganzer Zahlen
von der Ordnung K eine ganze Zahl von der Opd-
nung K—1 ist und wir wollen nun schlieBen, da8,
wenn z und n zwei ganze Zahlen von der Ordnung
o sind, auch die Summe 7 + z eine ganze Zahl von
der Ordnung o ist. Um das zu beweisen, wird es
geniigen zu zeigen, da8 die Summe eine ganze Zahl
von der Ordnung K ist, wie groB auch der Wert von
K sei. Wenn nun # und z ganze Zahlen von der
Ordnung o sind, so werden sie a fortiori ganze
Zahlen von der Ordnung K + 1 sein, und unter Ver-
wendung des eben aufgestellten Theorems ist # + z
mithin eine ganze Zahl von der Ordnung K.
D. Q. E. D.

Ist das nun die Form, in der man sich des Axioms
von Russell zu bedienen hat? Ich weiB wohl, da8 es
nicht genau der Fall ist und da8 Russell der Uber-
legung eine ganz andere Form gegeben hatte. Aber
der Kern wire derselbe geblieben.

Ich will mich hier nicht dariiber verbreiten, ob
diese Art der Beweisfiihrung zwingend ist.

Fiir den Augenblick méchte ich mich damit be-
gniigen, folgendes zu bemerken. Wir wurden dazu
gefiihrt, neben dem Begriffe der Objekte n-ter Ord-
nung den der Objekte der Ordnung o einzufiihren
und wir glauben, in bezug auf die ganzen Zahlen
mit der Definition dieses neuen Begriffes erfolgreich
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gewesen zu sein. Aber damit wiirde man nicht
immer Erfolg haben; fiir das Beispiel des Epimenides
etwa wiirde das gar nichts fruchten. Das, was
den Erfolg verbiirgt, ist folgender Umstand. Die
untersuchte Klassifikation war nicht wohlbestimmt,
denn die Einfiihrung neuer Elemente kann zur Um-
énderung der Einteilung der friiher eingefiihrten und
bereits eingeteilten Elemente fiihren. Aber stets
konnte eine solche Uménderung nur in einem
Sinne erfolgen: man konnte sich gendtigt sehen,
Elemente aus der Klasse 4 in die Klasse B zu iiber-
weisen, namlich aus der Klasse der ganzen Zahlen
in die der nicht ganzen Zahlen, aber niemals kénnte
man in die Lage kommen, ein Element aus der
Klasse B in die Klasse 4 verweisen zu miissen. Eine
neue Ubereinkunft wire noétig, um die Elemente der
Ordnung o zu definieren, wenn die Anderung eben-
sowohl in dem einen, wie in dem entgegengesetzten
Sinne héatte erfolgen konnen.

AuBerdem ist die Definition der ganzen Zahlen
von der Ordnung  nicht mehr dasselbe, wie die
der ganzen Zahlen K-ter Ordnung, solange K eine
endliche Zahl ist. Man definiert die ganzen Zahlen
K-ter Ordnung durch Rekursion, indem man den Be-
griff der ganzen Zahlen K-ter Ordnung aus dem
der ganzen Zahlen K — iter Ordnung herleitet. Die
ganzen Zahlen der Ordnung o aber definiert man
durch einen Grenziibergang, indem man diesen neuen
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Begriff von einer unbegrenzten Zahl voraus-
gegangener Begriffe abhangen laBt, néamlich von
denen der ganzen Zahlen aller endlichen Ordnungen.
Die beiden Definitionen waren daher unverstandlich
fiir jemand, der nicht schon wiiBte, was eine endlichs
Zahl ist; sie setzen die Unterscheidung zwischen
endlichen und unendlichen Zahlen voraus. Daher
kann man auf sie unmoglich diese Unterscheidung
zu begriinden hoffen.

§ 6. — Die Untersuchungen von Zermelo.

In einer ganz anderen Richtung sucht Zermelo
die Losung der Schwierigkeiten, auf die wir hin-
gowiesen haben. Er bemiiht sich ein System
a priorischer Axiome zur Grundlage zu machen, die
ihm gestatten sollen, alle mathematischen Wahr-
heiten, ohne der Gefahr eines Widerspruchs aus-
gesetzt zu sein, zu entwickeln. Man kann iiber die
Rolle, die die Axiome spielen, eine verschiedene Auf-
fassung haben, man kann sie als willkiirliche Fest-
setzungen betrachten, die nichts anderes sind als
versteckte Definitionen der Grundbegriffe. So fiihrt
zu Beginn seiner Geometrie Hilbert ,,Dinge“ ein, die
er Punkte, Gerade und Ebenen nennt, und indem er
fir einen Augenblick den gemeinen Sinn dieser
Worte vergiBt oder zu vergessen vorgibt, stellt er
zwischen diesen ,,Dingen“ gewisse Beziehungen fest,
die jene definieren.
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Damit dies berechtigt ist, ist es notwendig zu
zeigen, daB die so eingefiihrten Axiome nicht zu
Widerspriichen fiithren, und Hilbert ist dieser Nach-
weis beziiglich der Geometrie vollkommen gelungen,
weil er die Methode der Analyse als bereits gegeben
voraussetzt und sich ihrer daher fiir diesen Nach-
weis bedienen konnte. Zermelo hat nicht nach-
gowiesen, daB seine Axiome Widerspriiche aus-
schlieBen, er konnte das auch gar nicht tun, weil
ihm dabei die Mdoglichkeit gefehlt hatte, sich auf
andere, bereits eingefiihrte Wahrheiten zu stiitzen.
Er nimmt an, daB es solche aufgestellte Wahrheiten,
eine fertige Wissenschaft iiberhaupt noch nicht gebe,
er macht tabula rasa und will, daB seine Axiome
sich selbst vollkommen geniigen.

Solche Postulate diirfen daher ihre Begriindung
nicht in einer Art willkiirlicher Festsetzung finden,
sondern sie miissen in sich selbst einleuchtend sein.
Es ist zwar nicht notwendig, daB wir die Evidenz
beweisen, weil man Evidenz eben nicht beweisen
kann, wohl aber, daB wir den psychologischen
Mechanismus zu durchblicken suchen, der das Be-
wuBtsein der Evidenz hervorgerufen hat. Und
hieraus entspringt die ganze Schwierigkeit. Zermelo
laBt gewisse Axiome zu, verwirft aber andere, die
von vornherein ebenso evident erscheinen, wie die,
die er beibehalt. Wiirde er alle beibehalten, so wiirde
er in Widerspriiche verfallen; er ist daher ge-
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zwungen, eine Wahl zu treffen. Man kann nun
fragen, welche Griinde seine Wahl beeinfluBt haben,-
und das notigt uns zu einiger Aufmerksamkeit.

Er beginnt damit, die Definition Cantors abzu-
lehnen, ,eine Menge ist die Gesamtheit beliebiger,
voneinander verschiedener Dinge, insofern sie ein
Ganzes bilden“. Man hat daher nicht das Recht,
von der Menge aller Objekte zu sprechen, die dieser
oder jener Bedingung geniigen. Diese Objekte bilden
keine ,,Menge“, aber es wird gut sein, irgend etwas
an die Stelle der Definition zu setzen, die man ab-
lehnt. Zermelo beschrankt sich darauf, zu sagen:
Wir betrachten einen Bereich beliebiger Objekte; es
kann vorkommen, daB zwischen zwei seiner Objekte
z und y eine Beziehung von der Form z ¢ y be-
steht; wir sagen dann,  sei ein Element von y, und
y sei eine ,,Menge®“.

Offenbar ist das keine Definition, denn wer nicht
weiB, was eine ,,Menge” ist, wird es auch nachher
nicht wissen, wenn er erfahren hat, da8 sie durch
das Symbol ¢ dargestellt wird, solange er nicht weiB,
was ¢ bedeutet?). Das wiirde angehen, wenn das
Zeichen ¢ durch die folgenden Axiome, die als will-
kiirliche Festsetzungen angesprochen werden konnen,
definiert wiirde. Aber wir werden gleich sehen, da8

1) « & y = Zeichen fiir y ,,enthalt* z. (Anm. d. Ubers.).
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diese Ansicht nicht zutrifft. Wir miissen daher bei
der Anschauung Hilfe suchen, was eine Menge ist,
und diese Anschauung ist es, die uns verstehen laBt,
was das Symbol ¢ bedeutet, das ohne diese An-
schauung ein jedes Sinns beraubtes Zeichen wére
und von dem man daher auch keine Eigenschaft als
in sich evident aussagen konnte. Aber was kann
diese Anschauung anderes- sein als eben Cantors
Definition, die wir so geringschatzig abgelehnt haben?
Gehen wir jetzt iiber diese Schwierigkeit hinweg,
die wir noch ausfiihrlicher aufzukldren suchen
wollen und zahlen wir die von Zermelo zugelassenen
Axiome auf; es sind sieben an der Zahl:
1. Zwei Mengen, die dieselben Elemente enthalten,
sind identisch. (Axiom der Bestimmtheit?).)
2. Es gibt eine Menge, die gar kein Element
enthélt, die Nullmenge; existiert ein Objekt e,
so existiert eine Menge (a), deren einziges Element a
ist; existieren zwei Objekte @ und b, so existiert eine
Menge (a b), deren einzige Elemente diese beiden Ob-
jekte sind. (Axiom der Elementarmengent).)
8. Die Gesamtheit aller Elemente einer Menge M,
die einer Bedingung z geniigen, bilden eine Menge,
die man als Untermenge von M bezeichnet.
(Axiom der Aussonderung?).)

1) Anm. d. Ubers.
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4. Jeder Menge T entspricht eine Menge U T, die
aus allen Untermengen von 7 besteht. (Axiom der
Potenzmenge1).)

5. Betrachten wir eine Menge T, deren Elemente
selbst Mengen sind, so existiert eine Menge S T', deren
Elemente die Elemente der Elemente von T sind.
Wenn zum Beispiel 7' drei Elemente 4, B, C enthilt,
die selbst wieder Mengen sind, und wenn A die
beiden Elemente a und a’, ferner B die beiden Ele-
mente b und b’, schlieBlich C die Elemente ¢ und ¢’
enthalt, so hat die Menge S T sechs Elemente: a, b, 2,
a, b, c¢. (Axiom der Vereinigung?).)

6. Sind die Elemente einer Menge T selbst wiedar
Mengen, so kann man aus jeder dieser Elementar-
mengen ein Element auswihlen, und die Gesamtheit
der so ausgewdhlten Elemente bildet eine Unter-
menge der Menge ST. (Axiom der Auswahli).)

7. Es gibt mindestens eine unendliche Menge.
(Axiom des Unendlichent).)

Vor der Besprechung dieser Axiome muB ich die
Frage beantworten, warum ich bei ihrer Wiedergabe
das deutsche Wort ,Menge” beibehalten habe, statt
es durch das franzosische Wort ,,ensemble” zu tiber-
setzen. Es geschah dies, weil ich nicht sicher bin,
ob das Wort ,,Menge” in jenen Axiomen den gewohn-
lichen Wortsinn beibehilt; sonst wire es schwer, die

1) Anm. d. Ubers.
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Definition Cantors abzulehnen; das franzdsische Wort
sensemble” ruft diese anschauliche Bedeutung so
gebieterisch hervor, daB man es nicht ohne Unzu-
kommlichkeiten anwenden kann, sobald diese Be-
deutung geandert wird.

Ich méchte mich nicht weiter bei dem siebenten
Axiom aufhalten; ich muB aber doch ein Wort sagen,
um die &uBerst eigenartige Form hervorzuheben, in
der Zermelo es ausspricht. Er begniigt sich nicht
damit, es so auszusprechen, wie ich es getan habe;
or sagt: ,Es existiert eine Menge M, die das Ele-
ment @ nicht enthalten kann, ohne gleichzeitig als
Element auch die Menge (a) zu enthalten, das heiBt,
die Menge, deren einziges Element a ist. Wenn also
die Menge M das Element a zulaBt, so 148t sie auch
eine Reihe anderer Elemente zu, namlich die Menge,
deren einziges Element a ist, ferner die Menge, deren
einziges Element die Menge ist, deren einziges Ele-
ment a ist usw.“ Man sieht also, da8 die Zahl der
Elemente unendlich sein muB. Fiir den ersten Augen-
blick wird der ganze Vorgang recht absonderlich
und kiinstlich anmuten, und er ist es auch in der
Tat; aber Zermelo wollte vermeiden, das Wort un-
endlich auszusprechen, weil er seine Axiome als
der Unterscheidung zwischen endlich und unendlich
vorausgehend ansieht.

Gehen wir zu den ersten sechs Axiomen iiber;
sie konnen als evident betrachtet werden, sobald
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man dem Worte ,,Menge” seinen anschaulichen Wort-
sinn beilegt, und man nur eine begrenzte
Anzahl von Gegenstadnden der Betrach-
tung unterzieht. Aber sie sind es nicht in
héherem MaBe als das achte, welches der Verfasser
ausdriicklich ablehnt:

8. Beliebige Objekte bilden eine
Menge.

Wir miissen uns daher jetzt die Frage vorlegen:
Warum schwindet die Evidenz des Axioms (8), so-
bald es sich um unendlich viele Objekte handelt,
wahrend die Evidenz der sechs ersten bestehen
bleibt?

Wenn wir uns, um diese Frage zu lésen, an den
Wortlaut der Axiome halten, so erstaunen wir zu-
néchst iiber folgendes: Wir miissen feststellen, da8
alle diese Axiome uns ohne Ausnahme nur eine ein-
zige Sache lehren: daB namlich die nach bestimmten
Gesetzen erfolgende Zusammenfassung von Dingen
eine ,Menge“ bildet. Diese Axiome scheinen somit
nur Vorschriften zu sein, bestimmt, als bloBe Wort-
definitionen den Sinn des Wortes ,,Menge” zu um-
grenzen. Und das trifft ebensowohl fiir das achte
Axiom zu, das wir verwerfen, wie fiir die sechs
ersten, die wir anerkennen.

Aber sehr bald werden wir gewahr, da8 dieser
erste Eindruck triigerisch war; denn bloBe Wort-
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definitionen wiirden uns nicht der Gefahr eines
Widerspruches aussetzen; ein solcher Widerspruch
wéare nicht zu befiirchten, auBer wenn wir andere
Axiome hétten, die aussagen wiirden, daB bestimmte
Zusammenfassungen keine Mengen sind;
solche Axiome haben wir aber nicht. Trotzdem ge-
schieht die Ablehnung des achten Axioms, um einem
Widerspruch zu entgehen; Zermelo spricht das aus-
driicklich aus.

Er darf daher seine Axiome nicht als bloBe
Wortdefinitionen ansehen, sondern er muB dem
Worte Menge einen bestimmten anschaulichen Sinn
beigelegt haben, der all seinen Aussagen vorausgeht;
wenn dieser Sinn auch etwas von dem gewdohnlichen
Wortsinne abweicht. Man kann das feststellen, wenn
man beobachtet, welchen Gebrauch der Verfasser
von dem Begriff bei seinen Uberlegungen macht.
Eine ,Menge”, das ist eine Sache, iiber die man
Uberlegungen anstellen kann; sie ist etwas in ge-
wissem Sinne Festes und Unverénderliches. Eine
Gesamtheit von Dingen, eine ,Menge* definieren,
heiBt stets eine Klassifikation durchfiihren, namlich
die Dinge, die der Gesamtheit angehdren, von denen
trennen, die ihr nicht angehdren. Wir wiirden daher
sagen, daB eine Gesamtheit keine Menge bildet, wenn
die ihr entsprechende Klassifikation nicht wohl-
bestimmt ist, daB sie aber eine Menge bildet, wenn
das der Fall ist oder wenn man wenigstens die Uber-

Poincaré, Letzte Gedanken. 9
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legungen gerade so fiihren kann, als ob es der Fall
waére.

Wenn wir das achte Axiom ablehnen, so ge-
schieht es, weil beliebige Elemente zwar zweifellos
eine Gesamtheit bilden, aber eine Gesamtheit, welche
nicht geschlossen sein muB, und deren Anordnung
durch Hinzufiigung neuer, noch nicht ins Auge ge-
faBter Elemente jederzeit umgestoBen werden kann.
Eine solche Gesamtheit ist nicht wohlbestimmt;
wenn wir hingegen sagen, jeder Menge T' entspreche
eine andere Menge UT oder ST, die wir in be-
stimmter Weise definieren, so sagen wir damit schon
aus, daB diese Definition wohlbestimmt ist, oder da8
wir das Recht haben, sie so zu behandeln, als ob
sie es wire.

Hier ist der Ort, von einer Unterscheidung zu
sprechen, welche eine wesentliche Rolle in der
Theorie von Zermelo spielt. ,Eine Frage oder
Aussage E, iiber deren Giiltigkeit oder Ungiiltig-
keit die Grundbeziehungen des Bereiches vermoge
der Axiome und der allgemeingiiltigen logischen
Gesetze ohne Willkiir unterscheiden, heiBt ,definit’.“
Das Wort ,definit“ scheint offenbar synonym mit
dem Worte ,wohlbestimmt“ (prédicativ) zu sein,
aber der Gebrauch, den Zermelo von dem Worte
macht, zeigt, daB die Bedeutungen doch nicht voll-
kommen gleich sind. Nehmen wir z. B. an, die
Frage E sei die folgende: Welche Elemente der
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Menge M stehen in einer bestimmten Beziehung zu
allen anderen Elementen derselben Menge, wobei
wir iibereinkommen, zu sagen, alle Elemente, fiir die
man die Frage mit ,ja“ beantworten kann, bilden
eine Klasse K? Fiir mich, und ich glaube auch fiir
Russell, ist eine derartige Frage nicht wohlbestimmt;
da namlich die Zahl der ,allen anderen“ Elemente
eine unbegrenzte ist, so da8 man unaufhérlich neue
Elemente einfiihren kann, wird es vorkommen
konnen, daB unter den neueingefiihrten Elementen
sich solche befinden, die nach der Definition unter
den Begriff der Klasse K fallen, das heiBt, unter die
Gesamtheit der Elemente, die die Eigenschaft E be-
sitzen. Fiir Zermelo ware diese Frage definit,
ohne daB ich streng zu fassen wiiBte, wo die scharfe
Grenzlinie liegt, zwischen Fragen, welche ,definit“
sind, und denen, die es nicht sind. Zermelo selbst
ist der Ansicht, daB, um zu wissen, ob ein Element
eine Eigenschaft in bezug auf alle anderen Ele-
mente besitzt, es geniigt, zu zeigen, daB es diese
Eigenschaft gegeniiber jedem einzelnen Ele-
mente besitzt. Ist die Frage ,,definit” beziiglich jedes
einzelnen Elementes, so wird sie es ipso facto auch
beziiglich aller Elemente sein.

Hier kommt nun der Unterschied in unseren Auf-
fassungen zum Vorschein. Zermelo versagt es sich,
eine Gesamtheit von allen Objekten zu betrachten,
die einer gewissen Bedingung geniigen, da er der

9#
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Ansicht ist, daB eine solche Gesamtheit niemals ge-
schlossen ist und da8 man stets neue Elemente in
sie einfilhren kann. Andererseits trigt er kein Be-
denken, von einer Gesamtheit von Dingen zu
sprechen, welche einer bestimmten Menge M an-
gehoren und welche iiberdies einer bestimmten Be-
dingung geniigen. Nach seiner Auffassung kann
man eine Menge nicht besitzen, ohne zu gleicher
Zeit im Besitze aller ihrer Elemente zu sein. Unter
diesen Elementen wihlt er die, die einer gegebenen
Bedingung geniigen und er kann dies wohl mit voller
Beruhigung durchfiihren, ohne fiirchten zu miissen,
daB durch Einfiihrung neuer und noch nicht ins
Auge gefaBter Elemente eine Storung eintritt, weil
er diese Elemente ja alle bereits in Hénden hat.
Dadurch, daB er seine Menge M an die Spitze stellt,
richtet er eine Umfriedungsmauer auf, welche alle
lastigen Eindringlinge abhalt, die von auBen herein-
kommen koénnten. Aber er fragt nicht, ob es nicht
auch im Innern solche unwillkommene Gaste gibt,
die er durch seine Mauer mit umfriedet hat. Hat
eine Menge M eine unendliche Anzahl von Ele-
menten, so will das nicht sagen, daB alle ihre
Elemente von vornherein als gleichzeitig existierend
erfaBt werden konnen, sondern da8 unaufhorlich
neue entwickelt werden konnen; sie werden sich
nun im Innern der Mauer bilden, anstatt auBerhalb
derselben, das ist der ganze Unterschied. Wenn ich
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von allen ganzen Zahlen spreche, so meine ich damit
alle ganzen Zahlen, die man ersonnen hat und alle,
die man jemals ersinnen kionnte; wenn ich von allen
Raumpunkten spreche, so will ich damit alle Punkte
bezeichnen, deren Koordinaten sich durch Rational-
zahlen oder durch algebraische Zahlen oder durch
bestimmte Integrale ausdriicken lassen oder auf
irgendeine andere Weise, die man ausfindig machen
konnte. Und gerade in diesem ,man konnte“ liegt
die unbeschrinkte - Mannigfaltigkeit. Man konnte
mannigfaltige Formen der Definition ersinnen und
wenn wir wiederum zu unserer Frage E und unsersr
Klasse K zuriickkehren, so erhebt sich die Frage E
immer wieder von neuem, sobald man ein neues
Element von M definiert. Unter den Elementen nun,
welche wir definieren konnen, werden stets auch
solche sein, deren Definition von der Klasse K selbst
abhingt, derart, daB man einem -circulus vitiosus
nicht entgehen kann.

Das ist es, weshalb die Axiome von Zermelo mich
nicht vollkommen befriedigen koénnen. Sie er-
scheinen mir nicht nur nicht als evident, sondern
wenn man mich fragte, ob sie in sich widerspruchs-
frei sind, so wiiBte ich nicht, was ich darauf ant-
worten sollte. Der Verfasser glaubte, dem Para-
doxon der groBten Kardinalzahl ausweichen zu
konnen, indem er sich jeder Betrachtung enthielt,
die iiber den Bereich einer vollkommen geschlossenen
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Menge hinausgeht; er glaubt, dem Paradoxon von
Richard zu entgehen, indem er nur ,,definite“ Fragen
zulaBt, was zufolge der Bedeutung, die er diesem
Ausdrucke gibt, jede Betrachtung iiber Objekte aus-
schlieBt, die durch eine bestimmte Anzahl von
Worten definiert werden konnen. Wenn er aber
auch seinen Schafstall wohl verschlossen hat, so bin
ich nicht sicher, ob er den Wolf nicht mit ein-
geschlossen hat. Ich konnte mich nur beruhigen,
wenn er gezeigt hatte, daB er gegen jeden Wider-
spruch gedeckt ist; ich wei wohl, daB er das nicht
tun konnte, da er doch sich hitte z. B. auf das
Prinzip der Induktion stiitzen miissen, das er nicht
in Zweifel zog, das er aber in der Folge herzuleiten
in Aussicht stellte. Er hatte es miissen beiseite
lassen; es wire dies auf Kosten eines logischen
Fehlers geschehen, aber wenigstens wiiBten wir,
woran wir sind.

8 6. — Uber die Verwendung des Unendlichen.

Ist es moglich, Betrachtungen iiber Gegenstande
anzustellen, welche nicht durch eine endliche An-
zahl von Worten definiert werden kionnen? Ist os
nur moglich von etwas zu sprechen, wenn man das,
wovon man redet, kennt, indem man alles andere
als leere Worte bezeichnet? Oder muB man solche
Gegenstande im Gegenteil als unvorstellbar ansehen?
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Was mich anlangt, zégere ich nicht, zu erkléaren,
daB sie durchaus Nichtigkeiten sind.

Alle Gegenstande, mit denen wir es jemals zu
tun haben konnen, sind entweder durch eine be-
grenzte Zahl von Worten definierbar, oder sie sind
tiberhaupt nicht vollkommen bestimmt und bleiben
ununterscheidbar in einer Fiille anderer Objekte.
Wir werden nicht imstande sein, biindige Schliisse
iiber sie zu ziehen, auBer, wenn wir sie von diesen
iibrigen Objekten unterschieden haben werden, mit
denen sie vermischt waren, d. h. sobald wir imstande
sind, sie durch eine endliche Anzahl von Worten zu
definieren.

Betrachten wir eine Menge und wollen wir ihre
verschiedenen Elemente definieren, so wird diese
Definition naturgemaB in zwei Teile zerfallen. Der
erste Teil der Definition, der allen Elementen der
Menge gemeinsam ist, wird uns lehren, sie von den
Elementen zu unterscheiden, die dieser Menge nicht
angehoren; das ist die Definition der Menge. Der
zweite Teil wird uns in die Lage setzen, die einzelnen
Elemente der Menge voneinander zu unterscheiden.

Jeder dieser beiden Teile muB aus einer endlichen
Anzahl von Worten bestehen. Spricht man von
allen Elementen einer Menge, deren Definition man
gibt, so will man damit alle die Objekte bezeichnen,
die dem ersten Teile der Definition Geniige leisten
und deren Definition man durch irgendeinen Satz
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von endlicher Wortzahl beenden konnte, sobald man
wollte. Man gibt nur die Halfte der Definition und
iiberlaBt es uns, sie zu vervollstandigen. Die zweite
Halfte konnen wir nach freiem Ermessen erganzen;
aber es ist notwendig, daB wir diese Erganzung vor-
nehmen. Spreche ich eine Behauptung in bezug auf
alle Objekte einer Menge aus, so will ich damit
sagen, daB, wenn ein Objekt dem ersten Teile der
Bedingung geniigt, die Behauptung beziiglich des
Objektes richtig bleiben wird, auf welche Art auch
immer wir den zweiten Teil formulieren. Wenn man
aber auch diese Formulierung ganz nach Belieben
vornehmen kann, so ist es doch notwendig, sie vor-
zunehmen, sonst wire das Objekt nicht vorstellbar
und die Aussage selbst hatte keinen Sinn.

Damit soll nicht gesagt sein, daB man gegen diese
Art der Auffassung keine Einwendungen erheben
konnte und erhoben hat. Die Satze von endlicher
Wortzahl konnen stets abgezéhlt werden, da man sie
z. B. alphabetisch anordnen kann. Wenn alle denk-
baren Objekte durch derartige Satze definiert sein
miissen, dann wird man ihnen auch eine Nummer
zuweisen konnen. Es konnte daher nicht mehr
denkbare Objekte als ganze Zahlen geben. Be-
trachtet man z. B. den Raum, und schlieBt die Punkte
aus, die nicht durch eine endliche Zahl von Worten
definiert werden konnen und die in Wirklichkeit
reine Nichtigkeiten sind, so bleiben nicht mehr
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Punkte iibrig als ganze Zahlen. Cantor aber hat
das Gegenteil bewiesen.

Darin liegt ein bloBer TrugschluB. Raumpunkte
durch den Satz, der zu ihrer Definition dient,
zu ersetzen, diese Satze und die entsprechenden
Punkte nach den Buchstaben anzuordnen, welche
jene Sétze bilden, heiBt eine Klassifikation einfiihren,
die nicht wohlbestimmt ist und die all die Unzu-
kommlichkeiten, all die Fehlschlisse und Wider-
spriiche mit sich bringt, von denen ich eingangs
- dieses Abschnittes gesprochen habe. Was will
Cantor sagen und was hat er in Wirklichkeit ge-
zeigt? Man kann zwischen den ganzen Zahlen und
den Punkten des Raumes, die sich durch eine end-
liche Wortzahl definieren lassen, kein Gesetz der
Zuordnung auffinden, das folgenden Bedingungen
entspricht:

1. Das Gesetz 1a8t sich durch eine endliche An-
zahl von Worten aussprechen.

2. Wenn irgendeine ganze Zahl gegeben ist, so
kann man den entsprechenden Raumpunkt ausfindig
machen und dieser Punkt wird vollkommen und
unzweideutig bestimmt sein; die Definition dieses
Punktes setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Die
Definition der ganzen Zahl und der Ausdruck des
Gesetzes der Zuordnung werden sich auf eine end-
liche Zahl von Worten beschrinken, da unsere ganze
Zahl sich definieren 148t und auch unser Gesetz
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durch eine beschrankte Anzahl von Worten sich aus-
sprechen 1aBt.

8. Ist 6in Punkt des Raumes gegeben, von dem
ich annehme, daB er durch eine endliche Anzahl
von Worten festgelegt werden kann, ohne da8
ich die Mdoglichkeit ausschlieBeo, daB
in dieser Definition Anspielungen auf
das Gesetz der Zuordnung selbst vor-
kommen kénnen — und das ist wesentlich fiir
den Cantorschen Beweis — so gibt es eine ganze
Zahl, welche unzweideutig bestimmt ist durch den
Wortlaut des Gesetzes der Zuordnung und durch die
Definition des Punktes P.

4. Das Gesetz der Zuordnung muB ein wohl-
bestimmtes sein, d. h. wenn es einen Punkt P einer
ganzen Zahl zuordnet, so darf es nicht aufhéren,”
denselben Punkt P derselben ganzen Zahl zuzu-
ordnen, sobald man neue Raumpunkte einfiihrt.

Das ist es, was Cantor gezeigt hat, und das wird
stets wahr bleiben. Man sieht, wie kompliziert der
Sinn dessen ist, was der kurze Satz in sich schlie8t:
Die Machtigkeit der Raumpunkte ist gréBer als die
der ganzen Zahlen.

Was haben wir nun daraus zu schlieBen? Jeder
Satz der Mathematik muB verifizierbar sein. Sobald
ich ein Theorem ausspreche, so behaupte ich, daB
alle Verifikationen, die man versuchen koénnte, Er-
folg haben miissen; und selbst wenn eine der Veri-



v

4. Die Logik des Unendlichen. 139

fikationen einen Arbeitsaufwand erforderte, der die
Krafte eines Menschen iibersteigt, so behaupte ich,
daB wenn mehrere Geschlechter, hundert, wenn es
sein muB, sich dieser Verifikation widmen wiirden,
sie schlieflich doch zum Ziele fiilhren miiBte. Ein
Theorem hat keinen anderen Sinn und dies bleibt
auch noch wahr, wenn in der Aussage von unendlich
grofen Zahlen die Rede ist. Da aber die Verifika-
tion sich nur auf endliche Zahlen erstrecken kann,
folgt, daB jedes Theorem iiber unendlich groBe Zah-
len oder insbesondere iiber das, was man unendliche
Mengen, unendliche Kardinalzahlen oder unendliche
Ordnungszahlen usw. nennt, nichts anderes sein
kann, als eine abgekiirzte Form fiir den Ausdruck
einer Behauptung iiber endliche Zahlen. Wire es
anders, so ware das Theorem nicht verifizierbar
und wenn es nicht verfizierbar wire, so hitte es
keinen Sinn.

Es folgt, daB ein Axiom, das von unendlich gro8en
Zahlen handelt, keine Evidenz besitzen kann. Jede
Eigenschaft der unendlich groBen Zahlen ist nichts
anderes als eine Ubertragung einer Eigenschaft der
endlichen Zahlen. Diese letztere ist es, die evident
sein kann, wobei es jedoch notwendig wére, die
erstere Eigenschaft durch Vergleich mit der letzteren
herzuleiten und dabei nachzuweisen, da8 die Uber-
tragung eine exakte ist.
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§ 7. — Zusammenfassung.

Die Widerspriiche, zu denen gewisse Logiker ge-
filhrt wurden, haben ihren Ursprung darin, daB sie
einem gewissen circulus vitiosus nicht entrinnen
konnten. Das geschieht wohl bei der Betrachtung end-
licher Mengen, viel défter aber bei der Untersuchung
unendlich groBer Mengen. Im ersten Falle hatten sie
leicht die Schlinge vermeiden kénnen, in die sie sich
verfangen haben, oder, schiarfer gesagt, sie suchten
selbst die Schlinge auf und verfingen sich absicht-
lich in ihr. Ja, sie muBten mit voller Aufmerksam-
keit vorgehen, um nicht neben die Schlinge zu
kommen. Mit einem Worte, in diesem Falle sind die
Widerspriiche kaum mehr als eine Spielerei. Ganz
anders aber sind jene Widerspriiche beschaffen,
welche auf dem Begriffe des Unendlichen beruhen.
Es kommt héaufig vor, daB man ganz unbeabsichtigt
in einen solchen Widerspruch verfallt und selbst
wenn man ihn vermieden hat, ist man nicht voll-
kommen beruhigt.

Die Versuche, die man gemacht hat, um diese
Schwierigkeiten zu umgehen, sind aus mehr als
einem Grunde beachtenswert, aber sie sind durchaus
nicht vollkommen zufriedenstellend. Zermelo wollte
ein unfehlbares System von Axiomen errichten; aber
seine Axiome konnen nicht als willkiirliche Fest-
setzungen angesehen werden, da er zeigen miibBte,
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daB diese Festsetzungen nicht zu Widerspriichen
filhren und da er vollkommen tabula rasa machi,
hat er keine Objekte mehr zur Verfiigung, an denen
er einen derartigen Nachweis erbringen kénnte.
Daher miissen seine Axiome in sich evident sein.
Was ist nun der Mechanismus, aus dem heraus or
sie aufgesetllt hat? Er filhrt Axiome an, welche
wahr sind fiir endliche Mengen; er war nicht im-
stande, alle diese Axiome auch auf unendliche
Mengen zu erstrecken. Und er vollzog diese Er-
weiterung daher nur fiir eine bestimmte Anzahl
unter ihnen, deren Auswahl mehr oder weniger will-
kiirlich ist. Nach meiner Ansicht iibrigens kann,
wie ich schon weiter oben ausfiihrte, irgendeine
Aussage, die sich auf unendliche Mengen bezieht,
iiberhaupt nicht durch bloBe Anschauung ‘evident
sein. Russell hat es besser verstanden, das Wesent-
liche der Schwierigkeiten zu iiberwinden. Aber auch
er hat sie nicht vollkommen iiberwunden, da er bei
seiner Rangordnung der Typen die Theorie der Ord-
nungen bereits als durchgefiihrt voraussetzt.

Was mich anlangt, so wiirde ich vorschlagen, an
den folgenden Regeln festzuhalten:

1. Niemals andere Objekte der Betrachtung zu
unterziehen, als solche, die sich durch eine endliche
Zahl von Worten definieren lassen.

2. Niemals aus den Augen zu verlieren, daB jede
Aussage iiber das Unendliche nur eine Ubertragung,
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ein gekiirzter Ausdruck fiir eine Aussage iiber das
Endliche ist.

8. Klassifikationen und Definitionen, die nicht
wohlbestimmt sind, zu vermeiden.

Alle die Untersuchungen, von denen wir ge-
sprochen haben, haben einen gemeinsamen Grund-
zug. Man stellt sich vor, einem Schiiler Mathematik
zu lehren, welcher noch nicht den Unterschied zwi-
schen dem Endlichen und dem Unendlichen kennt.
Man beeilt sich nicht, ihm zu lehren, worin dieser
Unterschied besteht. Man fahrt fort, ihm alles dar-
zulegen, was man iiber das Unendliche wissen kann,
ohne sich vorher beziiglich dieser Unterscheidung
eine feste Meinung zu bilden. Und schlieBlich zeigt
man ihm in einer entlegenen Gegend des Gebietes,
das man ihn hat durchlaufen lassen, ein Kkleines
Fleckchen, auf dem die endlichen Zahlen sich finden.

Das scheint mir ein psychologischer Irrweg. So
geht der menschliche Geist nicht unbefangen vor
und selbst, wenn man sich, ohne in Widerspriiche zu
verfallen, hindurchwinden konnte, so wiare das
nichtsdestoweniger eine jeder gesunden Psychologie
entgegengesetzte Methode.

Russell wiirde mir sicher entgegenhalten, daB8 es
sich nicht um Psychologie, sondern um Logik und
Erkenntnistheorie handelt und ich wiirde dann dazu
gefiihrt werden, zu antworten, daB weder Logik
noch Erkenntnistheorie von der Psychologie un-
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abhangig sind und dieses Bekenntnis wiirde wohl die
Auseinandersetzung beschlieBen, weil es eine un-
iiberbriickbare Verschiedenheit der Auffassung zu-
tage fordern wiirde.

5. Die Mathematik und die Logik.

Vor einigen Jahren hatte ich Gelegenheit, gewisse
Ideen zu verdffentlichen iiber die Logik des Unend-
lichen, iiber die Verwendung des Unendlichkeits-
begriffes in der Mathematik und iiber die Anwendung,
die man seit Cantor davon macht. Ich habe dargelegt,
warum ich gewisse Arten der Uberlegung nicht als
berechtigt ansehen kann, deren sich hervorragende
Mathematiker bedienen zu diirfen glaubtent). Ich
habe natiirlich lebhafte Entgegnungen erhalten; die
betreffenden Mathematiker glaubten sich nicht im
Irrtume. Sie waren der Ansicht, daB8 der Weg,
den sie eingeschlagen hatten, berechtigt sei. Die
‘Auseinandersetzungen zogen sich ins Endlose. Nicht
als ob man unaufhorlich neue Argumente ins Treffen
gefiihrt hatte, sondern weil man stets sich im
gleichen Kreise bewegte, indem jeder der Streitteile
seine Aussage wiederholte, ohne offenbar die Dar-
legungen des Gegners voll zu wiirdigen. Alle

1) Biehe Abschnitt IV.
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Augenblicke erhielt ich einen neuen Beweis des
strittigen Prinzipes, der es iiber jeden Zweifel hinaus-
heben sollte. Aber dieser Beweis war im Grunde
stets derselbe und die Miihe umsonst. So kam man
zu keinem Ende. Und wenn ich sagen sollte, daB
ich dariiber erstaunt war, so wiirde ich mir damit
ein schlechtes Zeugnis iiber meine psychologische
Voraussicht ausstellen.

Ist es unter diesen Umstinden am Platze, noch
einmal die gleichen Argumente zu wiederholen, denen
ich vielleicht eine neue Gestalt geben konnte, an
denen ich aber nichts Wesentliches verandern konnte,
da nach meiner Ansicht nichts vorgebracht wurde,
was sie erschiittern kdénnte? Ich halte es fiir emp-
fehlenswerter, zu untersuchen, was die Ursache
dieser Verschiedenheit in der Denkweise sein kann,
die zu solchen Gegensétzen der Auffassung fiihrt.
Ich habe eben gesagt, daB diese uniiberbriickbaren
Gegensétze mich nicht in Erstaunen versetzt haben,
daB ich sie von Anfang an vorausgesehen habe. Das
enthebt uns indes nicht, nach einer Erklarung dafiir
zu suchen. Man kann eine Tatsache auf Grund
wiederholter Erfahrungen voraussehen und doch iiber
ihre Erklirung ganz im Unklaren sein.

Suchen wir nun den Gedankengang der beiden
gegnerischen Schulen von einem vollkommen sach-
lichen Standpunkte aus zu erforschen, als ob wir
uns selbst auBerhalb dieser Schulen befanden und
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einen Kampf zweioer feindlicher Lager beschrieben.
Wir werden zunéichst feststellen, daB die Mathe-
matiker in der Art, wie sie den Unendlichkeitshegriff
auffassen, zwei entgegengesetzten Richtungen zu-
neigen. Fiir die einen flieBt das Unendliche aus dem
Endlichen, fiir sie gibt es eine Unendlichkeit, weil es
eine unbegrenzte Zahl begrenzter moglicher Dinge
gibt. Fiir die anderen besteht das Unendliche vor
dem Endlichen, indem das Endliche sich als ein
kleiner Ausschnitt aus dem Unendlichen darstellt.
Ein Lehrsatz muB verifizierbar sein. Aber da
wir selbst begrenzte Wesen sind, kénnen wir nur
mit begrenzten Dingen operieren. Wenn daher auch
der Begriff des Unendlichen im Wortlaute des Lehr-
satzes eine Rolle spielt, so darf doch in der Verifika-
tion davon nicht mehr die Rede sein, sonst wére
eine solche Verifikation unméglich. Ich greife als
Beispiel Siatze wie etwa die folgenden heraus: Die

Reihe der Primzahlen ist unbegrenzt, die Reihe = 1.

ist konvergent usw. Jeder dieser Satze 1aBt sich
durch Gleichungen oder Ungleichungen zum Aus-
drucke bringen, in denen nur endliche Zahlen auf-
treten. In diesen Lehrsédtzen tritt das Unendliche
auf, nicht weil in einer der méglichen Verifikationen
das Unendliche vorkommt, sondern weil die Zahl der
moglichen Verifikationen unbegrenzt ist.

Wenn ich einen Lehrsatz ausspreche, so behaupte
ich, daB alle Verifikationen desselben zum Ziele

Poincaré, Letzte Gedanken. 10
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filhren. Wohl verstanden, man fiihrt nicht allé
durch; es wird unter ihnen solche geben, die ich
zwar insofern als moglich bezeichnen kann, weil sie -
nur eine endliche Zeit in Anspruch nehmen, die aber
praktisch undurchfiihrbar waren, weil sie eine jahre-
lange Arbeit erfordern wiirden. Es geniigt, da8 man
sich einen Menschen vorstellen kann, der reich und
verschroben genug ist, um die Verifikationen zu er-
zwingen, indem er eine geniigende Anzahl von Hilfs-
kraften anstelll. Der Beweis des Lehrsatzes hat eben
gerade den Zweck, ein solches torichtes Vorgehen
iiberfliissig zu machen.

Hat nun ein Lehrsatz, der keine verifizierbare
SchluBfolgerung zeigt, iiberhaupt einen Sinn oder all-
goemeiner, hat ein Lehrsatz noch einen Sinn iiber die
Verifikationen hinaus, die er zulaBt? Das ist der
Punkt, in dem die Ansichten der Mathematiker aus-
einandergehen. Die der ersten Richtung, ich mochte
sie als die Pragmatiker bezeichnen, weil ich ihnen
eben einen Namen geben muB, antworten mit nein.
Legt man ihnen einen Satz vor, ohne ihnen die M6g-
lichkeit zu geben, ihn zu verifizieren, so sehen sie
ihn als etwas ganz Wertloses an. Sie wollen es nur
mit Gegenstdnden zu iun haben, die man mit einer
begrenzten Anzahl von Worten definieren kann;
spricht man in irgendeiner Uberlegung von einem
Gegenstande A4, der bestimmten Bedingungen geniigt,
so verstehen sie darunter einen Gegenstand, der den
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genannten Bedingungen geniigt ohne Riicksicht auf
die Form der Aussage, derer man sich bedient, um
seine Definition zu geben, vorausgesetzt, daB es
durch eine endliche Anzahl von Worten geschieht.
Die Mathematiker der anderen Richtung, die ich
der Kiirze halber als Cantorianer bezeichnen méchte,
wollen das nicht zugestehen. So redselig auch ein
Mensch sei, wird er doch niemals in seinem Leben
mehr als eine Milliarde Worte sprechen konnen;
werden wir also alle die Gegenstinde von der For-
schung ausschlieBen, deren Definition mehr als eine
Milliarde von Worten erfordert? Und wenn wir sie
nicht ausschlieBen, warum sollen wir dann die aus-
schlieBen, die nur durch eine unbegrenzte Anzahl
von Worten festgelegt werden konnen, da doch die
wirkliche Ausfiihrung sowohl in dem einen, wie auch
in dem anderen Falle menschliche Kraft iibersteigt?
Dieses Argument liBt, genau besehen, die Prag-
matiker kalt. Soviel Worte auch ein einzelner
Mensch sprechen kann, die Menschheit wird noch
eine viel gréBere Anzahl von Worten sprechen
konnen und da wir den Zeitraum nicht kennen, wah-
rend dessen sie bestehen wird, kénnen wir den Be-
reich der moglichen Festsetzungen nicht im voraus
begrenzen. Wir wissen nur, daB dieser Bereich stets
endlich bleiben wird und selbst wenn wir den Zeit-
punkt des Verschwindens des Menschengeschlechtes
angeben konnten, so gibt es doch andere Gestirne,
10*
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auf denen das auf der Erde begonnene Werk fort-
gesetzt werden konnte. Die Pragmatiker wiirden
sich iibrigens nicht gegen die Vorstellung einer
Menschheit strauben, die weitergehende Ausdrucks-
moglichkeiten hatte als die unsere, dabei aber doch
das Wesentliche des Menschen bewahrte. Sie lehnen
nur eine Uberlegung ab auf Grund der Vorstellung
irgendeines, ich mochte sagen gottlichen Wesens
von unbegrenzter Ausdrucksfahigkeit, das imstande
ware, in endlicher Zeit eine unendliche Anzahl von
Worten zu denken. Die Mathematiker der anderen
Richtung dagegen stellen sich vor, daB die Objekte
in einer Art groBen Niederlage vorhanden sind, un-
abhéngig von menschlichen oder goéttlichen Wesen,
die dariiber sprechen oder nachsinnen konnten. In
diesem Lager konnen wir unsere Wahl treffen. Wir
haben zweifellos weder genug Hunger, noch genug
Geld, um alles anzukaufen, aber der Vorrat der
Niederlage ist unabhangig von der Kaufkraft dor
Kunden. Aus diesem grundlegenden MiBverstind-
nisse stammen alle die Gegensitze im einzelnen.
Nehmen wir z. B. das Theorem von Zermelo, wo-
nach der Raum sich in eine wohlgeordnete Menge
umformen laBt; die Cantorianer geben sich mit der
Strenge der Beweisfiihrung, sei sie nun wirklich
oder scheinbar, zufrieden. Die Pragmatiker werden
ihnen entgegnen: Sie sagen, daB Sie den Raum in
eine wohlgeordnete Menge umformen kénnen.
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Wohlan, tun Sie es. — Das wiirde zu lange dauern. —
Also zeigen Sie uns wenigstens, daB jemand, der Zeit
und Geduld genug hitte, die Transformationen durch-
fithren kénnte. — Das geht nicht, weil die Anzahl
der durchzufiihrenden Operationen unbegrenzt ist,
sogar groBer ist als Aleph-Nullt). — Koénnen Sie
zeigen, wie man durch eine endliche Anzahl von
Worten das Gesetz ausdriicken kann, welches ge-
stattet, den Raum in eine Wohlordnung aufzul6sen?
— Nein. — Damit ist fiir die Pragmatiker entschie-
den, daB8 das Theorem entweder gar keinen Sinn hat
oder falsch oder wenigstens unbeweisbar ist.

Die Pragmatiker stellen sich auf den Standpunkt
der Erstreckung (extension), die Cantorianer auf den
Standpunkt der Erfassung (compréhension). Han-
delt es sich um eine endliche Menge, so kann dieser
Unterschied nur vom Standpunkte der formalen
Logik aus von lnieresse sein; aber es scheint, da8 er
tiefere Bedeutung hat, was die unendlichen Mengen
anlangt. Stelll man sich auf den Standpunkt der
Erstreckung, so besteht eine Menge aus der allmah-
lichen Aneinanderreihung neuer Glieder. Wir konnen
durch Verbindung der alten Glieder neue Glieder
bilden, mit Hilfe dieser wieder neue Glieder und
wenn die Menge unendlich ist, so ist es darum, weil
keine Ursache vorliegt, diesen Vorgang abzubrechen.

1) Abzshlbar unendlich. (Anm. d. Ubers.)
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Vom Standpunkte der Erfassung dagegen gehen
wir von einer Menge aus, in der alle Dinge bereits
vor unserer Uberlegung bestehen. Sie erscheinen
uns anfangs als ununterschieden. Wir legen aber
gewisse unter ihnen fest, um sie wieder erkennen
zu konnen, indem wir sie mit Aufschriften versehen
oder in Facher einordnen. Die Gegenstinde aber
sind frither da als die Aufschriften und die Menge
selbst wiirde bestehen, selbst wenn es niemanden
gébe, der es unterndhme, sie zu ordnen.

Fiir die Cantorianer hat der Begriff der Kardinal-
zahl nichts Wunderbares an sich. Zwei Mengen
haben dieselbe Kardinalzahl, wenn man sie in die-
selben Facher einordnen kann; nichts ist einfacher
als das, da die beiden Mengen bereits vorhanden
sind und man auch eine Menge von Fachern als
vorher bestehend ansehen kann, die ebenfalls von
dem Verwalter der Sammlung nicht abhingen. Fiir
die Pragmaliker sieht die Sache anders aus; die
Menge existiert fiir sie nicht von allem Anfang an,
sondern sie vervollstindigt sich fortwahrend. Neuo
Dinge fiigen sich unaufhérlich ein, welche nur unter
Zugrundelegung der Kenntnis der bereits vorher ein-
geordneten Dinge und der Art und Weise, wie die
Anordnung getroffen wurde, definiert werden konnen.
Bei jeder neuen Erwerbung kann der Verwalter der
Sammlung sich gezwungen sehen, seine Fécher
wieder auszuleeren, um die Mdoglichkeit zu be-
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kommen, sie einzuordnen. Er wird niemals wissen,
ob zwei Mengen sich in denselben Fachern unter-
bringen lassen, weil er stets befiirchten mu8, da8 es
notig werden kann, sie umzuordnen.

Die Pragmatiker z. B. lassen nur Dinge zu, die
sich durch eine begrenzte Anzahl von Worten defi-
nieren lassen. Die moglichen Definitionen lassen
sich, da sie durch Satze ausdriickbar sind, stets ab-
zshlen mit Hilfe der natiirlichen Zahlen von eins bis
unendlich. Von diesem Standpunkte aus gibt es nur
eine einzig mogliche Unendlichkeitszahl, namlich
Aleph-Null; warum sagen wir also, da die Mach-
tigkeit des Kontinuums nicht die der ganzen Zahl
ist? Sind uns alle Raumpunkte, die wir durch Worte
in beschriankter Anzahl definieren konnen, gegeben,
so konnen wir uns ein Gesetz denken, da8 sich selbst
auch durch eine endliche Anzahl von Worten aus-
driicken 148t und das diese Punkte der Reihe der
ganzen Zahlen zuordnet. Ziehen wir aber solche
Satze in Betracht, in denen der Begriff dieses Ge-
setzes der Zuordnung auftritt, so verliert das Ganze
sofort seinen Sinn, weil dieses Gesetz noch nicht
entdeckt ist und weil die Satze daher nicht zur
Definition von Raumpunkten dienen konnen; haben
sie aber einen Sinn erlangt, dann gestatten sie uns,
neue Raumpunkte festzulegen. Aber diese neuen
Punkte werden nicht mehr in der angenommenen
Anordnung Platz finden und das wird uns zwingen,
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diese umzustoBen. Das wollen wir nach Ansicht der
Pragmatiker ausdriicken, wenn wir sagen, daB die
Machtigkeit des Kontinuums nicht die der ganzen
Zahl ist. Wir wollen sagen, da8 es unmoglich ist,
zwischen diesen beiden Mengen ein Gesetz der Zu-
ordnung aufzustellen, das gegen eine derartige Um-
walzung gefeit wiare, wogegen ein gleiches moglich
ist, wenn es sich z. B. um eine Gerade oder um eine
Ebene handelt.

Und so sind die Pragmatiker nicht sicher, ob
irgendeine Menge, genau genommen, eine Kardinal-
zahl besitzt, oder ob, wenn zwei Mengen gegeben
sind, man stets wissen kann, ob sie von gleicher
Machtigkeit sind, oder ob die Machtigkeit der einen
groBer ist als die der anderen. Und so kommen sie
dazu, an der Existenz von Aleph-Eins1) zu zweifeln.

Eine andere Ursache der Gegensitze stammt aus
der Auffassungsart der Definition. Es gibt verschie-
dene Arten von Definitionen. Die direkte Definition
ist die, die man entweder per genus proximum et
differentiam specificam oder durch Konstruktion
geben kann.

Ich méchte nebenbei bemerken, daB es auch un-
vollstindige Definitionen gibt, in dem Sinne, daB sie
nicht einzelne Dinge, sondern eine ganze Gattung

1) Die auf die ,abzi#hlbare Unendlichkeit folgende,
néichst hohere Michtigkeitszahl, (Anm. d. Ubers.)
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definieren. Diese Definitionen sind berechtigt und
sie werden sogar am allermeisten angewendet; nach
der Auffassung der Pragmatiker muB8 man aber
darunter die Gesamtheit der einzelnen Dinge ver-
stehen, die der gegebenen Definition geniigen und
deren Definition man durch eine endliche Anzahl
von Worten vervollstandigen konnte; fiir die Can-
torianer ware diese Einschrankung kiinstlich und be-
deutungslos. '

Hatte man nur direkte Definitionen, so wiirde
das Unvermogen der reinen Logik nicht bestritten
werden koénnen. Man koénnte dann in irgendeiner
Behauptung jeden Ausdruck durch seine Definition
ersetzen. Hitte man diese Substitution ausgefiihit,
80 wiirde sich die Behauptung entweder nicht auf
eine Identitdat zuriickfiihren lassen und dann wére
die Behauptung eines rein logischen Beweises nicht
fahig; oder es ergibt sich eine Identitit, dann aber
wire die Behauptung nichts als eine mehr oder
weniger geschickt versteckte Tautologie.

Nun gibt es aber noch eine andere Art der Defi-
nition. Die Definition durch Postulate. Im all-
gemeinen werden wir wissen, daB das festzulegende
Objekt einem bestimmten Genus angehort, aber
wenn es sich um die Aussage der differentia speci-
fica handelt, spricht man sie nicht direkt aus, son-
dern mit Hilfe eines Postulates, dem das festzu-
legende Objekt zu geniigen hat. So konnen die
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Mathematiker eine GroBe z durch die explizite
Gleichung
z=F (y)
oder durch die implizite Gleichung
F(zy)=0
darstellen.

Die Definition durch Postulat hat keinen Wert,
wenn man nicht gezeigt hat, daB das festzulegende
Objekt wirklich existiert; in der Redeweise der
Mathematik will das besagen, da8 das Postulat
keinen Widerspruch in sich schlieSen darf. Man hat
kein Recht, diesen Umstand auBer acht zu lassen.
Entweder muB man das Nichtvorhandensein eines
Widerspruches als eine durch die Anschauung ge-
gebene Wahrheit, als ein Axiom, als eine Art
Glaubensakt hinnehmen; dann aber muB8 man sich
davon Rechenschaft geben und beachten, daB man
die Reihe der unbeweisbaren Axiome um eines ver-
mehrt hat. Oder aber man muB den Beweis der
Existenz regelrecht fiihren, sei es per exemplum, sei
es durch eine Rekursionsbetrachtung. Dieser Nach-
weis ist nicht weniger notwendig, wenn es sich um
eine direkte Definition handelt, aber er ist im all-
gemeinen viel leichter zu fiihren.

Manche Pragmatiker gehen in ihren Anforde-
rungen noch weiter. Sie sehen eine Definition noch
nicht als berechtigt an, wenn sie lediglich der Be-
dingung geniigt, daB sie zu keinen Widerspriichen
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unter den Aussagen fiihrt, sondern sie mu8 auch
einen Sinn haben von ihrem besonderen Gesichts-
punkte aus, welchen ich oben darzulegen versucht
habe.

Wie dem auch sei, bleibt die Logik auch nach
Einfiihrung der Definition durch Postulate unfrucht-
bar? Wir kénnen nicht mehr, wenn uns eine Be-
hauptung vorgelegt ist, jeden Ausdruck darin durch
seine Definition ersetzen. Was wir tun konnen ist,
diesen Ausdruck durch die Behauptung und das
Postulat, das zu seiner Definition dient, zu elimi-
nieren. Wenn dies nach den Regeln, die man als
logische Eliminationsmethode bezeichnen konnte,
durchgefiihrt ist, dann fiithrt sie uns entweder nicht
zu einer Identitit, d. h. die Behauptung ist rein
logisch nicht zu beweisen, oder sie fiihrt zu einer
Identitat, dann ist die Behauptung eine bloBe Tauto-
logie. Wir haben also an unseren friiheren Schliissen
nichts zu &ndern.

Es gibt nun noch eine dritte Art von Definitionon,
was eine neue Quelle von MiBverstindnissen zwischen
den Pragmatikern und den Cantorianern bildet. Es
gibt auch Definitionen durch Postulate, wo das
Postulat eine Beziehung zwischen den festzulegenden
Gegenstinden und allen Einzeldingen der Gattung
ausdriickt, der der festzulegende Gegenstand nach
Annahme selbst angehort (Fall I), oder der wenig-
stens einzelne Dinge angehoren, die selbst nicht ohne
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Beziehung auf den festzulegenden Gegenstand defi-
niert werden kénnen (Fall II). Das tritt ein, wenn
wir die beiden folgenden Postulate aufstellen:

X (der festzulegende Gegenstand) hat irgend-
eine bestimmte Beziehung zu allen Einzeldingen
der Gattung G,

X gehort der Gattung G an (Fall I);

oder die drei folgenden Postulate:

X hat irgendeine bestimmte Beziehung zu allen
Individuen der Gattung G,

Y héngt ab von X,

Y gehort der Gattung G an (Fall II).

Fir die Pragmatiker enthilt eine derartige Defi-
nition einen circulus vitiosus. Man kann X nicht
definieren, ohne alle Individuen der Gattung G zu
kennen und folglich kann man es nicht definieren,
ohne X selbst zu kennen, das ja eines dieser Indivi-
duen ist. Die Cantorianer gestehen das nicht zu.
Die Gattung G ist uns gegeben, folglich kennen wir
alle ihre Individuen und die Definition hat nur den
Zweck, unter diesen Individuen die zu unterscheiden,
die mit allen ihren Genossen zusammen die aus-
gesprochene Beziehung haben. Nein, antworten ihre
Gegner, die Kenntnis der Gattung gibt nicht die
Kenntnis aller ihrer Individuen. Sie gibt nur die
Moglichkeit, sie alle aufzustellen oder vielmehr so
viele als man wiinscht. Sie sind nicht vorhanden,
bevor sie nicht wirklich gebildet sind, d. h. bevor
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gie nicht definiert sind. X besitzt Existenz nur durch
seine Definition, die keinen Sinn hat, wenn man
nicht vorher alle Individuen von G und im beson-
deren X kennt. Es wiirde nichts niitzen zu sagen,
fiigen sie hinzu, daB es kein circulus vitiosus sei,
X durch seine Beziehung mit X selbst zu definieren,
daB diese Beziehung, mit einem Worte, ein Postulat
ist, das zur Definition von X dienen kann. Dann
wire es namlich notwendig vorauszusetzen, daB
dieses Postulat keinen Widerspruch in sich schlieBt.
Das tut man bei dieser Art von Definitioner i:a all-
gemeinen nicht. Man zeigt eingangs, dalB, von
welcher Beschaffenheit auch die Gattung G sei,
deren samtliche Einzeldinge als bekannt angenommen
werden, ein Ding X existiert, das mit dieser Gattung
die in Frage stehende Beziehung hat, d. h. daB8 die
Existenz dieses Dinges keinen Widerspruch in sich
schliefit; es bliebe zu zeigen, da8 auch kein Wider-
spruch besteht zwischen dem Vorhandensein dieses
Dinges und der Annahme, daB es selbst ein Mitgliod
dieser Gattung ist.

Die Auseinandersetzung konnte sich in die Lange
ziehen. Der Punkt aber, den ich klar legen will, ist,
daB8, wenn diese Art von Definitionen zugelassen
wird, die Logik nicht mehr unfruchtbar bleibt and
der Beweis dafiir liegt darin, daB man eine Fiille
von Ableitungen dieser Art gegeben hat, um Be-
hauptungen zu erweisen, die keineswegs Tautologion
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sind, da es Leute gibt, die sich fragen, ob jene Be-
hauptungen iiberhaupt richtig sind. Man kann die
Macht bewundern, die in einem Worte ruhen kann.
Man denkt sich einen Gegenstand, von dem man
nichts aussagen kann, so lange er keine Benennung
erhalten hat. Es geniigt, ihm einen Namen zu ver-
leihen, damit er Wunder wirkt. Wie geht das zu?
Nun, wenn wir dem Gegenstande einen Namen geben,
dann sprechen wir damit implizite die Behauptung
aus, daB der Gegenstand auch wirklich vorhanden
ist, d. h. daB er frei von jedem Widerspruche ist,
und daB8 er auBerdem vollkommen bestimmt ist.
Davon aber wissen wir nichts nach den Anforde-
rungen der Pragmatiker. Was ist nun der Mecha-
nismus, der die Beweisfiihrung fruchtbar macht?
Er ist ziemlich einfach. Man verneint die zu be-
weisende Behauptung und zeigt, daB man sich in
Widerspruch setzt mit der Existenz des Gegen-
standes X. Dies ist aber nur berechtigt, wenn man
dieser Existenz sicher ist und weiter wenn man
weiB, daB der Gegenstand vollkommen bestimmt ist.
Und in der Tat, leitet man X aus der Gattung G durch
Definition her, vervollstindigt dann die Gattung G,
indem man den Gegenstand X und die {ibrigen
Gegenstinde gleicher Gattung, die man daraus her-
leiten kann, hinzufiigt, nennt man G’ die so vervoll-
stindigte Gattung und X’ das Objekt, das sich aus
G’ durch Definition in gleicher Weise herleitet wie
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X aus G, so ist es notwendig, daB man sicher ist,
daB8 X’ und X identisch sind. Ware dies nicht der
Fall und wiirde man durch Verneinung der zu be-
weisenden Behauptung auf zwei sich widersprechende
Behauptungen

P(X) = 0, go(X) = 0
gefiihrt, so konnte man nicht wissen, ob die GroSe X,
die in beiden Aussagen auftritt, dieselbe ist. Steht
aber X in der ersten und X’ in der zweiten, dann
hatten wir die beiden Behauptungen in der Form
zu schreiben:

P1(X) = 0, g(X?) = 0
und dann wiirden sie sich auch im allgemeinen nicht
widersprechen.

Warum machen nun die Pragmatiker diese Ein-
wendung? Deshalb, weil die Gattung G fiir sie nur
eine Sammlung ist, die einer unbegrenzten Erweite-
rung fahig ist, in dem MaBe, als man neue Elemente
einfithr, die die ausbedungenen Eigenschaften be-
sitzen. So kann man G niemals als unverdnderlich
betrachten, wie es die Anhénger der Cantorschen
Richtung tun und man ist nicht sicher, da8 es nach
neuen Angliederungen sich nicht in G’ verandert.

Ich habe mich bemiiht, so klar und so un-
parteiisch, als ich konnte, darzulegen, worauf die
Unterschiede dieser beiden mathematischen Rich-
tungen beruhen; es scheint mir, da8 wir damit schon
die wirkliche Ursache erkennen; die Forscher beider
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Richtungen haben entgegengesetzte geistige Ver-
anlagungen. Die, die ich Pragmatiker genannt habe,
sind Idealisten, die Cantorianer Realisten.

Der folgende Umstand kann uns in dieser Auf-
fassung bestirken. Wir sehen, daB die Cantorianer
— mit diesem Worte, das mir bequem ist, will ich
hier nicht bloB die Mathematiker bezeichnen, die
offen den Wegen Cantors folgen und auch nicht blo8
die Philosophen, die sich zu ihm bekennen, sondern
auch die, die gleiche Tendenzen auf ganz unab-
hangige Art vertreten — wir sehen, habe ich gesagt,
daB die Cantorschiiler fortwahrend von Erkenntnis-
theorie sprechen, d. h. von der Forschung iiber die
Forschung; wohlverstanden, diese Art der Erkennt-
nistheorie ist ganz unabhangig von der Psychologie.
Sie hat uns sozusagen zu lehren, was die Forschung
wéare, wenn es keine Forscher gebe. Damit soll ge-
meint sein, daB wir die Forschung zum Gegenstande
unserer Untersuchung machen, zwar nicht unter der
Annahme, daB es keine Forscher gebe, aber doch
ohne die Annahme, da8 es der Fall sei. So ist nicht
nur die Natur eine Realitat, die von dem Physiker,
der sich ihre Erforschung zur Aufgabe macht, un-
abhingig ist, sondern die Physik selbst ist auch eine
Realitat, welche bestehen bleibt, auch wenn es keine
Physiker gebe. Das ist das Wesen des Realismus.
Und warum weigern sich die Pragmatiker, Gegen-
stinde zuzulassen, welche nicht durch eine be-
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schrinkte Anzahl von Worten festgelegt werden
kénnen? Deshalb, weil sie der Ansicht sind, daB ein
Objekt nicht existiert, wenn es nicht gedacht ist und
daB man ein gedachtes Objekt nicht unabhangig von
einem denkenden Subjekt erfassen kann. Das ist
der Kernpunkt des Idealismus. Und fiir ein denken-
des Subjekt, sei es nun ein Mensch oder irgendein
Wesen, das dem Menschen gleicht, also infolgedessen
ein endliches Wesen, kann das Unendliche keinen
anderen Sinn haben als die Moglichkeit, so viele
Objekte ins Leben zu rufen, als man will.

Hier kann man eine ziemlich seltsame Bemerkung
machen. Die Realisten stellen sich im allgemeinen
auf den physischen Standpunkt. Es sind die mate-
riellen Objekte, oder die individuellen Geister, oder
was sie die Substanzen nennen, deren unabhangige
Existenz sie behaupten. Die Welt wiirde fiir sie auch
vor der Schépfung des Menschen existiert haben, ja
sogar vor der der Lebewesen iiberhaupt; sie wiirde
auch noch bestehen, wenn sie weder Gott noch
irgendein denkendes Subjekt hatte. Dies ist auch
der Standpunkt der allgemeinen Empfindung und
nur durch Reflexion kann man dazu gefithrt werden,
ihn zu verlassen. Die Anhdnger der realistischen
Woeltanschauung sind im allgemeinen Finitisten. In
der Frage der Kantschen Antinomien stehen sie fiir
die Thesen ein. Sie glauben, da8 die Welt begrenzt
ist. Das ist z. B. die Auffassungsweise von Evellin.

Poincaré, Letzte Gedanken. 11
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Im Gegensatze dazu teilen die Idealisten diese Ab-
neigung gegen eine solche Unbegrenztheit nicht und
sind ganz bereit, die Antithesen anzuerkennen.

Aber die Cantorianer sind Realisten selbst in be-
zug auf die mathematischen GrdBen. Diese GriBen
scheinen ihnen eine unabhingige Existenz zu be-
sitzen. Sie schaffen die Geometrie nichtf, sie ent-
decken sie. Diese Objekte also existieren sozusagen
ohne zu existieren, da sie sich zu reinen Essentien
verfliichtigen. Da nun naturgemiB die Anzahl dieser
Objekte unbeschrankt ist, so sind die Anhénger des
mathematischen Realismus noch in viel héherem
MaBe Infinitisten als die Idealisten. Ihre Unendlich-
keit ist nicht eine Folgerung, da sie vor dem Geiste,
der sie entdeckte, Existenz besaB. Ob sie sie bejahen
oder verneinen, sie sind gezwungen, an die wirkliche
Unendlichkeit zu glauben.

Dies gemahnt an die Platosche Ideenlehre. Es
kann seltsam erscheinen, Plato hier unter die Rea-
listen eingereiht zu sehen. Nichts aber ist mehr im
Gegensatze zu dem zeitgendssischen Idealismus als
Platos Lehre, wenn sie auch recht weit von dem
physischen Realismus entfernt ist. Niemals bin ich
einem Mathematiker begegnet, der in hoherem MaBe
ein Realist im Sinne Platos war als Hermite und
doch kann ich behaupten, daB ich keinem entschie-
deneren Gegner der Cantorschen Richtung begegnet
bin. Es ist das ein scheinbarer Widerspruch, um so
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mehr, als er selbst aus freien Stiicken erklart: Ich
bin ein Gegner Cantors, weil ich ein Realist bin.
Er machte es Cantor zum Vorwurfe, die Objekte zu
erschaffen, statt sie zu entdecken. Ohne Zweifel auf
Grund seiner religiosen Uberzeugungen hielt er es fiir
eine Art von Uberhebung, auf einmal in das Bereich
eindringen zu wollen, das Gott allein ganz erfaft,
statt sich zu begniigen, da8 es uns nach und nach
seine Wunder enthiilll. Er verglich die mathe-
matische Forschung mit der Naturforschung. Ein
Naturforscher, der das Geheimnis der Gottheit er-
raten will, statt die Erfahrung zu befragen, ware ihm
nicht nur anmaBend erschienen, sondern auch un-
ehrerbietig gegeniiber der gottlichen Majestat. Die
Cantorianer schienen ihm ein gleiches auf dem Ge-
biete der Mathematik zu tun. Und so war Hermite
ein Realist in der Theorie, doch ein Idealist in der
Praxis. Es existiert eine Realitit des Wissens. Sie
ist auBer uns und unabhéngig von uns. Alles aber,
was wir wissen konnen, hangt von uns ab; es ist ein
allmahliches Werden, eine Aneinanderreihung ein-
zelner Errungenschaften. Der Rest ist wahr, aber er
ist in Ewigkeit unerfaBbar.

Der Fall von Hermite ist iibrigens vereinzelt und
ich will dabei nicht weiter verweilen. Es hat stets
Weltanschauungen entgegengesetzter Richtung ge-
geben und es hat nicht den Anschein, daB diese
Richtungen im Begriffe sind, sich zu vereinigen. Es

11*
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ist dies zweifellos so, weil es verschiedengeartete
geistige Veranlagungen gibt und weil wir daran
nichts andern konnen. Es ist daher auch keine
Hoffnung vorhanden, daB zwischen den Pragmatikern
und den Anhéngern der Cantorschen Richtung eine
Ubereinstimmung zustande kommt. Die Menschen
verstehen einander nicht, weil sie nicht dieselbe
Sprache sprechen und diese Sprachen sind es, die
nicht miteinander iibereinstimmen.

Nun, die Mathematiker pflegen sich im allgemeinen
zu verstehen; das ist aber gerade dem zu verdanken,
was ich die Verifikationen nannte. Sie entscheiden
in letzter Linie und ihnen beugt sich die ganze Welt.
Wo aber die Verifikationen im Stiche lassen, haben
die Mathematiker vor dem reinen Philosophen nichts
voraus. Wie kann man aber dariiber eine Ent-
scheidung treffen, ob ein Lehrsatz einen Sinn haben
kann ohne verifizierbar zu sein, da eine Verifikation
von vornherein durch die Definition ausgeschlossen
ist? Das Einzige, was man tun koénnte, wire das,
da8 man seinem Gegner einen Widerspruch nach-
weist.

Man hat eine Menge von Antinomien vorgebracht
und der MiBklang bleibt bestehen, niemand wurde
iiberwiesen; einem Widerspruch kann man sich stets
durch einen Kunstgriff, ich méchte sagen, durch ein
»distinguo® entziehen.
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6. Die Quanten-Hypothese.

Man kann sich die Frage vorlegen, ob die
Mechanik nicht im Begriffe ist, eine neuerliche Um-
wilzung zu erfahren. Kiirzlich tagte in Briissel ein
KongreB, bei dem 21 Physiker verschiedener Volks-
zugehorigkeit versammelt waren und bei jeder Ge-
legenheit konnte man sie von der neuen Mechanik
sprechen horen, die sie in Gegensatz zur alten
Mechanik stellen. Nun, was war diese alte Mecha-
nik? War es die Newtonsche Mechanik, die ohne
Widerspruch bis gegen das Ende des 19. Jahr-
hunderts herrschend gewesen ist? O nein, es war
die Mechanik von Lorentz, die des Relativitats-
Prinzipes, die vor kaum 5 Jahren den Gipfel wissen-
schaftlicher Kiihnheit bezeichnete.

Soll damit gesagt sein, daB dieser Lorentzschen
Mechanik nur ein Eintagsleben beschieden war und
sie nur eine Laune der Mode gewesen ist und daB
man im Begriffe steht, zu den alten Goéttern zuriick-
zukehren, die man toricht verlassen hat? Nicht im
geringsten. Die Errungenschaften von gestern wer-
den nicht angefochten. In allen den Punkten, in
denen die Lorentzsche Mechanik von der Newton-
schen abweicht, bleibt sie zu Recht bestehen. Man
glaubt nach wie vor, daB ein beweglicher Korper
unter keinen Umstinden jemals eine griBere Ge-
schwindigkeit als die des Lichtes annehmen kann,
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daB die Masse eines Korpers keine unveranderliche
GréBe ist, sondern von seiner Geschwindigkeit ab-
hangt und von dem Winkel, den diese Geschwindig-
keit mit der auf den Korper wirkenden Kraft ein-
schlieBt, ferner, daB kein Versuch jemals wird ent-
scheiden konnen, ob ein Korper, absolut genommen,
sich im Zustande der Ruhe oder in dem der Be-
wegung befinde, sei es nun in bezug auf den Raum
als solchen, sei es selbst in bezug auf den Ather.
Auf diese Kiihnheiten will man nur neue
haufen, und zwar reichlich disharmonische. Man
begniigt sich nicht mehr, blo8 zu fragen, ob die
Differentialgleichungen der Dynamik abgeandert
werden miissen, sondern man fragt, ob die Gesetze
der Bewegung sich iiberhaupt durch Differential-
gleichungen zum Ausdrucke bringen lassen. Und das
wiare die einschneidenste Umwailzung, die die Natur-
wissenschaft seit Newton erlebt hat. Der erleuchtete
Genius Newtons erkannte klar (oder glaubte zu er-
kennen — man sieht, auch wir beginnen in Zweifel
zu ziehen), daB der Zustand eines bewegten Systems,
oder allgemeiner gesprochen, der des Weltalls, nur
von dem unmittelbar vorangegangenen Zustande ab-
héngen kann und daB alle Zustandsdnderungen in
der Natur in stetiger Weise verlaufen miissen.
GewiB, nicht er war es, der diese Idee schuf. Sie
fand sich im Denken der Alten und dem der
Scholastiker, die das Wort pragten: Natura non facit
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saltus; aber die Idee war erstickt durch eine Fiille
von Unkraut, das sie an einer gedeihlichen Ent-
wicklung hinderte und das die groBen Denker des
17. Jahrhunderts endgiiltig ausrodeten.

Diese grundlegende Idee nun wird heute in
Zweifel gezogen. Man fragt sich, ob es nicht not-
wendig ist, in die Naturgesetze Unstetigkeiten ein-
zufitlhren und zwar nicht scheinbare, sondern wirk-
liche und wir miissen zunachst darlegen, wie man zu
einer so auBergewohnlichen Auffassung gelangt ist.

§ 1. — Die Thermodynamik und die Wahrscheinlich-
keitslehre.

Wenden wir uns der kinetischen Gastheorie zu,
Die Gase bestehen aus Molekiilen, die sich nach allen
Richtungen mit groBer Geschwindigkeit umbher-
bewegen; ihre Bahnen wiren geradlinig, wenn sie
nicht immer wieder aneinander prallen oder an die
GefaBwande stoBen wiirden. Die Wahrscheinlichkeit
dieser ZusammenstéBe geniigt, um eine bestimmte
mittlere Geschwindigkeitsverteilung festzulegen, mag
man nun ihre Richtung, oder ihre GroBe ins Auge
fassen. Diese Durchschnittsverteilung zeigt das Be-
streben, sich von selbst wieder herzustellen, sobald sie
gestort worden ist, so daB ungeachtet der uniiber-
sehbaren Kompliziertheit der Bewegungen ein Be-
obachter, der nur die Mittelwerte registrieren kann,
den Eindruck auBerordentlich einfacher Gesetze
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empfangt, die eine Folge des Spiels der Wahrschein-
lichkeiten und der groBen Zahlen sind. Er beobachtet
ein statistisches Gleichgewicht. So sind
z. B. die Geschwindigkeiten gleichmaBig iiber alle
Richtungen verteill. Wenn sie nimlich einmal auf-
horten, es zu sein und das Bestreben zeigten, eine
gemeinsame Richtung anzunehmen, so wiirden die
StoBe nach Verlauf einer auBerordentlich kurzen Zeit
diese Ordnung wieder verwischt haben.

Die Rechnung fiihrt noch zu einer anderen Folge-
rung. Die lebendige Kraft, die jedes Molekiil i m
Mittel annimmt, ist der Zahl seiner Freiheitsgrade
proportional. Ich will dies niher auseinandersetzen.
Ein Korper ist imstande, eine bestimmte Anzahl ver-
schiedener kleiner Bewegungen auszufiihren, z. B.
ein materieller Punkt vermag sich entsprechend den
drei Achsen zu bewegen; er hat daher 8 Freiheits-
grade. Eine Kugel vermag eine ahnliche Trans-
lation parallel zu jeder der 8 Achsen auszufiihren,
aber auBerdem eine Rotation um diese 8 Achsen; sie
hat daher 6 Freiheitsgrade. Nun ist ein Molekiil
durchaus kein einfacher materieller Punkt. Es ist
vielmehr deformationsfahig und hat deshalb auch
mehr Freiheitsgrade; z. B. wird ein Argonmolekiil 3,
ein Sauerstoffmolekiil 5 Freiheitsgrade besitzen.
Nach dem Gesetze nun, das wir ausgesprochen
haben und das man das Gesetz der Gleich-
verteilung nennt, muB, wenn im statistischen
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Gleichgewichte ein Argonmolekiil bei einer bestimm-
ten Temperatur die lebendige Kraft —3 besitzt, ein
Sauerstoffmolekiil die lebendige Kraft —5 besitzen;
anders ausgedriickt, die spezifischen Molekular-
wirmen bei konstantem Volumen fiir Argon und
Sauerstoff miissen sich verhalten wie 3: 5.

Dieses Gesetz nun, entsprechend angewendet, gilt
nicht bloB fiir Gase. Es ergibt sich tatsdchlich aus
der Gestalt, welche man den Gleichungen der Dyna-
mik beigelegt hat und als Hamiltonsche Form der-
solben bezeichnet. Wenn die allgemeinen Gesetze
der Dynamik sich auch auf feste oder fliissige Korper
beziehen, so miissen diese Korper auch mutatis
mutandis das Gesetz der Gleichverteilung be-
folgen.

Der Carnotsche Satz oder der zweite Hauptsatz
der Wirmelehre lehrt uns, da8 die Welt einem End-
zustande entgegengeht, von dem sie sich nicht mehr
entfernen kann; er lehrt uns daher, da8 ein statisti-
sches Gleichgewicht moglich ist. Wenn dies nicht
der Fall wire, miiBten wir stets irgendeine Vorrich-
tung ersinnen konnen, die uns gestatten wiirde, das
zu realisieren, was man ein Perpetuum mobile zweiter
Art genannt hat. Letzteres wiirde z. B. gestatten,
eine Dampfmaschine mit Eis zu heizen, indem man
die Tatsache ausniitzt, daB dieses Eis, so kalt es auch
sei, durchaus nicht auf dem absoluten Nullpunkt sich
befindet und infolgedessen eine bestimmte Warme-
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menge enthalt. Waren die Gesetze des statistischen
Gleichgewichtes nicht dieselben, sobald man es mit
den Korpern 4 und B, dann mit den Kérpern B
und C und endlich mit den Korpern C und A4 zu tun
hat, so ware es leicht, indem man einmal zwei von
diesen Korpern und das andere Mal zwei andere zu- .
sammenbringt, die Bedingungen dieses Gleich-
gowichtes unaufhérlich zu #&ndern. Diese Korper
konnten niemals endgiiltig zur Ruhe kommen und es
wiirde kein wirkliches statistisches Gleichgewicht
bestehen; das Carnotsche Prinzip wire falsch.

Durch welches einzigartiges Zusammentreffen
sind nun die Bedingungen dieses Gleichgewichtes
stets dieselben, welche Korper auch immer man zu-
sammenbringt? Die Uberlegungen, welche uns
frither diese Ubereinstimmung verstehen lieBen, be-
ruhten auf der allgemeinen und auf alle Korper sich
erstreckenden Giiltigkeit der dynamischen Grund-
gesetze, die sich in den Hamiltonschen Differential-
gleichungen ausdriicken.

Diese Auffassung wurde bisher stets von der Er-
fahrung bestatigt und die Verifikationen sind heute
bereits so zahlreich, da8 man sie nicht einem Zu-
falle zuschreiben kann. Wenn daher neue Erfah-
rungstatsachen Ausnahmen davon zeigem, so wird
man nicht die Theorie aufgeben, sondern sie um-
gestalten und erweitern miissen, dergestalt, daB sie
auch die neuen Tatsachen zu umfassen gestattet.
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Gewisse Bedenken allerdings boten sich den For-
schern von allem Anfang an dar. Die Molekiile und
selbst die Atome sind keine materiellen Punkte.
Falls sie aber eine Ausdehnung besitzen, ist es dann
gestattet, sie als vollkommen starre Koérper anzu-
sehen? So einfach auch ein Argonmolekiil sei, es
wird doch kein mathematischer Punkt, sondern eine
Kugel sein. Warum soll diese Kugel sich nicht
drehen konnen? Wenn sie es aber tut, dann besitzt
sie 6 Freiheitsgrade anstatt 31). Wenigstens kann
man nicht gut annehmen, daB die St68e, die imstande
sind, die fortschreitende Bewegung der Molekiile zu
beeinflussen, auf ihre Drehbewegung vollkommen
ohne EinfluB sein sollen, daB die St6Be dem Molekiil
nicht die geringste Formanderung sollten erteilen
konnen usw. AuBerdem entspricht jeder Spektral-
linie ein Freiheitsgrad. Es braucht nicht erst ge-
sagt zu werden, daB das Spektrum des Sauer-
stoffes mehr als 5 Linien umfaft Warum nun
scheinen gewisse Freiheitsgrade iiberhaupt keine
Rolle zu spielen, warum sind sie sozusagen erstarrt?

1) Es wiirde nichts niitzen zu sagen, daB das Verhilt-
nis der spezifischen Wirme keine Anderung erfiihre, wenn
man dem Argon 6 und dem Sauerstoff 10 Freiheitsgrade
zuschriebe. Die kinetische Gas-Theorie die auf dem Satze
vom Virial der Kriifte ruht, verlangt eben 3 Freiheitsgrade
und nicht 6 fiir das einatomige Argon-Molekiil.
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Sind da nicht noch andere, geheimnisvolle Umstande
im Spiele?

§ 2. — Das Gesetz der Strablung.

Die Physiker lieBen sich zunéchst nicht durch
diese Schwierigkeiten abschrecken. Aber zwei neue
Tatsachen verinderten die Sachlage; die erste ist
das, was man als das Gesetz der schwarzen Strah-
lung bezeichnet. Ein vollkommen schwarzer Kérper
ist der, dessen Absorptions-Koeffizient gleich 1 ist.
Ein derartiger Kérper strahlt im glithenden Zustande
Licht von allen Wellenldingen aus und die Starke
dieser Strahlung hingt in bestimmter Weise sowohl
von der Temperatur, als auch von der Wellenlange
ab. Eine unmittelbare Beobachtung ist nicht durch-
fithrbar, weil es keinen vollkommen schwarzen Kor-
per gibt. Aber man hat ein Mittel, um diese Schwie-
rigkeiten zu umgehen: Man kann den gliilhenden
Korper in einen vollkommen geschlossenen Hohlraum
bringen. Das Licht, das er ausstrahlf, kann nun
nicht entweichen und unterliegt einer Reihe von
Spiegelungen, bis es vollkommen absorbiert ist.
Sobald der Gleichgewichtszustand erreicht ist, ist die
Temperatur des Hohlraumes iiberall gleich und der
Hohlraum ist erfiillt von einer Strahlung, welche das
Gesetz der schwarzen Strahlung befolgt.

Offenbar ist dies ein Fall eines statistischen
Gleichgewichtes, da der Energieumtausch so erfolgt,
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daB jeder Bestandteil des Systems im Mittel wihrend
eines kleinen Zeitteilchens genau soviel an Energie
gewinnt, als er verliert, Hier nun aber beginnt die
Schwierigkeit. Die Anzahl der materiellen Molekiile,
die den Hohlraum bilden, ist endlich, wenn auch
auBerordentlich groB; es kommt ihnen daher auch
nur eine endliche Zahl von Freiheitsgraden zu. Der
Ather dagegen hat unendlich viele Freiheitsgrade,
da er einer unbeschrinkten Zahl von Schwingungs-
graden fahig ist, entsprechend den verschiedenen
Woellenlangen, beziiglich derer sich der Hohlraum
in Resonanz befindet. Wire das Gesetz der Gleich-
verteilung anwendbar, so miiBte also der Ather die
gosamte Energie aufnehmen und nichts fiir die
Materie iibrig lassen.

Man konnte die Freiheitsgrade des Athers be-
schranken, indem man ihm Bindungen zuweist,
welche ihn verhindern wiirden, etwa ganz kurze
Wellen durchzulassen; man wiirde dann dem oben
angefilhrten Widerspruche entgehen, aber man
wiirde so zu einem Gesetze gelangen, das, um nicht
in sich widerspruchsvoll zu sein, nun vielmebr der
Erfahrung widersprechen wiirde. Das ist das Gesetz
von Rayleigh, nach welchem die Strahlungsenergie
fiir eine gogebene Wellenldnge proportional der ab-
soluten Temperatur und fiir eine gegebene Tempe-
ratur umgekehrt proportional der vierten Potenz der
Waellenlinge sein soll
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Das wirkliche Gesetz, wie es sich durch die Er-
fahrung darbietet, ist das Gesetz von Planck. Die
Strahlung ist danach fiir kurze Wellenlangen oder
niedrige Temperaturen auBerordentlich viel kleiner,
als es dem, auf dem Gesetze der Gleichverteilung
beruhenden Rayleighschen Gesetze entspricht. Die
zweite Erfahrungstatsache ergibt sich aus der Be-
stimmung der spezifischen Wiarmen fester Korper bei
sehr tiefer Temperatur in fliissiger Luft oder in
flissigem Wasserstoff. Die spezifische Wiarme
nimmt, weit entfernt, merklich konstant zu sein,
auBerordentlich stark ab, um fiir den absoluten Null-
punkt zu verschwinden. Alle Erscheinungen ver-
laufen so, als ob die Molekiile bei der Abkiihlung
Freiheitsgrade verlieren wiirden, als ob einige ihrer
Bewegungsmoglichkeiten durch Erstarren aufhorten.

8§ 3. — Die Energie-Quanten.

Die Erklarung dieser Erscheinungen mu8 man zu
geben suchen, ohne mit den Grundgesetzen der
Thermodynamik aufzurdumen. Man muB zunachst
einmal die Maoglichkeit eines statistischen Gleich-
gowichtes einrdumen, ohne das nichts von dem
Carnotschen Prinzipe iibrig bliebe. Man kann in die
Thermodynamik keine Bresche legen, ohne da8 nicht
alles zusammenstiirzt. Jeans hat versucht, eine
Ubereinstimmung herzustellen, indem er annahm,
daB das, was wir beobachten, nicht das endgiiltige
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statistische Gleichgewicht, sondern eine Art vor-
laufigen Gleichgewichtes darstelll. Man wird schwer
einen solchen Gesichtspunkt sich zu eigen machen
konnen. Seine Theorie, die nichts vorauszusehen ge-
stattet, widerspricht nicht der Erfahrung, aber sie
148t alle damit verkniipften Gesetze ohne Erklarung,
mit denen sie sich nicht in Widerspruch zu stehen
rihmt, und die nur als die Folge irgendeines gliick-
lichen Zufalls erscheinen.

Planck hat eine andere Erklarung fiir das von
ihm entdeckte Gesetz zu geben versucht. Nach
seiner Ansicht handelt es sich um ein wirkliches
Gleichgewicht und wenn es nicht dem Gesetze der
Gleichverteilung folgt, so hat das seine Ursache
darin, daB die Hamiltonschen Gleichungen keine
strenge Geltung haben. Um zu dem erfahrungs-
gemiaB festgestellten Gesetze zu gelangen, sieht er
sich gendtigt, in diesen Gleichungen eine hochst
iiberraschende Anderung einzufiihren. Wie haben
wir uns einen strahlenden Korper vorzustellen?
Wir wissen, daB ein Hertzscher Resonator in den
Ather elektrische Wellen aussendet, welche ihrem
Wesen nach nichts anderes als die Lichtwellen sind;
ein glithender Kérper kann daher als ein Trager einer
groBen Anzahl solcher kleiner Resonatoren aufgefaBt
werden. Sobald der Korper sich erwarmt, nehmen
diese Resonatoren Energie auf, geraten in Schwin-
gungen und beginnen mithin zu strahlen.
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Die Annahme von Planck besteht nun darin, da8
jeder dieser Resonatoren Energie nur in unver-
mittelten Spriingen aufnehmen oder abgeben
kann, so daB der Anteil an Energie, den er besitzt,
stets ein Vielfaches einer und derselben unverander-
lichen Menge sein muB, die ein Quantum heiB8t. Die
Energie muB sich danach stets aus einer ganzen Zahl
von Quanten zusammenseizen. Diese unteilbare
Grundeinheit, das Quant, ist nicht fiir alle Strahler
gleichgroB, sondern steht im umgekehrten Verhalt-
nisse zur Wellenlinge, so daB also die Strahler von
kurzer Periode die Energie nur in groSen Brocken
schlucken, wahrend die Resonatoren von langer
Periodendauer sie in kleinen Bissen aufnehmen
oder von sich geben kénnen. Was folgt daraus? Es
ist eine starke Einwirkung notwendig, um einen
Strahler von kurzer Periode in Erregung zu ver-
setzen, weil er wenigstens einer Energiemenge be-
darf, die seinem Quant gleichkommt, welches groB
ist. Es besteht daher eine groBe Wahrscheinlichkeit,
daB diese Strahler in Ruhe bleiben, insbesondere,
wenn die Temperatur niedrig ist und aus diesem
Grunde verteilt sich bei der schwarzen Strahlung
verhélinismaBig wenig von der Lichtenergie auf die
kurzen Wellenlingen.

Diese Hypothese vermag den Erfahrungstatsachen
gut zu geniigen, sobald man annimmt, daB die Be-
ziehung zwischen der Energie des Strahlers und
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seiner Strahlung dieselbe sei wie nach der alten
Theorie. Das ist nun eine erste Schwierigkeit.
Warum gerade dies beibehalten, nachdem man alles
umgestoBen hat? Aber man muB wohl irgend etwas
beibehalten, worauf man weiter aufbauen kann.

Die Verkleinerung der spezifischen Warmen wird
nun von selbst klar; sobald die Temperatur sinkt,
gerat eine sehr groBe Anzahl von Strahlern unter ihr
Quant und anstatt wenig zu strahlen, strahlen sie
iiberhaupt nicht. Die gesamte Energie nimmt daher
viel rascher als nach der alten Theorie ab. Dies ist
nun freilich nur eine Darstellung in groben Umrissen.
Aber es ist keine iiberméBige Zahl von Kunstgriffen
notwendig, um auch eine geniigende zahlenmaéBige
Ubereinstimmung herzustellen.

§ 4. — Diskussion obiger Theorie.

Das statistische Gleichgewicht kann sich nicht
einstellen, wenn kein Energieaustausch unter den
Strahlern stattfindet. Dann wiirde jeder Strahler
seine urspriingliche Energie, die von beliebigem Be-
trage sein kann, unbegrenzt beibehalten und die
Endverteilung wiirde iiberhaupt keinem Gesetze ge-
horchen. Ein Energieaustausch koénnte sich aber
nicht durch Strahlung vollziehen, wenn die Strahler
fix und in einem fixen Hohlraume eingeschlossen
waren. Jeder Strahler kann nur Licht von einer
bestimmten Wellenlinge aussenden oder aufnehmen

Poinoaré, Letste Gedanken. 12
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und er konnte daher nur Resonatoren der gleichen
Periode Licht zustrahlen.

Dies ist nicht mehr so, sobald man annimmt, da8
der Hohlraum seine Gestalt andern oder bewegte
Korper enthalten kann. Das Licht, das von einem
bewegten Spiegel zuriickgeworfen wird, erleidet eine
Anderung der Wellenlinge nach dem Dberiihmten
Dopplerschen Prinzip. Dies ist eine erste mogliche
Art des Energieaustausches durch Strahlung.

Es gibt aber noch eine zweite. Die Strahler
konnen mechanisch aufeinander einwirken, sei es
unmittelbar, sei es durch Vermittelung beweglicher
Atome und Elektronen, die von einem Strahler zum
anderen iibergehen und St6Be gegen sie ausfiihren.
Es ist dies der Austausch durch Sto8, den ich neulich
untersucht habe, wobei ich zu einer neuerlichen Be-
statigung der Ergebnisse von Planck gefiihrt wurde.

Wie ich schon weiter oben dargelegt habe, miissen
alle Arten des Energieaustausches zu denselben Be-
dingungen des statistischen Gleichgewichtes fiihren,
sonst miiBte das Gesetz von Carnot fallen. Dies ist
notwendig, um der Erfahrung Rechnung zu tragen,
aber auBerdem ist es notwendig, eine befriedigende
Erklarung fiir eine so iiberraschende Ubereinstim-
mung zu geben, um nicht gezwungen zu sein, sie
einer zufalligen Vorsehung zuzuschreiben. Im Sinne
der alten Mechanik war diese Erklarung vollkommen
gogeben durch die allgemeine Giiltigkeit der Hamil-
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tonschen Gleichungen; kénnen wir nun hier irgend
etwas Entsprechendes wiederfinden? Ich habe die
Untersuchung iiber den Energieaustausch bei der
Strahlung noch nicht abgeschlossen, und ich bin
nicht sicher, ob man bereits alle die Bedingungen
fiir das Gleichgewicht kennt, unter denen sich dieser
Umtausch vollzieht. Ich wire nicht erstaunt, wenn
man noch neue entdeckte, die uns neue Schwierig-
keiten bereiten konnten.

Gegenwartig ist uns eine solche Bedingung durch
die Arbeiten von Wien bekannt. Man bezeichnet sie
als das Wiensche Gesetz, wonach das Produkt der
Strahlungs-Intensitdit mal der fiinften Potenz der
Wellenlange nur abhéngt von dem Produkte der ab-
soluten Temperatur mal der Wellenlange.

Man findet nun, daB, um dieses Wiensche Gesetz
mit dem statistischen Gleichgewichte zufolge des
Energieaustausches durch StoB in Ubereinstimmung
zu bringen, es notwendig ist anzunehmen, daB die
Energie sich nur nach Quanten, welche umgekehrt
proportional der Wellenldnge sind, 4&ndern kann. Es
ist dies eine mechanische Eigenschaft der Strahler,
welche offenbar vollkommen unabhéngig von dem
Dopplerschen Prinzipe ist und man versteht nicht
recht, zufolge welcher geheimnisvollen Harmonie
diese Strahler gerade mit der einzigen Eigenschaft
ausgestattet sind, welche hier zum Ziele fithrt. Wenn
das statistische Gleichgewicht unveranderlich ist, so

12+
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ist dies nicht mehr aus einer einzigen allgemeinen
Ursache, sondern durch das Zusammentreffen vieler
und voneinander unabhangiger Ursachen der Fall.

In der Art der Entwicklung, die Planck gibt, tritt
diese Dualitdt der Arten des Austausches nicht in
Erscheinung. Sie ist aber blo8 verschleiert und ich
hielt es fiir notwendig, die Aufmerksamkeit auf
diesen Punkt zu lenken.

Diese Schwierigkeit ist nicht die einzige. Ein
Strahler kann seine Energie an einen anderen nur
nach Vielfachen seines Quants abgeben. Dieser nun
kann sie nur nach ganzen Vielfachen seines eigenen
Quants aufnehmen; da nun diese beiden Quanten
im allgemeinen nicht kommensurabel sein werden,
so geniigt dies, um die Moglichkeit eines unmittel-
baren Austausches auszuschlieBen. Aber der Aus-
tausch vermag sich durch Vermittelung der Atome
zu vollziehen, wenn man annimmt, da8 die Energie
dieser Atome in stetiger Weise sich andern konne.

Das ist aber noch nicht die groBte Schwierigkeit.
Die Strahler miissen jedes Quant auf einmal auf-
nehmen oder abgeben oder vielmehr, enftweder
miissen sie dieses Quant ganz aufnehmen oder gar
nicht. Aber sie miissen trotzdem eine gewisse Zeit
brauchen, um ein Quant aufzunehmen oder abzu-
geben. Das verlangt die Erscheinung der Interferenz.
Zwei Quanten, die von demselben Strahler zu ver-
schiedenen Zeiten ausgesendet wurden, werden mit-
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einander nicht interferieren kénnen. Die zwei Emis-
sionen miissen tatséchlich als zwei voneinander un-
abhingige Erscheinungen aufgefaBt werden und es
gibt keinen Grund, weshalb der Zeitraum, in dem sie
aufeinander folgen, unverinderlich sein miiite. Es
ist dies geradezu unmoglich. Dieser Zwischenraum
muB ja groBer sein, wenn die Lichtstarke gering, als
wenn sie betrdchtlich ist. Sobald man nicht an-
nimmt, daB das Intervall unveranderlich ist, so muB
man wenigstens annehmen, daB jede Ausstrahlung
aus mehreren Quanten bestehen kann und daB die
Lichtstarke von der Zahl der auf einmal ausge-
stoBenen Quanten abhingt. Aber auch das ist nicht
angangig. Der Zwischenraum miiBte klein im Ver-
haltnis zur Periodendauer sein, um mit den Be-
obachtungen iiber Interferenz-Erscheinungen ver-
traglich zu sein. Der Zahlenwert des Quants ergibt
sich aus der Planckschen Formel selbst. Wir wiirden
daher ein Minimum der moéglichen Lichtstirke ab-
leiten kénnen. Man hat aber Licht-Emissionen be-
obachtet, welche geringer sind als dieses Minimum.

Es muB daher wohl jedes Quant mit sich selbst
interferieren; es ist daher notwendig, daB es, einmal
in Gestalt von Lichtschwingungen des Athers aus-
gestrahlt, sich in mehrere Bestandteile teilt und da8
gewisse Teile gegeniiber anderen um mehrere Wellen-
lingen zuriickbleiben und daB letztere daher nicht
zur selben Zeit ausgesandt worden sind.
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Es scheint mir darin ein Widerspruch zu liegen.
Aber vielleicht ist er nicht unloslich. Denken wir
uns ein System, gebildet aus einer bestimmten An-
zahl von Hertzschen Erregern, die samtlich voll-
kommen gleich sind. Jeder davon sei durch eine
Elektrizitatsquelle aufgeladen und sobald seine
Ladung einen bestimmten Wert erreicht, springt der
Funke iiber, die Ausstrahlung beginnt und nun kann
sie nichts mehr zum Stillstande bringen, bis der
Erreger vollkommen entladen ist. Er muB8 daher
entweder sein Quant vollkommen verlieren, oder er
verliert gar nichts. (Das Quant ist hier die Elektri-
zitaitsmenge, die dem Entladungspotential entspricht.)
Aber dieses Quant wird nicht auf einmal abgegeben.
Jede Ausstrahlung dauert eine bestimmte Zeit und
die ausgesendeten Wellen sind regelmaBiger Inter-
ferenzen fahig.

Planck hat angenommen, daB die Beziehung zwi-
schen der Energie eines Strahlers und seiner Strah-
lung die gleiche sei wie in der Maxwellschen Elektro-
dynamik; man konnte auf diese Hypothese ver-
zichten und annehmen, daB die mechanischen StiéBe
nach dem Gesetze der alten Dynamik erfolgen. Die
Aufteilung der Energie unter die Strahler wiirde sich
dann nach dem Gesetze der Gleichverteilung er-
geben, aber die Strahler von kurzer Schwingungs-
dauer wiirden bei gleicher Energie weniger strahlen.
Man koénnte so von dem Strahlungsgesetze sich
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Rechenschaft geben. Man wiirde aber nicht das
auBergewohnliche Verhalten der spezifischen War-
men bei tiefer Temperatur erklaren, auBer, wenn
man die Annahme zulieBe, da8 der Austausch durch
StoBe fiir feste Korper bei hohen Kiltegraden un-
moglich ist und daB ihre Teilchen nicht mehr in
Warmeaustausch miteinander stehen, auBer fiir
Strahlung auf sehr kurze Entfernung.

Man konnte noch weiter gehen und annehmen,
daB keine StoBe stattfinden, sondern daB alle als
mechanisch bezeichneten Krifte elektromagnetischen
Ursprungs sind, daB sie auf Einwirkungen per
Distanz beruhen, die selbst wieder durch die Strah-
lung zum Ausdrucke gebracht werden kénnen. Man
konnte sich also lediglich auf die Art des Energie-
austausches durch Strahlung und auf das Spiel nach
dem Dopplerschen Prinzipe beschrianken; vielleicht
wiirde man so zu Hypothesen gefiihrt werden, die
von der Quanten-Hypothese vollkommen verschieden
sind.

8§ 5. — Das Wirkungsquantum.

In gewisser Hinsicht ist die neue Vorstellung
befriedigend. Seit einiger Zeit neigt man dem
Atomismus zu; die Materie erscheint uns als auf-
gebaut aus unteilbaren Atomen, die Elektrizitat ist
nicht mehr etwas Stetiges, sie ist nicht mehr un-
beschrankt teilbar, sondern sie besteht aus Elek-
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tronen, die alle die gleiche Ladung besitzen und
untereinander gleich sind; seit einiger Zeit besitzen
wir auch das Magneton, den Baustein des Magne-
tismus. Gem#B dieser Anschauung konnten uns die
Quanten als Atome der Energie erscheinen.
Leider laBt sich der Vergleich nicht bis zu Ende
durchfiilhren. Ein Wasserstoff-Atom z. B. ist wirk-
lich unverénderlich, es behalt stets dieselbe Masse,
in welche Verbindung es auch immer als Element
eintritt; die Elektronen bewahren ebenfalls ihre In-
dividualitat bei den verschiedenartigsten Verande-
rungen. Ist dasselbe auch bei dem, was man jetzt
als Atom der Energie bezeichnet, der Fall? Nehmen
wir an, wir hitten drei Energiequanten in einem
Strahler, dessen Wellenlinge gleich 8 ist. Diese
Energie gehe auf einen zweiten Strahler iiber, dessen
Wellenlédnge gleich 5 sei; dann stellen sie nicht
mehr 8, sondern 5 Quanten vor, da das Quant des
neuen Strahlers kleiner ist. So hat sich durch diesen
Ubergang die Zahl der Energieatome und die GrofBe
eines jeden veréandert.

Hier liegt der Grund, weshalb die Theorie noch
nicht vollkommen befriedigt. Man muB noch er-
klaren, warum das Quant eines Strahlers in um-
gekehrtem Verhaltnisse zur Wellenlinge steht. Und
das ist die Ursache, die Planck veranlaBt hat, seinen
urspriinglichen Gedanken abzuindern. Aber ich
gorate hier einigermaBen in Verlegenheit, da ich
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weder Planck zeihen mochte, seine Theorie iiber-
schritten zu haben, indem er weiter ging, als er
selbst beabsichtigte, noch auch versuchen mdéchte,
zu zeigen, wo er uns nach meiner Ansicht hingefiihrt
hat. Ich mochte daher zunichst seinen Wortlaut
80 genau als moglich wiedergeben, indem ich ihn
nur etwas knapper fasse. Zundchst verweise ich
darauf, daB die Untersuchung des thermodynami-
schen Gleichgewichtes auf eine Frage der Statistik
und der Wahrscheinlichkeit zuriickgefiihrt wurde.
»Die Wahrscheinlichkeit eines verdnderlichen Kon-
tinuums ergibt sich aus der Betrachtung un-
abhéngiger Elementarbereiche von gleicher Wahr-
scheinlichkeit . . . . . In der klassischen Dynamik
bedient man sich zur Aufstellung dieser Elementar-
bereiche des Satzes, daB zwei physikalische Zu-
stande, von denen der eine die notwendige Folge des
anderen ist, gleich wahrscheinlich sind. Bezeichnet
man in irgendeinem physikalischen System mit ¢
die verallgemeinerten Koordinaten und mit p die ent-
sprechenden Momente, so ist nach dem Satze von
Liouville der Bereich dp dq fiir einen beliebigen
Augenblick unabhéngig von der Zeit, wenn ¢ und p
entsprechend den Hamiltonschen Gleichungen sich
andern. Andererseits kénnen p und ¢ in einem ge-
gebenen Zeitpunkte unabhingig voneinander alle
moglichen Werte annehmen. Daraus folgt, da8 der
elementare Wahrscheinlichkeitsbereich unendlich
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klein von der GréBSenordnung dp dq ist . . . . . Die
neue Hypothese muB es sich zur Aufgabe machen,
die Veranderlichkeit der p und ¢ einzuschriénken,
derart, daB diese GriéBen nur sprungweiser Ande-
rungen fahig sind, oder daB sie als teilweise von-
einander abhangig betrachtet werden. Zu einer Ein-
schrankung der Anzahl der elementaren Wahrschein-
lichkeitsbereiche gelangt man, indem man die Aus-
dehnung eines jeden vergriBert. Die Theorie des
Wirkungsquantums beruht auf der Annahme, daB die
untereinander gleichen Bereiche nicht mehr unend-
lich klein, sondern endlich sind und daB fiir jeden
Bereich die Beziehung gilt
o da =

wobei h eine Konstante ist.”

Ich halte es fiir notwendig, diese Wiedergabe
durch einige Erlauterungen zu erginzen. Ich kann
hier nicht auseinandersetzen, was Wirkung, verall-
gemeinerte Koordinaten, Momente, und die verschie-
denen Integrale sind, die Planck einfithrt. Ich
mdchte mich beschrinken, zu sagen, daB das Energie-
element gleich dem Produkte aus der Schwingungs-
zahl mal dem Wirkungselement ist und das Energie-
quant ist, wie wir gesagt haben, der Schwingungs-
zahl proportional, weil das Wirkungsquant eine
universelle Konstante, ein wirkliches Atom ist.

Aber ich muB klar zu machen versuchen, was
man unter den elementaren Wahrscheinlichkeits-
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bereichen versteht. Diese Bereiche sind nicht teil-
bar; d. h., sobald wir wissen, daB wir uns innerhalb

eines dieser Bereiche befinden, ist alles dadurch fest- .

gelegt. Wiren namlich die notwendigen Folgen
durch diese Tatsache nicht vollkommen gegeben,
so miiBten sie verschieden sein je nach der Stelle des
Bereiches, an der wir uns befinden, d. h. der Bereich
wire nicht mehr unteilbar vom Standpunkte der
Wahrscheinlichkeit aus, da die Wahrscheinlichkeit
gewisser zukiinftiger Folgen fiir seine verschiedenen
Teile nicht mehr die gleiche wire.

Das kommt darauf hinaus zu sagen, daB alle Zu-
stinde eines Systems, welche einem und demselben
Bereiche angehoren, untereinander nicht verschieden
sein konnen, daB sie einen einzigen Zustand bilden.
Und so werden wir zu einer Aussage gefiihrt, die
schirfer als die von Planck ist, seinem Gedanken-
gange aber, wie ich glaube, nicht widerspricht.

Einphysisches System ist nureiner
endlichen Anzahl von untereinander
verschiedenen Zustianden fahig. Es
geht sprungweise aus einem dieser
Zustande in einen anderen iiber, ohne
durch eine stetige Reihe von Zwischen-
zustdnden hindurchzugehen.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB der
Zustand des Systems nur von 8 Parametern ab-
hangt, derart, daB wir ihn geometrisch durch einen
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Raumpunkt kennzeichnen kénnen. Die Gesamtheit
der Punkte, die die verschiedenen moglichen Zu-
stinde vorstellen, wire dann nicht mehr der ganze
Raum oder ein Raumgebiet, wie man gemeinhin an-
nimmt; es wird eine sehr groBe Anzahl von ein-
zelnen, iiber den Raum verstreuten Punkten sein.
Diese Punkte werden allerdings sehr dicht angeordnet
sein, so daB wir den Eindruck der Stetigkeit erhalten.

Alle diese Zustande miissen als gleich wahrschein-
lich betrachtet werden. Wenn wir deterministisch
denken, muB auf jeden dieser Zustinde mit Not-
wendigkeit ein anderer Zustand folgen, der ebenso
wahrscheinlich ist, da es gewiB ist, daB der erste
Zustand den zweiten nach sich zieht. So wiirde man
nach und nach erkennen, daB, wenn wir von einem
Anfangszustande ausgehen, alle die Zustande, zu
denen wir heute oder morgen gelangen konnen, alle
vollkommen gleich wahrscheinlich sind. Andere Zu-
stédnde diirfen nicht als mégliche Zustande angesehen
werden.

Aber die einzelnen getrennten Punkte, die zur
Darstellung der méglichen Zustinde dienen, diirfen
nicht iiber den Raum in beliebiger Weise verteilt
sein. Es muB in der Weise geschehen, daB, wenn
man sie mit unseren makroskopischen Sinnen be-
trachtet, wir an den allgemeinen Gesetzen der Dyna-
mik und z B. an den Hamiltonschen Gleichungen
festhalten konnen. Ein Vergleich, der der Wirklich-
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keit betrachtlich naher kommt, als es scheinen
konnte, mag dazu dienen, mich verstandlich zu
machen. Wir betrachten eine Fliissigkeit; unsere
Sinne legen uns zunéchst nahe, sie fiir einen stetigen
Stoff zu halten. Eine genauere Untersuchung zeigt
uns, daB die Fliissigkeit unzusammendriickbar ist,
derart, daB der Rauminhalt eines beliebigen Teiles
des Stoffes unverandert bleibt. Gewisse Griinde
fiihren uns dann dazu, uns vorzustellen, daB die
Fliissigkeit aus auBerordentlich kleinen und auBer-
ordentlich zahlreichen, aber voneinander getrennten
Teilchen besteht. Wir werden uns jedoch nicht mehr
von der Verteilung dieser Molekiile ein Bild machen
konnen, ohne unserer Vorstellung irgendwelche
Schranken zu ziehen. Zufolge der Unzusammen-
driickbarkeit werden wir gezwungen sein, anzu-
nehmen, daB zwei gleiche Raumteilchen die gleichen
Molekiilzahlen enthalten. Beziiglich der Verteilung
der moglichen Zustinde sieht sich Planck zu einer
gleichartigen Einschrinkung veranlaBt und das wird
durch die Gleichungen zum Ausdrucke gebracht,
welche ich weiter oben erwahnt habe, die ich aber
hier nicht ausfiihrlich besprechen kann.

Allerdings wird man auch gemischte Hypothesen
ersinnen kénnen. Nehmen wir nochmals an, daB das
physikalische System nur von 8 Parametern ab-
hangt und daB man seinen Zustand durch einen
Raumpunkt darstellen kann. Die Gesamtheit der
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Punkte, die die moglichen Zustiande darstellen, wird
moglicherweise weder ein Raumteil, noch ein
Schwarm getrennter Raumpunkte, sondern vielleicht
eine groBe Anzahl kleiner Oberflichen oder kleiner
voneinander getrennter Kurven sein konnen, so daB
z. B. ein materieller Punkt des Systems nur be-
stimmte Bahnen durchlaufen kann, dies aber in
stetiger Weise, auBer, sobald er von einer Bahn zur
anderen unter dem Einflusse benachbarter Punkte
iiberspringt.

Das konnte bei den Resonatoren der Fall sein,
von denen wir weiter oben gesprochen haben, oder
es konnte etwa der Zustand der wagbaren Materie
in unstetiger Weise sich dndern mit einer bloB8 end-
lichen Anzahl moglicher Zustinde, wihrend die
Zustandsanderung des Athers in stetiger Weise er-
folgt. All das wéare mit dem Gedankengange von
Planck nicht unvereinbar.

Ohne Zweifel aber wird man eine Lésung erster
Art vorziehen, die von solchen Zwitterhypothesen
frei ist. Nur muB man sich Rechenschaft von den
Folgen geben, die sie nach sich zieht. Das was wir
gesagt haben, 1aBt sich auf ein beliebiges, in sich
abgeschlossenes System und auch auf das All an-
wenden. Das Weltall wiirde nach dieser Auffassung
plotzlich aus einem Zustande in den anderen sprung-
weise iibergehen; in der Zwischenzeit aber bliebe es
unverindert. Die einzelnen Zeitteile, wahrend derer
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derselbe Zustand bestehen wiirde, kénnten nicht
mehr voneinander unterschieden werden; wir kiimen
so zu der unstetigen Anderung der Zeit, zu dem
Zeitatom.

§ 6. — Die neue Theorie von Planck.

Kohren wir zu weniger allgemeinen und scharfer
umrissenen Fragen zuriick, z. B. zur Theorie der
Strahlung. Planck hat eine Anderung seiner urspriing-
lichen Theorie ersonnen und ich mochte dariiber
einige Worte sagen. Entsprechend der neuen Vor-
stellung erfolgt die Emission des Lichtes plotzlich
und quantenweise, aber die Absorption wire danach
stetig. Planck wollte so der in der Folge dar-
golegten Schwierigkeit entgehen, die ihm aus einem,
mir nicht bekannten Grunde storender beziiglich der
Absorption erschien. Das Licht gelangt zu jedem
Strahler in stetiger Weise; kann es nur quantenweise
aufgenommen werden, so muB sich die Energie
offenbar in einer Art Vorraum ansammeln, bis die
zum Eintritte hinreichende Menge vorhanden ist.
Nach der zweitlen Theorie verschwindet diese
Schwierigkeit, aber trotzdem muB ein Vorraum fiir
die austretende Energie vorhanden sein, da ja der
Ather die Energie nur in unendlicher Unterteilung
hindurchlassen kann.

Nach der neuen Theorie bewahren die Strahler
einen Riickstand an Energie auch bei dem absoluten
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Nullpunkt. Nehmen wir den neuen Standpunkt von
Planck an, so muB auch die Beziehung zwischen der
Energie des strahlenden Korpers und der Starke
seiner Strahlung gedndert werden. Die Strahlung ist
nicht mehr der Energie proportional, sondern blo8
dem UberschuB dieser Energie iiber den Riickstand
bei dem absoluten Nullpunkte.

Soll ich gestehen, da8 mich diese neue Hypothese
nicht vollkommen befriedigt? Planck spricht nur
von der Emission und der Absorption und er
spricht, als ob sein Strahler fix ware. Es ist weder
die Rede von Energieaustausch durch Sto8, noch
vom Dopplerschen Prinzipe. Unter diesen Umstan-
den kann er nicht zu einer Tendenz gelangen, die
einem Endzustande zustrebt und das ist das, was
ich weiter oben ausgesprochen habe. Der Beweis,
durch den er uns diesen Endzustand verstandlich
zu machen sucht, ist nur ein scheinbarer. Der Ver-
fasser sagt nicht, ob der Austausch durch StoB stetig
gleich der Absorption oder unstetig gleich der
Emission erfolgt und wollte man die allgemeine
Lehre vom Energieumtausch durch StoB anwenden,
kame man nicht mehr zu den Planckschen Ergeb-
nissen. Es kann daher angezeigt erscheinen, sich an
seine urspriinglichen Gedanken zu halten.
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8§ 7. — Die Ideen von Sommerfeld,

Sommerfeld hat eine Theorie entwickelt, die er
an die von Planck anschlieBen will, aber das einzige
Bindeglied zwischen ihnen ist die GroBe h, die in
beiden Ausdriicken vorkommt, und der gleiche Name
Wirkungsquantum, der zwei durchaus verschiedenen
Dingen beigelegt erscheint.

Der Anprall eines Elektirons folgt nach Sommer-
feld nicht mehr denselben Gesetzen wie bei end-
lichen Korpern, die wir kennen und die der Er-
fahrung zuganglich sind. Sobald ein Elektron auf
ein Hindernis trifft, komme es um so schneller zur
Ruhe, je groBer seine Geschwindigkeit sei. (Wére
dieses Gesetz auf Eisenbahnziige anwendbar, so
wiirde sich uns das Problem der Bremsung in einem
neuen Lichte darbieten). Dies nun 1a8t sich auf die
Erzeugung der Rointgenstrahlen anwenden. Die
Kathodenstrahlen sind bewegte Elekironen. Diese
Elektronen werden abgebremst, wenn sie auf die
Antikathode treffen; die rasche Bremsung ruft eine
Stérung des Gleichgewichtes im Ather hervor, durch
dessen Schwingungen die Rontgenstrahlen entstehen.
Die Theorie von Sommerfeld erklart, warum die
X-Strahlen um so durchdringender und um so harter
sind, je groBer die Geschwindigkeit der Kathoden-
strahlen ist. Um so plotzlicher vollzieht sich dann die
Bremsung und die Gleichgewichtsstorung im Ather

Poincaré, Letste Gedanken. 13
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ist folglich von um so gréBerer Starke und kiirzerer
Dauer.

§ 8. — Sehlussbetrachtung.

Man iibersieht endlich den Stand der Frage. Die
alten Theorien, die allen bekannten Erscheinungen
Rechnung zu tragen schienen, sind auf ein un-
erwartetes Hindernis gestoBen. Es schien eine Ab-
anderung erforderlich. Zun#chst wurde eine Hypo-
these ersonnen, die wir Planck verdanken, die aber
so fremdartig erscheint, daB man kein Mittel unver-
sucht lassen diirfte, um sich von ihr frei zu machen.
Solche Mittel aber hat man bisher vergeblich ge-
sucht. Das hindert nicht, daB die neue Theorie eine
Fiille von Schwierigkeiten mit sich bringt, von denen
viele wesentlicher Natur und nicht bloB vorgetauschte
Hirten sind, die in dem Widerstande unseres Geistes,
seine Denkgewohnheiten zu &ndern, ihren Ursprung
haben koénnten.

Es ist fir den Augenblick unméglich, voraus-
zusagen, welchen Ausgang die Sache nehmen wird.
Wird man eine andere, durchaus neue Erklirung
finden? Oder werden im Gegenteil die Anhénger
der neuen Theorie imstande sein, die Schwierigkeiten
zu umgehen, die uns noch hindern, sie vorbehaltlos
anzunehmen? Wird die Unstetigkeit zum herrschen-
den Prinzip in der Welt des Geschehens werden und
ist ihr Sieg ein endgiiltiger? Oder wird man viel-
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mehr finden, daB diese Unstetigkeit nur eine schein-
bare ist und eine Reihe stetiger Vorgénge ver-
schleiert? Der erste, der einen Sto8 beobachtete,
hat einer diskontinuierlichen Erscheinung gegeniiber-
zustehen geglaubt. Wir aber wissen heute, da8 er
lediglich die Wirkung von Geschwindigkeitséinde-
rungen beobachtet hat, die zwar sehr rasch, aber
stetig erfolgen. Eine Voraussage iiber diese Fragen
heute zu wagen, hieBe seine Tinte verschwenden.

7. Materie und Welt#ther?),

Als Herr Abraham an mich herantrat, um mich
aufzufordern, die von der franzosischen physi-
kalischen Gesellschaft veranstalteten Vortrage ab-
zuschlieBen, war ich zunichst nahe daran, eine ab-
lehnende Antwort zu erteilen. Es schien mir jeder
Gegenstand so vollkommen behandelt, da8 ich nichts
Neues zu dem, was schon so gut gesagt worden ist,
hinzufiigen konnte. Ich kénnte nur versuchen, den
Eindruck zusammenzufassen, der sich mir aus der
Gesamtheit der Abhandlungen zu ergeben scheint,
Dieser Eindruck ist aber derart klar, daB Sie alle
ihn ebenso empfunden haben miissen wie ich und

1) Vortrag, gehalten in der Société Frangaise de Physique,
am 11. April 1912,
13*
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daB ich ihm keine neue Aufhellung geben konnte,
wenn ich mich bemiihte, ihn in Worte zu kleiden.
Aber Herr Abraham hat mit soviel Liebenswiirdig-
keit darauf beharrt, daB ich mich schlielich in die
unvermeidlichen Schwierigkeiten gefunden habe.
Als die groBere dieser Schwierigkeiten erscheint mir,
wiederholen zu miissen, was jeder von Ihnen lingst
durchdacht hat; als die kleinere, eine Menge von
Dingen beriihren zu miissen, ohne Zeit zu haben, bei
ihnen zu verweilen.

Zunichst muB die folgende Uberlegung allen Zu-
horern sich aufdrangen. Die alten mechanistischen
und atomistischen Hypothesen haben in letzterer Zeit
sich so befestigt, daB sie aufhorten, uns noch als
Hypothesen zu erscheinen. Die Atome sind nicht
‘mehr bloB eine bequeme Vorstellung; wir haben den
Eindruck, da8 wir sie sozusagen mit Handen greifen
koénnen, weil wir imstande sind, sie zu zihlen. Eine
Hypothese nimmt dann eine feste Gestalt an und
gewinnt an Wahrscheinlichkeit, sobald sie imstande
ist, neue Tatsachen zu erklaren. Das aber geschieht
in verschiedener Weise. Meist muB sich die Hypo-
these erweitern, um neuen Tatsachen Rechnung zu
tragen. Sie verliert aber im selben MaBe an Scharfe,
als es notwendig ist, auf sie eine Zusatzhypothese
zu pfropfen. Wenn sich diese ihr auch in plausibler
Weise anschlieBt und nicht gar zu grell gegen den
Stamm absticht, auf den sie aufgepfropft wird, so
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tragt sie doch eiwas mehr oder weniger Fremdes
hinein. Durchaus im Hinblicke auf den zu erreichen-
den Zweck ersonnen, ist sie mit einem Worte ein
Kunstgriff. In diesem Falle kann man nicht sagen,
daB die Erfahrung die urspriingliche Hypothese be-
stitigt, sondern hochstens, daB sie ihr nicht wider-
sprochen hat. Es ist auch moglich, daB zwischen
den neuen Erfahrungstatsachen und den urspriing-
lichen, fiir welche die Hypothese ersonnen war, ein
enger Zusammenhang von der Art besteht, daB jede
Annahme, die von den ersteren Tatsachen Rechen-
schaft gibt, auch von selbst den letzteren geniigt,
so daB die als richtig erwiesenen Tatsachen eigent-
lich nur scheinbar neu sind.

Etwas ganz anderes aber ist es, wenn uns die
Erfahrung eine Koinzidenz enthiilll, welche man
voraussehen konnte, und die man nicht einem Zu-
falle zuschreiben kann, insbesondere, wenn es sich
um eine zahlenmaBige Koinzidenz handelt. Utber-
einstimmungen dieser Art sind es, die in der letzten
Zeit die atomistischen Vorstellungen gefestigt haben.

Die kinetische Gas-Theorie hat sozusagen un-
erwartet Stiitzen erhalten. Neue Gebiete sind durch-
aus auf ihr aufgebaut. Es ist dies einesteils die
Theorie der Losungen, andernteils die Elektronen-
theorie der Metalle. Die Molekiile der gelosten
Korper, ebenso wie die freien Elektronen, denen die
Metalle ihre elektrische Leitfahigkeit verdanken, ver-
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halten sich wie Gasmolekiile in den Hohlungen, in
denen sie eingeschlossen sind. Der Parallelismus ist
vollkommen und man kann ihn bis zu zahlenméaBigen
Ubereinstimmungen verfolgen. Dadurch wird das,
was zweifelhaft war, wahrscheinlich. Jede dieser
drei Theorien wiirde, wenn sie fiir sich allein be-
stinde, uns lediglich als eine geistvolle Hypothese
erscheinen, die man durch andere, vielleicht ebenso
wahrscheinliche Erklarungen ersetzen konnte. Wiirde
jeder dieser drei Falle fiir sich einer besonderen
Erklarung bediirfen, so konnten die festgestellien
Ubereinstimmungen nur dem Zufalle zugeschrieben
werden, was unzulissig erscheint, wogegen durch die
drei kinetischen Theorien die Ubereinstimmungen als
Notwendigkeiten sich darbieten. Von der Theorie der
Losungen konnen wir ungezwungen zu der Theorie
der Brownschen Bewegung fortschreiten, wo man die
Wirmebewegung nicht mehr als eine bloBe Fiktion
unseres (eistes betrachten kann, da man sie un-
mittelbar unter dem Mikroskop sieht.

Die vorziiglichen Bestimmungen der Anzahl der
Atome, die von Perrin durchgefiihrt sind, haben den
Sieg des Atomismus vollendet. Das, was sich uns
mit iiberzeugender Gewalt aufdrangt, ist die groBe
Anzahl der iibereinstimmenden Ergebnisse, die auf
durchaus voneinander unabhingigen Wegen ge-
wonnen worden sind. Vor nicht gar langer Zeit
hatte man sich gliicklich geschatzt, wenn die ge-
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fundenen Werte nur von der gleichen Stellenzahl
gewesen wiaren. Man hatte nicht einmal verlangt,.
daB die erste Kennziffer dieselbe sei. Die erste
Ziffer ist heute festgelegt und es ist bemerkenswert,
daB man sie unter Beniitzung der verschieden-
artigsten Atomeigenschaften erhalten hat. In dem
Methoden, welche auf der Brownschen Bewegung
oder auf dem Gesetze der Strahlung beruhen, sind
es nicht die Atome, die man unmittelbar zahlte,
sondern die Freiheitsgrade. Bei den Methoden, bet
denen man sich des Blaus des Himmels bedient, sind
es nicht mehr mechanische Eigenschaften der Atome,
welche eine Rolle spielen, sondern die Atome werden
hier als Ursache der optischen Diskontinuitit be-
trachtet. Bedient man sich schlieBlich des Radiums,
80 handelt es sich um die Ausschleuderung von Ge-
schossen. Die Sache liegt so, daB, wenn sich Un-
stimmigkeiten ergeben hitten, man nicht in Ver-
legenheit gewesen wiire, sie zu erklaren. Gliicklicher-
weise aber haben sich solche Unstimmigkeiten nicht
ergeben.

Das chemische Atom ist somit eine Realitat.
Damit soll aber nicht gesagt sein, daB8 wir dicht
daran sind, unsere Hinde an die. letzten Elemente
aller Dinge zu legen. Als Demokritos seine Atome
erfand, faBte er sie als absolut unteilbare Bausteine
auf, iiber die hinaus eine weitere Forschung un-
moglich ware. Das ist auch die Bedeutung des
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Wortes in der griechischen Sprache und das ist
iibrigens auch der Zweck, weshalb Demokrifos sie
erfand. Uber die Atome hinaus soll es fiir ihn kein
Geheimnis mehr geben. Das chemische Atom wiirde
ihn daher nicht befriedigt haben, denn dieses Atom
ist durchaus nicht unteilbar. Es ist kein wirklicher
Urbaustein, sondern es steckt noch voller Geheim-
nisse; ein solches Atom ist eine Welt. Demokritos
wiirde der Ansicht sein, daB, nachdem wir uns so-
viel Miihe gegeben haben, die Atome aufzufinden,
wir keinen Schritt weiter als im Anfange gekommen
sind; die Philosophen werden eben nie zufrieden
sein.

Eine andere Uberlegung, die sich uns aufdrangt,
ist die folgende: Eine jede neue Entdeckung auf
dem Gebiete der Physik zeigt uns eine neue Kompli-
kation des Atoms. Die Korper, die man fiir einfach
hielt und die in vieler Beziehung sich durchaus wie
einfache Korper verhielten, sind imstande, in noch
einfachere Korper zu zerfallen. Das Afom zerfallt
in noch kleinere Atome. Das, was man Radio-
aktivitat nennt, ist nichts als ein ununterbrochener

Zerfall der Atome. Es ist das, was man einst °

die Umwandlung der Elemente ineinander genannt
hat, aber es ist nicht vollkommen dasselbe, da
sich ein Element in Wirklichkeit nicht in ein
anderes umformt, sondern in mehrere andere zer-
legt. Die Produkte dieses Zerfalls sind noch
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chemische Atome, analog denen, denen sie ihr
Entstehen verdanken, derart, daB man die Er-
scheinung ebenso wie die alltiglichen Reaktionen
durch eine chemische Gleichung auszudriicken
vermdchte, die ohne Striuben auch von dem kon-
servativsten Chemiker anerkannt werden konnte.
Das ist aber noch nicht alles. Im Atome finden
wir noch eine Menge anderer Dinge: Wir finden
hier zunichst die Elektronen; jedes Atom erscheint
uns daher als eine Art Sonnensystem, in dem die
kleinen, negativ geladenen Elektronen die Rolle der
Planeten spielen, die gegen ein groBes, positiv ge-
ladenes Elektron gravieren, welches selbst die Rolle
des Zentralkérpers vertritt. Diese gegenseitige An-
ziehung der entgegengesetzten elektrischen Ladun-
gen bewirkt einen Zusammenhalt des Systems und’
macht es zu einem Ganzen. Sie erhalt die perio-
dischen Umlaufe der Planeten und diese Perioden
bestimmen die Wellenlinge des Lichtes, das vom
Atom ausgestrahlt wird. Und es ist die Selbst-
induktion in den durch die Bewegung dieser Elek-
tronen gebildeten Konvektionsstromen, der das
Atom seine scheinbare Trigheit und das, was wir
seine Masse nennen, verdankt. AuBer den gebun-
denen Elektronen gibt es auch noch freie Elek-
tronen, die denselben Bewegungsgesetzen gehorchen
wie die Gasmolekiile und die die Leitfahigkeit der
Metalle hervorrufen. Sie sind den Kometen ver-
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gleichbar, welche von einem Weltensystem zum
andern schweifen und die zwischen diesen entfern-
ten Systemen eine Art freien Energieaustausches
herstellen.

Aber wir sind noch nicht am Ende. Nach den
Elektronen oder den Atomen der Elektrizitat
kommen die Magnetonen oder Atome des Magne-
tismus, die sich uns heute von zwei verschiedenen
Gesichtspunkten darbieten, bei dem Studium der
magnetischen Koérper und bei dem Studium des
Spektrums der chemischen Elemente. Ich brauche
sie nicht an den schonen Vortrag von Herrn WeiB
zu erinnern und die iiberraschend einfachen Be-
ziehungen, welche seine Untersuchungen in so un-
erwarteter Weise zutage gefordert haben. Auch
hier gibt es zahlenmiaBige Beziehungen, die man
nicht auf Rechnung des Zufalls setzen kann und
fiir die man eine Erklarung suchen muB.

Zu gleicher Zeit mu8 man auch das so be-
merkenswerte Gesetz der spektralen Verteilung der
Strahlung erklaren. Nach den Arbeiten von Balmer,
Runge, Kaiser und Rydberg zerfallen die Strahlun-
gen in Serien und jede Serie folgt einfachen Ge-
getzen. Der erste Gedanke, der sich darbietet, ist
ein Vergleich mit den Obertonen des Schalles. Eine
schwingende Saite hat eine unbegrenzie Zahl von
Freiheitsgraden, so daB sie eine unendliche Anzahl
von Tonen von sich geben kann, deren Schwin-
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gungszahlen vielfache der Grundschwingungszahl
sind. In gleicher Weise liefert ein tonender Korper
beliebiger Gestalt ebenfalls Obertone, deren Gesetze
von gleicher Art, wenn auch weniger einfach sind.
Es liegt nahe, zu erwarten, daB auch ein Hertzscher
Strahler einer unbegrenzten Zahl verschiedener
Schwingungsdauern fahig ist und daB ein Atom aus
gleichem Grunde unbegrenzt viele Lichtsorten aus-
strahlen kann. Sie wissen, daB dieser so einfache
Gedanke sich als triigerisch erwiesen hat, da nach
den spektroskopischen Gesetzen es die Schwingungs-
zahl selbst und nicht ihr Quadrat ist, die einen ein-
fachen Ausdruck liefert und weil die Schwingungs-
zahl nicht unendlich gro8 wird fiir Obertone unend-
lich hoher Ordnung. Die Idee muB eine Abanderung
erfahren oder sie muB fallen gelassen werden. Bis-
her hat sie allen solchen Versuchen widerstanden
und hat sich nicht anzupassen verstanden; so kam
Ritz dazu, sie iiberhaupt fallen zu lassen. Er stellte
sich vor, ein schwingendes Atom sei gebildet aus
einem rotierenden Elektron und mehreren iiber-
einander gelagerten Magnetonen. Es ist nicht mehr
die elektrostatische gegenseitige Anziehung der
Strahler, welche die Wellenlingen bestimmt, sondern
das magnetische Feld, das von den Magnetonen
hervorgebracht ist. '

Man wird Bedenken haben, diese Vorstellung sich
zZu eigen zu machen, da sie etwas Kiinstliches an
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sich hat. Man wird sich aber bescheiden miissen,
wenigstens vorlaufig, da man bisher nichts anderes
gefunden hat, trotzdem man eifrig danach gesucht
hat. Warum vermdgen die Wasserstoffatome mehrere
Strahlen auszusenden? Nicht deshalb, weil jedes von
ihnen alle Strahlen des Wasserstoffspektrums liefern
kann und es tatsichlich die eine oder die andere
Linie je nach den Anfangsbedingungen der Be-
wegung liefert, sondern, weil es mehrere Gattungen
von Wasserstoffatomen gibt, die sich untereinander
durch die Anzahl der ihnen zugeordneten Magne-
tonen unterscheiden und weil jede dieser Atomarten
einen anderen Strahl liefert. Man fragt sich, ob diese
verschiedenartigen Atome sich gegenseitig ineinander
umwandeln kénnen und auf welche Weise. Wie ver-
mag ein Atom Magnetonen zu verlieren? (Und das
scheint zu geschehen, wenn man von einer allotropen
Art des Eisens zur anderen iibergeht) Vermag ein
Magneton das Atom zu verlassen, oder kann ein Teil
der Magnetonen die urspriingliche Anordnung ver-
lassen, um sich unregelmaBig anzuordnen?

Diese Anordnung der Magnetonen ist auch ein
ziemlich seltsamer Zug in der Hypothese von Ritz.
Die Vorstellungen von WeiB konnen dazu beitragen,
sie uns weniger fremdartig erscheinen zu lassen.
Es ist notwendig, daB die Magnetonen sich, wenn
nicht iibereinander, so doch wenigstens parallel an-
ordnen, weil ihre Wirkungen arithmetisch, oder doch
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wenigstens algebraisch, aber nicht geometrisch sich
verstiarken.

Was ist nun ein Magneton? Ist es ein an sich
einfaches Ding? Wir miissen die Frage verneinen,
wenn wir nicht auf die Ampéreschen Elementar-
strome verzichten wollen. Ein Magneton ist mithin
ein Wirbel von Elektironen. Unsere Atome werden,
wie man sieht, immer komplizierter.

Was uns aber mehr als alles andere eine Vor-
stellung von der Kompliziertheit des Atoms zu geben
geeignet ist, ist die Uberlegung, die Debierne am
Ende seines Vortrages anstellte. Es handelt sich
darum, das Gesetz der radio-aktiven Umformungen
zu erklaren. Dieses Gesetz ist auBerordentlich ein-
fach. Es ist ein exponentielles Gesetz. Betrachtet
man nun seine Gestalt, so sieht man, da8 es ein
statistisches Gesetz ist und man erkennt die Hand
des Zufalls. Der Zufall liegt hier aber nicht in den
etwaigen ZusammenstéBen mit anderen Atomen oder
mit anderen &uBeren Einwirkungen. Im Innern des
Atoms selbst befindet sich die Ursache fiir seine
Transformation. Man kann ebensogut von einer zu-
falligen Ursache sprechen, wie auch von einer sehr
tiefliegenden. Ware es anders, so wiirde eine
Anderung der auBeren Umstiande, der Temperatur
z. B, einen EinfluB auf den Koeffizienten der Zeit
im Exponenten der e-Potenz haben. Dieser Koeffi-
zient ist merklich konstant, so daB Curie vor-
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geschlagen hat, sich seiner fiir ein absolutes Zeit-
maB zu bedienen.

Der Zufall, dem diese Umformungen gehorchen,
herrscht mithin im Innern des Atoms. Man kann
sagen, das Atom eines radio-aktiven Korpers ist eine
Weli, und zwar eine dem Zufall unterworfene Welt.
Wenn man aber niher zusieht, so heiBt es von groBen
Zahlen sprechen, wenn man vom Zufalle spricht.
Eine in sich abgeschlossene Welt, die nur aus wenig
Bausteinen besteht, wiirde mehr oder weniger kom-
plizierten Gesetzen gehorchen; aber es wiren nicht
rein statistische Gesetze. Das Atom muB daher eine
sehr komplizierte Welt sein. Allerdings ist es eine
in sich abgeschlossene Welt; es ist geschiitzt vor
allen duBeren Stérungen, die wir hervorzurufen im-
stande sind. Da aber eine Statistik und mithin eine
Thermodynamik im Innern des Atoms besteht, so
kénnen wir von der Innentemperatur des Atoms
sprechen. Nun hat aber diese Temperatur keinerlei
Bestreben, sich mit der AuBentemperatur auszu-
gleichen, gleich als wire das Atom in eine voll-
kommen wirmeundurchlissige Hiille eingeschlossen.
Gerade weil das Atom in sich abgeschlossen ist, weil
seine Erscheinungsformen fest umgrenzt sind und es
von strengen Wachtern behiitet erscheint, ist das
Atom ein Individuum.

Auf den ersten Blick hat diese Mannigfaltigkeit
des Atoms nichts Stérendes fiir unser Denken. Es
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hat den Anschein, daB sie uns keine Bedenken zu
verursachen braucht. Aber nach einigem Nach-
denken enthiillen sich uns die Schwierigkeiten, die
anfangs verborgen blieben. Das, was man abgezahlt
hat, als man die Atome abzuzahlen suchte, das waren
die Freiheitsgrade. Wir haben stillschweigend voraus-
gesetzt, daB jedes Atom nur 8 Freiheitsgrade besitzt,
denn damit werden wir den beobachteten Werten der
spezifischen Warmen gerecht. Aber jede neue Kom-
plikation miiBte einen neuen Freiheitsgrad liefern
und damit sind wir in unserer Rechnung gestort.
Diese Schwierigkeit ist den Schopfern der Theorie
der Gleichverteilung nicht entgangen. Sie stiefen
sich auch an der groSen Zahl der Spektralstrahlen,
aber da sie kein Mittel fanden, die Schwierigkeit zu
beheben, hatten sie die Kiihnheit, iiber sie hinweg-
zugehen.

~ Eine natiirliche Erklarung erscheint dadurch ge-
geben, daB-das Atom eine verwickelte, aber eine in
sich abgeschlossene Welt bildet. AuBere Stdrungen
haben keine Riickwirkung auf das, was sich im
Innern abspielt und das, was sich im Innern ab-
spielt, wirkt nicht nach auBen. Dies wird nicht mit
voller Strenge der Fall sein, denn sonst wiirden wir
noch heute nichts davon wissen konnen, was im
Innern vor sich geht und das Afom wiirde uns als
ein bloBer materieller Punkt erscheinen. Die Wahr-
heit ist, daB wir in das Innere nur durch ein auBer-
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ordentlich kleines Fenster sehen kénnen und daB
praktisch kein Energieaustausch zwischen dem
AuBeren und dem Inneren des Atoms stattfindet und
folglich keine Neigung zur Gleichverteilung der
Energie zwischen den beiden Welten besteht. Die
Innentemperatur zeigt, wie ich eben ausgefiihrt habe,
nicht das Bestreben, sich mit der AuBentemperatur
auszugleichen und deshalb ist die spezifische Warme
dieselbe, als ob die ganze komplizierte innere An-
ordnung nicht bestiinde. Stellen wir uns einen zu-
sammengesetzten Korper vor, der aus einer hohlen
Kugel besteht, dessen Innenwandung vollkommen
wiarmeundurchléssig sein soll, und im Innern eine
Menge verschiedener Korper. Die spezifische Warme,
welche wir an diesem komplexen Korper beobachten
konnen, wird die der Kugel sein, genau so als ob
alle die Korper, die in den Hohlraum eingeschlossen
sind, nicht bestiinden.

Das Tor, das die Innenwelt des Atoms abschlieit,
offnet sich nur von Zeit zu Zeit ein wenig und zwar
dann, wenn durch AusstoBung eines Heliumteilchens
sich das Atom aufspaltet und in der Rangordnung
der radio-aktiven Korper um eine Stufe herabsteigt.
Was ereignet sich dabei? Worin unterscheidet sich
diese Zerlegung von gewohnlichen chemischen Zer-
legungen? Inwiefern hat ein Uranium-Atom, das aus
Helium und noch irgend etwas anderem besteht,
mehr Anrecht auf die Bezeichnung Atfom als die
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Atomgruppe Zyan z. B., das sich in so vielen Be-
ziehungen wie ein einfacher Korper verhilt und doch
aus Kohlenstoff und Stickstoff besteht? Es besteht
kein Zweifel, daB die Atomwarme des Uraniums (ich
weiB iibrigens nicht, ob sie bereits gemessen ist) dem
Gesetze von Dulong und Petit folgt und daB es die
spezifische Wéarme eines einfachen Atoms ist. Sie
muB sich daher in dem Augenblicke der AusstoBung
eines Heliumteilchens verdoppeln, da das urspriing-
liche Atom sich dabei in zwei andere Atome zerteilt.
Durch diese Zerlegung wiirde das urspriingliche
Atom neue Freiheitsgrade gewinnen, mit denen es
nach auBen wirken kann und diese neuen Freiheits-
grade wiirden sich in einer VergréBerung der spezi-
fischen Warme auBern. Was ist nun die Folge dieses
Unterschiedes zwischen der gesamten spezifischen
Warme des Atoms und der Teile, in die es zerfallt?
Die Warme, die durch den Zerfall frei wird, muB in
hohem MaB8e mit der Temperatur sich &ndern, so daB
die Bildung radio-aktiver Molekiile, die bei gewd8hn-
licher Temperatur im hochsten MaBe endothermisch
verlauft, bei geniigend hoher Temperatur exother-
misch werden miiBte. Man konnte so besser ver-
stehen, wieso sich die radio-aktiven Korper bilden
konnten, was stets ziemlich unerklarlich geblieben
War.

Mag dem sein wie immer, die Vorstellung solcher
kleiner, in sich abgeschlossener, oder hichstens ein

Poincaré, Letste Gedanken. 14
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wenig geOffneter Welten geniigt nicht, um dem
Problem gerecht zu werden. Es miiBte die Gleich-
verteilung der Energie ohne Einschrankung fiir diese
in sich geschlossene Welt Geltung haben mit Aus-
nahme des Augenblickes, wo eines der Tore sich
6ffnet. Die Erfahrung lehrt aber, daB dies nicht der
Fall ist.

Die spezifische Wiarme der festen Korper nimmt
in hohem MaBe ab, wenn die Temperatur sinkt, als
ob ihre Freiheitsgrade allmahlich sich versteifen und
sozusagen erstarren wiirden, oder, wenn man es vor-
zieht, als ob sie ihren Zusammenhang mit der AuBien-
welt verlieren und bei ihrer letzten Bewegung in
irgendeinen Hohlraum, in irgendeine abgeschlossene
Waelt sich zuriickziehen wiirden.

Das Gesetz der schwarzen Strahlung andererseits
stimmt nicht mit dem iiberein, was die Theorie der
Gleichverteilung verlangt.

Das Gesetz, das sich aus der Theorie der Gleich-
verteilung ergibt, ist das Rayleighsche und dieses
Gesetz, das iibrigens schon in sich einen Wider-
spruch einschlieBt, weil es zu einer vollkommen un-
begrenzten Strahlung fiihren wiirde, ist durchaus in
Widerspruch mit der Erfabhrung. In der wirklichen
Strahlung der schwarzen Korper entfallt viel weniger
auf die Lichtsorten von kurzer Wellenlinge, als es
die Hypothese von der Gleichverteilung verlangen
wiirde.
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Aus diesem Grunde hat Planck seine Quanten-
theorie ersonnen, wonach der Energieaustausch
zwischen der gewéhnlichen Materie und den kleinen
Strahlern, deren Schwingungen die Lichtwirkung bei
dem Glilhen der Korper verursachen, sich nur in
unstetigen Spriingen vollziehen kann. Ein solcher
Strahler kann Energie in stetiger Weise weder auf-
nehmen noch verausgaben. Er kann einen Bruchteil
eines Quants nicht aufnehmen, sondern blo8 ein
ganzes Quant oder gar nichts.

Warum nun nimmt die spezifische Warme eines
festen Korpers bei tiefer Temperatur ab? Warum
scheinen einige seiner Freiheitsgrade keinen EinfluB
zu haben? Deshalb, weil der Anteil an Energie, der
ihnen bei tiefer Temperatur zur Verfiigung steht,
nicht geniigt, um sie alle mit je einem Quantum zu
versehen. Einige von ihnen miiBten sich daher mit
einem Bruchteil eines Quants begniigen; da sie aber
alles oder gar nichts haben wollen, erhalten sie nichts
und bleiben in einer Art von Erstarrung.

In gleicher Weise werden bei der Stirahlung ein-
zelne Strahler, welche kein ganzes Quant erlangen
konnen, nichts erhalten und regungslos bleiben, so
daB viel weniger Strahlung bei niedriger Temperatur
sich ergibt, als ohne diesen Umstand der Fall ware.
Da das erforderliche Quant um so groBer ist, je
kleiner die Wellenldnge ist, werden es im allgemeinen
die Strahler von kurzer Wellenlinge sein, welche in

14+
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Ruhe verbleiben, so daB der Bruchteil des Lichtes,
der auf kurze Wellenldngen entfallt, reichlich kleiner
ist, als es das Rayleighsche Gesetz verlangen wiirde.

Hier auszusprechen, da8 eine derartige Theorie
mannigfaltige Schwierigkeiten mit sich bringt, ware
eine groBe Naivitat. Spricht man einen so auBer-
ordentlich kiihnen Gedanken aus, so mu8 man wohl
gowartig sein, Schwierigkeiten zu begegnen. Man
kehrt alle bisherigen Auffassungen von Grund aus
um und laBt sich durch kein Hindernis beirren. Im
Gegenteil, man miiBte stutzen, wenn man keinen
Schwierigkeiten begegnen wiirde. Es fragt sich, ob
diese Schwierigkeiten ernsthafte Einwande in sich
schlieBen.

Ich mochte trotzdem es wagen, Sie auf einige
dieser Schwierigkeiten hinzuweisen und ich mdchte
nicht die groBten, die naheliegendsten wéahlen, die
sich jedem Denker aufdringen. Es ware dies recht
zwecklos, da ja alle Welt gleich auf den ersten
Schlag auf sie verfallt. Ich méchte Ihnen bloB eine
Reihe von Uberlegungen mitteilen, die sich mir all-
mahlich dargeboten haben.

Ich habe mich zun#échst gefragt, was der Wert
der vorliegenden Ableitungen sei. Man hat die
‘Wahrscheinlichkeit verschiedener Energieverteilungen
ausgewertet, indem man sie einfach abzahlte; dank
der gemachten Grundannahme ist ihre Zahl eine
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endliche. Aber ich kann nicht recht einsehen, warum
man sie als gleich wahrscheinlich betrachtet hat.
Dann fiihrt man die bekannten Beziehungen zwischen
Temperatur, Entropie und Wahrscheinlichkeit ein.
Das wiirde die Mdglichkeit eines thermodynamischen
Gleichgewichtszustandes zur Voraussetzung haben,
da diese Beziehungen unter der Voraussetzung der
Moglichkeit eines solchen Gleichgewichtes hergeleitet
sind. Ich weiB wohl, daB die Erfahrung uns lehrt,
daB ein solches Gleichgewicht realisierbar ist, weil
es sich wirklich herstellen 1i8t. Das geniigt mir
aber nicht. Es fehlte der Nachweis, daB ein solches
Gleichgewicht vereinbarlich ist mit der gemachten
Grundannahme und dariiber hinaus, da8 es eine not-
wendige Folge derselben ist. Ich hatte nicht be-
stimmte Bedenken, aber ich empfand das Bediirfnis,
ein wenig klarer zu sehen und dazu wire es ndtig,
etwas in die Einzelheiten des Mechanismus einzu-
dringen.

Damit es zu einer Verteilung der Energie unter
den Resonatoren verschiedener Wellenlange, deren
Schwingungen die Strahlen verursachen, kommen
konne, miissen sie imstande sein, ihre Energie gegen-
seitig auszutauschen. Sonst miiBte die urspriing-
liche Verteilung unbeschrinkte Zeit erhalten bleiben;
diese ist aber durchaus beliebig und von einem
Strahlungsgesetze konnte keine Rede sein. Nun
kann ein Strahler nur Licht von einer ganz be-
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stimmten Wellenlinge an den Ather abgeben oder
aufnehmen. Wenn daher die Strahler nicht mecha-
nisch, das heiBi ohne Vermittlung des Athers auf-
einander einwirken konnen und wenn sie ferner fest
und in festen Hiillen eingeschlossen wiren, so konnte
jeder von ihnen nur Licht von einer bestimmten
Farbe ausstrahlen oder verschlucken. Ein Austausch
der Energie wire nur zwischen Strahlern moglich,
die vollkommen aufeinander abgestimmt sind, und
die urspriingliche Verteilung bliebe unverandert. Wir
kénnen uns aber zwei Arten von Energieaustausch
vorstellen, denen gegeniiber man einen solchen Ein-
wand nicht erheben kénnte. Einerseits kénnen Atome
und freie Elekironen von einem Strahler zum
anderen iibergehen, StoBe gegen den Strahler aus-
filhren, ihm Energie vermitteln oder von ihm auf-
nehmen. Andererseits #&ndert Licht, das von be-
wegten Spiegelflichen zuriickgeworfen wird, seine
Wellenlinge nach dem Dopplerschen Prinzip.

Steht es nun frei, zwischen diesen beiden Mecha-
nismen zu wéhlen? Keineswegs. Es erscheint viel-
mehr gewiB, daB sowohl der eine, als auch der andere
eine Rolle spielt und daB beide uns zu dem gleichen
Ergebnisse, also zu demselben Strahlungsgesetze
filhren miissen. Was wiirde es zu bedeuten haben,
wenn die Ergebnisse tatséchlich einander wider-
sprechend wiren, wenn der Mechanismus der
Energieiibertragung durch StéBe fiir sich allein ein
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bestimmtes Strahlungsgesetz zur Folge hitte, etwa
das Plancksche, wihrend der auf dem Dopplerschen
Prinzipe ruhende Mechanismus ein anderes Strah-
lungsgesetz ergeben wiirde? Nun, das wiirde heiBen,
daB die Welt, da beide Vorginge ins Spiel kommen
miissen, aber je nach den zufilligen Begleit-
umstanden einen verschieden groBen EinfluB haben,
unaufhorlich aus einem Gesetze in das andere fallen
und nicht mehr einem stabilen Endzustande zu-
streben wiirde, namlich dem Warmetode, jenseits
dessen keine Anderung mehr méglich ist. Der zweite
Hauptsatz der Thermodynamik wiare dann nicht
mehr richtig.

Ich habe mich daher entschlossen, diese beiden
Wege nacheinander zu untersuchen und ich méchte
mit der mechanischen Wirkung durch Sto8 beginnen.
Sie wissen, warum die alten Theorien uns mit Not-
wendigkeit zu dem Gesetze der Gleichverteilung
fiihren. Es ist dies deshalb der Fall, weil sie voraus-
setzen, daB alle Gleichungen der Mechanik von der
Form der Hamiltonschen Gleichungen sind und daB
gsie daher die Einheit als letzten Multiplikator im
Sinne von Jacobi zulassen. Man muB daher an-
nehmen, daB die StoBgesetze zwischen einem freien
Elektron und einem Strahler nicht mehr dieselbe
Gestalt haben und daB die Gleichungen, nach denen
diese Prozesse vor sich gehen, einen von eins ver-
schiedenen Multiplikator zulassen. Allerdings miissen
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auch sie einen solchen Multiplikator besitzen, sonst
wire der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
nicht mehr in Geltung und wir stinden derselben
Schwierigkeit gegeniiber wie zu Beginn. Aber dieser
Multiplikator mu8 nicht gleich der Einheit sein.

Gerade dieser Multiplikator ist ein Ma8 fiir die
Wahrscheinlichkeit eines gegebenen Zustandes des
Systems — oder vielmehr fiir das, was man die
Wabhrscheinlichkeitsdichte nennen konnte. Nach der
Quantentheorie kann dieser Multiplikator keine
stetige Funktion sein, da die Wahrscheinlichkeit
eines Zustandes immer dann Null sein muB, wenn
die zugehorige Energie nicht ein Vielfaches des
Quantums ist. Das ist eine offenbare Schwierigkeit,
aber es ist eine von denen, die wir von Anfang an
zu Ubergehen entschlossen waren. Ich habe mich
nicht davon abschrecken lassen, sondern vielmehr
die Rechnung bis zu Ende durchgefiihrt und bin zu
den Gesetzen von Planck gekommen. Dies laBt die
Auffassung des deutschen Physikers in vollem MaBe
berechtigt erscheinen.

Ich bin hierauf zu dem Mechanismus nach dem
Dopplerschen Gesetze iibergegangen. Denken wir uns
einen Hohlraum, gebildet aus einem Zylinder und
einem Kolben, dessen Wiande vollkommen spiegelnd
sind. In diesem Hohlraume sei eine bestimmte
Menge von Lichtenergie mit einer beliebigen Ver-
teilung nach Lichtwellenlangen eingeschlossen, aber
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ohne eine Lichtquelle. Die Lichtenergie ist daher ein
fiir allemal abgeschlossen.

Solange der Kolben nicht bewegt wird, wird sich
die Energieverteilung nicht &ndern konnen, denn das
Licht wird seine Wellenlange bei den Spiegelungen
bewahren. Sobald man aber den Kolben verschiebt,
wird sich die Verteilung #&ndern. Ist die Ge-
schwindigkeit des Kolbens sehr klein, so ist der Vor-
gang umkehrbar und die Entropie kann daher ihren
Wert nicht d&ndern. Man kommt so wieder auf die
Wiensche Ableitung und das Wiensche Gesetz. Aber
man kommt auf diesem Wege nicht vorwirts, denn
dieses Gesetz ist sowohl der alten, als auch der neuen
Theorie gemeinsam. Ist die Geschwindigkeit des
Kolbens nicht mehr klein, so wird der Vorgang irre-
versibel. Die thermodynamische Behandlung fiihrt
uns dann nicht mehr zu Gleichungen, sondern nur zu
Ungleichungen, aus denen aber man keine SchluB-
folgerungen ziehen kann.

Es scheint allerdings, da8 man folgendermaBen
schlieBen konnte: Nehmen wir an, daB die Energie-
verteilung zu Beginn die der schwarzen Strahlung
sei. Es ist dies offenbar die Verteilung, welche dem
Maximum der Entropie entspricht. Fiihrt man einige
Kolbenhube aus, so wird die endgiiltige Verteilung
daher immer die gleiche bleiben miissen, denn sonst
hiitte sich die Entropie verkleinert. Wie auch die An-
fangsverteilung gewesen sein mag, nach einer sehr
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grofen Zahl von Kolbenhuben wird als endgiiltige
Verteilung sich jene einstellen, die die Entropie auf
einen Hochstwert bringt, also die Verteilung, die der
schwarzen Strahlung entspricht. Eine solche SchluB-
folgerung hatte keine Berechtigung.

Die Verteilung der Energie zeigt das Bestreben,
sich der Verteilung bei der schwarzen Strahlung zu
nahern. Sie kann sich davon ebensowenig entfernen,
wie die Warme nicht von einem kalten Korper zu
einem warmen iibergehen kann, das heift, es kann
dies nicht geschehen, wenn nicht ein kompensieren-
der Gegenvorgang vorhanden ist. Hier ist nun
ein solcher Gegenvorgang vorhanden. Fiihrt man
einen Kolbenhub aus, so leistet man eine Arbeit, die
sich in der vermehrten Lichtenergie wiederfindet,
die im Inneren des Zylinders eingeschlossen ist, das
heiBt, diese Arbeit hat sich in Warme umgewandelt.

Diese Schwierigkeit wiirde verschwinden, wenn
die bewegten Korper, an denen die Spiegelung des
Lichtes sich vollzieht, unendlich klein und unendlich
zahlreich waren, weil dann ihre Bewegungsenergie
nicht mehr mechanische Arbeit, sondern Warme vor-
stellen wiirde. Man wére daher nicht mehr im-
stande, die Entropieverkleinerung, die einer Ande-
rung in der Verteilung der Wellenlange entspricht,
durch die Umformung von Arbeit in Warme zu kom-
pensieren und man ware daher dann berechtigt zu
schlieBen, daB8, wenn die Anfangsverteilung die der
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schwarzen Strahlung ist, diese Verteilung un-
begrenzte Zeit bestehen bleiben muB.

Nehmen wir nun einen Hohlraum an, der von
festen, spiegelnden Waianden gebildet wird. Wir
wollen in ihm nicht nur Lichtenergie, sondern auch
ein Gas einschlieBen. Die Molekiile dieses Gases
sollen die Rolle beweglicher Spiegel einnehmen. Ist
die Energieverteilung iiber die Wellenldngen die, die
der schwarzen Strahlung bei der Temperatur des
Gases entspricht, so muB der Zustand unverandert
bleiben. Das heiBt:

1. Die Wirkung des Lichtes auf die Molekiile kann
keine Anderung der Temperatur hervorrufen.

2. Die Wirkung der Molekiile auf das Licht kann
die Energieverteilung der Strahlung nicht andern.

Einstein hat die Wirkung des Lichtes auf die
Molekiile zum Gegenstande einer Untersuchung ge-
macht. Diese Molekiile erleiden tatsichlich etwas,
was dem Lichtdrucke gleicht. Einstein hat sich
nicht gerade stets auf einen einfachen Standpunkt
gostellt. Seine Molekiile betrachtet er als kleine be-
wegliche Resonatoren, die imstande sind, gleichzeitig
sowohl lebendige Kraft zufolge der Bewegung, als
auch Energie zufolge der elektrischen Schwingungen
zu besitzen. Das Ergebnis war in allen Fallen stets
dasselbe. Er wurde wieder zu dem Rayleighschen
Gesetze gefiihrt.

Ich selbst schlug den umgekehrten Weg ein, das
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heiBt, ich untersuchte die Wirkung der Molekiile auf
das Licht. Die Molekiile sind zu klein, um eine
regelmaBige Spiegelung zu liefern; sie rufen lediglich
eine Diffusion hervor. Was nun diese Diffusion ist,
wenn man sich nicht um die Bewegungen der Mole-
kiile kiimmert, das wissen wir, sowohl aus der
Theoris, als auch durch die Erfahrung. Die Diffusion
ist das, was tatsichlich die blaue Farbung des Him-
mels hervorbringt.

Die Diffusion #ndert nicht die Wellenlange. Sie
ist aber um so starker, je kleiner die Lichtwellen-
lange ist.

Man muB nun von der Wirkung eines ruhenden
Molekiiles zu der Wirkung eines Molekiiles in Be-
wegung iibergehen, um auch der Warmebewegung
Rechnung zu tragen. Dies ist leicht. Wir haben nur
das Lorentzsche Relativitats-Prinzip zur Anwendung
zu bringen. Aus diesem Prinzipe folgt, daB zwei
verschiedene Lichtbiindel von gleicher wirklicher
Woellenlange, die auf das Molekiil aus verschiedenen
Richtungen auftreffen, nicht mehr dieselbe schein-
bare Wellenlange fiir einen Beobachter haben wer-
den, fiir den das Molekiil sich in Ruhe befindet. Die
scheinbare Woellenlange ist durch die zerstreute
Spiegelung nicht geindert. Es ist dies aber nicht
mehr der Fall beziiglich der wirklichen Wellenlange.

Man gelangt so zu einem bemerkenswerten Ge--
setze; die regelmaBig oder diffus zuriickgestrahlte
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Lichtenergie ist nicht mehr gleich der auffallenden
Energie. Es ist nicht die Energie, sondern das
Produkt der Energie mal der Wellenlinge, das un-
geandert bleibt. Dies hat mich anfangs sehr be-
friedigt. Es wiirde tatsichlich daraus folgen, daB
ein auffallendes Quant auch ein zuriickgestrahltes
Quant ergibt, da das Quant im umgekehrten Ver-
haltnis zur Lange der Welle steht. Leider ist damit
nichts gegeben.

Diese Untersuchung fiihrte mich zu dem Rayleigh-
schen Gesetze. Dies war mir nun von vornherein
vollkommen klar. Aber ich hatte gehofft, daB ich
durch die Beobachtung, wie ich zu dem Rayleigh-
schen Gesetze gefiihrt wurde, die Anderungen wiirde
klarer erkennen konnen, die man an den Grund-
voraussetzungen vornehmén miiBte, um wieder zum
Planckschen Gesetze zu gelangen. In dieser Hoff-
nung nun sah ich mich getiuschi. Mein erster Ge-
danke war, irgendeine Sache zu suchen, welche an
die Quantentheorie gemahnte. Es wire tatsichlich
iiberraschend gewesen, wenn man durch zwei voll-
kommen verschiedene Erklarungen derselben Ab-
weichung von dem Gesetze der Gleichverteilung
hatte Rechnung tragen konnen mit Riicksicht auf
den Mechanismus, aus welchem sich diese Ab-
weichung herleitet. Wie kann man nun zu einer
unstetigen Struktur der Energie gelangen? Man
konnte annehmen, daB diese Unstetigkeit der Licht-
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energie selbst zukommt, die durch den freien Ather
hindurchtritt und daB folglich das Licht nicht in zu-
sammenhéngender Menge auf die Molekiile auftrifft,
sondern in kleinen, voneinander getrennten Partien.
Es ist leicht zu iiberblicken, daB dies nichts am Er-
gebnisse a&ndern wiirde.

Man koénnte auch annehmen, daB die Unstetlgkelt
im Augenblicke der Diffusion selbst entsteht, da8 das
Molekiil, an dem die Diffusion vor sich geht, das
Licht nicht in stetiger Weise umformt, sondern in
aufeinanderfolgenden Quanten. Aber das geht auch
nicht, weil dann das Lichf, das transformiert
werden soll, in einem Vorraum warten miiBte. Es
wire das mit einem Stellwagen zu vergleichen, der
mit der Abfahrt wartet, bis er voll besetzt ist. Daraus
ergibt sich mit Notwendigkeit eine Verzdgerung.
Nun, die Theorie von Lord Rayleigh lehrt uns, daB
die Diffusion durch die Molekiile, sobald sie ohne
Ablenkung von der Richtung des einfallenden
Strahles stattfindet, einfach die gewohnliche Refrak-
tion hervorbringt. Das heiBt, das diffus zerstreute
Licht interferiert regelmafig mit dem einfallenden
Lichte, was nicht moglich wére, wenn es einen
Phasenverlust erlitten hitte.

Fragen wir uns vorurteilslos, welche unserer
Grundvoraussetzungen wir fallen lassen kénnten, so
sirid wir in keiner geringen Verlegenheit: Man sieht
nicht ein, wie man vom Relativitatsprinzip abgehen
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kénnte. Ist es nun etwa das Geseiz der Diffusion
durch die ruhenden Molekiile, was man abéndern
muB? Auch das erscheint wenig tunlich. Wir
konnen doch wohl nichf unserer Vorstellung soweit
Gewalt antun, zu glauben, da8 der Himmel nicht
blau ist.

Ich mochte mich damit begniigen, auf diese
Schwierigkeit hingewiesen zu haben und schlieBe
mit der folgenden Betrachtung: In dem MaBe als die
Naturwissenschaft fortschreitet, wird es immer
schwieriger, fiir eine neue Tatsache Platz zu schaffen,
die sich nicht von selbst einordmet. Die alther-
gebrachten Theorien ruhen auf einer auBerordent-
lich groSen Anzahl von zahlenméaBigen Ubereinstim-
mungen, welche nicht dem bloBen Zufall zu-
geschrieben werden konnen. Wir konnen daher
nicht trennen, was diese Theorien vereinigt haben.
Wir konnen die geschlossenen Reihen nicht durch-
einander werfen, sondern wir miissen versuchen, sie
zu erweitern und das will nun nicht immer gelingen.
Das Gesetz von der Gleichverteilung hat so vielen
Tatsachen entsprochen, daB es einen Teil der Wahr-
heit enthallen muB. Andererseits enthédlt es nicht
die vollkommene Wahrheit, weil es nicht allen Er-
fahrungstatsachen Rechnung zu tragen vermag. Man
kann das Gesetz weder fallen lassen, noch auch
ohne Abanderung beibehalten. Die Ab#nderungen
aber, die sich darbieten, erscheinen so fremdartig,



224 8. Moral und Wissenschaft.

daB man sich straubt, sich damit zufrieden zu geben.
Bei dem gegenwiartigen Standpunkte unserer Er-
kenntnis konnen wir nur die Schwierigkeiten fest-
stellen, ohne sie zu lisen.

8. Moral und Wissenschaft.

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts hat
man haufig davon getriumt, eine wissenschaftliche
Moral zu begriinden. Man begniigte sich nicht, den
erzieherischen Wert der Wissenschaft zu riilhmen,
den Vorteil, den der Geist daraus schopft, daB er in
immer vollkommener Weise befahigt wird, der
Wahrheit ins Antlitz zu sehen. Man war der An-
sicht, die Wissenschaft vermittle auch sittliche
Wabhrheiten, die iiber jede Debatte erhaben seien,
8o, wie sie es fiir die mathematischen Lehrsatze und
fir die physikalischen Gesetze geleistet hat.

Die Religion mag eine groBe Gewalt iiber glaubige
Seelen haben. Aber es sind nicht alle Menschen
gliubig. Der Glaube ist nur fiir manche unter uns
zwingend, die Vernunft aber fiir alle. An Vernunft-
griinde also miissen wir uns halten. Damit meine
ich aber nicht die der Metaphysiker, deren Gebaude
von schillernder Pracht, aber nicht von langer Dauer
sind, wie die Seifenblasen, an denen man sich einen
Augenblick ergotzt und die dann zerplatzen. Die
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Naturforschung allein schreitet auf sicherem Boden
vorwérts. Diesen Weg ist die Astronomie gegangen
und die Physik; ihn geht heute auch die Biologie.
Nach gleichen Grundgesetzen wird sich schlieBlich
auch die Moral entwickeln. Ihre Vorschriften wer-
den dann ohne Unterschied der Parteien Geltung
haben. Niemand wird gegen sie murren kénnen und
man wird ebensowenig daran denken, sich gegen
das sitfliche Gesetz aufzulehnen, als heute jemand
daran denkt, sich gegen den Satz von den drei Senk-
rechten oder das Gravitationsgesetz aufzulehnen.
Andererseits hat es Leute gegeben, welche in der
Wissenschaft die Wurzel alles Ubels sehen und sie
fir eine Schule der Sittenlosigkeit halten. Nicht
bloB, daB sie dem Stofflichen zu viel Platz einrdumt,
daB sie uns die ehrfiirchtige Scheu raubt, weil sie
nichts anerkennen will als die Dinge, die man mit
dem Verstande erfassen kann. Aber fithren nicht
ihre Schliisse geradezu zu einer Verneinung der
Moral? Sie 16scht, wie irgendein hochberiihmter
Schriftsteller sagte, des Himmels Lichter aus, oder
reiBt doch wenigstens den Schleier des Geheimnis-
vollen von ihnen herab und macht sie zu ganz ge-
wohnlichen Gasklumpen. Sie versucht uns die
Wege des Schopfers zu enthiillen, und setzt ihn da-
durch gewissermaBen. in seinem Ansehen herab.
Es ist nicht gut, die Kinder hinter die Kulissen sehen
zu lassen. Es konnte sie das auf den Gedanken
Poincaré, Letzte Gedanken, 15
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bringen, an der Existenz des Popanz zu zweifeln,
mit dem man sie in Schranken halt. LaBt man die
Gelehrten - gewahren, so wird es bald mit der Sitt-
lichkeit voriiber sein.

Was haben wir nun von den Hoffnungen der
einen und den Befiirchtungen der anderen zu halten?
Ich stehe nicht an zu antworten: Die ersteren sind so
unbegriindet wie die letzteren. Eine wissenschaft-
liche Moral kann es gar nicht geben. Es kann aber
ebensowenig eine unmoralische Wissenschaft geben.
Der Grund liegt auf der Hand. Er ist, wenn ich so
sagen soll, grammatikalischer Natur.

Sind die Voraussetzungen eines logischen
Schlusses beide der Form nach Aussagen, so wird
auch die SchluBfolgerung eine Aussage sein. Damit
die SchluBfolgerung die Gestalt eines Befehles an-
nehme, ist es unerlaBlich, daB8 wenigstens eine der
beiden Voraussetzungen selbst von befehlender Form
sei. Nun, die Lehrsitze der Wissenschaft, die Postu-
late der Geometrie sind rein aussagend und konnen
es nur sein. Das Gleiche ist der Fall mit den Er-
fahrungstatsachen des wissenschaftlichen Versuches
und im Grunde aller Wissenschaft gibt es nichts
anderes und kann es nichts anderes geben. Mag ein
gewandter Dialektiker die Voraussetzungen, von
denen er ausgeht, noch so sehr durcheinander-
wirbeln, sie verbinden und zu Schliissen auf-
einandertiirmen: Was er erhalt, wird stets wieder
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eine Aussage sein. Niemals wird er zu einem Ge-
setze gelangen, das lauten wiirde: Tue dies! oder
Tue dies nicht! also zu einem Satze, der dem sitt-
lichen Gesetze entsprechen oder ihm entgegenstehen
koénnte.

Hier liegt nun die eine Schwierigkeit, der die
Vertreter der Sittenlehre seit langem gegeniiber-
stehen. Sie bemiihen sich, das sittliche Gesetz zu
bewocisen. Man muB ihnen das verzeihen, denn es
ist ihr Beruf. Sie wollen die Moral auf irgend etwas
anderes begriinden, als ob man die Moral auf etwas
anderes als auf sich selbst stiitzen konnte. Die
Wissenschaft lehrt uns, da8 der Mensch sich herab-
setzt, wenn er in dieser oder jener Weise sein Leben
fiihrt. Wie aber, wenn mir nichts daran liegt, mich
herabzusetzen; wenn ich das, was die anderen
Niedergang nennen, Fortschritt taufe? Die Meta-
physik verhdlt uns dazu, uns dem allgemeinen Ge-
setze alles Seins anzupassen, das sie enthiillt zu
haben vorgibt. Ich ziehe es vor, konnte man ihr
erwidern, meinem eigenen, besonderen Gesetze zu
folgen. Ich weiB nicht, was die Metaphysik ant-
worten wiirde, aber ich bin sicher, da8 sie nicht das
letzte Wort behalten wiirde.

Ist nun die auf der Religion gegriindete Sittlich-
keit gliicklicher als die auf der Wissenschaft und
Metaphysik beruhende? Gehorche, weil Gott es be-
fiehlt und weil es der Herr ist, der jeden Widerstand

15*
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hinwegzufegen vermag! Ist das nun ein Beweis?
Wird man dem nicht entgegenhalten konnen, da8 es
erhaben ist, gegen die Allmacht anzukampfen und
daB im Kampfe zwischen Jupiter und Prometheus
der gepeinigte Prometheus der wahre Sieger ist? Und
so handelt es sich eigentlich nicht um ein Gehorchen,
sondern um ein Zuriickweichen vor der Gewalt; den
Gehorsam der Herzen aber kann man nicht er-
zwingen.

Ebensowenig vermdgen wir eine Moral zu be-
griinden auf dem Bediirfnis einer Gemeinschaft, auf
dem Begriffe des Vaterlandes, auf der Nachsten-
liebe. Der Nachweis wire zu erbringen, da8 man,
wenn es not tut, sich fiir den Staat, dem man an-
gehort, opfern muB, oder auch wohl fiir das Wohl
unserer Nebenmenschen. Und diesen Beweis kann
uns weder die Logik, noch die Naturwissenschaft
liefern. Ja sogar die Moral des wohlverstandenen
Vorteils, die des Egoismus, wire ohnmaichtig, da es
schlieBlich nicht gewiB ist, ob ein egoistisches Ver-
halten am Platze ist und es Leute gibt, die es nicht
im geringsten sind.

Der ganzen dogmatischen Sittenlehre und auch
der ganzen beweisenden Moral ist von vornherein
ein sicherer MiBerfolg beschieden. Sie gleicht einer
Maschine, wo nur die Vorrichtungen fiir die Uber-
tragung der Bewegungen vorhanden sind, aber keine
bewegende Energie. Die sittliche Triebkraft, also das,
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was imstande ist, die Rader des Getriebes im Schwung
zu versetzen, kann nur ein Gefiihl sein. Es 1a8t sich
nicht beweisen, da8 wir Mitleid mit den Ungliick-
lichen haben miissen. Stehen wir aber unverdientem
Ungliick gegeniiber, ein Schauspiel, das leider nur
zu haufig ist, so filhlen wir uns von einem Gefiihle
der Emporung erfaBit. Eine geheimnisvolle Energie
wird in uns wach, die keiner Uberlegung Gehor
schenkt und uns unwiderstehlich, wie gegen unseren
Willen, mit sich fortreiBt.

Man kann nicht beweisen, daB man verpflichtet
ist, der Gottheit zu gehorchen, selbst wenn es ge-
linge, den Beweis zu erbringen, daB diese Gottheit
allmachtig ist und uns vernichten kann. Selbst dann
konnte man es nichf, wenn man uns nachgewiesen
hatte, daB diese Gottheit giitig ist und daB wir ihr
zu Dankbarkeit verpflichtet sind. Es gibt ja Leute,
welche das Recht auf Undankbarkeit fiir das wert-
vollste der Menschenrechte halten. Wenn wir aber
diese Gottheit lieben, dann ist jeder Beweis iiber-
fliissig, dann erscheint uns der Gehorsam voll-
kommen natiirlich und das ist der Grund, weshalb
die Religionen Macht iiber die Geister besitzen, wéh-
rend dies bei der Metaphysik nicht der Fall ist.

Wiirde man nun von uns verlangen, die Griinde
anzugeben fiir unsere Liebe zum Vaterlande, ver-
mochte man uns recht in Verlegenheit zu bringen.
Stellen wir uns aber im Geiste vor, da8 unsere Heere
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geschlagen, daB Frankreich von Feinden iiberflutet
ist, dann wird unser ganzes Herz sich dagegen auf-
lehnen, die Tranen werden uns in die Augen steigen
und alles andere wird uns gleichgiiltig sein. Wenn
heutzutage gewisse Leute mit allerhand Spitzfindig-
keiten gegen die Berechtigung dieser Empfindungen
eifern, so geschieht das wohl zweifellos, weil sie
nicht genug Vorstellungskraft besitzen, weil sie sich
all das Unheil nicht vergegenwirtigen honnen; wenn
aber das Unheil oder die Strafe des Himmels sich
vor ihren Augen niedersenkten, dann wiirde sich ihr
Herz ebenso empdren wie das unsere.

Die Wissenschaft kann daher fiir sich allein eine
Moral nicht begriinden. Sie kann iibrigens auch
allein und unmittelbar das iiberlieferte Sittengesetz
weder ins Wanken bringen, noch umstoBer. Aber
kann sie vielleicht eine mittelbare Wirkung aus-
iiben? Im folgenden mochte ich andeuten, auf
welche Weise sich ein solcher EinfluB geltend
machen konnte. Die Wissenschaft kann die Ent-
stehung neuer Gefiihle zur Folge haben, nicht in dem
Sinne, als ob die Gefiihle ein Gegenstand des wissen-
schaftlichen Beweises sein konnten, sondern des-
halb, weil jede menschliche T#tigkeit auf den Men-
schen zuriickwirkt und in ihm neue Neigungen er-
weckt. Es gibt fiir jeden Beruf eine eigene Fach-
psychologie. Die Gefiihle des Arbeiters sind nicht
die des Geldmenschen, und auch der Forscher hat
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daher seine eigene, besondere Psychologie, ich meine
seine Gemiitsverfassung, in deren Lichte er alles be-
trachtet, auch das, was mit der Wissenschaft nur
weitlaufig im Zusammenhange steht.

Andererseits kann die Wissenschaft die Gefiihle,
welche von selbst bei dem Menschen auftreten, zum
Gegenstande ihrer Untersuchung machen. Wir
wollen unseren vorigen Vergleich wieder heran-
ziehen. Man wird sehr wohl verwickelte Anord-
nungen von Kurbeln und Schrauben bauen kénnen,
die Vorrichtung wird sich aber trotzdem nicht be-
wegen, wenn kein Dampf im Kessel ist. Ist aber
der Dampf da, so wird die Art der Arbeit, die er
verrichtet, nicht stets dieselbe sein. Sie wird viel-
mehr abhingen von dem Mechanismus, auf den man
ihn einwirken 1aBt. In gleicher Weise kann man
sagen, daB unser Gefiihl nur im allgemeinen eine
Triebfeder unserer Handlungsweise vorstelll. Es
wird uns den Obersaiz in unseren Schliissen liefern,
der, wie es sein muB, Befehlsform haben wird. Da-
neben wird uns die Wissenschaft den Untersatz lie-
fern, der in aussagender Form gegeben ist. Aus
beiden wird man den SchluB ziehen, der ebenfalls
Befehlsform wird haben koénnen. Wir wollen nun
_der Reihe nach die beiden oben dargelegten Auf-
fassungsweisen untersuchen.

Vermag zunéichst die Wissenschaft schopferisch
oder anregend auf die Bildung neuer Gefiihle zu
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wirken? Und was die Wissenschaft nicht vermag,
wird es vielleicht die Liebe zur Wissenschaft tun
kénnen?

Die Wissenschaft bringt uns ununterbrochen mit
Dingen in Berithrung, welche grofler sind als wir
selbst. Sie gewahrt uns einen taglich neuen und
taglich erweiterten Rundblick, und was sie uns
schlieBlich auch GroBes zeigt, stets regt sie uns an,
uns Dinge vorzustellen, die noch groBer sind. Dieses
Schauspiel ist fiir uns eine Freude, aber eine Freude,
bei der wir uns selbst vergessen und das ist das
gittlich Gute daran.

Wer je davon gekostet, wer die glanzende Har-
monie der Naturgesetze auf sich hat wirken lassen,
wird eher als jemand anderer geneigt sein, sich
wenig um seine kleinen persénlichen Interessen zu
bekiimmern. Er wird ein hohes Ziel haben, das er
mehr liebt, als sich selbst und nur auf diesem Boden
kann man eine Sittlichkeitslehre begriinden. Fiir
sein Ziel wird der Forscher arbeiten, ohne sich seine
Miihe groB anzurechnen, ohne fiir sie klingenden
Lohn zu verlangen, der fiir gewisse Menschen alles
bedeutet. Und hat er sich einmal daran gewdhnt,
das personliche Interesse hintanzustellen, so wird
diese Angewohnung ihn iiberall begleiten. Sein
ganzes Leben erscheint dadurch verklart.

AuBerdem ist die Leidenschaft, die die Forschung
einfl6Bt, der Drang nach Wahrheit. Ist ein solcher

-
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Drang nicht schon an und fiir sich sittlich? Nichts
muB so bekampft werden wie die Liige, weil sie einer
der verbreitetsten Fehler bei dem ungekiinstelten
Menschen ist und gleichzeitig einer der schimpf-
lichsten. Nun, haben wir uns einmal an die wissen-
schaftliche Arbeitsweise mit ihrer peinlichen Ge-
nauigkeit, dem Abscheu vor jedem unerlaubten
Kunstgriffe gewohnt, so werden wir den Vorwurf,
die Ergebnisse, wenn auch nur in ganz unschéidlicher
Woeise, gefalscht zu haben, als die groBte Schande
ansehen, denn dies wiirde fiir uns einen unauslésch-
lichen beruflichen Makel bedeuten. Werden wir
dann nicht bei allen unseren Handlungen dieses
Streben nach absoluter Aufrichtigkeit betatigen, der-
art, daB wir es gar nicht mehr verstehen, was andere
Menschen dazu treibt, zu liigen? Und ist es nicht
das beste Mittel, die seltenste und schwierigste aller
Aufrichtigkeiten zu erwerben, welche darin besteht,
daB man sich nicht selbst betriigt?

Bei unseren MiBerfolgen wird uns die GrofBe
unseres Ideales aufrecht erhalten. Man wird ein
anderes Ideal vorziehen kénnen. Aber ist denn die
Gottheit des Forschers weniger groB, weil sie sich
weiter und weiter von uns entfernt? Es ist richtig,
diese Gottheit ist unbeweglich und viele Gemiiter
wird dies schmerzlich beriihren. Aber wenigstens
nimmt unsere Gottheit nicht Partei in unseren Klein-
lichkeiten und unseren armseligen Gehéssigkeiten,
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wie es so haufig der Gott der Theologen tut. Die
Vorstellung eines Gesetzes, das stirker ist als wir,
dem man sich nicht entgegensetzen kann, sondern
dem man sich fiigen muB um jeden Preis, kann eben-
falls etwas Heilsames in sich schlieBen, man kann es
wenigstens ertragen. Ware es nicht besser. unsere
Bauern wiirden glauben, das Gesetz lasse sich nie-
mals beugen, anstatt zu meinen, die Behérden
miiften es zu ihren Gunsten wenden kdonnen, wenn
sie nur die Vermittelung eines hinreichend einfluB-
reichen Abgeordneten anrufen?

Die Wissenschaft hat, wie Aristoteles sagt, das
Allgemeine zu ihrem Gegenstande. Einer einzelnen
Tatsache gegeniiber wiinscht sie das allgemeine Ge-
setz zu kennen, sie strebt einer immer weitergehenden
Verallgemeinerung zu. Es konnte auf den ersten
Blick erscheinen, daB hier nur eine Denkgewohnheit
vorliegt. Aber die Denkgewohnheiten haben auch
ihre moralische Riickwirkung. Haben wir uns ge-
wohnt, uns wenig aus einem besonderen Falle, aus
dem einzelnen Ereignis zu machen, weil es unser
Denken nicht weiter anregt, so werden wir natur-
gemiB dazu gefiihrt, auch nur wenig Wert darauf zu
legen, keinen besonders erstrebenswerten Gegen-
stand darin zu sehen und, ohne zu klagen, darauf zu
verzichten. Durch den Zwang, umfassend zu denken,
wird man sozusagen ,erhaben“, man sieht nicht
mehr das Kleine und da man es nicht sieht, unter-
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liegt man nicht der Gefahr, es zu seinem Lebens-
zweck zu machen. So wird man auch naturgemif
geneigt sein, die Bediirfnisse des Einzelnen denen
der Allgemeinheit unterzuordnen und das ist auch
eine Moral.

AuBlerdem leistet uns die Naturforschung noch
einen anderen Dienst. Sie ist ein Sammelwerk und
kann nichts anderes sein. Sie ist gleichsam ein
Denkmal, dessen Errichtung Jahrhunderte dauert
und zu dem ein jeder seinen Baustein herbeibringt.
Und dieser Baustein macht ihm meistens sein ganzes
Leben lang zu schaffen. So gibt uns die Forschung
das Gefiihl von der Notwendigkeit des Zusammen-
wirkens, von der Gemeinsamkeit unserer eigenen
Bestrebungen mit denen unserer Zeitgenossen und
selbst unserer Vor- und Nachfahren. Man empfindet,
da8 man nur ein schlichter Soldat, nur ein kleiner
Teil eines groBen Ganzen ist. Es ist dasselbe Ge-
fiithl der Einordnung, das die Grundlage des mili-
tarischen BewuBtseins bildet und das den schlichten
Sinn des Landwirtes, oder den ziigellosen Geist des
Abenteurers derma8en umformt, daB er aller Hin-
gebung und Aufopferung fihig wird. Wenn auch
die Verhiltnisse einigermaBen anders liegen, so kann
doch auch die Forschung eine #hnliche giinstige
Wirkung ausiiben. Wir fiihlen, da8 wir fiir die
Menschheit arbeiten, und die Menschheit wird uns
dadurch teuer.
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Nach dem ,Fiir“ nun das ,Wider. Da uns nun
die Forschung nicht mehr als machtlos iiber die
Herzen und einfluBlos fiir die Sittlichkeit erscheint,
so kann sie doch wohl ebenso einen schédlichen
EinfluB haben, wie einen giinstigen. Zunachst ist
jede Leidenschaft eigensiichtig. Sie kann uns dazu
bringen, alles, was nicht mit ihr zusammenhangt,
aus dem Auge zu verlieren. Die Liebe zur Wahr-
heit ist zweifellos eine groBe Sache, aber es wire
schlimm, wenn wir, um ihr nachzujagen, all die
vielen anderen wertvollen Dinge opfern wiirden, wie
die Giite, das Mitleid, die Nachstenliebe. Auf die
Nachricht irgendeiner Katastrophe, eines Erdbebens
hin, kénnten wir die Leiden der Opfer vergessen und
an nichts anderes denken, als an die Richtung und
die Amplitude der Erdwelle. Ja, wir konnten in
dem Ereignis noch ein Gliick erblicken, wenn das
Beben irgendein, noch unbekanntes Gesetz der
Seismologie uns offenbart hitte.

Ein Beispiel sei hier angefiihrt, das sich auf-
dringt. Die Physiologen iiben ohne Bedenken die
Vivisektion aus und das ist in den Augen mancher
alter Damen ein Verbrechen, das weder die wissen-
schaftlichen Errungenschaften der Vergangenheit,
noch der Zukunft werden jemals entschuldigen
konnen. Wollte man ihnen glauben, so miiBten die
Biologen, weil sie sich ohne Barmherzigkeit gegen
die Tiere zeigen, auch als gewalttitig gegen die
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Menschen sich erweisen. Jene Damen sind ganz
gowiB im Unrecht. Ich wenigstens habe sehr giitige
Menschen unter den Biologen kennen gelernt.

Die Frage der Vivisektion verdient es, da wir
uns einen Augenblick bei ihr aufhalten, selbst wenn
uns dies ein wenig von unserem Gegenstande ab-
bringt. Es liegt hier einer der Pflichtenkonflikte vor,
die uns das tagliche Leben so zahlreich darbietet.
Der Mensch kann auf die Forschung nicht verzich-
ten, ohne sich selbst herabzusetzen und das ist der
Grund, weshalb die Forschung und ihre Bediirfnisse
unantastbar sind. Sie sind es aber auch im Hin-
blicke auf das uniibersehbare Ubel, das die For-
schung heilen, oder dem sie wenigstens vorbeugen
kann. Andererseits ist das Quilen etwas Verwerf-
liches. Ich sage ausdriicklich nicht das Toten, son-
dern das Quilen. Mogen auch die niedriger stehen-
den Lebewesen weniger lebhaft empfinden als der
Mensch, sie verdienen unser Mitleid und man wird
sich dem nur bei oberflichlicher Betrachtung ent-
ziehen konnen. Der Biologe darf daher selbst in
anima vili nur Versuche ausfiihren, die wirklich von
Nutzen sind. Es gibt auBerdem meist Mittel, um den
Schmerz moglichst herabzusetzen. Man hat die
Pflicht, sich ihrer zu bedienen. In dieser Sache aber
muB man sich auf das Gewissen des Forschers ver-
lassen. Jeder Eingriff durch die Gesetzgebung wire
unangebracht und ein wenig lacherlich. Das Parla-
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ment vermag alles, sagt man in England, auBer aus
einem Weiblein ein Mannlein zu machen. Es vermag
alles, mochte ich sagen, nur nicht in einer wissen-
schaftlichen Sache maBgebende Schranken zu setzen.
Es gibt eben keinen Gerichtshof, welcher Grundsaitze
aufstellen konnte, um zu entscheiden, wann irgendein
Versuch als niitzlich fiir die Forschung anzu-
sehen ist.

Aber ich will nun zu meinem Gegenstande zu-
riickkehren. Es gibt Menschen, die behaupten, daB
durch die Forschung das Gefiihl verdorre, daB sie
uns an die Materie kette und alle Poesie ertdte, diese
einzigartige Quelle aller edleren Gefiihle. Der Geist,
der sich der Forschung hingibt, welke dahin und
verliere all seinen stolzen Schwung, seine zarten
Regungen und all seine Begeisterungsfahigkeit.
Nun, das glaube ich nicht. Ich selbst habe gerade
das Gegenteil behauptet, aber die Ansicht ist so aus-
gebreitet, da8 irgendeine Grundlage dafiir vorhanden
sein muB. Es zeigt dies eben, daB die gleiche Kost
nicht fiir alle bekommlich ist. .

Was fiir Schliisse miissen wir nun daraus ziehen?
Die Naturwissenschaft, im weitesten Sinne ge-
nommen und vermittelt von Lehrern, die von ihr
erfilllt sind, kann eine &uBerst niitzliche und sehr
wertvolle Rolle bei der sittlichen Erziehung spielen.
Aber es ware ein Fehler, ihr eine ausschlieBliche
Stellung einrdumen zu wollen. Sie kann sittlich
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wertvolle Gefiihle erwecken, die sich als Ansporn
zu sittlichem Handeln bewihren konnen. Aber
andere Disziplinen leisten dies in gleicher Weise und
es wire eine Torheit, sich irgendeines der vorhande-
nen Hilfsmittel zu berauben. Auch wenn wir sie
alle vereinigt zur Anwendung bringen, haben wir
keinen UberfluB an solchen Mitteln. Es gibt Men-
schen, welche fiir naturwissenschaftliche Fragen
kein Verstindnis haben. Es ist eine allgemeine Be-
obachtung, daB man in jeder Schulklasse Schiiler
findet, die zwar ,,stark® in den sprachlichen Fachern,
aber nichts weniger als ,stark” in den Naturwissen-
schaften sind. Welch eine Verblendung ware es, zu
glauben, daB die Naturwissenschaft, die nicht zu
ihrem Geiste spricht, zu ihrem Herzen werde sprechen
konnen!

Ich komme zu dem zweiten Punkte. Die For-
schung vermag, wie jede andere Art der Tatigkeit,
nicht nur neue Gefiihle zu erwecken; sie vermag
auch auf bereits vorhandenen Gefiihlen, die von
selbst im Herzen des Menschen aufsprieBen, Neues
aufzubauen. Man kann sich einen logischen Schluf
nicht vorstellen, dessen Voraussetzungen beide die
Form einer Aussage und dessen Schlu8 die Form
eines Befehles hitte; es kann aber recht wohl
Schliisse geben, welche nach dem folgenden Schema
gebaut sind: Tue dies! Da man dies aber nicht tun
kann, ohne jenes zu tun, so tue jenes! Und Uber-
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legungen dieser Art entziehen sich nicht dem Ein-
flusse der Wissenschaft.

Die Gefiihle, aus denen die Sittlichkeit flieBen
kann, sind von verschiedener Art. Sie vereinigen
sich nicht alle in derselben Stirke in dem Geiste
jedes Einzelnen. Bei dem einen wird dieses, bei
dem anderen jenes Gefiihl vorwalten oder doch
stets bereit sein, in Schwingung zu geraten. Manche
Menschen werden vor allem empfanglich fiir das
Gefiihl des Mitleids sein. Sie werden geriihrt werden
durch die Leiden des Nachsten. Andere werden
alles der Harmonie der Gesellschaftsordnung und
dem Wohle der Allgemeinheit unterordnen. Noch
andere werden nach der GrdBe ihres Vaterlandes
streben. Wieder andere vielleicht werden einem
Schonheitsideal nachleben oder werden der Ansicht
sein, daB es unsere hochste Pflicht ist, uns selbst
zu vervollkommnen und danach zu streben, mog-
lichst stark zu werden, um uns den Dingen, die uns
umgeben, gewachsen zu zeigen und um gleichgiiltig
zu werden gegen das &uBere Schicksal, damit wir
nicht in unseren eigenen Augen sinken.

Alle diese Richtungen sind an sich loblich, aber
sie sind verschieden. Es kann sich daraus ein
Konflikt ergeben. Zeigt uns nun die Wissenschaft,
daB wir einen solchen Konflikt nicht zu befiirchten
haben, beweist sie uns, daB man einem dieser
Zwecke nicht nachstreben kann, ohne den anderen
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im Auge zu behalten (und das kann sie leisten):
so wird das ein niitzliches Werk sein, und die
Wissenschaft wird den Vertretern der Sittenlehre
eine wertvolle Hilfe bieten. Die Truppen, die bisher
ohne jede Anordnung kampften, wo jeder Soldat auf
seinen besonderen Gegner losging, werden sich in
geordnete Reihen zusammenschlieBen, sobald man
ihnen gezeigt haben wird, daB der Sieg eines jeden
einzelnen den Sieg aller bedeutet. Ihre Bemiithungen
wirken nun zusammen, und aus der Horde ohne
SelbstbewuBtsein wird ein wohlgegliedertes Heer.

Erfolgt nun die Entwicklung der Forschung in
dieser Richtung? Man kann es hoffen. Sie zielt
darauf ab, uns mehr und mehr die Gemeinsamkeit
der verschiedenen Teile des Weltganzen zu zeigen
und uns seine Harmonie zu entschleiern. Ist dies
nun der Fall, weil eine solche Harmonie wirklich
vorhanden ist oder weil sie ein Bediirfnis unseres
Geistes ist und folglich ein wissenschaftliches Postu-
lat? Das ist eine Frage, die zu entscheiden ich nicht
unternehmen mochte. So, wie die Naturwissenschaft
die einzelnen Sondergesetze zusammenzwingt und zu
einem allgemeinen Gesetze verschweit, so kann sio
wohl auch die geheimen Wiinsche unserer Herzen,
die scheinbar so weit auseinander gehen, so eigen-
willig und sich gegenseitig so fremd sind, zu einem
einheitlichen Ganzen verschmelzen.

Welche Gefahr und welche Enttduschung aber,

Poincaré, Letzte Gedanken. 16
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wenn wir an dieser Aufgabe scheitern! Kann die
Forschung dann nicht viel mehr Ubles stiften, als
sie Gutes hidtte wirken kdnnen? Werden diese
Neigungen und Gefiihle, die so gebrechlich und zart
sind, die wissenschaftliche Zergliederung vertragen?
Wird nicht schon der kleinste Lichtblitz uns ihre
Nichtigkeit enthiillen, und wird uns nicht unaufhor-
lich die Frage in den Ohren klingen: welchen Zweck
sat das alles? Welchen Zweck hat das Mitleid, denn
je mehr man fiir die Menschen tut, desto anspruchs-
voller werden sie und desto unzufriedener sind sie
daher mit ihrem Lose. Da das Mitleid nicht lauter
Undankbare schafft, wiirde dies wenig bedeuten.
Aber kann das Mitleid etwas anderes hervorbringen
als verbitterte Gemiiter? Welchen Zweck hat die
Vaterlandsliebe, da doch seine GrdBe meist nur ein
glanzendes Elend ist; wozu nach unserer Vervoll-
kommnung streben, da wir doch nur ein Eintags-
leben fiilhren? Was dann, wenn ungliicklicherweise
die Forschung das Gewicht ihres Ansehens zugunsten
solcher Uberlegungen in die Wagschale werfen
wiirde?

Der menschliche Geist ist ferner ein auBerst ver-
wickeltes Gewebe, dessen Faden, die durch unsere
Ideen-Assoziationen gebildet werden, sich vielfach
iberkreuzen und von dem Gebiete des einen Sinnes
zu dem der andern sich schlingen. Wird einer der
Faden durchschnitten, so ist die Gefahr vorhanden,
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daB ZerreiBungen stattfinden, deren Ausdehnung
man gar nicht voraussehen kann. Dieses Gewebe
nun haben nicht wir hervorgebracht, es ist ein Ver-
méchtnis der Vergangenheit. Oft sind unsere
stolzesten Empfindungen, ohne daB wir uns dessen
bewuBt sind, mit durchaus veraltelen und &uBerst
lacherlichen Vorurteilen verkniipft. Die Forschung
ist auf dem Wege, diese Vorurteile zu zerstoren.
Dies ist ihre natiirliche Aufgabe, ja ihre Pflicht.
Wird nun die stolze Gesinnung, mit der diese alther-
gebrachten Gepflogenheiten verkniipft waren, nicht
ebenfalls leiden? Nein, bei starken Gemiitern keines-
wogs. Aber es gibt nicht nur starke Herzen und
klar blickende Geister. Es gibt auch schlichte Seelen,
bei denen es nicht sicher ist, ob sie der Versuchung
widerstehen wiirden.

Man behauptet daher, die Wissenschaft sei de-
struktiv und man fiirchtet, daB sie alles in Triimmer
legen werde und daB dort, wo sie ihren Einzug hilt,
die menschliche Gesellschaft ihre Lebensfahigkeit
verliert. Ist nicht in diesen Befiirchtungen eine Art
innerer Widerspruch? Wenn man wissenschaftlich
nachweist, daB diese oder jene Gepflogenheit, die
man als unloslich verkniipft mit dem Bestehen der
menschlichen Gesellschaft angesehen hat, in Wirk-
lichkeit die Wichtigkeit nicht besitzt, die man ihr
beigemessen hat und daB sie uns nur durch ihr ehr-
wiirdiges Alter geblendet hat — angenommen, ein

16*
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solcher Nachweis sei moglich —, wird dann die sitt-
liche Lebensfiilhrung der Menschheit ins Wanken
geraten? Entweder ist die betreffende Sitte niitzlich,
dann wird eine verniinftige Forschung auch nicht
nachweisen konnen, daB sie es nicht ist, oder aber
gie ist unniitz und dann braucht man nicht um sie
zu trauern. Sobald wir uns auf den Boden unserer
Schliisse und der allgemeinen Empfindungen, die die
Moralitit begriinden, stellen, so werden wir eben
dieses allgemeine Gefithl und mithin auch die Sitt-
lichkeit am Schlusse einer jeden unserer Beweis-
ketten wieder finden, falls sie entsprechend den
Regeln der Logik gebaut sind. Was in Gefahr gerat,
ausgeschaltet zu werden, ist nichts Wesentliches,
nichts, was fiir unser sittliches Leben von einiger
Bedeutung wire. Das einzige, worauf es ankommt,
muB sich unter den SchluBfolgerungen wiederfinden,
weil es unter den Voraussetzungen steht.

Man darf nicht fiirchten, daB die Wissenschaft,
da sie unvollendet ist, uns hierin tauscht, daB sie
uns mit leeren Trugbildern narrt und daB sie uns
dazu verleitet, etwas niederzureiBen, was wir spater
gern wieder aufrichten mdochten, sobald wir besser
unterrichtet wiren und es zu spat ist. Es gibt Leute,
die sich in einen Gedanken verbeiBen, nicht, weil er
berechtigt ist, sondern weil er neu ist und weil er
in aller Ansehen steht. Das sind schlimme Zerstorer,
aber keine . . . . Forscher, hatte ich beinahe gesagt,
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aber ich weiB, daB viele darunter groBe Verdienste
um die Wissenschaft besitzen. Sie sind also wirk-
liche Forscher, aber nicht wegen des oben an-
gegebenen Standpunktes, sondern trotz desselben.

Die wahre Wissenschaft scheut sich vor iiber-
eillen Verallgemeinerungen und rein spekulativen
Herleitungen. Wenn nun- schon der Physiker sie
vermeidet, wo doch das, womit er es zu tun hat,
korperlich und zusammenhangend ist, was miiBte
erst der Moraltheoretiker, der Soziologe tun, wenn
seine sogenannten Theorien, die er aufstellf, ihm zu
oberflichlichen Vergleichen zusammenschrumpfen,
wie der der Gesellschaften mit den Organismen. Die
Naturforschung dagegen ist und kann nur auf
experimenteller Grundlage beruhen und das Experi-
ment der Gesellschaftslehre ist die Geschichte der
Vergangenheit. Man kann zweifellos an der ge-
schichtlichen Uberlieferung Kritik iiben, aber man
kann nicht ganz mit ihr aufraumen.

Vor einer Wissenschaft, die von wahrhaft experi-
mentellem Geiste durchweht ist hat die Moral nichts
zu befiirchten. Eine solche Wissenschaft hat Ehr-
furcht vor dem Gewordenen, sie widerstrebt dem
wissenschaftlichen Snobismus, der sich so leicht von
allem blenden laBt, was den Reiz der Neuheit an
sich tragt. Die Forschung aber riickt nur Schritt fiir
Schritt weiter, jedoch stets in gleicher Richtung und
stets in der richtigen Richtung. Der beste Schutz
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gegen Halbwissenschaft ist der Fortschritt der
wahren Wissenschaft.

Man kann die Beziehungen zwischen Wissen-
schaft und Moral noch in anderer Weise sehen; es
gibt keine Erscheinung, welche nicht Gegenstand der
Wissenschaft sein kénnte, weil es keine Erscheinung
gibt, die man nicht beobachten konnte. Die Er-
scheinungen der Moral koénnen ihr ebensowenig ent-
gehen, wie die iibrigen Erscheinungen. Der Natur-
historiker versenkt sich in die Beobachtung des
Ameisen- und des Bienenstaates und betreibt dieses
Studium mit vielem Ernste. In gleicher Weise sucht
der Forscher sich iiber die Menschen ein Urteil zu
bilden, als ob er selbst nicht ein Mensch wire. Er
denkt sich an die Stelle irgendeines fernen Be-
wohners des Sirius, fiir den unsere Stadte nur
Ameisenhaufen bedeuten wiirden. Das ist sein Recht
und liegt im Berufe des Forschers.

Die Wissenschaft von der Moral wird daher zu-
nichst rein beschreibend sein. Sie wird uns die
Erkenntnis der menschlichen Sitten vermitteln. Sie
wird uns lehren, wie diese Sitten beschaffen sind,
ohne etwas dariiber auszusagen, wie sie beschaffen
sein sollten. Sie wird weiterhin vergleichend sein.
Sie wird uns durch die verschiedenen Léander ge-
leiten, um uns Vergleiche anstellen zu lassen iiber
die Sitten der verschiedemen Vilker, iiber die des
Wilden und des Kulturmenschen, und iiberdies wird
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sie uns auch zu zeitlichen Vergleichen anregen
zwischen den Sitten von ehedem und denen von
heute. SchlieBlich wird sie versuchen, Erklarungen
zu geben, und das ist die natiirliche Entwicklung
einer jeden Wissenschaft.

Die Darwinisten werden uns eine Erklarung dafiir
zu geben suchen, warum alle bekannten Volker-
schaften einem einzigen sittlichen Gesetze sich
beugen, indem sie uns sagen, daB die natiirliche Aus-
lese langst die zum Verschwinden gebracht hai,
welche nicht geeignet waren, sich diesem Gesetze zu
unterwerfen. Die Psychologen werden uns eine Er-
klarung geben, weshalb die Vorschriften der Moral
nicht stets im Einklange mit den Interessen der
Allgemeinheit sind. Sie werden uns sagen, daB der
Mensch im Wirbel des Lebens nicht Zeit hat, alle
Folgen seiner Handlungen zu iiberlegen, sondern nur
gewissen allgemeinen Weisungen folgen kénne. Diese
werden um so weniger MiBverstindnissen ausgesetzt
sein, je einfacher sie sind. Dafiir, daB sie niitzlich
wirken und daB8 folglich die Auslese sie hervor-
bringen kann, ist es geniigend, wenn sie sich nur
in den meisten Fidllen mit den Bediirfnissen
der Allgemeinheit im Einklange befinden. Die Ge-
schichtsschreiber werden uns berichten, wie von den
beiden Richtungen der Moral, von denen die eine
das Einzelwesen der Allgemeinheit unterordnet,
wihrend die andere mit dem Einzelnen mitfiihlt und
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das Wohl des Mitmenschen uns zum Lebenszwecke
macht, die letztgenannte in unaufhérlichem Vor-
dringen begriffen ist, in dem MaBe, als die groSen
menschlichen Verbinde an Ausdehnung und Kom-
pliziertheit zunehmen und im groBen Ganzen Kata-
strophen weniger ausgesetzt sind.

Diese Wissenschaft von der Moral ist nicht selbst
Moral und wird es niemals sein. Sie kann ebenso-
wenig die Moral ersetzen, wie eine physiologische
Abhandlung ilber die Verdauung ein gufes Mittag-
brot ersetzen kann. Im Hinblick auf das Vorher-
gesagte brauche ich hierbei nicht langer zu ver-
weilen. '

Aber nicht darum eigentlich handelt es sich.
Wenn die Wissenschaft von der Moral auch selbst
keine Moral ist, kann sie nicht doch entweder giinstig
oder gefahrbringend fiir die Moral wirken? Manche
werden sagen, daB eine Erklarung in gewissem Sinne
stets auch eine Bestatigung bedeute, und dem wird
man sich unschwer anschlieBen konnen. Andere
werden im Gegenteil behaupten, da8 man nicht ohne
groBen Schaden die Unterschiede in der Moral auf-
decken kann, die entsprechend den verschiedenen
Rassen und Breitengraden vorhanden sind. Es kénne
uns dies dahin bringen, das zum Gegenstande von
Erwigungen zu machen, was blindlings angenommen
werden miisse, und eine Zufilligkeit in dem zu er-
blicken, was uns als eine Notwendigkeif erscheinen

-
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miisse. Vielleicht haben auch sie nicht ganz unrecht.
Aber, offen gestanden, heiBt es nicht den Einflu8
theoretischer Erwagungen auf den Menschen iiber-
schatzen, Erwagungen, die eben stets nur oberflach-
lich anhaften und ihm innerlich fremd bleiben? Wenn
hochgemute und niedrige Leidenschaften in unserem
BewuBtsein um die Herrschaft ringen, welches Ge-
wicht hat gegeniiber zwei so méachtigen Gegnern die
metaphysische Unterscheidung zwischen dem Zu-
falligen und Notwendigen in die Wagschale zu
werfen?

Obwohl die mir zur Verfiigung stehende Zeit zu
Ende geht, mdchte ich doch einen wichtigen Punkt
nicht mit Stillschweigen {ibergehen. Die Wissen-
schaft ist deterministisch und sie ist es a priori. Sie
erhebt diese Forderung, weil sie ohne sie nicht be-
stehen konnte. Die Wissenschaft ist aber auch
deterministisch a posteriori. Nachdem sie dieses
Postulat als eine unerlaBliche Bedingung fiir ihr Be-
stehen an die Spitze gestellt hat, gibt sie in der Folge
einen strengen Beweis fiir das Zu-recht-bestehen
dieses Prinzips, und jeder ihrer Kimpfe endet mit
einem Siege des Determinismus. Vielleicht ist eine
vermittelnde Auffassung moglich. Es laBt sich
denken, daB der Siegeszug des Determinismus ohne
Schranken und Grenzen vordringt und kein Hinder-
nis kennt, das uniiberwindbar wire, und da8 man
trotzdem doch nicht das Recht hat, zur Grenze iiber-
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zugehen, wie wir Mathematiker sagen, und auf einen
absoluten Determinismus zu schliefien, weil gerade
bei dem Grenziibergange der Determinismus sich in
eine Tautologie oder in einen Widerspruch ver-
fliichtigt. Das ist eine Frage, die man durch
Menschenalter ohne Hoffnung auf endgiiltige Losung
studiert hat, und ich kann sie in den wenigen Minuten,
die mir noch zur Verfiigung stehen, kaum beriihren.

Wir stehen aber einer Tatsache gegeniiber. Die
Wissenschaft ist mit Recht oder mit Unrecht deter-
ministisch. Uberall, wohin sie eindringt, 6ffnet sie
dem Determinismus die Tore. Solange es sich um
die Physik oder selbst um die Biologie handelt, hat
dies wenig zu bedeuten. Das Bereich des Gewissens
bleibt unangetastet. Was aber, wenn einst der Tag
kommt, an dem die Moral an die Reihe kommt, ein
Gegenstand der Forschung zu werden? Auch sie wird
dann erfiilll werden vom Geiste des Determinismus,
und das wird zweifellos ihr Untergang sein.

Ist nun wirklich alles verloren, sobald eines Tages
die Moral sich wird dem Determinismus beugen
miissen, oder wird sie sich ihm anpassen konnen,
ohne unterzugehen? Ohne Zweifel wire eine solche
tiefeinschneidende Umwailzung unserer Weltanschau-
ung gerade fiir die Sittlichkeit von geringerem Ein-
fluB, als man denken kionnte. Es ist selbstverstind-
lich, daB die strafende Vergeltung dann keine Be-
rechtigung mehr hitte. Was man Schuld und Siihne
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nannte, wiirde man dann eine Krankheit und deren
Verhiitung nennen. Die menschliche Gesellschaft
aber wiirde sich ihre Rechte zu bewahren wissen.
Allerdings nicht das Recht der Bestrafung, sondern
ganz einfach das der Selbstverteidigung. Was
schwerer ins Gewicht fillt, ist, daB der Begriff des
Verdienstes und sein Gegenteil verschwinden oder
sich vollkommen umgestalten miiBte. Man wiirde
aber nicht aufhdren, einen guten Menschen zu lieben,
so, wie man alles liebt, was schén ist. Man hatte
nicht mehr das Recht, einen lasterhaften Menschen
zu hassen, da er uns héchstens einen Widerwillen
einfloBen konnte. Aber ist das auch durchaus not-
wendig? Es geniigt, daB man nicht aufhért, das
Laster selbst zu hassen.

In dieser Hinsicht ginge alles seinen Gang wie
vorher. Der Instinkt ist stirker als alle Welt-
anschauungen und selbst wenn man ihn mit dem
Seziermesser der Forschung erfaBt, wenn man das
Geheimnis seiner Kraft durchschaut hatte, so wire
doch seine Macht damit nicht gebrochen. Ist die
Massenanziehung weniger unwiderstehlich seit New-
ton? Die sittlichen Kréifte, die uns lenken, wiirden
dies auch in der Folge tun.

Wenn die Idee der Freiheit selbst schon eine
Macht ist, wie Fouillée sagt, so wiirde diese Macht
wohl kaum geschwicht, wenn jemals die Forscher
den Nachweis erbriachten, da8 sie auf einer Illusion
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beruhte. Diese Illusion haftet zu fest, um durch
irgendwelche Uberlegungen zerstort werden zu
konnen. Auch der strengste Determinist wird noch
lange im Gespriache des taglichen Lebens fortfahren
zu sagen, ich will und ich soll, und gerade aus dem
méchtigsten Born seiner Seele, wo weder Bewubt-
sein, nech Urteil ist, werden solche Empfindungen
flieBen. Es ist so unmaglich, sich nicht als Mensch mit
freiem Willen zu verhalten, da8 selbst der Philosoph
nicht imstande ist, als Determinist zu denken, auBer,
wenn er in seiner Wissenschaft tatig ist.

Das Schreckgespenst ist daher nicht so fiirchter-
lich, wie man denkt und es gibt wohl auch noch
andere Griinde, es nicht zu fiirchten. Man kann er-
warten, daB von einer hoheren Warte aus sich alles
vereinigen lieBe und daB fiir einen von keinen
Schranken beengten Geist die beiden Auffassungen,
die des Menschen, der handelt, als ob er einen freien
Willen beséfle, und die des Philosophen, der zu dem
Schlusse kommt, daB von freier Selbstbestimmung
keine Rede sein konne, in gleicher Weise berechtigt
erscheinen.

Wir haben nacheinander verschiedene Gesichts-
punkte eingenommen, von denen aus man die Be-
ziehungen zwischen Wissenschaft und Moral ins
Auge fassen kann; wir wollen nun unsere End-
ergebnisse zusammenfassen. Es gibt keine wissen-
schaftliche Moral im engeren Sinne des Wortes und

e e ————————
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wird nie eine geben. Die Wissenschaft aber kann
der Moral eine mittelbare Unterstiitzung gewahren.
Die Wissenschaft im weitesten Sinne des Wortes
kann ihr nur von Nutzen sein; das Halbwissen allein
ist gefahrlich. Dagegen kann auch die Wissen-
schaft allein nicht geniigen, denn sie erfaBt nur
einen Teil des Menschen, oder, wenn man lieber
will, sie erfaBt alles, aber alles nur von einer
ganz bestimmten Seite. SchlieBlich muB man auch
bedenken, daB es Geister gibt, die keine wissen-
schaftliche Schulung haben. Weitgehenderoc Be-
fiirchtungen sowohl als Hoffnungen, erscheinen mir
jedoch in gleicher Weise unbegriindet; Wissenschaft
und Sittlichkeit werden sich in dem MaBe, als sie
sich weiterentwickeln, auch aneinander anpassen.

9. Die Sittlichkeit als Gemeingut ).

Die heutige Versammlung vereinigt Menschen,
deren Ideen weit auseinander gehen und die nur
cines eint: der gleiche gute Wille und das gleiche
Streben nach dem Guten. Trotzdem zweifle ich
nicht, daB eine Verstindigung leicht méglich ist,

1) Diese Ansprache hielt Henri Poincaré auf der Er-
offnungssitzung der franzosischen Vereinigung fiir sittliche
Erziehung am 26. Juni 1912, 3 Wochen vor seinem Tode.
Es war dies das letzte Mal, daB er offentlich sprach.

.
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denn wenn die Anwesenden auch nicht die gleichen
Ansichten iiber die Mittel haben, so sind sie doch
beziiglich des Zweckes eines Sinnes und nur
darauf kommt es im Grunde an.

Man konnte neulich und vielleicht noch heute an
den Pariser Anschlagssaulen die Ankiindigung eines
Vortrages mit Wechselrede finden iiber ,,moralische
Konflikte”. Besteht ein solcher Konflikt, kann er
bestehen? Nein. Die Moral kann sich auf eine Fiille
von Beweggriinden stiitzen. Darunter gibt es welche,
die transzendent sind. Sie sind vielleicht die besseren
oder doch die edleren, aber gerade sie werden be-
stritten. Es gibt aber auch einen sittlichen Beweg-
grund, der vielleicht mehr von irdischer Art ist, dem
aber niemand von uns allen seine Zustimmung ver-
sagen kann.

Das Leben des Menschen ist in Wirklichkeit ein
steter Kampf. Unaufhorlich stellen sich ihm zwar
blinde, aber trotzdem fiirchterliche Machte entgegen,
die ihn zu Boden werfen, die ihm tausendfaltiges
Unheil bereiten und schlieBlich ihn vernichten
wiirden, wenn er nicht unaufhoérlich vor ihnen auf
der Hut ware.

Wenn wir uns bisweilen einer verhaltnismaBigen
Ruhe erfreuen, so geschieht dies, weil unsere Vater
wacker gekampft. Unsere Tatkraft, unsere Wach-
samkeit darf nur einen Augenblick erschlaffen, und
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wir verlieren die Friichte aller ihrer Kampfe, alles,
was sie fiir uns errungen haben. Die Menschheit
gleicht daher einem Volke in Waffen. Jedes Heer
aber bedarf einer eisernen Disziplin, und es geniigt
nicht, sich ihr am Tage der Schlacht unterzuordnen.
Man muB sich ihr auch in den Tagen des Friedens
schon fiigen. Sonst ist der Untergang gewiB, und
auch die groBte Tapferkeit vermag keine Rettung
zu bringen.

Das, was ich nun vorzubringen habe, fiigt sich
gut ein dem Kampfe, den die Menschheit durch-
fechten muB, um ihren Bestand zu sichern. Die
Disziplin, der sie sich fiigen muB, heit die Moral.
An dem Tage, an dem sie ihrer vergiBe, miiBte die
Menschheit sich geschlagen geben und wiirde in
einen Abgrund von Unheil herabsinken. Sie wiirde
aber auch gleichzeitig einer Entartung verfallen. Sie
wiirde sich selbst weniger schén und sozusagen
herabgemindert vorkommen. Man hé#tte nicht nur
das Ubel zu beklagen, welches nachfolgen wiirde,
sondern auch die Verunstaltung eines Kunstwerkes.

In allen diesen Dingen sind wir eines Sinnes.
Wir alle sehen das Ziel. Warum nun gehen unsere
Ansichten auseinander, wenn es sich darum handelt,
den Weg zu wahlen, auf dem man es zu erreichen
hat? Wenn Erwigungen hier etwas auszurichien
verméchten, dann wire eine Ubereinstimmung leicht
zu erzielen. Die Mathematiker geraten niemals in
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Streit dariiber, wenn es sich darum handelt, fest-
zustellen, wie der Nachweis fiir irgendeinen Lohrsatz
zu fiihren sei. Hier aber handelt es sich um etwas
ganz anderes. Der Moral mit Vernunftgriinden bei-
kommen zu wollen, hieBe seine Miihe verschwenden;
auf diesem Gebiete wird es wohl kaum eine Uber-

" legung geben, der man nicht eine entgegengesetzte

gegeniiberstellen konnte.

Man erklare einem Soldaten, wie viel Unheil eine
Niederlage mit sich bringt und daB sie sogar seine
eigene Sicherheit in Frage stellen wiirde; stets wird
er antworten konnen, da8 fiir diese Sicherheit noch
besser gesorgt sein wird, wenn er die anderen fiir
sie kampfen 148t. Wenn der Soldat nicht so spricht,
so geschieht es, weil er von einer Macht bewegt
wird, die alle Vernunfigriinde zum Schweigen bringt.
Was uns not tut, das sind Krafte wie diese. Nun,
das Menschenherz ist ein unerschopflicher Born
solcher Triebe, eine reiche und ergiebige Quelle
lebendiger Kraft. Diese treibende Kraft im Men-
schen sind die Gefiihle, und die Vertreter der Sitten-
lehre haben die Aufgabe, sie in ihren Dienst zu
stellen und in gutem Sinne zu lenken, so, wie der
Techniker die Kraft der Natur sich unterwirft und
gsie den Bediirfnissen der menschlichen Wirtschaft
nutzbar macht.

Um aber eine Maschine in Bewegung zu setzen,
kann sich der Techniker — und hier liegt nun der
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Grund fiir auseinander gehende Auffassungen —
ebensowohl der Dampf-, wie der Wasserkraft be-
dienen. In gleicher Weise konnen die Lehrer der
Moral nach freiem Ermessen diese oder jene seelischen
Krafte in Tatigkeit bringen. Jeder von ihnen nun
wird naturgemaB die Kraft wahlen, die er in
sich selbst verspiirt. Krafte, die auBer ihm liegen, .
die er beim Nachbarn entlehnen miiBte, konnte er
hochstens ungeschickt handhaben. Sie wiren in
seinen Handen wie ohne Leben und ohne Schwung.
Er wiirde etwas derartiges ablehnen und mit Recht.
Weil unsere Waffen verschieden sind, muB auch
unsere Kampfesweise eine verschiedene sein. Warum
sollte der eine die des anderen anstreben?

Und trotzdem, es ist stets dieselbe Sittlichkeit, die
man lehrt. Ob man den Nutzen der Allgemeinheit
ins Auge faBt oder ob man sich auf das Mitgefiihl
beruft, oder auf das Gefithl der Menschenwiirde,
stets miinden die Betrachtungen in dieselben Gebote
ein, die man nicht {iber Bord werfen kann, ohne da8
die Volker zugrunde gehen und ohne daB die Leiden
der Menschheit sich vertausendfachen, das Menschen-
geschlecht der Entartung verfallt.

Warum nun vereinigen sich alle dia Menschen,
die, wenn auch mit verschiedenen Waffen, doch
gegen den gleichen Gegner stehen, so selten, da sie

“doch natiirliche Bundesgenossen sind? Warum

freuen sich sogar gelegentlich die einen iiber die
Poincaré, Letzte Gedanken. 17
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Niederlagen der anderen? Vergessen sie, da8 jede
solche Niederlage ein Sieg des Erbfeindes, eine
Schmalerung des gemeinsamen Vatererbes ist? Fiir-
wahr, wir bediirfen viel zu sehr aller der Krifte, die
in uns wohnen, als da8 wir das Recht hatten, irgend-
welche davon zu vernachlassigen. So wollen wir
niemanden zuriickweisen, niemanden achten, als nur
den HaB.

GewiB, auch der Ha8 ist eine Macht, eine gar
gewaltige Macht. Aber wir kénnen uns seiner nicht
bedienen, weil er alles verkleinert, weil er einem
Feldstecher gleicht, durch den man umgekehrt hin-
durchsieht. Auch der Ha8 von Volk zu Volk ist ein
Frevel, und nicht er ist es, der die wahren Helden
schafft. Ich weiB nicht, ob man glaubt, die Vater-
landsliebe durch den HaB verstirken zu kénnen.
Jedenfalls aber ist es gegen die Instinkte unserer
Rasse und gegen ihre geheiligten Uberlieferungen.
Die Heere Frankreichs haben sich stets fiir jemanden
und fir eine Sache geschlagen und nicht gegen
irgendwen. Sie haben sich deswegen nicht weniger
wacker geschlagen.

Und wenn in der inneren Politik die Parteien der
grofen Gedanken vergessen, die ihren Stolz aus-
machen und ihnen erst Daseinsberechtigung geben,
um sich einzig und allein an den Ha8 zu klammern;
wenn der eine sagt: ,Ich bin ein Anti — X und der
andere entgegnet: ,,Ich bin ein Anti — Y*, dann engt



9. Die Sittlichkeit als Gemeingut. 259

sich augenblicklich der Gesichiskreis ein, als ob
Wolken herabsinken und die Gipfel verschleiern
wiirden. Die niedrigsten Mittel werden angewendet;
man schreckt selbst vor Verleumdung und Angeberei
nicht zuriick; wer sich scheut, zu solchen Mitteln zu
greifen, wird verdachtigt. Menschen sieht man dann
emporkommen, die Verstand zu haben scheinen, nur
um liigen, Herz nur, um hassen zu konnen. Und
andere, durchaus nicht gemeine Naturen, haben fiir
diese Leute, sobald sie nur im geringsten glauben,
zur selben Fahne zu gehoren, eine Unmenge von
Nachsicht, ja bisweilen von Bewunderung iibrig.
Bei so vielerlei sich bekampfendem HaB zogert man,
die Niederlage der einen Partei zu wiinschen, da sie
der Triumph der anderen wiére.

Das ist’s, was der HaB vermag; es ist gerade das,
was wir nicht wollen. Kommen wir also einander
naher, lernen wir uns kennen und damit achten und
arbeiten wir an der Verwirklichung des gemeinsamen
Ideals! Hiiten wir uns aber davor, von allen zu ver-
langen, sie sollen denselben Weg gehen! Das ware
undurchfiihrbar und nicht einmal wiinschenswert.
Alles auf gleiches MaB zuriickfiihren, das wiirde den
Tod bedeuten; es hieBe, jeglichem Fortschritt von
vornherein einen Riegel vorschieben. Alles Er-
zwungene ist unfruchtbar und unerfreulich.

Die Veranlagung der Menschen ist verschieden;
manche geraten leicht in Emptrung. Ein einziges

17+
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Wort vermag sie zu verletzen, und alles andere bleibt
ihnen dann gleichgiiltig. Ich weiB nicht, ob Sie nicht im
Begriffe stehen, ein solches Wort auszusprechen; ich
mochte Sie beschworen, es nicht zu tun! Die Gefahr
liegt auf der Hand: Menschen, die nicht die gleiche
geistige Entwicklung durchgemacht haben, werden
dazu gebracht, einander im Leben zu verletzen; unter
den wiederholten StoBen wird ihr Geist unsicher,
ihr Denken wird gewaltsam umgeformt, und viel-
leicht gehen sie von ihrem Glauben ab. Was wird
die Folge sein, wenn die neuen Ideen, die sie an-
zunehmen im Begriffe stehen, ihnen von ihren
alten Lehrmeistern als Verneinung jeder Moral hin-
gestellt worden waren? Wird eine derartige geistige
Gewshnung in einem Tage verschwinden kénnen?
Ihre neuen Gesinnungsgenossen werden sie iiberdies
lehren, das nicht nur abzulehnen, sondern zu ver-
achten, was sie frither angebetet haben. Sie werden
fiir die erhabenen Vorstellungen, in denen sich ihre
Seele gewiegt hat, nicht jene zarte Erinnerung be-
wahren, die den Glauben iiberlebt. In diesem all-
gemeinen Zusammenbruch lauft ihr sittliches Ideal
Gefahr, erschiittert zu werden, und sie gehen damit
der Friichte ihres ganzen fritheren Lebens verlustig.

Diese Gefahr lieBe sich bannen oder wenigstens
vermindern, wenn wir lernen wollten, nur mit
riicksichtsvoller Achtung von allen ehrlichen Be-
strebungen unserer Nebenmenschen zu sprechen.



