
CORRESPONDANCE D'ttENRI POINCARI  
ET DE FELIX KLEIN. 

La Correspondance que nous publierons ici int6ressera tous les g~om~tres 

comme un document humain. On 6prouvc un sentiment de r6confort s suivre 

la lut te ,  s armes courtoises, dont  par lera  Poincar6 dans une de ses let tres.  Dans 

l '6dition allemande de l 'Encyclop6die des Sciences math~matiques on vient de 

t racer  l 'histoire de la th~orie des fonctions automorphes. Les pages suivantes 

sont de na ture  ~ y ajouter  quelque chose. Elles re t raceront  le d6veloppement 

de cette belle th6orie d'une mani~re plus int ime qu'on ne peut  le faire dans une 

Encyclop~die. 

Dans quelques pages 6mouvantes Henr i  Poincar6 a racont6 la gen~se de la 

d6couverte qui est son plus beau t i t re  de gloire. Cet te  d4couverte date de 

l 'ann~e 1880 et comme elle fur l 'origine de la Correspondance suivante nous 

nous permettons de reproduire ces pages 1. 
Depuis quinze jours, j e  m'effor~ais de ddmontrer qu'il ne pouvai~ exister aueune 

fonetion analogue ~t ee que j'ai appel6 depuis les fonctions fuchsiennesj j'6tais alors fort 
ignorant. Tous les  jours, je m'asseyais s ma table de travail, j 'y passais une heure ou 
deux: j'essayais un grand nombre de eombinaisons et je n'arrivais ~ aucun r~sultat. Un 
soir, je pris du eaf6 noir, contralrement ~ mon habitude; je ne pus m'endormlr, les id6es 
surgissaient en foule; je les sentais eomme se heurter, jusqu's ce que deux d'entre elles 
s'accroehassent, pour ainsi dire~ pour former une eombinaison stable. ]he matin, j'avais 
6tabli l'existenee d'une classe de fonctions fuehsiennes, celles qui d6rivent de la s6rie 
hypergdomdtrique. Je n'eus plus qu'h rddiger les rdsultats, ee qui ne me prit que quelques 
heures. 

Je voulus ensuite reprdsenter ees fonetions par le quotient de deux sdries; eette 
idde fur parfaitement eonseiente et  rdfldehie; l'analogie avee les fonctions elliptiques me 
guidait: Je me demandai quelles devaient ~tre les propri6tds de ees sdries, si elles exi- 
staient, et j'arrivai sans diffieultd s former les sdries que j'ai appeldes th~tafuchsiennes. 

I FI. POINCAR~, Science et Mdthode, Paris 1909, p. 50--53. u aussi (Euvres de HENRI 
POINCAR~, Paris 1916, t. 2, p. LVII~LVIII. 
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A ce moment, je quittai Caen, oh j 'habitais alors, pour prendre part  ~ une course 
gdologique entreprise par l']~eole des Mines. Los pdripdties du voyage me firent oublier 
rues travaux mathdmatiqnes; arrivds ~ Coutances, nous mont~mes duns un omnibus p o u r  
je ne sai'~ quelle .promenade. Au moment oh je mettais le pied sur le marche-pied~ l'idde 
me vint, sans que rien duns rues pens6es antdrieures parfit m 'y  avoir prdpard, que los 
transformations dont j 'avais fait usage pour ddfinir h s  fonctions fuehsiennes dtaient iden- 
tiques "s cellos de la gdomdtrie non-euclidienne. Je  n e f i s  pus la vdri~cation, je n'eu 
aurais pas eu le temps, puisque, ~ peine assis clans l'omnibus, je repris la conversation 
commencde, mats j 'eus tout de suite une enti~re certitude. De retour '~ Caen~ je vdrifiai 
le rdsultat ~ t6te reposde pour l'aequit de ma conscience. 

Je  me mis alors ~ dtudier des questions d'aritbmdtique sans grand rdsultat apparent 
et sans soup~onner que eela pfit avoir le moindre rapport avec mes recherches antdrieures. 
Ddgofitd. de mort insucc~s, j 'allai passer quelques jours au bord de l a m e r  et je pensai "s 
tout autre chose. Un jour, en me promenant sur la falaise, l'idde me vint, toujours avee 
los m6mes caraet~res de bri~vetd, de soudainetd et de certitude immddiate, que les trans- 
formations arithmdtiques des formes quadratiques ternaires inddfinies dtaient identiques 's 
cellos de la gdomdtrie non-euclidienne. 

]~tant revenu & Caen, je rdfldehis sur ce rdsultat, et j'en tirai les consdquenees; 
l 'exemple des formes quadratiques me montrait qu'il y avait  des groupes fuehslens autres 
que eeux qui correspondent & la sdrie hypergdomdtrique; je vis que je pouvais leur app- 
liquer la thdorie des sdrles thdtafuehslennes, et que, par consdquent, il exlstait des fonetions 
fuchsiennes autres que cellos qui ddrivent de la sdrie hypergdomdtrique, los seules que je 
connusse jusqu'alors. Je me proposal naturellement de former routes cos fonetions; j 'en 
fis un sE'ge systdmatique et j 'enlevai, run  apr~s l'autre, tous los ouvrages avaneds; il y 
en avait un cependant qui tenait encore et dont la chute devait entralner cello du corps 
de placel Mats tous mes efforts ne servirent d'abord qu'h me mieux faire connaltre la 
difficultd, ee qui dtait ddjh quelque chose. Tout r travall rut parfaitement conseient. 

L~.-dessus, je  partis pour le Mont-Valdrien, oh je  devais faire mon service militaire; 
j 'eus done des prdoceupations tr~s diffdrentes. Un jour, en traversant le boulevard, la so- 
lution de la difficultd qui m'avait  arr6td m'apparut tout $ coup Je  ne cherehai pas 
l 'approfondir immddiatement, et ce rut seulement apr~s mort service que je repris la que- 
stion. J 'avais  tons les dldments, je  n'avais qu'~ los rassembler et ~t los ordonner. J e  
rddigeai done mort l~Idmoire ddfinitif d'un trait et sans aueune peine. 

D ' a u t r e  p a r t ,  clans nn  Cours  p rofessd  's l ' U n i v e r s i t 6  de  G~i t t ingen p e n d a n t  

l ' ann6e  u n i v e r s i t a i r e  1 9 1 5 - - 1 6 ,  1~I. K l e i n  a f a i r  un  r6ci t  de  sa d6couve r t e  du 

Zentraltheorem d o n t  il s e r a  ques t ion  duns h s  l e t t r e s  X V I I I  e t  X I X .  Nous  nous  

pe rme~ tons  6 g a l e m e n t  de  r e p r o d u i r e  ce rdc i t  ~. 

Den tIerbst  1881 verbrachte ieh zu meiner E rhohng  an tier Nordsee (in Borkum), 

1 F. KLEIN, Die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert. ~ Dritter Teil, Funk- 
tionentheorie yon 1850 bis ca. 1900. 
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wo ieh die Schrift I fiber Riemann schrieb und das Fundamentaltheorem ~ yon Bd. 19 fand 
(das ich dann aber erst in den Weihnaehtsferien niedersehrieb). Entsprechend der dama- 
ligen Ansehauung der Arzte fasste ieh den Entsehluss, Ostern 1882 wieder an die Nordsee 
zu gehen und zwar nach Norde rney .  Ich wollte dort in Ruhe einen 2. Tell meiner 
Sehrift fiber I~iemann sehreiben, n~imlieh die Existenzbeweise fiir die algebraisehen Ftmk- 
tionen auf gegebenen Riemannschen Fl~iehen in neuer Form ausarbeiten. Ich habe es dort 
abet nur 8 Tage ausgehalten, denn die Existenz war zu kfimmerlich, da heftige Stfirme 

jedes Ausgehen unm~iglich machten und sich bei mir starkes Asthma einsfellte. Ieh be- 
sehlog, schleunigst in meine Heimat  Diisseldorf fiberzusiedeIn. In  der letzten Naeht vom 
22. zum 23. Miirz, die ieh wegen Asthma auf dem Sofa sitzend zubraehte, stand plStzlieh 
um 21/~ Uhr  das Zentraltheorem, wie es dutch die Figur des 14-Ecks in Bd. X I V  der 
Math. Annalen ia eigentlieh schon vorgebildet war, vor mir. Am folgenden Vormittag in 
dem Postwagen, der damals yon Norden bis Emden fuhr, durchdaehte ieh das, .was ieh 
gefunden hatte, noch einmal bis in alle Einzelheiten. Jetzt  wul~te ieh, daft ieh ein grol~es 
TheorEm hatte. In  Dfisseldorf angekommen, schrieh ich es gleich zusammen a, datierte es 
v o m  27: M~rz, sehickte es an Teubner und liel~ Abzfige der Korrekturen an Poiucard und 
Sehwarz und beispielsweise Hurwitz gehen. 

Wie Poincard am 10. April in den Comptes rendus reagierte 4, habe ich erz~hlt. M i r  
selbst aber schrieb er: ,,Les rdsultats que vous dnoncez m'intdressent beaucoup, voici pour- 
quoi; je los avais trouvds il y a ddjs quelque temps . . . " .  Wie so und wie lange e r e s  
kannte, hat er nie ge~ul~ert. Es ist begreiflieh, daft die Beziehung zwischen uns eine ge- 
wisse Spannung annahm. Schwarz hinwieder war infolge mangelbafter Konstantenzi~hlung 
zun~ichst der Meinung, das  Theorem mfisse falsch sein; er hat dann aber sparer zu neueu 
Beweismethoden wesentliche Grundgedanken ffeliefert. 

Mit dem Beweise tag es in der T a t  sehr schwierig. Ich benutzte d~e sogenannte 
Kontinu~tiitsmethode, welche die Mannigfaltigkeit der Riemannsehen Flaehen eines gegebenen p 
der entsprechenden Mannigfalfigkeit automorpher Gruppen mit Grenzkreis gegeniiberstellt. 
Ieh habe nie gezweifelt, daft die Beweismethode richtig sei, aber ieh stieg fiberall auf gn -  
fertigkeiten meiner funktionentheoretischen Kenntnisse bezw. der Funktionentheorie tiber- 
haupt, deren Erledigung ieh vorliiufig nur postulieren konnte, und die in der Tat  erst 
30 Jahre spiiter (1912) dureh Koebe roll  erledigt worden sin& 

Dies konnte reich nieht abhalten, im Sommer 1882 noeh allgemeinere Fundamental- 
theoreme aufzustellen, welehe Bd. 19 und Bd. 20 gemeinsam umfassen, und die Ausarbeitung 

1 F. KLEIN, Uber RIE~AN~'S Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale, 
Leipzig 1882 ~ Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. XCIX, p. 499--573. 

2 Ueber eindeutige Functionen mit line3xen Transformationen in sich (,,Das Rilckkehrschnitt- 
theorem"), Math. Annalen, t. 19 (1882), p. 565--568 : FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 
1923, t. 3, Nr. CI, p. 622--626. 

3 Gedruckt in Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 49--51 ~- FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., 
Berlin 1923, t. 3, Nr. CII, p. 627--629. (,Das Grenzkreistheorem.") 

4 Sur los fonctions fuchsiennes, Comptes rendus de l'Acad~mie des Sciences, Paris t. 94, p. 1038 
--1040 (10 avril 1882) ~ (Euvres DE HENRI POINCA~., Paris 1916, t. 2, p. 41--43. 
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der ganzen Konzeption znn~chs~ dureh Seminarvor~r~ge vorzuberelten, die Study damals 
niederschrieb. Ieh babe die grol3e Mehrzahl meiner Arbeiten in der Weise fertiggestellt, 
dal3 ieh zunttehst bez. Vorlesungen hielt und in den Ferien dann die Redaktion folgen licit. 
In dan tterbstferien 1882 in Tabarz (Thtiringen) isf dann die Abhandlung des Bandes 21 
entstanden und am 2. Oktober 1882 abgesehlossen worden~): So unvollkommen und uner, 
ledigt deft auch manehes ist, die Konstruktion des Gedankenganges im Grol~en ist geblieben 
und auch dureh die zunaehst folgenden Abhandlungen Poincards in den B~nden 1, 3, 4, 5 
der eben damals gegriindeten Acta Mathematica nieht versehoben worden. 

Nous ferons suivre maintenant la Correspondanee qui commence au mois de 
juin 1881; elle s'e.st poursuivie pendant quinze mois et elle fur interrompue par 
une maladie de M. KLein, Nous avons ajout6 quelques notes qui faciliteront aux 
lecteurs de trouver rapidement Ies ouvrages dour il sera question darts les lettres. 

N. E. NORLUND. 

Io 

Leipzig 12. Juni  1881. 
Sehr geehrter Herr!  

Ihre 3 No~en in den Comptes l~endus: ~Sur les fonctions fuchsiennes(( ~, die 
ich erst gestern, und auch da nur fliichtig kennen lernte, stehen in so engem 
Zusammenhange mit den [lberlegungen und Bestrebungen, mit denen ich reich in 

d e n  letzten Jahren besch~iftigte, dal~ ich Ihnen deshalb schreiben mul~. Ich 
mtichte reich zun~ichst auf die verschiedenen Arbeiten beziehen, die ich in den 
Biinden XIV ~, XV 4, XVII  5 der l~athematischen Annalen fiber elliptische Funk- 
tionen ver~ffentlichte. Es handelt sich bei den elliptischen Modulfunktionen 
natfirlieh nut  um einen speziellen Fall  der yon Ihnen betrachteten Abh/~ngig- 

1 Neue Beitr~tge zur R1sMaNNschen Functionentheorie, Math. Annalen, t. 21 (1882/83), p. 141 
--218 = FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CIII, p. 630--710. (,Das allgemeine 
Fundamentaltheorem" steht daselbst in Abschnitt IV.) 

Comptes rendus de l'Acaddmie des Sciences, Paris, t. 92, p. 333--335 (14 fdvrier 1881); 
p. 395--396 (21 fdvrier 1881); p. 859--861 (4 avril 1881) = (Euvres DE ttE~RI POINCAR~, Paris 
1916, t. 2, p. 1--10. 

3 Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die AuflSsung der G]eicbungen 
fiinften Grades, Math. Annulen, t. 14 (1879), p. 111--172; Ueber die Erniedrigung der ~r 
gleichungen, ib. p. 417--427; Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Func- 
tionen, ib. p. 428--471 = FzLIX KLEIN~ Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. LXXXII, p. 13--75, 
Nr. LXXXIII, p. 76--89, Nr. LXXXIV, p. 90--135. 

4 Ueber Multiplicatorgleichungen, Math. Annaien, t. 15 (1879), p. 86--88; Ueber die Trans- 
formation elfter Ordnung der elliptischen Functionen, ib. p. 533--555 ~ FELIX KLEIn, Ges. math. 
Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. LXXXV, p. 137--139, Nr. LXXXV1, p. 140--165. 

Zur Theorie der elliptischen Moduifunctionen, Math. Annalen, t. 17 (1880), p. 62--70 ~--- 
FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t 3, Nr. LXXXVII, p. 169--178. 

Acta ma~l~mat~ca. 39: Imprim~ le 20 juin 1~)'23. 13 
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keitsverh~ltnisse; aber ein n~herer Vergleich wird Ihnen zeigen, daft ich sehr 

wohl allgemeine Gesichtspunkte hatte. Ich miichte Sie in dieser Hinsicht auf 

einlge besondere Punkte  aufmerksam machen: 

Bd. XIV p. 128 handelt yon denjenigen alg. Funktionen, die sich durch 

~odulfunktionen darstellen lassen, ohne mit den doppeltperiodischen Funktionen 

zusammenzuh~ngen . -  Dann folgt, zun~ehst am speziellen Falle, die wichtige 

Theorle der Fundamentalpolygone. 

Bd. XIV p. 159--160 ist davon die Rede, dat~ man alle hypergeometri- 

schen Reihen als eindeutige Funktionen geeigneter lgodulfunktionen darstellen kann. 

Zu Bd. XIV p. 428it. gehSrt eine Tafel, welche die Aneinanderlagerung 

yon Kreisbogendreiecken mit den Winkeln z ~ ~ erl~utert (was also ein 
7 ~ 3 '  2 

Beispiel der yon HALrHEN ~ betrachteten partikul~ren Funktionenklasse ist)~ wobei 

ieh inzwischen bemerken mul~ dal] sehon in Crelle's Journal Bd. LXXV Hr. 

SCHWARZ ~ den Fall  ~ ~ z 2 '  4 '  4 er l~uterte . .  

Bd. XVII  la. 62 ft. bringe ieh sodann in knapper Uberslcht die gereifteren 

Ansehauungen, mit denen ich mir in der Zwischenzeit die Theorie tier ellipti- 

schen Modulfunktionen zureeht gelegt hatte. 

Diese Anschauungen selbst babe ieh nicht publiziert, ich habe sie aber im 

Sommer 1879 am l~Iiinchener Polyteehnikum vorgetragen. Mein Gedankengang, 

der mit dem jetzt  von Ihnen eingesch]agenen nun vlelfach zusammentrifft, war 

damals dieser : 
1. Periodisehe und doppeltperiodisehe Funktionen sind nur Beispie]e fiir 

eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sieh. Es ist Aufgabe 

der modernen Analysis, alle diesen Funktionen zu bestimmen. 

2. Die Anzahl dieser Transformationen kann eine endliche sein; dies gibt 

die Gleiehungen des Ikosaeder's, Oktaeder's . . . .  die ieh friiher betraehtete 

(Math. Annalen IX ~, XI I  4) und yon denen ieh bei Bildung dieses ganzen Ideen- 

kreises ausging. 

1 Sur des fonctions qui proviennent de lYquation de GAUss, Comptes rendus de l'Acad~mie 
des Sciences, Paris, t. 92, p. 856--858 (4 avril 1881) ~ (Euvres de G. H. HALP~IEN, Paris 1918, 
t. 2~ p. 471--474. 

2 l)ber diejenigen Falle, in welchen die GAvssische hypergeometrische Reihe eine algebrai- 
sche Function ihres vierten Elementes darstellt, J. f. d. reine u. angewandte Math., t. 75 (1873), p. 292 
--335 ~ H. A. SCHwAI~Z, Ges. math. Abh., Berlin 1890, t. 2, p. 211--259. 

8 Ueber binhre Formen mit linearen Transformationen in sich selbst, Math. Annalen, t. 9 
(1876), p. 183--208 ~ FELIX KL]~IN, Ges. math. Abh., Berlin 1922, t. 2, Nr. LI, p. 275--301. 

Ueber lineare Differentialgleichungen, Math. Annalen, t. 12 (1877), p. 167--179; Weitere 
Untersuchungen tiber das Ikosaeder, ib. p. 503--560 ~ FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 
1922, t 2, Nr. LII, p. 307--320; ib. p. 321--384. 
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3. Gruppen von unendlich vielen linearen Transformationen, die zu brauch- 
baren Funktionen AnlaB geben (groupe discontinu nach Ihrer Bezeichnung) er- 
h~ilt man zum t~eispiel, wean man yon einem Kreisbogenpolygon ausgeb~, dessen 
Kreise einen festen Kreis rechtwinkelig schneiden und dessen Winkel genaue 
Theile yon z sind. 

4. Man sollte sich mit allen solchen Funktionen besch/iftigen (wie Sie das 
in der That jetzt  beginnen), um aber konkrete Ziele zu erreichen, beschr~inken 
wir uns auf Kreisbogendreieeke und insbesondere auf elliptische Modulfunk- 
tlonen. - -  

Ich habe reich seitdem vielfaeh, auch in Cxespr//chen mit anderen Mathe- 
matikern, mit diesen Fragen besch~iftigt, abet abgesehen davon,:daB ich noch zu 
keinem definitiven Resultate gekommen bini gehSrt das am Ende nicht hierher. 
Ich will reich auf das beschr//nken, was ich publizirt oder vorge4ragen babe. 
Vielleicht h~itte ich reich schon friiher mit Ihnen oder einem Ihrer Freunde, wie 
z. B. tIerrn PICA~D I, in Verbindung setzen sollen. Dean der Ideenkreis, in 
welchem sich Ihre Arbeiten seit 2--3 Jahren bewegen, ist mit dem meinigen in 
der That /iul~erst enge verwandt. So wircl mieh f~eueni wenn dieser mein erster 
Brief Anlal~ zu einer for~gesetzten Korrespondenz geben sollte. Ich bin freilich 
im Augenblicke durch andere Verpflichtungen von diesen Arbeiten abgedr/ingt, 
aber habe um so mehr Anlal~, in  einigen Monaten zu denselben zuriickzukehren, 
als ich fiir n~/chsten Winter eine Vorlesung iiber Differentialgleichungen ange- 
zeigt habe. 

Herrn I-I~Rm~ wollen Sie reich bestens empfehlen. Ich daehte lange daran, 
mit i hm briefliche Verbindung zu suchen, und wiirde das, wie ich nieht zweifele 
zu meinem grSl~ten Vortheile, schon l~ngst ausgefiihrt haben, wenn ich nicht in 
der Spraehe ein gewisses tIemmnifi gefunden b/itte, lch bin, wie Sie vielleicht 
wissen, lange genug in Paris gewesen, um franzi~sisch sprechen and schreiben zu 
sollen; in der Zwischenzeit aber ist letztere F/ihigkeit dureh Nichtgebrauch nut  
zu sehr verkiimmert. 

Hoehaehtungsvoll 

Prof. Dr: F. KLEIn'. 

Adresse: Leipzig, Sophienstrafie 10]II. 

1 Wiirden Sie Herrn PICAXD, obgleich es ein untergeordneter Punkt ist, vielleicht gelegentlich 
auf Annalen XIV, p. 122, w 8 aufmerksam machen! 

13 * 
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II.  
15 Juin. 

Monsieur, 
Votre lettre me prouve que vous aviez aper~u avant  tool quelques-uns 

des r4sultats que j 'ai obtenus dans la th~orie des fonctions fuchsiennes. Je  n 'en 
suis nullement ~tonn6; car je sais combien vous 6tes vers6 dans la connaissance 
de la gdom~trie non-euclidienne qui est la clef vSritable du probl~me qui nous 
occupe. 

Je vous rendrai  justice s cet 6gard quand j e  publierai rues r6sultats; j 'esp6re 
pouvoir me procurer d'iei 1'~ les tomes 14, 15 et 17 des Mathematische Annalen 
qui n 'existent pus s la biblioth~que universitaire de Caen. Quant s la communi- 
cation que vous avez faite au Polyteehnicum de Munich, je vous demanderai de 
vouloir bien me donner quelques d6tails s ee sujet, afin que je puisse ajouter 
mon m~moire une note vous rendant pleine justice;  car sans doute, je ne pourrai 
me procurer direetement votre travail. 

Comme je ne pourrai  sans doute me procurer immddiatement les Mathema- 
tische Annalen, je vous prierais aussi de vouloir bien me donner quelques expli- 
cations sur quelques points de votre lettrel Vous parlez de ,die elliptischen 
Modulfunktionen ~. 

Pourquoi ce pluriel ? Si la fonction modulaire est le cart6 du module ex- 
prim6 en fonction du rapport  des p6riodes; il n 'y  e n a  qu'une; il faut  doric 
entendre autrement  l 'expression Modulfunktionen. 

Que voulez-vous dire par ces fonctions alg6briques qui sont susceptibles 
d'6tre reprdsentdes par  des fonctions modulaires ? Qu'est-ce aussi que la ,Theorie 
der Fundamentalpolygone ~' ? 

Je vous demanderai aussi de m'~elairer sur les points suivants: Avez-vous 
trouv6 tons les Kreisbogenpolygone qui donnent naissance ~ an groupe diseon- 
t inu .9 

Avez-vous d6montr6 1'existence des fonctions qui correspondent ~ chaque 
g r o u p e  discontinu ? 

J 'a i  dcrit ~ M. P~CXaD pour lui eommuniquer votre remarque. 
Je me f61icite, Monsieur, de 1'occasion qui  me met en rapport  avee vous, 

j 'ai pris la libert6 de vous derire en franTais; car vous me dites que vous con- 
naissez cette langue. 

Veuillez agr6er, Monsieur, l 'assurance de ma respeetueuse eonsid6ration, 



Correspondance de Poincard et de Klein. 101 

III. 
Leipzig 19. Juni 1881. 

Cxeehrter Herr ! 

Als ich gestern lhren willkommenen Brief erhielt, sandte ich lhnen um- 

gehend Separatabziige yon denjenigen auf unser Thema bezilglichen Arbeiten zu, 

yon denen ich solche iiberhaupt noch hesitze. Lassen Sie reich heute diese Sen- 

dung durch einige Zeilen erl~utern, hIit dem einen Briefe wird es freilich nicht 
abgethan sein, sondern wir werden viel korrespondieren miissen, bis wir wechsel- 
seitig volle Fiihlung gewonnen haben. Ich mSchte heute folgende Punkte her- 
vorheben: 

1. Unter den iibersandten Arbeiten fehlen die 3 wichtigsten aus dem 14. 
Bande der Annalen, desgleiehen meine Untersuchungen fiber das Ikosaeder in 
Bd. 9 und 12, sowie meine zweite Arbeit fiber lineare Differentialgleichungen 
(die aueh Hrn. PICARD unbekannt  scheint) ebenfalls in Bd. 12. Ich bitte Sie, 
sich dieselben irdendwo zu verschaffen. Separatabzilge sandte ich versehiedene 
naeh Paris, z. B. an HE~mT~. 

2. An meine eigenen Arbeiten schlieBen sich die meiner Schiller DVCK und 
GIERSTER. Ich benachrichtige beide, Ihnen Separatabziige zuzustellen. Eine auf 
dieselben Theorien bezfigliehe Doktordissertation yon Hrn. I-IuRwITZ 1 wird eben 
gedruckt und Ihnen in einigen Wochen zukommen. 

3. Seit vorigem Herbst ist einer ]hrer Landsleute hier, dessen Namen Sie 
vermuthlich kennen, da er zusammen mit PICA~D uncl APPELL studirte: Mr. BRUNEL 
(Adr. Liebigstrafie 38/2). Vietleicht interessirt es Sie, aueh mit ibm in Korre- 
spondenz zu treten; er wird Ihnen von den hiesigen Seminareinriehtungen und 
yon der Rolle, welche eben dort die eindeutigen Funetionen mit linearen Trans- 
formationen in sich gespielt haben, besser erz~ihlen kSnnen, als ieh selbst. 

4. ]ch babe Sommersemester 1879 von Hrn. GIERSTER ein Heft meiner Vor- 
lesung ausarbeiten lassen. Im Augenblicke ist dasselbe verliehen, doeh werde 
ich dasselbe nRehster Tage zurilekbekommen und mit Hrn. BRUNEL zusammen 
durchgehen, worauf wir Ihnen Bericht erstatten. 

5. Die Benennung ,fonetions fuchsiennes~ weise ich zuriiek, so gut ich 
verstehe, dass Sie durch Fuc~s'sehe Arbeiten zu diesen Ideen mit veranlaBt 
wurden. Im Grunde basiren alle solche Untersuchungen auf RIE~ANN. Fiir meine 
eigene Entwiekelung war die eng verwandte Betrachtung yon SCHWARZ in Bd. 75 
des BORCaA~DT'sehen Journals (die ich Ihnen dringend empfehle, wenn Sie die- 
selbe noeh nicht kennen sollten) yon massgebender Bedeutung. Die Arbeit yon 

z Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Moduffunktionen und Theorie der 
Multiplikatorgleichungen 1. Stufe, L0ipzig ISS1; Math. Annalen, t. 18 (1881), p. 528--592. 
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Hrn. DEDEKIND t fiber elliptische Modulfunktionen in  B01~C~IARDT'S Journal Bd. 83 

ersehien erst, als ieh mir fiber die geometrische l~epr~sentation der Modult~unk- 

tionen bereits k l a r  war (Herbst 1877). Zu diesen Arbeiten stehen die yon Fucks 
verm(ige ihrer ungeometrischen Form in bewu~tem Gegensatze. Ich bestreite 

nleht die grossen Verdienste, welehe Hr. FucHs um andere Theile der Lehre yon 
den Differentialgleichungen hat, aber gerade hier lassen seine Arbeiten um so 
mehr im Stich, als ibm das einzige ]Vial, wo er in einem Briefe an HnRMn'~ die ellip- 

tischen Modulfunktionen erl~uterte '~, ein fundamentaler Fehler unterlief, den dann 
DEDEKIND 1. C. nur zU sanft monlrte. 

6. Man kann eine Funktion mit ]inearen Transformationen in sich insbe- 

sondere so definiren, da~l man die Halbebene auf ein Kreisbogenpolygon, welches 
beliebig vorgegeben ist, abbildet. Dies ist dann freilieh ein nut  spezieller Fall  

der allgemeinen (ieh weiss im Augenblicke nicht, ob Sie sich nicht nur auf  diesen 

speziellen Fall beschr~inken). Die Gruppe der linearen Transformationen ist dann 

dadureh partikularisirt,  dass sie in einer doppelt so grossen Gruppe yon Opera- 
tionen enthalten ist, welche neben linearen Transformationen auch Spiegelungen 
(Transformationen durch reziproke Radien) umfasst. In diesem Fa]le ist  die 
Existenz der Funktion dureh ~iltere Arbeiten yon Sc~wARz, resp. W~I~s~RAss, 
sicher gestellt, sofern man nicht auf  die allgemeinen RIEMA~N'sehen Prinziplen 

rekurriren will. Siehe SCHWXRZ 3 in Boacn~a~ Bd. 70, Abbildung der Halbebene 

auf  Kreisbogenpolygone. 

7. Aueh in diesem speziellen Falle habe ich blslang durchaus nieht alle 

Figur 1. 

))groupes discontlnus(( aufgestellt;  ich babe nur ge- 

sehen, dass es sehr v ide  gibt, bei denen kein fester 
Grundkreis existirt, bei denen also die Analogie mit 

der nicht-euklidischen Geometrie (die mir fibrigens 
in dr That sehr gel~iufig ist) nieht zutrifft. Nehmen 
Sie z. B. ein beliebiges Polygon, begr~nzt yon irge~d 
welehen sieh beriihrenden Kreisen, so wird die Ver- 

vielf~ltigung durch Symmetrie ebenfalls zu einer 

groupe discontinu ffihren. 

i Schreiben an Herrn BORCHARDT tiber die Theorie der elliptischen Modul-Functionen, J. f. 
d. reine.u, amgewandte Math., t. 83 (1877), p. 265--292. 

Sur que]ques proprigt6s des int~grales des dquations diff6rentielles, auxquelles satisfont les 
modules de p~riodicit~ des int~grales elliptiques des deux premieres esp~ces, J. f. d. reine u. ange- 
wandte Math., t. 83 (1877), p. 13--37 ~ L. Fuc~s, Ges. math. Werke, Berlin 1906, t. 2, p. 85n 
111. Voir aussi la note de M. SCHLESINQm~ 1. C. p. 112--114. 

Ueber einige Abbildungsaufgaben, J. f. d. reine u. angewandte Math:, t. 70 (1869), p. 105-- 
120 ~--- H. A. SC~WAI~Z, Ges. math. Abh., Berlin 1890, t. 2, p. 65--83. 
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8. Die iibrigen Fragen Ihres Briefes linden wohl schon dutch die iiber- 
sandten Arbeiten ihre Beantwortung, insbesondere die nach dem Pluralis der 
,Modulfunktionen ~ und in der Hauptsache auch die nach den ,Fundamental-  
poiygonen". 

In der Hoffnung recht bald wieder yon Ihnen zu hiiren 

Ihr  ganz ergebener 
F. KLm~. 

IV. 
Caen, le 22 Juin 1881. 

Monsieur, 
Je  n'ai pas encore re~u les envois que vous m'annoneez et que je ne tar- 

derai sans doute pas "~ voir arriver "~ leur adresse. Mais je ne veux pas at tendre 
ce moment pour vous remereier de vos promesses, alnsi que de votre lettre que 
j 'ai Iue avee le plus grand int6ret. AussitOt apr~s l'avoir recue, j' ai eouru s la 
biblioth~que pour y demander le 70 e volume de BOaC~ARDT; malheureusement ce 
volume 4fair pr~t4 et je n'ai pu y lire le m4moire de M. ScHwA~z. Mais je 
crois pouvoir le reconstituer d'apr~s ce que vous m'en dites et  y reconnas 
certains r4sultats que j'avais trouv6s sans me douter qu'ils avaient fair l 'objet 
de recherches ant4rieures. Je  crois done comprendre que les fonctions fueh- 
siennes que les recherches de M. Sc~w.,~z et les v6tres permettent de d4finir 
sont eelles dent je me suis oecupd plus particuli~remen~ dans ma note du 
23 Mai ~. Le groupe particulier dont vous me parlez dans votre derni~re let tre 
me semble fort  int6ressant et je vous demanderai la permission de citer ce 
passage de votre lettre dans une communication 2 que je feral proehainement 
l'Aead4mie et o~ je chercherai s gdndraliser votre rdsultat. 

Quant s la d4nomination de fonctions fuchsiennes, je ne la ehangerai pas. 
Les dgards que je dois ~ M. :Fvc~s ne me le permettent  pas. D'ailleurs, s'il e s t  
vrai que le point de rue du savant gdom~tre d'Heidelberg est compl~tement 
diff4rent du vStre et du mien, il est certain aussi que ses travaux ont servi de 
point de ddpart et de fondement ~ tout ce qui s'est fair depuis darts cette thdorie. 
I1 n'est done que juste que son nora reste attach6 s ees fonetions qui y jouent 
un r61e si important. 

Veuillez agr4er, ]Vfonsieur, l 'assurance de ma respectueuse eonsiddration, 

1 Sur les fonctions fuchsiennes, Comptes rendus d e  l'Acad4mie des Sciences, Paris, t. 92, 
p. 1198--1200 (23 mai 1881) ~ (Euvres de HENRI POI~CAR~, Paris 1916, t. 2, p. 12--15, 

ib. p. 1484--1487 (27 juin 1881) ----- (Euvres p. 19--22. 
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Leipzig 25. Juni  1881. 

Geehr ter  Herr!  Schreiben Sie mir doch bit te umgehend eine Karts ,  ob 
meine Sendung yon Separatabztigen auch je tz t  noch nicht eingetroffen ist; ich 
brachte sie selbst heute vor 8 Tagen auf die Post. Ueber F. wiirden Sie sich 
anders ausdriicken, wenn Sis die Li tera tur  vtillig kennten. Die Lehre yon der 
Abbildung der Kreisbogenpolygone 
in t. 66, das Gemeinsame ist nur, 
angeregt  sind. 

steht viillig unabh~ngig v o n d e r  F. Arbei t  
dab beide Betrachtungsweisen durch R:E~IAN~ 

Hochachtungsvoll  

Prof. Dr. F. KLg:~. 

VI. 
Caen, le 27 Juin 1881. 

Monsieur, 
Au moment oh j 'ai re,ca votre carte, j 'allais pr6cis6ment vous 6crire pour 

vous remercier de votre envoi et vous en annoncer l'arriv6e. S'il a 6t6 retard6 
c'est par suite d'une erreur  de la posts qui l 'a envoy6 d'abord s la Sorbonne, 
puis au Coll6ge de France, bien que l 'adresse efit 6t6 parfaitement bien mise. 

En ce qui concerns 1)I. Fucns et la d6nomination de fonctions fuchsiennes, 
il est clair que j 'aurais pris une autre d~nomination si j 'avais connu le travail 
de M. Scnw~Rz; mais je ne l 'ai connu que par votre lettre, apr6s la publication 
de rues r6snltats de sorte que je ne peux plus changer maintenant  le nora que 
j 'ai donn6 ~ ces fonctions sans manquer d'6gards s lVl. FvcBs. J 'a i  commenc6 la 
lecture de vos brochures qui m'ont  vivement int6ress6, principalement celle qai 
a pour t i t re  ,Ueber elliptisehe Modulfunktionen". C'est au sujet de cette der- 
n i t re  que je vous demanderai ] a  permission de vous adresser quelques questions. 

1 ~ Avez-vous d~termin6 les ~'undamentalpolygone de tous les Untergruppen 
que vous appelez Kongruenzgruppen et en particulier de ceux-ci: 

~ ~ _ 1 ,  ~=__~,~ 0 moitn. 

2 ~  mon m6moire sur les fonctions fuchsiennes, j 'ai partag6 les groupes 
fuchsiens d'apr6s divers principes de classification et entre autres d'apr6s an 
hombre que j 'appelle leur genre. De m~me vous partagez les Untergruppen d'apres 

Zar Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verhnderlichen Coefficienten, J. f. d. 
reine u. angewandte Math., t. 66 (1866), p. 121--160 ~--- L. FucHs, Ges. math. Werke, Berlin 1904, 
t. l, p. 159--204. 
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un nombre que vous appellez leur Geschlecht. Le genre (tel que je l'entends) et 

le Gesehlecht sont-ils un seul et m~me nombre? Je  n'ai p u l e  savoir, par ce que 

je ne sais p a s c e  que c 'est  qne le Geschlecht ira Sinne der Analysis situs. Je  
vois seulement que ces nombres s'annulent s la lois. Auriez-vous donc l'obli- 

geance de me dire ce que c'est que ce Geschlecht i~ Sinne der Analysis situs ou~ 
si cette d~finition est trop longue pour ~tre donnde duns nne lettre, duns quel 
ouvrage je pourrais la trouver? Duns votre derni~re lettre, vous me demandiez 
si je ne suis renfermd duns le cas particulier off ,Die Gruppe der linearen 

Transformationen ist dadurch partikularisirt,  dass sie in einer doppelt so grossen 
Gruppe yon Operationen enthalten ist, welche neben linearen Transformationen 

auch Spiegelungen umfasst". Je  ne me suis pas renferm~ dans ce cas, mais j 'ai 
suppos~ que routes les transformations lindaires conservaient an certain cercle 

fondamental. Je  pense d'ailleurs pouvoir aborder par une m~thode analogue le 
cas le plus g~n~ral. 

A ce propos, il me semble que t o u s l e s  Untergruppen relatifs aux fonctions 
modulaires ne rentrent  pas dans ce cas sp6cial. 

Au sujet de ce groupe discontinu dont vous me 
parlez et que l'on obtient par des Spiegelungen et par 

la Vervielf~ltigung d'un polygone limit~ par des arcs 
de cercle se touchant deux s deux il me semble qu'il 
y a une condition suppl6mentaire dont vous n'avez 

pas parl6 bien qu'elle ne vous air sans doute pas 

6chapp6; deux arcs de cercle quelconques prolong6s, 
ne doivent pas se couper. Serait-ce abuser de votre 

complaisance que de vous poser encore une question. Figur 1. 

Vous dites : ,in diesem Falle ist die Existenz der Funktion durch Arbeiten 
yon SC~WARZ sichergestellt", et vous ajoutez: ,sofern man nicht auf die allge- 
meinen Riemann'schen Principien rekurriren will". Qu'entendez-vous par 1s 

J 'a i  ~erit derni~rement ~ M. HER~ITE; je lui ai fair part  succinctement du 
contenu de vos lettres, et je lui ai envoy~ les compliments dont vous m'aviez 
charg~ pour lui. 

Veuillez agr~er, Monsieur, l 'assurance de ma reconnaissance et de mon 
respect. 

Poi~c~R~. 

Acta ~natho~atlca. 39. Imprim~ le 20 juin 1923. 14 
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VII. 
Leipzig den 2. Juli 1881. 

Geehrter Herr ! 

Lassen Sie reich die versehiedenen Fragen, die Sic in Ihrem willkommenen 
Briefe yore 27. Juni stellen, so gut es gehen will, umgehend beantworten. 

1. Die Fundamentalpolygone der Kongruenzgruppen a ___ ~ - 1~ ~ __ 7 -= 0 
(rood n) babe ich bei n - -  5 (wo dutch Zusammenbiegen der Kanten das Ikosaeder 
entsteht) und bei n - -  7 im 14. Bande 1 ausfiihrlich beschrieben. Der allgemeine 
Fall  n ~ Primzahl bildet den Gegenstand einer Arbeit  yon DYcK 2 die eben im 
Druck ist. Wenn n e i n e  zusammengesetzte Zahl ist, habe ieh die Saehe nieht 
erledigt. 

2. ,,Gesehleeht im Sinne der Analysis situs" wird jeder gesehlossenen 
Fl~iche beigelegt. Dasselbe ist gleieh der Maximalzahl solcher in sich zuriick- 
kehrender Sehnitte der Fl~iche, die man ausfiihren kann, ohne die Fliiche zu zer- 
stiieken. Wenn jetzt  die betreffende Fliiche als Bild der Werthsysteme w, 
einer a]gebralsehen Gleiehung f (w, z) ~ 0 betrachtet  werden kann, so ist ihr 
Gesehleeht eben auch das Gesehlecht der Gleichung. Ihr  ,,genre" und mein 
~,Gesehlecht" sind also materiell dieselben Zahlen, es liegt bei mir nur vermuthlich 
eine freiere Auffassung der R~E~A~'schen Fl~che und der auf sic gegriindeten 
Definition von p zu Grunde. 

3. Es gibt innerhalb der Gruppe der hIodulfunktionen al]erdings Unter- 
grappen, welche ein unsymmetrisches s besitzen, dahin ge- 
hSren, wie ich in Bd. 14 naehwies s, insbesondere diejenigen Untergruppen, welehe 
den singuliiren Resolventen der Modulargleichung fiir n ~ 7 and n ~ 11 ent- 
sprechen. 

4. Dass sieh bei dem Polygon die Kreise riiekwfirts verliingert nieht 
schneiden diirfen, wenn eine eindeutige Fuul~tion entstehen soll, ist mir in der 
That wohl bekannt. Gerade auf diesen Punkt  muss man meines Erachtens die 
Aufmerksamkeit richten, wenn man beweisen will, dass sich die Koordinaten w, z 

0bet  die Transformation der elliptischen Functionen und die AuflSsung der Gleichungen 
fiinften Grades, Math. Annalen, t. 14 (1878/79), p. 111--170, Uber die Transformation siebenter Ord- 
nung der elliptischen Functionen, Math. Annalen, t. 14 (1878/79), p. 428--471 -~- FV.LIX KL]~II% 
Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. LXXXII et Nr. LXXXIV, p. 13--75 et p. 90--135. 

u einer iibersichtlichen Darstellung der RI~I~ANN'schen Fliiche, welche der GALOIS'- 
schen Resolvente der Modulargleichung f[lr Primzahltransformationen der elliptischen Functionen 
entspricht, Math. Annalen, t. 18 (1881), p. 507--527. 

a Uber die Erniedrigung der Modulargleichungen, Math. Annalen, t. 14 (1879), p. 417--427 
FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, ~r.  LXXXIII, p. 76--89. 
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des Punktes einer beliebigen algebraischen Kurve als eindeutige Funktionen mit 
linearen Transformationen in sich angeben lassen. Ich werde Ihnen angeben, 
wie weir ich in dieser Frage gekommen bin. Nach 
den Arbeiten yon ScawARz, resp. WEmaSTaASS, kann 
man die Halbebene immer so auf ein Kreisbogen- 
polygon abbilden, dass die Punkte Z, IZ, III, IV, V, 
welche den 1, 2, 3, 4, 5, auf der Begr~inzung der 
Halbebene entsprechen~ beliebige Lage haben. Nun 
seien I, II, III, IV, V . . .  die Verzweigungspunkte 
einer algebraischen Funktion w(z); und diese alge- 
braische Fnnktion mSge keine anderen Verzweigungs- Figur ]. 
punkte besitzen. Dann sind offenbar w und z eindeutige Funktionen der ge- 
wollten Art yon denjenigen Hiilfsvariabeln, in deren Ebene das gezeichnete 
Polygon liegt. Wenn also alle Verzwei- 

gungspunkte einer algebraischen Funktion f/~//////////j 

w (z) auf  einem Kreise der z -  JEbene 

liegen, so ist die Frage ohne weiteres 

z~e be]ahen. Wie aber, wenn das nicht 
der Fall ist? Da komme ich unter 
Umst~nden auf solche Polygone, wie 1 2 
ich sie das vorige MaI nannte. Finder 

3 4. 5 
Figur 2. 

keinerlei Symmetrie start, so komme ich wenigstens (durch Aufstellung zugehiirlger 

) Differentialgleichungen des yon mir behandelten Typus 0' 2 \ ~ ' ) ~  /~(z) 
/ 

auf einen analog gestalteten Fundamentalraum, dessen Kanten unter Winkeln 
Null zusammenstossen und iibrigens paarweise dutch gewisse lineare Substitu- 
tionen zusammengehSren. Abet ich kann nicht beweisen, class dieser tZundamental - 

raum mit seinen Wiederholungen ~usammen nur einen 1'heil der komplexen ~bene 

iiberdeckt. Und an dieser Schwierig- 
keit fmde ich reich nun schon lange 
aufgehalt;en. ~ i ~ . ~  ~ 

5. Uebrigens bekommt man 

diskontinuirlichen Gruppen, wenn 
man beliebig viele einander nicht 
schneidende Kreise annimmt und 
nun an ihnen durch reziproke Ra- 
dien spiegelt. Ich habe dabei den Figur 3. 

14" 
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Theil der Ebene, der gleiehzeitig ausserhalb aller Kreise liegt, und der also das 
halbe Fundamentalpolygon vorstellt, der Deutlichkeit halber sehraffirt. Diese 

Gruppen werden gelegentlich yon SCHO~TKY betrachtet (BoRc~ARDTS Journal t. 83, 
pag. 300--351), ohne dass dort ihre prinzipielle Bedeutung hervorgehoben wrirde t. 

6. RmM.~'s  Prinzipien geben zun~chst keinen Weg,  tun eine Funktion, 
deren Existenz man erschliesst, wirklich zu bilden. Man ist daher geneigt, sie 
als unsicher zu betrachten, so gewiss es auch Rein mag, dass die Resultate, 
welche aus ihnen folgen, richtig Rind. Demgegenriber haben WEIERSTRASS und 

ScHw~z bei der yon mir beriihrten Frage der Abbildung von Kreisbogenpolygonen 
wirkliche Bestimmungen der in Betraeht kommenden Konstanten durch konver- 
genre Prozesse gegeben. Will  man RmMA~"sche Prinzipien gebrauchen, so kann 
man folgenden sehr allgemeinen Satz aufstellen. Es sei ein Polygon gegeben, 
mit einer oder auch mehreren getrennten Peripherien. Das Polygon kann ein 

mehrbl~ttriges Rein, dessert Bliitter durch Verzweigungspunkte verbunden Rind. 

Jede Peripherie besteht aus einer knzahl  yon Stricken; jedes Strick gehe dureh 

eine bestimmte lineare Substitution in eins der ribrigen fiber. Dann kann man 

immer eine Funktion konstruiren, welche im Inneren des Po lygons  beliebige vor- 
geschriebene Unstetlgkeiten hat, und deren reeller Theil gewisse vorgegebene 
Periodizit~itsmoduln erh~ilt, wenn man yon einem Stricke der Begr~nzung durch 

das Inhere des Polygons zum zugeh~rigen Stricke iibergeht. Unter  diesen Funk- 
tionen Rind insbesondere solche, welche im Inneren des Polygons durchweg ein- 

deutig Rind und auf je zwei entsprechenden Punkten des Randes denselben Wer th  

aufweisen  ~. Der Beweis liisst Rich genau demjenlgen nachbilden, den I:~IEMANN 3 in 
w 12 des ersten Theils seincr ABELSchen Funktionen fiir das besondere Polygon 

gegeben hat, das aus p ribereinander geschichteten Parallelogrammen besteht, die 
durch 2 p - - 2  Verzweigungspunkte verbunden Rind. Dieser Satz, den ich mir 

ribrigens erst in den letzten Tagen v~llig zurechtlegte, schliesst, so viel ich 
sehe, alle die Existenzbeweise, yon denen Sie in Ihren Noten sprechen, als spe- 

1 Vgl. hierzu die Note y o n  SCHOTTKY, 0ber eindeutige Funktionen mit linearen Transfor- 
mationen in sich, Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 299--300. 

Pour que ce th6or~me soit vrai il faut encore ajouter une condition; el. Uber den Begriff 
des funktionentheoretischen Fundamentalbereichs, Math. Annalen, t. 40 (1892), p. 131 -~- FELIX 
KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CIV, p. 711--720. POINCAR~ fait allusion ~ cette lettre 
dans son M6moire sur les fonctions z6tafuchsiennes (Acta math., t. 5 (1884), p. 211 ~--- (Euvres, 
Paris 1916, t. 2, p. 404), o~ il s'exprime comme il suit: ~J'avais, il est vrai, darts les Mathematische 
AnnaIen, 6none6 un r6sultat partieulier sur c.es 6quations irrdguli~res, mais ce r6sultat est inexact; 
j'amais 6t6 tromp6 par une fausse interpretation d'un thdor~me de M. KLEIN dont je ne connais- 
sais paR la ddmonstration<<. 

3 Theorie der A]~Eh'schen Functionen, J. f. d. reine u. angewandte Math., t. 54 (1857), p. 133-- 
136 = BERNHARD RIEMANN, GeS. math. Werke, Leipzig 1892, p. 119--122. 
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zielle F~ille oder leichte Folgerungen ein. ~Tbrigcns ist mein Satz, wie manches, 
was ich heute schreibe, noch ungenau formu]iert; ich mfisste zu ausfiihrlich sein, 
wenn ich das vermeiden wollte; Sic werden leicht racine Meinung erkennen. 

7. Lassen Sie reich noah eine Bemerkung fiber eine andere Ihrer Ver- 
~ffentlichungen hinzufiigen. Sic sprechen davon, dass die O-Funktionen, die aus 
der Umkehr tier algebraischen Integrale an Kurven vom Geschlechte p entstehen, 
nicht die allgemeinen ihrer Ar t  sin& Dass eben diese Uberlegungen in Deutsch- 
land aIlgemein gekannt sind, k~nnen Sic nicht wissen: eine ganze Anzahl jfin- 
gerer Mathematiker arbeitet daran, die Bedlngungen zu finden, durch welche 
sich die sogenannten RIE~A~'sehen 8-s yon den allgemeinen unterscheiden. Da- 
gegen wunderte reich, dass Sic die Konstantenzahl der RIEMXNNschen 0 gIeich 
4~0 + 2 angeben, w~hrend es doch 3 ~ 3  sein muss. Haben Sie RIE~AI~I~, die 
betr. Entwickelungen, nlcht gelesen ? Und ist ]hnen die gauze Diskussion, welche 
]~RILh und NOTnER im 7. Bande de r  .~Iath, Annalen pap. 300-307 zum Abschluss 
bringen, unbekannt? 

In der Hoffnung, bald wieder yon Ihnen zu hSren, bin ich Ihr hoehaeh- 
tungsvoll ergebener F. KLEIn. 

VIII .  
Caen, 5 Juillet 1881. 

Monsieur, 
J 'ai  recu votre lettre que j'ai lue avec le plus vif intdr~t. Je vous de- 

mande mille pardons de la question que je vous ai posse au sujet du ,,Geschlecht 
im Sinne der Analysis Situs". J'aurais pu vous dviter la peine de m'y rdpondre, 
puisque je trouvais l'exp]ication s la page suivante de votre mdmoire. Vous 
vous rappelez sans doute que dans une de rues derni~res iettres, je vous deman- 
dais l'autorisation d'en citer une phrase dans une communication o~ je me pro- 
posais de g~ndraliser vos r6sultats. Vous ne m'avez pus rdpondu ~ ce sujet et 
j'ai pris votre silence pour u n  acquiescement. J 'ai  fair cette communication 1 en 
deux fois, dans les sdances du 27 Juin et du 4 Juillet, 

Vous trouverez que nous nous sommes rencontrds sur qaelques points. 
Mais la citation que j'ai faite de votre phrase vous sera, je pense, une garantie 
suffisante. 

Permettez-moi~ Monsieur, encore une question; o~ trouverai-je les travaux 

1 Sur les fonctions "fuchsiennes, Comptes rendus de rAcaddmie des Sciences, Paris, t. 92, 
p. 1484--1487 (27 juin 1881); Bur les groupes kleindens, ib. t. 93, p. 44--46 (11 juillet 1881) ~--- 
(Euvres de H ~ m  POI~CAR~, Paris 1916, t. 2, p. 19--25. 
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de hiM. SCHWARZ et WEIERSTaASS dont vous me parlez;  d'abord au sujet de ce 
th~orbme que : 

,Man kann immer die Halbebene so auf ein Kreisbogenpolygon abbilden, 
dass die Punkte  I, II, I II ,  IV, V, welche den 1, 2, 3, 4, 5 auf der Begr~nzung 

1 2 5 4 5 
Figur 2. 

der Halbebeue entsprechen, beliebige 
Lage haben". Ce th~or~me ne m'6tait  
pas inconnu, car je l'ai dgmontrd dans 
ma communication 1 du 23 Mai. Mais 
off le trouverai-je dans les t ravaux de 
rues devanciers ? Es t -  ce au Tome 70 
de Crelle? Off trouverai-je aussi les 
dSveloppements dont vous me parlez 

dans la phrase suivante:  ,Demgegeniiber haben WEmRSTRASS und ScBw~z bei der 
von mir beriihrten Frage  der Abbildung von Kreisbogenpolygonen wirkliche 
Bestimmungen der in Betracht  kommenden Konstanten durch konvergente Pro- 
zesse gegeben" ? 

Le th~or~me qu e vous me dites avoir d~couvert m'a beaucoup int~ress4. 
I1 est clair que, comme vous me le dites, votre r~sultat contient comme cas par- 
ticulier~ ,alle meine Existenzbeweise". Mais il arrive apr~s. 

J ' a r r ive  s votre remarque relative aux fonctions ab~liennes. Quand j 'ai 
parl6 de 4p + 2 constantes,  il ne s'agissait pas du nombre des modules. J 'ai  
dit ceci: ~Une relation alg~brique de genre p peut toujours ~tre ramen~e au 
degr6 p + 1. Une relation de degr5 p + 1 e t d e  genre p d4pend de 4p -k 2 pa- 
ram~tres; car une relation g~ndrale de degr4 p-b  1 d~pend de 

( p §  ( p §  
2 param~tres 

Mais il y a:  
p(p--1) 

2 
p points doubles. 

I1 reste donc 4p-b  2 param~tres ind~pendants. J 'ai  ainsi, non le hombre des 
modules, mais une limite sup~rieure de ce nombre, ce qui me suffisait pour mon 
objet. 

Veuillez agr~er, Monsieur, l 'assuranee de ma respectueuse considSration, 
POINOXR~. 

1 Sur les fonctions fuchsiennes, ib. t. 92, p. 1198--1200 (23 mai 1881). ~ (Euvres, t. 2, 
p. 12--15. 
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IX. 

111 

Leipzig 9. Juli 1881. 

habe ieh etwa folgendes zu 
Geehrter Herr ! 

In vorl~ufiger Beanfwortung Ihres Briefes 

sagen: 
1. Es ist mir ganz recht, class Sie jene Stelle aus meinem Briefe zifirt 

haben. Bislang besitze ieh nur erst Ihre Note vom 27. Juni. Ueber die Be- 
nennung, die Sie dieser Funktionenklasse ertheilt haben, war ich einigermassen 
erstaunt;  denn ieh babe ja nichts weiter gethan als die Existenz dieser Gruppen 
bemerkt. Was reich angeht, s 9 werde ich weder yon ,fuchsiennes" noch yon 
,kleindennes" Gebrauch machen, sondern bei meinen ,Funktionen mit linearen 
Transformationen in sich" bleiben. 

2. Was ich fiber den Werth der RIE~A~'schen Prinzipien sagte, war nicht 
scharf genug. Es ist kein Zweifel, dass das ,DmicnLEYsche Prinzip ", als fiber- 
haupt nicht konklusiv, verlassen werden muss. Man kann es aber vollstfindig 
dureh strengere Beweisffihrung ersetzen. Sie finden das niiher ausgeffihrt in 
einer Arbeit von SCnWARZ, die ieh eben erst in diesen Tagen (zwecks meiner Vor- 
lesung) genauer ansah und in der Sie aueh die Angaben fiber Konstantenbestim- 
mungen finden, die in BORC~ARDTS Journal (an Arbeiten in BORCHARDTS Journal 
miissen Sie jedenfalls Bd. 70, 74, 75 ansehen) nur angedeutet sind; dieselbe steht 
in den Berliner Nonatsberichten 1870, pug. 767 7951 

3. Der allgemeine Existenzbeweis, von dem ich das vorige 3Ial sprach, 
gilt natfirlich auch ffir Gruppen, die aus irgendwelehen analytisehen (nicht noth~ 
wendig linearen) Substitutionen zusammengesetzt sind. Es ist merkwfirdig, class 
in diesem Sinne jede Operationsgruppe Fanktionen definirt, die bei ihr unge- 
~ndert bleiben. Die ,groupes diseontinus" haben nur das voraus, dass bei ihnen 
zugehSrige eincleutige Funktionen existiren, was allerdings sehr wesentlich ist. 
Wfirde man die h~heren Fiille durch eindeutige Funktionen yon mehreren Ver- 
~nderliehen beherrsehen kSnnen, wie man es in dem besonderen bei RIZ~ANN in 
w 12 behandelten FaUe vermSge des Jxcosisehen Umkehrproblems zu thun pflegt ? 

So viel ffir heute. Ich babe mittlererweile mit Herrn BRUNEL meine ~ilteren 
Sachen, namentlich aueh die Vorlesungshefte yon 1877~78 und 78 79 (die ich 
damals habe umarbeiten lassen) durehgegangen und wird Hr. BRU~EL Ihnen dem- 
n~ichst darfiber sehreiben. 

Hochaehtungsvoll 
Ihr  ergebener 

Prof. Dr. F. KLan. 

i II. A. SCRWARZ, Ges. math. Abh., Berlin 1890, t. 2, p. 144--171. 
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X, 
Leipzig 4. Dez. 1881. 
Sopblenstrasse 10/II. 

Sehr geehrter Herr! 

Nachdem ich lange tiber die uns gemeinsam interessirenden Fragen nur 
beil~iufig nachgedacht habe, habe ich heute friih Gelegenheit genommen, die ver- 
schiedenen Mittheilungen, wie Sie sie der Reihe nach in den Comptes Rendus 
veriiffentlicht haben, im Zusammenhange zu lesen. Ich sehe, dass Sie i~un wirk- 
lieh zu einem Beweise gekommen sind (8. August): que route ~quation diff6ren- 
tielle lin6aire s coefficients alg6briques s'int~gre par les fonctions z6tafuchsiennes ~ 
und ,que les coordonndes des points d'une courbe algdbrique quelconque s'expri- 
ment par des fonctions fuchsiennes d'une variable auxiliaire "1. Indem ich Ihnen 
dazu gratuliere, dass Sie soweit gekommen sind, mSchte ich lhnen einen Vorsehlag 
machen, der Ihren und meinen Interessen auf gleiche Weise gerecht wird. Ich 
mSchte Sie bitten, mir fiir die hIathematischen Annalen einen kurzen oder einen 
li~ngeren Aufsatz zu scbicken, oder, wenn Sie keine Zeit zur Ausarbeitung eines 
solchen finden, mir einen Brief zu schicken, in welchem Sie in grossen Ziigen 
Ihre Gesichtspunkte und Resultate angeben. Ich selbst wiirde dann diesen Brief 
mit einer &nmerkung begleiten/ in welcher ich darlegtei wie sich yon mir aus 
die ganze Saehe stellt, and wie gerade das Programm, welches Sie je tz t  aus- 
fiihren, als hodegetisches Prinzip meinen Arbeiten iiber Modulfunktionen zu 
Grunde lag. Natfirlich wiirde ich diese Anmerkung Ihnen vor dem Druck  zur 
Begutachtung zustellen. - -  Eine solche Publikation wiirde Zweierlei erreichen: 
einmal wiirde, was Ihnen vermuthlich erw~inscht ist, das Leserpublikum der Math. 
Annalen auf Ihre Arbeiten mit Entschiedenheit aufmerksam gemaeht werden; 
andererseits wiirden, auch dem allgemeineren Publikum gegeniiber, Ihre Arbeiten 
in derjenigen Verbindung mit den meinigen stehen, die nun einmal thats~chlieh 
vorhanden ist. Sie werden zwar, wie Sie mir schreiben, diese Beziehungen in 
Ihrem ausffihrlichen lVI6moire auseinandersetzen; aber bis dahin vergeht viele 
Zeit, und es liegt mir daran, dass es auch in den Annalen gesagt wird. 

l c h  selbst babe mittlerweile eine kleine Schrift 2 fiber ,RIE~A~S Theorie" 
fert ig gestellt, die Ihnen vielleicht interessant ist, well sie diejenige Konzeption 
der Ri~MA~schen l~l~che gibt, mit der R. selbst meines Erachtens eigentlich 

1 Sur les fonctions fuchsiennes, Comptes rendus de l'Acad~mie des Sciences, Paris, t. 93, 
p. 301--303 (8 aofit 1881). ~- (Euvres de HENRI POXNCAR~, Paris 1916, t. 2, p. 29--31. 

FZLIX KLEIN, ~ber RIEMA~NS Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale, 
Leipzig 1882 ~ Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. XCIX, p. 499--573. 
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gearbeitet  hat. Vielleicht hat  Ihnen Hr. BRUNEL davon erz~hlt. Ich habe reich 
sodann in letzter  Zeit mit den verschiedenen Existenzbeweisen beseh~iftigt,: welche 
man an Stelle des DIRIC~L~'schen Prinzip's gesetzt  h a t ,  und babe reich iiber- 
zeugt, dass die Methoden yon SCnWARZ in den Berliner Monatsberichten, 1870, 
p. 767 ft. allerdings vollkommen ausreichen, um z. B. den allgemeinsten Satz zu 
beweisen, yon dem ich gelegentlich im Sommer schrieb. 

Hochaehtungsvoll 
F .  KLEIN. 

XI. 
8 D~cembre 1881 

Paris 
rue Gay-Lussae 66. 

Monsieur, 
Je vous remereie infiniment de l'offre obligeante que vous voulez bien me 

faire et je suis tout  disposd s en profiter. Je  vous enverrai prochainement la 
le t t re  que vous me demandez; je vous prierai pourtant  de me dire quelle place 
vous pourer  lui consacrer dans les Annales. Je sais que la clientele de votre 
journal  est nombreuse et que l 'dtendue que vous pouvez pe rmet t re  s chaque 
travail  est forcement limit~ et je ne voudrais pas abuser de votre bienveillance. 
Quand je saurai quelle longueur je puis donner '~ ma le t t re ,  je vous l '6erirai 
imm~diatement. 

J 'aurai  prochainement l 'honneur de vous envoyer diverses notes relatives 
s ]a th6orie g~n6rale des fonctions, si vous voulez bien les accepter.  

J 'ai  lu derni~rement le m~moire de SCHwARz duns les Monatsberichte et ses 
d6monstrations m'ont paru rigoureuses. 

Veuillez agr~er, Monsieur, mes remerciments et l 'expression de ma grande 
consideration, 

POINOAtr 

XII.  
Leipzig 10. Dez. 1881. 

Sehr geehrter  Herr ! 
Es freut reich, dass meine Aufforderang Ihnen angenehm war :  voil~ une 

loi de r~ciprocit& Was nun Ihre  Anfrage angeht, so will ich vor allen Dingen 
antworten, dass mir lhr  Aufsatz  um so gelegener kommt, je rascher er kommt. 
Trifft  er noch bis zum 20. dss. ein, so bringe ich ihn noch in das 4. Heft  

Acta ma~hamatica. 39. Imprimd le 20 juin 1923. 15 
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des eben erscheinenden 19. Annalenbandes; er wird dann bis Anfang lYl/irz 

(sp//testens) publiziert sein. Was nun den Umfang angeht, so will ich, da Sie es 
wiinschen~ e~wa einen Druckbogen (16 Seiten) in Vorschlag bringen. Das ist 
Raum genug, um das Wesentliche deutlich zu sagen, und doch wieder auch fiir 
den fiiiehtigen Leser nicht zu viel. Ich miichte Sie dann bitten, namentlich auch 
fiber die Methoden lhrer  Beweise die erforderlichen Angaben zu maehen, also 
fiber die Art ,  wie Sie die in Betracht kommenden Funktionen wirklich bilden, 
usw. Doch alles das beurtheilen Sie besser, als ich es hier vorschreiben 
kSnnte. 

Noch Eins! Ist  Ihre Adresse je tz t  dauernd in Paris? Und wie ist die 
gegenw~irtige Adresse yon PICARD? Ieh wiirde gliicklich sein, wenn ich aueh 
yore letzteren einen Beitrag fiir die Annalen haben kiinnte. 

Hochachtungsvoll 

]hr  ergebener 
f .  KLEIn. 

XIII .  
Paris, le 17 D~cembre 1881 

rue Gay-Lussac 66. 
Monsieur, 

J'ai l 'honneur de vous adresser ]e petit travail en question1; je n'ai pas, 
comme vous me le demandiez, expos~ succinctement rues m4thodes de d4mon- 
stration. Je  n'aurais pu le faire sans d@asser de beaucoup les limites que vous 
m'aviez fixdes. Je  sais bien que ces limites n'avaient rien d'absolu, l~Iais d'un 
autre cSt4 je De crois pas qu'une d~monstration puisse ~tre r6sum~e; on ne peut 
en retrancher sans lui enlever sa rigueur et une ddmonstration sans rigueur 
n'est pas une d~monstration. Je prdf6rerais donc vous adresser de temps en 
temps une s~rie de courtes lettres off je ddmontrerais successivement les rdsultats 
dn0ncds off du moins les principaax. Ces lettres, vous en feriez ce que bon vous 
semblerait. 

J 'habite en effet Paris,  je suis maitre de conf@enees s la Faeult~ des 
Sciences. 

Voici l 'adresse de Pm~RD: 

Professeur Suppl4ant s la Facalt~ des Sciences, rue YIichelet 13, Paris. 

, Sur les fonctions uuiformes qui se reproduisent par des substitutions lindaireg, Math. 
Annalen, t. 19 (1882), p.-553--564 = ~]uvres de tIENaI POINCa~:, Paris 1916, t. 2, p. 92--105. 
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Jevous  donne par la m~me occasion cello d'Appelh 
Maitre de Conferences ~ l'Ecole Normale Supdrieure, 

rue Soufflot 2"2, Paris. 
Veuillez agr~er, Monsieur, l'assurance de ma considdration la plus distin- 

XIV. 
Leipzig 13. Jan. 1882. 

Sehr geehrter Herr! 

Ieh habe lhnen noch nicht persSnlich fiir die Ubersendung Ihrer Arbeit 
gedankt, mit der Sie reich in der Tat in hohem Grade verpflichtet haben. 
Wit  sind jetzt so welt, dass in den allerniichsten Tagen gedruckt wird. Sie 
werden eine Korrektur bekommen, die ich Sie bitte naeh Durehsieht 

,An die TEUBN~a'sche Buehdruckerei 
Leipzig ~ 

zuriickzusehicken. Wollen Sie dabei insbesondere auch die kurze Erkl~rung j 

J Die vorstehend abgedruckte Arbeit des Herrn POINCAR]:: resumirt gewisse Resultate, welche 
der Verfasser in einer Reihe aufeinanderfolgender Artikel in den Comptes rendus dieses Jahres 
mitgeteilt hat. Es wird kaum nSthig sein, dieselben der Beacbtung der Mathematiker noch be- 
~onders zu empfeblen, tIandelt es sich doch um Funktionen, welche geeignet scheinen, in der 
Lehre yon den algebraisehen Irrationaliti~ten den AeEL'schen Funktionen erfolgreichen Konkurrenz 
zu machen, und die iiberdies einen ganz neuen Einblick in diejenigen hbhangigkeiten gewhhren, 
welche durch lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten bestimmt sind. Indem 
ich Herrn PoI~cA~ im Namen der Anualenredaktion den besonderen Dank daftir ausspreche, dass 
er uns vorstehenden Aufsatz hat fiberlassen wollen, glaube ich ibm nur in dem Punkte entgegen- 
treten zu sollen, class ieh die yon ibm vorgeschlagene Ben.ennung der in Betracht kommenden 
Funktionen als verfrfiht bezeichne. Einmal namlich bewegen sich alle die Untersuchungen, welche 
Hr. SCHWARZ und ich in der betreffenden Richtung bislang ver~ffentlicht haben, auf dem Gebiete 
der ,fonctions fuchsiennes~, fiber die Hr. Fucks selbst nirgends publiziert hat. Andererseits babe 
ich fiber die allgemeineren Funktionen, welche Hr. POINCA~ mit meinem Namen in Verbindung 
bringt, yon mir aus bisher nichts drucken lassen; ich habe nur gelegentlich Herrn PoI~cA~ auf 
die Existenz dieser Funktionen aufmerksam gemacbt (siehe Comptes" rendus, t. 92 (1881), p. 1484). 
Letzterer Umstand ist aber um so irrelevanter, als sich ein spezieller Fall jener allgemeineren 
Funktionen bereits anderwi~rts bei Gelegenheit in Betracht gezogen finder, namlich in der hrbeit 
yon Hrn. SCHOTTKY im 83. Bande yon BOI~CHARDT'S Journal. Es werden dort (p. 346ff.) Funk- 
tionen besprochen: welche sich symmetrisch reproduzieren, wenn man einen ebenen Bereieh, der yon 
lauter getrennten Kreislinien begrenzt ist, an eben diesen Kreislinien spiegelt. (~brigens mSchte 
ich auch auf die D~CK'schen Arbeiten im 17. und 18. Bande dieser hnnalen sowie insbesondere auf 
dessert demn~chst (in Bd. XX) erscheinende Habilitationsschrift verweisen, wo Gebietseinteilungen 
der allgemeinsten hier in Betracht kommenden Art zu gruppentheoretischen Zwecken verwandt 
werden. - -  Vielleicht ist es gut, diesen kleinen Bemerkungen noeh eine allgemeinere zuzugesellen 
und bei vorliegender Gelegenheit zu kbnstatieren, dass alle die bier in Frago kommenden Unter- 

15" 
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durehsehen, welche ieh Ihrer  Arbeit  in dem friiher bereits bezeiehneten Sinne 
hinzugefiigt habe, und in der ich, so viel an mir ist, gegen die beiden Benen- 
nungen ,fuchsiennes" und ,klein~ennes" protestire, beziiglich letzterer ScHovrKY 
zitiere und iibrigens RI~MA~ als denjenigen bezeichne, auf den alle diese Unter-  
suchungen zuriickgehen. Ich habe reich bemiiht, diese Erkl~rung so ma.fivoll 
als miiglich zu halten, bitte Sie aber, mir umgehend zu sehreiben, wenn Sie noch 
eine Ab~inderung wiinschen. Dem Verdienste Ihrer  Untersuchungen trete ich 
damit in keiner Weise zu nahe. ~ Hieriiber hinaus babe ich nun abet noeh eine 
eigene kleine Arbeit ~ redigirt, die gleich hinter der Ihrigen abgedruckt werden 
soll. Diese]be bringt, auch ohne Beweis, einige auf dem betr. Gebiete liegende 
Resultate, v o r  allem dieses: dass man jede algebraische Gleichung f (w, z)  ~ O, so- 

bald man auf  der zugeh6rigen Riemann'schen FlSche p u~abhdngige Riickkehrschnitte 

gezogen hat, in einer und nur einer Weise dutch w ~ (~), z ~ - ~  (~) auflSsen kann, 

wo ~ eine diskontinuierliche Gruppe yon der Ar t  erfShrt, wie Sie sie damals im An-  

schluss an meinen Brief  zur Sprache gebracht haben. Dieser Satz ist datum so 
sch(in, well diese Gruppe genau 3p- -3  wesentliche Parameter  hat, also ebenso- 
viele, als die Gleichungen des gegebenen p Moduln besitzen. Hieran kniipfen 
sich weitere Uberlegungen, die mir interessant scheinen. Um Ihnen dieselben 
mSgliehst vollst~indig mitzuteilen, habe ich die Druckerei angewiesen, Ihnen 
auch yon meiner Arbeit die Korrek tur  zuzuschicken, die Sie dann ruhig flit sich 
behalten wollen. 

Was die Beweise a n g e h t ,  so ist das eine miihselige Sache. Ich operire 
immer mit RiE~N'schen Anschauungen rest). ,geometria situs% Das ist schwer 
ganz deutlieh zu redigieren. Ieh werde mir alle Miihe geben, dieses mit der Zeit 
zu tun. l~Iittlererweile wird es mir sehr erwiinseht sein, mit Ihnen hieriiber 
und auch fiber Ihre Beweise zu korrespondieren. Seien Sie iiberzeugt, dass ich 
die Briefe, welche Sie mir in dieser Hinsicht in Aussicht stellen, mit gr(il~tem 
Interesse studiren und dementsprechend eingehend beantworten werde. Wenn 

suchungen, und zwar sowohl diejenigen, welche ein geometrisches Gepr~ge besitzen, als auch die 
mehr analytischen, die sich auf die LSsungen linearer Differentialgleichungen beziehen, auf RIE- 
MA~N'sche Ideenbildungen zurtickgehen. Der Zusammenhang ist ein so enger, dass man behaupten 
kann, es handele sich bei Untersuehungen im Sinne des Hrn. POINCAR~ geradezu um die weitere 
Durchfiihrung des allgemeinen funktionentheoretischen Programm~s, welches RIi~ANN in seiner 
Doktordissertation aufgestellt hat. 

Leipzig, den 30. Dezember 1881. 
F. KLEIN. 

1 (Jber eindeutige Funktionea mit linearen Transformationen in sich (,,Das Riickkehrsehnitt- 
theorem"), Math. Annalen, t. 19 (1882), p. 565--568 ~-- FELIX KLEIN, Ges. math, Abh., Berlin 
1923, t. 3, Nr. CI, p. 622--626. 
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Sie wiinschen, dieselben in irgend einer Form zu publizieren, so stehen Ihnen die 
Annalen selbstverst//ndlich zur Verfiigung. 

Hochachtungsvoll 

Ih r  ergebener 
F. KLSIN. 

XV. 
Monsieur, 

J 'ai  re~u les 6preuves de T~UBNEI~, et  je vais les lui renvoyer. J 'ai  lu 
votre note et je ne vois pas qu'il y air lieu d'y changer quoi que ce soit. Vous 
me permettrez cependant de vous adresser quelques lignes pour chercher "s j u -  
stifier rues d6nominations. J 'a t tends avec impatience le th6or~me que vous 
m'annoncez et qui me parai t  des plus int~ressants. 

Veuillez agr~er, Monsieur, l 'assurance de ma consid6ration la plus distingu6e, 
Poi~cA~. 

Xu  
Paris, 28 Mars 1882. 

Monsieur, 

Vous avez ajout~ ~ mon travail :  
,Su r  les s uniformes qui se reproduisent par  des substitutions lind- 

aires," 
une note oh vous exposez les raisons qui vous ont fair rejeter rues d6no- 

minations. Yous avez eu la bont6 de m'en envoyer les ~preuves imprim6es en 
me demandant si j 'y  d6sirais quelque changement. J e vous remereie de la d~li- 
catesse de votre proe4d6, mais je ne pouvais en abuser pour vous demander de 
taire la moiti~ de votre pens~e. 

Vous comprenez cependang que je ne puis laisser les leeteurs des Annales 
sous eette impression que j 'ai eommis nne injustice. C'est pourquoi je vous ai 
6crit, vous vous le rappelez peut-~tre, que je ne vous demandais aucun change- 
ment "~ votre note, mais que je vous demanderais la permission de vous adresser 
quelques lignes pour justifier rues d4nominatlons. 

Voiei ces llgnes 1; peut-~tre jugerez-vous eonvenable de les insurer. A mon 
tour, je vous demanderai si vous d6sirez que j e  fasse quelque changement ~ la 

Lettre no. XVII. 
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r~daction de cette petite note. Je  suis pr~t 's faire tous ceux qui n'alt6reraient 
pas ma pens~e. 

Veuillez excuser mon importunit6 et me pardonner ce petit plaidoyer pro 
domo. 

Veuillez agrSer, Monsieur, l 'assurance de ma consid6ration la plus distingu6e 
POINOAR~. 

Je  vous serais oblig6 si vous voulez bien me dire l'adresse de NI. HURWITZ 
qui je d6sirerais faire hommage d'un exemplaire de mon travail. 

Je vous serais bien reconnaissant aussi, si vous pouviez m'indiquer les traits  
g~n6raux de la d6monstration par laquelle vous 6tablissez le th6or~me 6nonc6 
dans votre dernier travail:  

Uber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich. 

XVII.  

Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions l~n~aires 1. 

(Extrai t  d'une let t re  adress6e s IV[. F. KLEIN.) 

Par  
H. POINCAR~ '~ Paris. 

. . . . .  Vous avez eu derni~rement la bontd de faire ins6rer aux Mathema- 
tische Annalen (t. XIX, p. 553--564) mon travail sur les fonctions uniformes 
qui se reproduisent par des substitutions lindaires et vous l'avez fair suivre 
d'une note off vous exposez les raisons qui vous font trouver peu convenables 
les noms que j 'ai donn6s a ces transcendantes. Permettez-moi de vous adresser 
quelques lignes pour ddfendre rues ddnominations, que je n'ai pas ehoisies au  
hasard 2. 

Si j'ai cru devoir donner aux fonctions nouvelles le nora de M. FucHs, ce 

n'est pas clue je mdconnaisse la valeur des travaux de lti. SCHWARZ et des vStres, 
ie suis le premier au contraire, s en apprdcier la haute importance. Mais il ne 
m'6tait pas possible d'oublier les ddcouvertes si remarquables que le savant pro- 

1 Cette lettre a dt6 imprimde dans les Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 52--53 et r~imprimde 
dans les @]uvres de H~RI  POINCAR~, Paris 1916, t. 2, p. 106--107. 

2 Herrn POINCAR]~'S Darlegungen habe ich zunhchst nur die eine Bemerkung hinzuzuffigen, 
daB.ich fiir mein Tell nach wie vor an der Auffassung festhalte, der ich auf p. 564 des 19. Annalen- 
bandes Ausdruck gegeben habe. Dabei will ich nicht unterlassen, ausdriicklich auf die Note auf 
merksam zu machen, mit welcher Hr. FvcHs yon sich aus dem auf ihn beztiglichen Passus meiner 
Auseinandersetzung entgegengetreten ist (cf. G~ittinger Nachrichten vom 4. Marz 1882). 

Diisseldorf, den 2. April 1882. 
F. KLEIN. 
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fesseur d' tIeidelberg a publi6es darts le Journal de Crelle. Elles sont le fort- 
dement de la th4orie des ~quations lin6aires et, sans elles, je n'aurais pu aborder 
l'6tude de mes transcendantes qui se lient si directement ~ cette th4orie. Darts 
ses premiers travaux, M. FccHs se place, il est vrai, "s un point de vue un peu 
diff6rent du mien et ne se pr6oceupe ni de la discontinuit6 des groupes, ni de 
l'uniformit~ des fonctions. Mals M. SCnWARZ, dans ses M~moires des tomes 70 

e~ 74 du Journal de Crelle ne s'en prgoccupe pas non plus; il en dit quelques 
mots dans un cas tr~s partieulier, dans le m~moire du tome 75 que j 'ai cit~ dans 
ma note. C'est 1's seulement qu,il se trouve , A u f  dem Gebiete der fonctions 
fuchsiennes". Darts vos belles recherches sur les fonctions modulaires votre 
faeon d'envisager les choses diff~rait peu de la mienne, mais vous aviez plut~t 
en vue alors l'~tude des fonctions elliptiques que celle des dquations lin6aires. 
Quant s M. Fucks, darts ses mdmoires ~ des tomes 83 et 89 du Journal de Crelle, 
il s'est ~lev6 s un point de vue nouveau e t a  mis en lumibre le lien ~troit qui 
unit la th~orie des dquations diff6rentielles "~ celle de certaines fonctions uni- 
formes. Ce fur la lecture de ces mdmoires qui devint le point de d~part de rues 

reeherches ~ 
En ee qui concerne les fonctions klein6ennes, j 'aurais eru commettre une 

injustice, si je leur avais donn6 un autre nora que le v3tre. C'est hi. SCHOTTK~: 
qui a d~couvert la figure qui faisait l 'objet de votre lettre, mais c'est vous qui 
avez ,,ihre prinzipielle Wichtigkeit betont"; comme vous dites ~ la fin de votre 
savant t ravai l :  ,Uber eindeutige Funktionen mit ]inearen Transformationen in 

sich". 
Quant "s ce que vous dites de RI~MANS, je ne puis qu'y souserire pleinement. 

C'4tait un de  ces g~nies qui renouvellent si blen la face de la Science qu'ils im- 
priment leur cachet, non seulement sur les oeuvres de leurs dl~ves immddiats, 
mais s u r  celles de tous leurs successeurs pendant une longue suite d'ann~es. 
RIE~IAN~r a er66 une tbdorie nouvelle des fonctions, et ii sera toujours possible 
d 'y  retrouver  le germe de tout ce qui s'est fair et se fera apr~s lui en analyse 
math~matique . . . .  

Paris, le 30 Mars 1882. 

1 Sur quelques propridtds des intdgrales des ~quations diffdrentielles, auxquelles satisfont les 
modules de pgriodicitd des int~grales eUiptiques des deux premieres esp~ces, J. f. d. reine u. ange- 
wandte Math., t. 83 (1877), p. 13--37 ; tiber eine Klasse yon Funktionen mehrerer Variabeln, welche 
durch Umkehrung der Integrale yon LSsungen der linearen Difierentialgleichungen mit rationalen 
Koeffizienten entstehen, lb., t. 89 (1880), p. 151--169 ~ L. F u c n s ,  Ges. math. Werke, Berlin 
1906, t. 2, p. 87--114 et p. 191--212. 

Cf. la Correspondance de POINCA~ et de Fucks,  Acta math. 38 (1921), p. 175--187. Yoir 
aussi le mdmoire de POINOAR]~; que nous avons publid dans ce volume. 
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XVIII.  
Diisseldorf, 3. April 1882. 

Adr. Bahnstrasse 15. 
Sehr geehrter Herr! 

Ihre Zusendung, die ieh gestel~ fiber Leipzig erhalten babe, t raf  reich eben 
im Begriffe, Ihnen zu schreiben, um n~imlich meine neue Annalennote 1, die als 
Korrektur-Exemplar nun wohl bereits in Ihre Hgnde gekommen ist, mit ein paar 
Worten zu begleiten. Zugleich erhielt ich die Note yon Prof. FucHs ~ in den 
Giittinger Nachrichten. Wend ieh zun~chst betreffs letzterer 2 Worte sagen 
darf, so w~re es diess, dab ich sie fiir ganz verfehlt bezeichnen muss. Ich habe 
nur behauptet, daft Fucns nirgends fiber ,,fonctions fuchsiennes" publizirt babe. 
Hiernach ist die zweite der yon ihm angezogenen Arbeiten (die ich mir iibrigens 
zwecks ni~heren Studiums hierher kommen lassen werde) gegenstands]os. Die 
erste subsumiert sich allerdings unter die ,fonctions fuchsiennes", insofern es sich 
um Modulfunktionen handelt, aber gerade den eigentlichen Charakter der letzteren, 
der in der Natur der singul~ren Linie liegt, hat FUCHS, bei seinem Mangel an 
geometriseher Anschauung, nicht richtig erkannt, wie bereits DEDEKIND in Bd. 83 
yon BORCHARDT hervorgehoben hat. Was endlich die Insinuation gegen Schluss 
der Note betrifft, als sei ich wesentlich durch Fucks' eigene Untersuchungen za 
meinen veranlasst worden, so ist das historisch einfach unrichtig. Meine Unter- 
suchungen beginnen in 1874 mit der Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer 
Transformationen einer Ver~iuderlichen. Im Jahre 1876 zeig~e ich sodann, daii 
damit das von FucHs damals aufgeworfene Problem, alle algebraiseh integrierbaren 
linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung zu bestimmen, eo ipso erledigt sei. 
Die Sache ist also gerade umgekehrt, wie Fucks angibt. Nicht seiner Arbeit 
entnahm ich die Ideen, sondern ieh zeigte, dal~ sein Thema mit meinen Ideen 
behandelt werden mfisse. 

Mit Ihrer Darlegung bin ich, wie Sie vermuthen werden, auch nieht ein- 
verstanden. Wenn es sich um die allgemeine Werthsch~tzung der Fuc~s'sehen 
Arbeiten handelt, so werde ich gerne bereit sein, irgend eine neue Funktionen- 
klasse, auf die noch  niemand Hand gelegt hat, nach ihm zu benennen, oder auch 
z. B. die Funktionen mehrerer Variabeln, die FucHs in Vorsehlag bringt 3. Die 

0ber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich (,,Das Grenzkreis- 
theorem"), Math. Annalen, t. 20 (t882), p. 49--51 ~ FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, 
t. 3, Nr. CII, p. 627--629. 

2 l)ber Funktionen, welche durch lineare Substitutionen unveri~ndert bieiben, Nachr. d. Ges. 
d. Wiss. zu GSttingen, 1882, p. 81--84~ ~ L. F[rc~s, Ges. math. Abh, Berlin 1906, t. 2, p. 285--287. 

s Sind dieselben wirklich eindeutig? Ich verstehe nur, dai~ sie in jedem Wertsysteme, 
welches sie erreichen, unverzweigt sind. Doch kann ich reich da thuschen. 
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Funktionen aber, welche Sie nach Fucns benennen, geh~rten bereits anderen, ehe 
Sie den Vorschlag zur Benennung machten. Ich bin auch fiberzeugt, daft Sie 
gerade diesen Vorsch]ag nicht gemacht h~itten, wean Sie damals (zu Anfang) die 
Literatur gekannt h/~tten. Sie bieten mir sodann, SOZUsagen zur Entscb/~digung, 
die ,fonctions klein6ennes" an. So sehr ich Ihre freundliche &bsicht dabei aner- 
kenne, so wenig kann ich dies akzeptierea, weft es eben eine historische Unwahr- 
heir impliziert. Wenn meine Arbeit im XIX. Bande so seheiaen kilnnte, als h/itte 
ich reich in der Tat jetzt besonders auf die ,klein6ennes ~ geworfen, so mag die 
neue Arbeit in Bd. XX zeigen, dal~ ieh naeh wie vor auch die ,,fuchsiennes" 
als meine Domaine betraehte. 

Doeh genug davon. Ich habe Ihre Note umgehend in die Druckerei ge- 
schickt und nur die eine Bemerkung hinzu gefiigt, dass ich fiir mein Theft an 
meiner frfiheren Darlegung festhalte (wobei ich zugleich das Publikum ausdrfick- 
lieh auf die Note yon Hrn. FCCHS aufmerksam mache). Sie werden in allern/ichster 
Zelt die Korrektur bekommen und bitte ich sodann, selbige mir hierher (wo ich 
reich w/ihrend der Osterferien aufhalte) zuzusehicken, worauf ich in der Druekerei 
das NSthige veraniassen werde 1. Was die Stelle fiber SenOTT~Y angeht, so mi3chte 
ich Sie auf einen nachgelassenen Aufsatz in RIE~t~NN'S Werken, p. 413, aufmerksam 
machen, wo genau entsprechende Ideen entwickelt sind. Es wird allerdings 
schwer sein, zu konstatieren, wie v i e l d e r  Herausgeber, Hr. Prof. WEBER, d~ 
hineingetragen hat. RmMAN~'S Werke ersehienen 1876, SCa0TTKY'S Dissertation 

�9 1875, sparer als Aufsatz im Bo~cHARD~'schen Journal 1877. Nun ist aber die 
Dissertation yon 1875 nur ein Theft derjenigen von 1877 und ich kann aus dem 
Ged/ichtnisse nicht sagen, ob die eben hier in Betraeht kommende Figur bereits 
in der Ausgabe yon 1875 enthalten ist. 

Noch muff ich hinzufiigen, dat5 ieh nicht beabsichtige, den Strelt wegen 
der Benennungen (nachdem ieh Ihrer Erkl/irung die oben bemerkte Fut~note 
hinzugeffigt habe) yon mir aus ferner fortzusetzen. Nur wenn ich ernettt dazu 
veranlat~t werden soHte, wfirde ich eine, dann allerdings sehr ausfiihrliche End 
sehr offenherzige Darste]lung des ganzen Saehverhalt's geben. Lassen Sie uns 
lieber darin konkurrieren, wer yon uns die ganze bier in Betracht kommende 
Theorie am meisten zu fiirdern geeignet ist! Ich meine, an meinem Teile durch 
meine neue Note einen gewissen Fortschritt  erzielt zu haben. Eine Reihe yon 
Theoremen fiber algebraische Funktionen beweist man vermiige der neuen ~-Funk- 
tion sofort, z. B. den Satz, den ich in meiner Sehrift fiber RIEMA~N nur ers t  als 
wahrseheinlich bezeichnete, daft n/imlieh eine F1/iche p > 0  niemals unendlich 

1 lh re  Note  k o m m t  unmi t t e lba r  h in te r  die meinige zu s t ehen !  

Acta mathema~ica, 39. Imprim6 1~ 20 juin I9~3, 16 
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viele diskrete eindeutlge Transformationen in sich besitzen kann (vermSge deren 
sie in eine co Zahl ~quiva/enter  Fundamentalpolygone ~' zerlegt erscheinen 
w i i r d e ) . -  Dann ferner d~n S a t z ,  daft sich versehiedene yon PiexaD gegebene 
S~tze yon p ~ 0 auf den Fall eines beliebigen p iibertragen usw. 

Was die Methoden betrifft, dureh die ich meine S~/tze beweise, so sehreibe 
ich davon, sobald ich dieselben noeh mehr abgekl~rt habe. Kiinnen Sie mir 
mittlerweile nicht mitteilen, welches die Ideen sind, die Sie eben jetzt  verfolgen ? 
Ich brauche kaum hinzuzufiigen, da~ wir in den Mathematischen Annalen jeden 
Beitrag, den Sie uns geben wollen, mit Freude abdrucken werden. Es wird mir 
sehr viel daran liegen, mit Ihnen in regem Verkehr zu bleiben. Fiir reich ist 
die lebendige Verbindung mit gleichs~rebenden Mathematikern immer die Vor- 
bedingung zur eigenen mathematischen Produk~ion gewesen. 

Hochaehtungsvoll 

Ihr  ergebener 

F. KLan. 

Die Adresse yon Dr, HuRwi~z.ist bis auf weiteres : Hildesheim, Langer Hagen. 

XIX. 

Paris, 4 Avril 1882. 

Monsieur, 

Je  viens de recevoir votre let t re  et je m'empresse de vous r~pondre. Vous 
me dites que vous d~sirez clore un d~bat st@ile pour la Science et je ne puis 
que vous fd]ieiter de votre r6solution. Je sais qu'elle ne dolt pas vous Cofiter 
beaucoup puisque duns votre note ajout4e h ma derni~re lettre, e'est vous qui 
dites le dernier mot, mais je vous en sais gr~ cependant. Quant s moi, je n'ai 
ouvert ee d~bat et je n 'y  suis entr6 que pour dire une lois et une seule mon 
opinion qu'il m'6tait impossible de taire. Ce n'est pas moi qui le prolongerai, 
et je ne prendrais de nouveau la parole que si j ' y  dtais fore6; d'ailleurs je ne 
vois pas trop ce qui pourrait  m 'y  forcer. 

Si j 'ai donnd votre nora aux fonetions kleindennes, e'est pour les raisons 
que j 'ai dites et non pus comme vous l'insinuez, zur t~ntsch5digung; ear je n'ai s 
vous d~dommager de rien; je ne reeonnaltrai un droit de propri~td ant@ieur au 
mien que quand vous m'aurez montr~ que l'on a avant moi 6tudi6 la discontinuit~ 
des groupes et l'uniformitd des fonetions darts un cas rant soit peu g6n4ral et 
qu'on a donn6 de ces fonetions des ddveloppements en s@ies. Je r@onds s une 
interrogation que je trouve en note s la fin d'une page de votre lettre. Par lant  
des fonctions d6finies par M. FQess au tome 89 de C~ELLE, VOUS dites: Sind diese 
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Funktionen wirklich eindeutig ? Ich verstehe nut  daft sie in jedem Wertsysteme 
welches sie erreichen, unverzweigt sin& - -  Voici ma r6ponse, les fonetions 6tu- 
di6es par M. l~vcns se partagent en trois grandes classes; celles des deux pre- 
mi6res sont effectivement uniformes; celles de la troisi6me ne sont en g6ndral 
que unver~weigt; elles ne sont uniformes que si on ajoute une condition ~ celles 
4nonc6es par M. F~cEs. Ces distinctions ne sont pus faites clans le premier travail 
de M. Fvc~s; on les trouve duns deux notes additionnelles, malheureusement trop 
concises et ins6r6es l'une au Journal de BORCHARDT 90, l 'autre aux GSttinger 
Nachrichten 18801 

Je vous remercie beaucoup de votre derni~re note2 que vous avez eu la 
bout6 de m'envoyer. Les r6sultats que vous 6noneez m'interessent beaucoup, 
voici pourquoi; je les avais trouv6s il y a d~j's quelque temps, mais sans les 
publier parce que je 'd6sirais 6claireir un peu la d6monstration; c'est pourquoi 
je ddsirerais conna~tre la vStre quand vous l'aurez 6elaireie de votre c5t6. 

J'esp6re que la h t t e ,  h armes courtoises, d'ailleurs, s laquelle nous venous 
de nous livrer & propos d'un nora, n'alt6rera pas nos bonnes relations. Duns 
tous les eas, ne vous en voulant nullement pour d'avoir pris l'offensive, j'esp6re 
que vous ne m'en voudrez pas non plus de m'6tre d6fendu. I1 serait ridicule 
d'ailleurs, de nous disputer plus longtemps pour un nora, ,Name ist Schall und 
Rauch" et apr~s tout ca m'est 6gal, faites comme vous voudrez, je feral comme 
je voudrai de mort c5t6. 

Veuillez agr6er, Monsieur, l 'assuranee de ma consid6ratlon la plus distingu6e, 

POINOAR~. 

XX. 

Paris, 7 Avril  1882. 

~onsieur, 

J 'ai  l 'honneur de vous renvoyer corrig6e l'6preuve de ma let t re  5. Main- 
tenant que ce peti t  d6bat est terrain6 et je l'esp6re pour ne plus se renouveler, 
permettez-moi de vous remercier de la courtoisie dont vous n'avez cess6 de faire 
preuve pendant tout le temps qu'il a dur6. Veuillez agr6er, Monsieur, l'assu- 
rance de ma consid6ration la plus distingu6e, 

PoI~eA~. 

1 Voir aussi le mdmoire de POINCAR]~ imprim6 darts ce volume p. 58 et la Correspondanee 
de PoINcA~ et de FvcHs, Acta math. 38 (1921), p. 175--187. 

Uber eindeutige Funktionen mit linearen Substitutionen in sich (,Das Grenzkreistheorem"), 
Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 49--51 ~ F~LIx KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CII, 
p. 627--629. 

3 Lettre n o XVIL 

16" 
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XXI. 
Leipzig, 7. Mai 1882. 

Sophienstrasse 10. 

Sehr geehrter Herr! 
Vor kurzem las ich Ihre l~ote in den Comptes Rendus vom i0. April 

1882 1. Dieselbe hat reich um so mehr interessiert, als ieh glaube, daft Ihre 
jetzige Betrachtungen mit den meinigen auch der lgethode nach eng verwandt 
sind. Ieh beweise meine S~tze durch KontinuitSt, indem ich die beiden Lemmata 
vorausstelle: 1) daft zu jeder ,groupe discontinu" eine RmM~N'sehe Fl~ehe zuge- 
hSr~ und 2) daft zu der einzelnen zweekm~fig zersehnittenen RiEM~'schen 
Fl~che immer ~ nur eine solehe Gruppe gehiiren kann (sofern ihr iiberhaupt eine 
Gruppe zugehSrt). Die Reihenentwieklungen, wie Sie dieselben aufstellen , habe 
ich bislang noch ganz aufter Betraeht gelassen. Wie beweisen Sie eigentlich 

1 
die Existenz der ZahI m, fiir welche ~]-(7~ + d~) ~ absolut konvergiert? Und 

haben sie fiir dieselbe eine genaue oder nut eine approximative untere Grenze ? 
Ich selbst babe mittlererweile den betr. Sgtzen wieder allgemeinere Gestalt 

gegeben, und da die Fertigstellung einer Annalennote im Augenblieke, wo ich 
sehr wenig Zeit habe, sieh noch etwas hinausziehen mut~ i so schreibe ich Ihnen 
wieder davon. Im Falle meines ersten Satzes wurde die GesamtkugeI ~ m i t  
Ausnahme unendlich vieler Punkte yon den wiedererhaltenen Reproduktionen des 
Fundamentalbereiches iiberdeekt. Im Falle des zweiten Satzes bleibt das Innere 
einer Kreisfl~iehe, abet nur einer einzigen, unbedeckt. Ich babe jetzt  die Existenz 
yon Darstellungen konstatiert (die fiir die einzelne Ri~:M~'sehe Fl~ehe wieder 
immer und immer aueh nut  in einer Weise vorhanden sind), bei weleher unendlich 
v~ele Kreisfliichen ausgesehlossen werden. In dieser l~ichtung formuliere ich hier 
nut  den allereinfachsten Satz (bei welchem durchaus unverzweigte Darstellung 
der Rm~ss 'sehen Fl~iehe vorausgesetzt wird). Sei p ~ #~ + ~ + . . .  + t~ ,  wo 
vorab keines der ~ = 1 sein mag. So nehme man auf der i~mM~'sehen Flgche 
m Punkte 0,, ..., 0.,, und lege yon 01 in der bekannten Weise 2 ~  Quersehnitte 
A1, B~; A3, B~; . . .  At~, Bth ; v o n  03 2 ~  Querschnitte usw. Andererseits kon- 
struiere man auf der ~ Kugel m auseinander liegende Kreise und innerhalb des 
yon letzteren gemeinsam begrenzten Raumes ein Kreisbogenpolygon, das yon 
4tt~ Kreisen begrenzt ist, welehe auf dem ersten Fundamentalkreise senkreeht 
stehen, dann ferner yon 4#3 Kreisen, die auf dem zweiten Fundamentalkreise 

1 (Euvres de HENRI POINCAR~], Paris 1916, t. 2, p. 41--43. 
3 D. h, unter den Beschri~nkungen des jeweiligen Satzes. 
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senkreeht stehen, usw. (also ein Kreisbogenpolygon, das m-faehen Znsammenhang 
hat). Die begrenzenden Kreise werden paarweise in tier bekannten t~eihenfolge 
A,,  .B,, Af ' ,  B[', A, ,  B~ , . . .  zusammengeordnet und zwar durch lineare Substi- 
tutionen des ~, bei denen jeweils der betreffende Fundamentalkreis invariant 
bleibt. Uberdles sei das Produkt der betreffenden iinearen Substitutionen also 
etwa: A 1 B, A~ 'B? ' . . .  A ~ ' B ~  allemal der Identit/~t gleich. Dann gibt es immer 

eine und nut  eine analytische Funktion, welche die zerschnittene tliemann'sche Fl~iche 
auf ein derart beschaffenes Kreisbogenpolygon abbildet. - -  Der Fall, daft eines der 
/t gleich 1 wird, unterscheidet sich nur dadurch, dab dann der zugehSrige Funda- 

mentalkreis sich auf einen Punkt zusammenzieht und die entsprechenden linearen 
Substitutionen in diejenigen ,parabolisehen" iibergehen, welche jenen Punkt  fest- 
lassen ~. - - D o c h  genug fiir heute. W/~re es nicht mSglich, eine vollst/~ndige 
Kollektion yon Separatabziigen Ihrer  einsehl/igigen Arbeiten zu bekommen? 
Wenn es angeht, beginne ieh nach Pfingsten in meinem Seminare eine Reihe yon 
Vortr~igen iiber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich, 
und mi~chte dabei meinen ZuhSrern eine solche Kollektion zur Verfiigung stellen. 

Hochaehtungsvoll 

Ihr  

F. KLEII~. 

XXII.  

Paris, 12 l~Iai 1882. 

Monsieur, 

J 'ai  bien tard4 "s vous r@ondre et je vous prie de m'en excuser, car j 'ai 
dtd forc4 de &ire une petite absence. J e  erois comme vous clue nos m4thodes 
se rapprochent beaucoup et diff6rent moins par le principe gdndral que par les 
d4tails. Pour les lemmes d0nt vous me parlez, le premier, je l'ai 4tabli par les 
consid@ations des d@eloppements en sdries et vous, Ace  que je pense, s l'aide 
du th4or6me dont vous m'avez parl6 darts une de vos lettres de l'ann4e derni~re. 
Pour le second lemme, il ne pr~sente pas de dimcult4 et il est probable que nous 
l'6tablissons de la m~me mani~re. Une fois ces deux lemmes 4tablis, et c'est en 
effet par 1s que je commence, ainsi que Vous le faites vous meme, j 'emploie comme 
vous la continuitY, mais il y a bien de mani@es de l 'employer e t  il est possible 
que nous diff~rions dans quelques d4tafls. 

Vgl. FELIX KLEIN, Neue Beitr~ge zur RIEMANNschen Funktionentheorie, Abschnitt IV 
(,Das allgemeine Fundamentaltheorem"), Math. Annalen, t. 21 (1882/83), 1~. 206--212 ~--- Ges. math. 
Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CIII, p. 630--7i0. 
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1 
Vous me demandez comment j'~tablis la convergence de la sSrie ~ (7i~ + ~ )~  

J 'en ai deux d~monstrations mais qui sont routes deux trop longues pour tenir 

dans une lettre;  je les publierai prochainement 1. La premiere est fond~e en 

princlpe sur ce fair que la surface du cercle fondamental est finie: La seconde 

exige la m~me hypoth~se, mais elle est fond4e sur la gSomdtrie non-euclidienne. 
Quelle est maintenant la limite inf~rienre du hombre m? C'est m ~ 2. Ici si 

l'on suppose m entier on a u n e  limite exacte. En ce qui concerne les s~ries 

r~latives aux fonctions Z~tafuchsiennes, je n'ai au contraire qu'une limite approxi- 

mative. Ce qui m'a le plus intSress~ dans votre le t t re  c'est ce que vous me 
dites au sujet des fonctions qui admettent comme espaces lacunaires une infinit4 
de cercles. J 'a i  rencontr5 aussi de semblables fonetions et j 'en ai donn~ un 

exemple darts une ou deux de rues notes, hIais j ' y  suis arriv~ par une vole ab- 
solument diff~rente de la vStre. I1 est probable que vos fonctions et les 
miennes doivent avoir une 4troite parent~; cependant il n'est nullement ~vident 

qu'elles soient identiques. Je  croirais volontiers que votre m~thode ainsi que la 
mienne est susceptible d'une g~ndralisation tr~s ~tendue et qu'elles conduiraient 

routes deux s une grande classe de transcendantes comprenant comme cas parti- 
cullers celles que nous avons d~j'~ rencontr4es. 

Vous me parlez de tirages s par t  de rues travaux. Voulez-vous parler de 

rues notes des Comptes Rendus ? Je  n'en ai pas fair faire de tirages s part  ct 
il serait  malheureusement di~cile maintenant d'en obtenir, au moins pour les 
premieres d'entre elles. 

Je  vous enverrai prochainement et d~s que je les aural recus les tirages 
part  de deux travaux plus r~cents; le premier ,sur  les courbes d~finies par les 

~quations diff4rentielles~ ~. I1 s'agit d'dtudier la forme g~om~trique des courbes 

d4finies par les ~quations diff~rentielles du 1 ~ ordre. Malheureusement la premiere 
partie de ce m~moire est seule imprim~e jusqu'ici et ne contient que les pr41i- 
minaires. Le second travail  a pour objet les fo rmes  cubiques ternaires, dont je 
veux faire l'~tude arithm4tique. J 'a i  voulu rappeler d'abord certains r4sultats 
alg4briques qui remplissent la 1 ~ partie du mSmoire. Cette 1 ~~ partie a seule 

4t~ imprimSe dans le 50 ~ eahier du Journal  de l'Ecole Polytechnique, le reste 
devant para~tre darts le 51 ~ cahier. Cette 1 ~r~ part ie ne vous int~ressera doric 

pas beauc0up. I1 y a cependant une 4rude sur les transformations lin~aires et 
sur certains groupes continus contenus darts le groupe lin4aire s 3 et 4 variables. 

1 Mgmoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta math., t. 1 (1882), p. 193--294 ~ (Euvres de 
HENri PO~NCAR~, Paris 1916, t. 2, p. 169--257. 

J. math. pures appliqudes, sdr. 3, t. 7 (1881), p. 375--4:22; ib. t. 8 (1882), p. 251--296. 
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Apropos ,  je ne me souviens plus si je vous ai envoyd ma th~se, ainsi que 
des travaux plus anciens sur les dquations diff~rentielles eL un travail sur les 
fonetions s espaces lacunaires. 

Veuillez agr6er, Monsieur, l'assurance de ma consid6ration la plus distingu6e, 

XXIII.  

Leipzig, 14. Mai 1882. 

Sehr geehrter Herr! 

In Beantwortung Ihres eben eintreffenden Brlefes m~ichte ich Ihnen mit 
2 Worten mitteilen, wie ieh die ,,Kontinuit~t" verwende. Freilich nur im 
Prinzip; denn die Ausfiihrang im Einzelnen, die bei der Redaktion viel hIiihe 
machen wird, l~fit sich jedenfalls mannigfach modifizieren. Ich will mich auf 
den Fall der durchaus unverzweigten 9" Funktion der zweiten Art, wie ich sie 
in meiner Note nannte, beschrEnken. Hier handelt es sich vor allem um den 
Nachweis, dai~ die beiden zu Vergleich kommenden Mannigfaltigkeiten: die 
Mannigfaltigkeit der in Betraeht kommenden Substitutionssysteme und anderer- 
seits die Mannigfaltigkeis der iiberhaupt existirenden I~IEMANN'sehen Fl~chen, 
nicht nut dieselbe Dimenslonenzahl ( 6 p -  6 reelle Dimensionen) besitzen, sondern 
dai~ sie auch analytische Mannigfaltigkeiten mit analytischen Grenzen sind (ira 
Sinne der yon WEIERSTRASS eingefiihrten Terminologie). Diese beiden Mannig- 
faltigkeiten sind nun  infolge des 1. in meinem vorigen Briefe angefiihrten 
Lemma's ( 1 -  x)-deutig auf einander bezogen, wo x dem 2. Lemma zufolge fiir 
die verschiedenen Partieen der zweiten Mannigfaltigkeit nur 0 oder 1 sein kann. 
Nun abet erweist sich jene Beziehung als eine analytische and zwar, wie wieder 
aus den beiden Hiilfss~tzen folgt, als eine analytische yon nirgends verschwindender 
Funktionaldeterminant}, Hieraus schliei~e ich, dab x durchweg 1 sein muss. 
G~be es niimlich einen Ubergang yon Gebieten mit x = 0 zu solchen mit 
x ~ 1, so wiir~len den Pankten des Ubergangsgebietes ~ wegen des analytisehen 
Charakters der Zuordnung bestimmte (wirklich erreiehbare) Punkte der anderen 
Mannigfaltigkeit entsprechen und fiir diese mii6te dann, dem Bemerkten zuwider, 
die Funktionaldeterminante der Beziehung versehwinden. So welt mein Beweis. 
Einen ganz anderen, doeh~auch auf Kontinuit~itsbetrachtungen beruhenden, teilte 
mir Hr. SCnWARZ mit, als ich ihn neulich (am 11. April) in G~ttingen besuchte. 
Ohne gerade yon ibm autorisirt zu sein, meine ich Ihnen doch aueh davon 
sehreiben zu sollen. SeHwARz denkt sich die RIE~XSN'sche Fliiehe in geeigneter 
Weise zerschnitten, sodann unendlichfach iiberdeckt und die verschiedenen Uber- 
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deekungen in den quersehnitten so zusammengefiigt, dal3 eine Gesamtfl~iche 
entsteht, welche der Gesamtheit der in der Ebene nebeneinander zu legenden 
Polygone entspricht. Diese Gesamtfl~che ist, sofern man yon solehen Attri- 
buten bei unendlieh ausgedehnten Fl/~chen spreehen kann (was eben erl~utert 
werden muss), im Falle der ~-Function 2. Art  (auf die sich ScawA~z zun~ichst 
beschr~inkte) einfqch zusammentffiugend und ei,t'ach berandet, and es handelt sieh 
also nur darum, elnzusehen, dass man auch eine solche einfach zusammenh~ngende, 
einfach berandete Fl~che in der bekannten Weise auf das Innere eines Kreises 
abbilden kann. - -  Dieser ScHWARZ'sehe Gedankengang ist jedenfalls sehr s c h i l n . -  

Sie frage.n wegen der Separatabziige. Icb miiehte ]hnen da vor ailem 
natiirlich nicht l~stig fallen~ and dies um so weniger, als ich mir ja alle Ihre 
Publikationen, mit alleiniger Ausnahme Ihrer Th6se, immer verschaffen kann. 
i b e r  lieb w~ire reich freilich~ eine mSglichst vollstKndige Sammlung derselben zu 
haben. Wenn Sie mir also einige Sachen zuschicken kSnnen (ieh besitze noch 
keine derselben), so wird es mir sehr angenehm sein. 

Haben Sie vielleicht einmal Li~'s Theorie de r  Transformationsgruppen ge- 
lesen?  LIE denkt sieh die in seine Gruppen eingehenden Parameter immer als 
komplexe Griissen; es w~ire interessant zu sehen, wie sieh seine Resultate ver- 
vollst~indigen lie$en, wenn man auch solche Gruppen in Betraeht ziige~ die nut 
dutch reelle Wiederholung gewisser oc kleiner Operationen entstehen. 

]~ERMITE schickte mir vor l~ngerer Zeit eine Nummer seines lithographierten 
Cours d'Analyse. W~re es vielleicht miiglieh (natiirlieh gegen Bezahlung) das 
Ganze zu bekommen? Ich wiirde das fiir meln Seminar in Anbetracht tier 
Zweeke, die ieh eben jetzt verfolge, mit besonderer Freude begriil~en. 

Wie immer 

Ihr ergebenster 

F. KL~I~. 

XXIV. 
Paris, 18 Mai 1882. 

Monsieur, 
Je n'ai pas besoin de vous dire combien votre derni~re lettre m'a int~ress6. 

Je vois clairement maintenant que votre d~monstration et la mienne ne peuvent 
diff6rer que par la terminologie et par des d~tails; ainsi il est probable que 
nous n'~tablissons pas de la m~me mani~re le caract~re analytique de la relation 
qui lie les deux Mannigfalt~gkeiten dont vous parlez; pour moi, je relie ce fair L 
,la convergence de rues s~ries, mais il est 6vident qu'on peat arriver au m~me 
r~saltat sans passer par cette consideration. 



Correspondance de Poincard et de Klein. 129 

Les iddes de M. SCHWA~Z ont une portde bien plus grande;  il est clair que 
le thdor~me gdndral en question, s'fl dtait ddmontrd, aurait son application dans 
la thdorie d'un tr~s grand nombres de fonctions et en particulier duns celle des 
fonctions ddfinies par des dquations diffdrentielles non lin~aires. C'est en dtu- 
diant de pareilles dquations que j 'avais 6td conduit de mon c6td s chercher si 
une surface de R I E ~ "  ~ une infinitd de feuillets pouvait  ~tre dtendue sur un 
eerc]e, et j 'avais dtd amend au probl~me suivant, qui permettra i t  de ddmontrer la 
possibilit~ de ce~te extension: FI 

On donne une dquation au diffdrences partielles 

d~ u d~ ~ d* u X d u X d u 0 
X '  - d ~  "t- X~ d x d y -t- Xa - -  y.~ , -d~ -t- 5 - -~  

et une demi-circonfdrence A M B O .  X, ,  X~, Xs, X~, X~ A 0 [5 

sont des fonctions donndes de x et de y; ces fonctions Figure 4. 

sont analytiques s l ' int~rieur de la demi-circonfdrence et cessent de l '~tre sur 
son p4rim~tre. Peut-on t rouver  toujours une fonction u de x et de y satisfaisant 
s l'dquation, analytique s l ' intdrieur de la demi-eirconfdrence, tendant  vers 1 
quand le point x, y se rapproche de la demi-circonfdrence et vers 0 quand il se 
rapproche du diam~tre A O B ?  ToGs rues efforts dans ce sens ont dt~ jusqu'ici 
infructueux, mais j'esp~re que M. Scnw~z qui a si bien rds01u le probl~me duns 
le cas plus simple, sera plus heureux que moi. 

Je  vous envoie les tirages s par t  de rues t ravaux anciens, et j 'esp~re pou- 
voir vous adresser d'ici pea les autres mdmoires plus r~cents que je vous ai 
annoncds et dont je ne saurais tarder  s recevoir le t irage s part.  

Quant au cours lithographid d e  M. HERMITE il est dditd chez HZR~a~'N, 
Librairie des Lyc6es, rue de la Sorbonne; le prix de l 'abonnement est 12 Francs. 
ge ne crois pas que l 'dditeur envoie de t irage s par t  s ~ .  HERM~VE. 

Veuillez agrder l 'assurance de rues sentiments les plus ddvouds et de mon 
estime sincere, 

XXV. 
Leipzig, den 19. Sept. 82. 

Sophienstr. 10/II. 
Sehr geehrter  Herr!  

Im Begriffe, meinerseits eine l~ingere Arbei t  f iber die neuen Funktionen 
abzusehliel~en, babe ich soeben Ihren Aufsatz in Bd. 19 der Annalen noch einmal 
durchgesehen. Es ist da ein Punkt,  den ich nicht verstehe. Sie sprechen an zwei 

Acta ma~h6mativa. 39. Imprim4 le 20 juin 1928. 17 
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Stellen (pag. 558 Mitre und pag. 560 unten) yon ,fonetions fuchsiennes", die nur 
in einem Raume existiren, der yon unendlich vielen Kreisen begrenzt ist, welche 
auf dem Hauptkreise senkrecht stehen. Hun kenne ich sehr wohl solche ~'unk- 
tionen (wie ich Ihnen schon vor einem Vierteljahr schrieb), die unendlich viele 
Kreise als natiirliche Grenze haben. Abet an der zugehiirigen Gruppe partizi- 
pieren immer solche Substitutionen, welche nur den einzelnen, beliebig heraus- 
gegriffenen Begrenzungskreis invariant lassen. Nun definiren Sie ,fuchsiennes" 
als solche Funktionen, deren Substitutionen sSmmtlich reell sind (pag. 552), and 
diese Definition wird durch die Verallgemeinerung auf pag. 557, wo an Stelle 
der reellen Axe ein beliebiger Kreis tr i t t ,  nicht wesentlich modifiziert. Die yon 
mir gekannten Funktionen fallen also nicht unter  Ihre Definition der ,fuch- 
siennes". Ist  da ein Mil~verst~indnis auf meiner Seite oder eine Ungenauigkeit 
des Ausdruck's auf der Ihrlgen? 1 Was meine Arbeit  angeht, so beschr~inke 
ieh reich darauf, die geometrisehe Auffassung darzulegen, vermSge deren ieh im 
R~EM~S~'schen Sinne die neuen Funktionen definiert denke. Dabei sind, wie es 
in der Natur der Sache liegt, viele Beriihrungspunkte auch mit Ihrer geometri- 
schen Auffassung des Gegenstandes. Die allgemeinste Gruppe, welche ich in 
Betracht ziehe, erzeuge ich aus einer beliebigen Zahl , isolierter" Substitutionen 
und aus einer Anzahl von Gruppen ,mit  Hauptkreis" (der reell oder imagin~ir 
sein kann oder auch in einen Punkt  ausgeartet) dutch ,Ineinanderschiebung". 
Die Theoreme meiner beiden Annalennoten subsumieren sieh dann als spezielle 
F~lle unter einen allgemeinen Satz, der etwa so lautet:  daft z~ ]eder t~iemann- 
schen _Fliiche mit beliebig vorgegebener Verzweigung und Zerschneidung immer eine 
und nut eine ~-_Funktion des betreffenden Typus zugeh6rt. 

Von I~ITTAG-LEFFLER hSrte ieh, dass Sie eben auch mit gr(ifieren Aus- 
arbeitungen 2 beseh~ftigt sind. Ich brauche nieht zu sagen, wie sehr es reich 
interessiren wird, dariiber Genaueres zu erfahren. Wenn Sie in einem l~Ionate 
in Paris sind, werden Sie meinen ~reund S. LrE kennen lernen, der eben e in  

paar Tage bei mir zu Besueh war und der, obwohl selbst bislang nicht Funktionen- 
theoretiker, doch lebhaft sieh flit die Fortschrit te interessiert, die die Funktionen- 
theorie in neuerer Zeit gemacht hat. 

Hochachtungsvoll 

Ihr  

F. KLEn~. 

1 Cf. lJber den Begriff des funktionentheoretischen Fundamentalbereiehs, Math. Annalen, 
t. 40 (1892), p. 130--139 ~ FF.LIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CIV, p. 711--720. 

I1 s'agit ici des cinq m~moires suivants: Th~orie des groupes fuch~iens, Acta math., t. 1 
(1882), p. 1--62. M~moire sur les fonctions fuchsiennes, ib. t. 1 (1882), p. 193--294. M~moire sur les 
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XXVI. 

Nancy, le 22 Septembre 1882. 

Monsieur; 

Voici quelques ddtails sur ces fonctions dont j 'ai parl5 dans ma note des 
Annalen et dont la limite naturelle est fortune d'une infinit~ de cercles. Pour 
plus de simplicit6 duns l'exposition, je prendrai pour exemple un cas tr~s-parti- 
culler. Supposons quatre points a, b, c, d s u r  le cercle fondamental et quatre 
cercles coupant or~hogonalement celui-ci: le 1 e~ en a et en b~ le 2 d en b et en c; 
le 3 e e n c  et en d; le 4 e e n d  et en a. On obtient alnsi un quadrilat~re cur- 
viligne. Consid~rons deux substitutions (hyperboliques ou paraboliques)la 1 ~ro 
changeant le cercle ab duns le cercle ad; la 2 a changeant le cercle cb duns le 
eercle cd. Les ,Wiederholungen" de notre quadrilat~re vont recouvrir la sur- 
face du cercle fondamental, ou une portion seulement de cette surface; mais duns 
tous les cas le groupe sera ~videmment discontinu. On reconnalt ais~ment que 
le cercle fondamental ne sera recouvert tout entier que duns un seul cas; lorsque 
les quatre points abed seront harmoniques et que les deux substitutions (ab, ad) 
et (cb, cd) seront paraboliques. On a affaire alors & la fonction modulaire. Duns 
tousles  autres cas, on trouve que les ,Wiederholungen" en question ne recouvrent 
qu'un domaine limit~ par une infinit~ de cercles. Maintenant le plan tout entier 
peut ~tre ,abgebildet" sur notre quadrilat~re eL de telle faTon que deux points 
correspondants du p~rim~tre correspondent au m~me point du plan. Cette ,Ab- 
bildung" d4fmit une fonction n'existant que duns le domaine reconvert par les 
,Wiederholungen ". Mais iei il faut faire une remarque importante. Le groupe 
ddriv4 des deux substitutions (ab, ad) et (cb, cd) peut ~tre consid~r~ comme 
engendr4 d'une autre manibre. Consid~rons quatre eercles C~, C~, C~, C~ coupant 
tous quatre orthogonalement le cercle fondamental et ne se coupant pas entre 
eux de facon ~ ~tre ext5rieurs les uns aux autres. Soit deux substitutions 
changeant C~ en C~ et C~ en C,; le groupe qui en ddrive est ~videmment dis- 
continu et si les quatre cercles sont convenablement Choisis, il peut ~tre identique 
au groupe dont il a ~t~ question plus haut. La portion du plan ext~rieure aux 
quatre cercles est une sorte de quadrilat~re qui peut ~tre ,abgebfldet" sur une 
surface de Rimlx~N de genre 2 et qui engendre ainsi une fonction existant duns 
tout le plan. Voils donc le m~me groupe dormant naissance s deux fonetions 

essentiellement diffdrentes. On peut se poser h c e  sujet une foule de questions 
d~licates que je ne puis aborder i c i .  

groupes kleindens, ib. t. 3 (1883), p. 49--92. Sur les groupes des dquations lindaires, ib. t. 4 (1884), 
p. 201--311. M~moire sur les fonctions zdtafuchsiennes, ib. t. 5 (1884), p. 209--278 ~ (Euvres de 
H~NRI POINCA~E, Paris 1916, t. 2, p. 108--462. 

17" 
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En r~sum~, vous voyez qu'il s'aglt bien de fonetions n'existant que dans 
un domaine limit6 par une infinit~ de cercles et cependant de ,fonctions fuch- 
siennes" puisque routes les substitutions du groupe conservent le cerele fondu- 
mental. Chaeun des cereles de la fron~i@e est eonserv~ par une des substitutions 
dn groupe, laquelle conserve en meme temps le ccrcle fondamental. Vous savez 
en effet que route substitution hyperbolique conserve tous les cercles qui passent 
par les deux points doubles. 

J 'apprend s avec plaisir que vous prdparez un grand travail sur l'objet qui 
nous int@esse tous deux. Je  le lirai avec  le plus grand plaisir. Comme vous 
l'a dit l~I. I~IVr~G-L~FFL~ je pr@are moi-m6me un travail sur ce sujet; mais vu 

sa longueur, je l'ai partagd en cinq m~moires; 
le 1 ~ qui va paraltre cette annde, sur les groupes s substitutions rdelles, 

(que j'ai appelSs groupes fuchsiens); 
le 2 a sur les fonctions fuchsiennes ; j 'en acheverai prochainement la r~daetion; 
le 3 ~ sur les groupes et fonctions plus g~n~rales que j 'ai appeldes klein~- 

ennes. 
Duns lc 4 ~ j 'aborderai un ordre de questions que j'ai laiss4es de c5t6 dans 

le deuxi~me mdmoire; c'est s dire la d~monstration de l'exlstence de fonctions 
satisfaisant "s certaines conditions,: par exemple la dSmonstration de ce fair qu'~ 
route surface de RIE~iNN correspond une semblable f0netion et la d6termination 

des constantes correspondantes. 
Enfin dans le 5 ~ je parlerai des fonctions z~tafuehsiennes et de l'int~gration 

des 4quations lin4aires. 
Je dois retourner ~ Paris apr~s-demain; je serai done 1~ au moment du 

passage de ~ .  LIE. Je  serais ddsold de perdre l'occasion de voir ce cdl~bre 
g6om~tre. u avez dfi recevoir la premiere partie de mon travail  sur les 
courbes ddfinies par les 6quations diff@entielles. Je  vous en enverrai proehaine- 
ment le seeonde partie; je vous enverrai en m~me temps mon mdmoire sur les 

formes eubiques. 
Veuillez agrder, ~[onsieur, l 'assuranee de ma eonsiddration la plus distingude, 

Pon~ciR~.. 


