SUR UN MODE NOUVEAU
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Le lien qui existe entre la théorie des réseaux parallélogrammatiques
de Bravais et celle des formes quadratiques a ¢té remarqué depuis long-
temps, mais on s’est restreint jusqu’ici aux formes définies; le but prin-
cipal de ce Mémoire est de faire voir que rien n’est plus facile que d’ap-
pliquer la méme représentation géométrique aux formes indéfinies.

T'ai dii d’abord étudier les propriétés de ces réseaux parallélogramma-
tiques et en ébaucher pour ainsi dire 'arithmétique. Je les ai représentés
par trois notations différentes, suivant que I'une ou l'autre me semblait
plus commode.

Ainsi le réseau formé par les points z, ¥, ot

& = am -+ bn,

¥y = cm -+ dn

(e, b, ¢, d sont des constantes, m et n des indéterminées qui peuvent
prendre toutes les valeurs entieres positives ou négatives), peut étre repré-

a b
e dl
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senté :

1° Tantdt par la notation
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9° Tantot par la notation

Am -+ Bn,

ol1 A et B représentent les nombres complexes @ + ¢ \/l_), b+ d\/ﬁ;
3° Tant6t par la congruence

«xr+ fy=o0 (mod.y),

a laquelle satisfont les coordonnées de tous ses points.

Les réseaux jouissent de propriétés qui rappellent quelgqnes-unes des
propri¢tés des nombres; cest ainsi qu’on est amené i considérer des
réseaux entiers, fractionnaires ou incommensurables, des réseauz multiples
ou diviseurs, plus petits communs multiples on plus grands communs divi-
seurs d’autres réseaux, des réseaux premiers entre eux et des réseaux pre-
miers absolus.

Aprés ces considérations préliminaires, je me suis occupé de la repré-
sentation des nombres complexes de la forme

a - b \/l—)-
Quand
D<o,

le nombre est imaginaire, et on le représente ordinairement par le point
dont les coordonnées sont

a, b \/ —D.
Au lieu de cela, je le représente par le point dont les coordonnées sont
a, b,
mode de représentation qui a 'avantage de s’appliquer an cas ol
D>o

et ¢u’on peut considérer comme dérivé du premier mode de représenta-
tion par projection orthogonale, de méme que I'ellipse dérive du cercle.
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En effet, supposons qu’un point m ait dans un plan P pour coor-

données
@, b \/— D.

Supposons gu’un plan Q coupe le plan P suivant 'axe des x et fasse avec
lui un diédre égal a
arccos \/ —D.

Les coordonnées de la projection du point m sur le plan Q (en conser-
vant le méme axe des x dans le plan Q) seront

a, b.

Toutefois, ponr simplifier le langage, nous convenons que, quand nous
parlerons figures égales ou semblables, il s’agira de figures égales ou sem-
blables dans le plan P et non dans le plan Q.

Ainsi, quand nous dirons que les triangles formés par les points repré-

sentatifs des nombres complexes
-+ VD, v -3 /D,
« +g'vD, ¥ -+ D,
N RSN
sont égaux ou semblables, il s’agira, non pas des triangles
() 505 B'5 "5 B") et (v, 859,45 9%, &),
mais des triangles
(4 gY=D; o', g'y—D; &, g"y/—D)
(v 3/ =D; 9, ¥y=D; 9", §'y=D).

Je remarque ensuite que les points représentatifs de tous les nombres

et

complexes existants qui sont multiples d’un nombre complexe donné
existant ou idéal forment un réseau parallélogrammatique que 'on peut
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regarder comme un nouveau mode de représentation de ce nombre
existant ou idéal donné,

Et il est aisé de voir que, si un nombre idéal en divise un autre, le
réseau correspondant au premier divisera le réseau correspondant au
second, de telle sorte que ce mode de représentation fournit un moyen
d’exposer d’une maniére concréte la théorie des nombres idéaux. Il con-
duit de plus & ce théoréme :

On peut représenter, avec une approximation aussi grande g on
woudra, un nombre complexe quelconque

@ -4~ b\/ D,
A} 1y M .
vit a ¢t b peuvent éire incommensurables, par une expression de la_forme

S, (oc + A \/“[5)’",

oit 7, et m sont des nombres entiers, « et B des nombres fractionnaires
donnés {a dénominateurs plus grands que 2).

De T'étude des nombres complexes existants ou idéaux je passe a celle
des formes quadratiques.
Depuis longtemps on a représenté la forme

ax®-+ 2bxy 4~ cy?,

quand elle gst définie, par le réseau

) -l-_b s/;
Ve

yac —

/3

o

Au lieu de cela je considére, comme plus haut, ce réseau comme placé dans
le plan P, et, le projetant sur le plan Q, j'obtiens le nouveau réseau

b \a

€ O

-5l
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sl &* — ac — D¢*; ce nouveau mode de représentation s’applique évidem-
ment au cas ou D > o, c’est-i-dire au cas des formes indéfinies.

Outre ce mode principal de représentation d’une forme par son réseau
typique, il peut ¢tre avantageux de la représenter par des réseaux sem-
biables, mais entiers, par exemple

b a

£ ¢

Cette infinité de réseaux semblables an réseau typique de la forme donnée
s'appelleront les réseaux représentatifs de cette forme.

On sait que le mode ancien de représentation des formes définies a
permis d’établic une théorie géométrique des formes réduites, de faire
voir, par exemple, qu’une forme réduite correspond i un triangle fonda-
mental acutangle, qu’'une forme donnée est toujours equivalente i une
forme réduite et 4 une seule.

De méme, le mode nouvean de représentation permet d'arriver a des
résultats analogues pour les formes indéfinies. Grace a lui, je suis arrivé
tres facilement, dans la Partie de ce travail intitulée : Des triangles ambi-
gus, a trouver a uoi correspondent géométriquement les formes réduites
indéfinies et a donner une démonstration géométrique simple des princi-
paux théorémes qui les concernent.

J’examine de méme différents autres problemes relatifs anx formes qua-
dratiques :

1° Reconnaitre st une forme en unplique une autre.
2° Trouver toutes les transformations d’une forme en elle-méme.

Enfin, dans la derni¢re Partie de ce travail, j'étudie une opération treés
simple a effectuer sur les réseaux et que yappelle multiplication seconde
(pour la distinguer d’un autre mode de multiplication envisagé dans la
premicre Partie).

Cette multiplication seconde correspond :

En ce qui concerne les nombres complexes idéaux, i la multiplication
ordinaire;
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En ce qui concerne les formes quadratiques, 4 la composition des
formes de Gauss.

Cette considération me permet d’établir d’une facon nouvelle les théo-
remes de Gauss relatifs 4 la composition des formes et en particulier les
suivants :

St une forme
Ax®—+ 2Bxy + Cy®

résulte de la composition de

ax® —- 2bxy + ey’
et
ax® -+ abxy 1+ ¢y,

si M, m, m sont les plus grands communs dipiseurs de

A, 2B, G,
a, 26, c,

a, 2b, ¢,
1° \/E”fAE estlep. g.c.d. (') de

m ﬁr;ig et nz\/g":“_—"—_‘g’;f ;
2° M = mm?';
3° Pour que la forme résultante soit dérivée d’une improprement pri-
mitive, il faut et il suffit que Uune des composantes soit dérivée d'une
improprement primitive.

(') Pour abreger, nous écrirons souvent
p-g-codo et p.op.com.

au lieu de plus grand commun diviseur et plus petiv commun multiple.
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PREMIERE PARTIE.

ARITHMETIQUE DES RESEAUX.

Supposons que dans un plan on fasse passer par l'origine deux droites
quelconques, puis qu'on meéne & chacune de ces droites une série indé-
finie de paralléles équidistantes. Ces paralléles diviseront le plan en une
infinité de parallélogrammes égaux; nous appellerons réseau le systeme
de points formé par les sommets de tous ces parall¢logrammes. Les coor-
données de ces points seront données par des équations telles que

x = am -} bn,

(1)

| ¥y =cm -+ dn,

) o . B
ol 7 et n peuvent prendre toutes les valeurs entiéres positives ou néga-
tives.

Le résean sera désigné par la notation

el le déterminant ad - be s’appellera la norme du réseai. Ce ne sera
autre chose que la surface des parallélogrammes égaux qui forment le
réseau.

Commencons par énoncer différents théorémes qui se déduisent immé-
diatement de ceux de Bravais. '

TuronkMe L. — Si des points sont disposés dans le plan de telle sorte
1° que la distance de deux quelcongues d entre cux ne puisse devenir plus
petite qu’une quantité donnée, 2° quee si les points x, v et &', y' font partie
dus systéme de ces points il en soit de méme des points x = a', y =y, le
systeme de ces points est un réseai.

Trrorime II. — La norme d’un réseaw est la limite de la surface d’un
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cercle divisé par le nombre des points du réseaw contenus dans ce cercle,
quand le rayon du cercle augmente indéfiniment (Bravais).

Définition. — Un réseau est entier quand «a, &, ¢, d sont entiers. Un
réseau A est multiple d'un réseau B quand tous les points du réseau A
font partie du réseau B. Deux réseaux sont équivalents quand tous les:
points de l'un font partie de l'autre et réciproquement. Un réseau est

P . , N ¥ (o] I
unitaire sl est équivalent au réseau [ [ 0]—

Tudortyue III. — 87 un réseau A est multiple d'un réseau B : 1° le
nombre des points du réscan B compris dans Uintérieur et sur deuzx cdtés
non opposés d’un des parallélogrammes qui forment le réseau A est le
méme quel que soit ce parallélogramme; 2° il est égal aw quotient de la
norme de A par la norme de B, moins 2.

Corollaire I. — La norme d’un résean est divisible par la norme des
réseaux qui le divisent.
Corollaire Il. — 1.es normes de deux réseaux équivalents sont égales.

Rapport de deux réseaux.

Supposons ¢ue l'on pose

‘ m == au + f,

(2)

il vient dans (1)

} n==qyu- v
— (aac = b'y),u—}— ((lﬁ-{— b8)v,
y={(ca+dy)u—+(cf-+~dd)m.

On a donc déterminé un nouveau réseau

aa+by afB-- b3 N
cat+dy cf+dd]

5 )

On dira que le réseau
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est le rapport de ce nouveau réseau a l'ancien

o]
= A.
¢ d_

Pour trouver le rapport inverse de A & A" il faut résoudre les équa-
tions {2), ce cfui donne

g [
pE= gMe— g R
(& == 28 — fy).
po= — L4 % n
A a"
Le rapport cherché est donc
5
A a
—l a *
T A A

Cette opération peut étre considérée comme une sorte de multiplica-
tion des réseaux, mais elle n'est pas commutative.

Turoreme IV, — 87 un réseau A est multiple d’un réseau B, le rap-
port des réseaux est entier.

En effet, pour que m et n soient entiers toutes les fois que . et v le sont,
il faut et il suffit que «, 3, 7, 3 soient entiers.

TraeEorEME V. — Si deux réseaux sont équivalents, leur rapport est

unitaire.

En effet, il doit étre entier, et, de plus, m et n doivent pouvoir prendre
toutes les valeurs enti¢res quand w et v prennent toutes les valeurs en-
tiéres.

Réduction d’un réseaie & sa plus simple expression.

Parmi tous les réseanx qui sont équivalents a un réseau donné, il en est
une infinité dont 'expression est de la forme

a b
(3) :

C Q
XLFIl® Cabier. 2

-—
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Pour amener i la forme (3) un réseau donné

g .

} ’
c d

on opcrera de la maniére suivante.

Soit D le plus grand commun divisear de ¢ et de 4.
. ¢ d

Soient D=V 5= S.

On pourra toujours résoudre 1'équation

ad - yB=1

par des valeurs entiéres de « et de 3, puisque 7y et  sont premiers entre

eux.
On multipliera alors le réseau (4) par le rapport

g @ .
H
« -7
qui est unitaire, et il viendra

afi—+ bu, at— by
cB+du, ¢d—dy ’

¢s —dy=o.

Le résean (4) est donc réduit a la forme (3). Cette réduction a déja été
indiquée par Eisenstein dans ses Mathematische Abhandlungen.

Conditions d équivalence de deux réseaux.

Pour que deux réseaux

a b a o
R-—= et R'= ,
15 (8] C Q
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solent équivalents, il faut et il suffit que

C-'—'—C', b:b',

a=da (mod.b).
Conditions de divisibilité.

Pour que R’ divise R, il faut et il suffit que

c=o0 (mod. ), b=o (mod.¥),

a= a’g, (mod. ).

Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple.

Le plus petit commun multiple de R et de R’ est le systéme des points
communs & ces deux réseanx.
Leur plus grand commun diviseur est le systéme des points

x==am-- bn -+ a' m' 4 b'r/,
Yy = cm - c’m',

ol m, n, m, n/ prennent toutes les valeurs entiéres positives et négatives.

Dapreés le théoreme I, si les deux réseanx sont entiers, ces deux sys-
témes de points sont des réseaux. Le premier est un commun multiple de R
et R’ et celui dont la norme est la plus petite; le second est un de leurs
communs diviseurs et celui dont Ja norme est Ia plus grande.

ProeLkME. — Sile p. p.c. moetle p. g. c. d. deR et de R’ sont res-

A B A B
R, = , R, == ,
¢ o C o

caleuler A, B, C, A", B, (/.

pcctiuemen.t

Soient
C,lep.g.c.d. decetd,
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B,lep. g. c. d. de
b, ¥ et ay/ —d'y;

Blep.g.c d.de
boet

« et ' deux nombres entiers tels que
&y - o:"y': 1.
Pour que R, divise R et R', il faut et il soffit que
c=cd=0 (mod.C), &=0=o0 (mod.B),
a=A% (mod.B), a'=A% (mod.B).
Or les deux premiéres congruences peuvent se remplacer par

C,=o (mod. C),

les deux dernieres par

ay —ay=o (mod.B), au-dad=A % (mod. B).

Done, pour que R, divise R et R’, il faut et il suffit que
C =0 (mod.C), b=¥V=ay —ay—o (mod.B),

aw — a’a'EA% (mod. B)

on que

C,=o0 (mod. C), B,=o0, ax-- a’a’EA%’ (mod. B),

c'est-i-dire qu'il divisera R et R', pourvu qu'il divise le réseau

ac -+ a'o B,
N o |

Mais la norme de R, doit étre aussi grande que possible; on a donc
B=B, C=C, A=a«-+dd (mod.B).

Cherchons maintenant A’, B/, C..
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Pour que R et R divisent R’1 , il faut et il suffit que

C'==0 (mod.c), C'=o0 (mod.c’), B'=o0 (mod.4), B'=o0 (mod.?},

\;

AN=al (mod. b), A'= a'g (mod. 7)
c ¢

ou bien que
C=o (mod.%c), B'=o0 (mod.%}-)z
N=a$ (mod. &), A'= afg (mod. &').
¢ C

Posons

les deux derni¢res congruences deviendront

(5) A'=ay'a (mod. d), A'=d 'y (nod. V),
d’ou

(ay' — d'y)a=o0 (mod. §),
on

ay —dy, _ B
A= (mod.l_sl )

O11

A= 0 (mod. ]%)

Soit A’ un nombre entier qui satisfasse anx congruences
. L 4

v 7 @ t ’
Al=ay B {mod. &), Aizza')/-ﬁﬁ—i (mod. ).
Les deux congruences (5) pourront se remplacer par les deux con-

gruences

. 5 Y ¥ by
A=0 (I’n()d.l—g—l)a A ‘_—'Ai_t’j—(InOd'_E_).

Done, pour que R, soit multiple de R et de R’, il faut et il suffit que

C'=o (mod. %C—: Eﬁ—.) y B=o (mod. !-}g) » A=A 9;—(;:;’- (mod. %b,) J
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¢est-a-dire qu’il soit multiple du réseau

, /1.4
T
il -
G.B,

Mais la norme de R doit étre aussi petite que possible; on a donc

) 14 cd' B
AI=A B,:-— G"::_-,V.
0 B’ C,B,
Tutorinr VI. — Le produit des normes de deux réscaux est égal au

produit des normes deleur p. g. c. d. et de leur p. p. c. m.

En effet, ona

_ . r_ bV e
B=B, G=C, B=7, e

on a done, en multipliant,

BCB'C' =bcb'c. €. Q. F. D.

Turforitme VII. — Tout diviseur commun < deux réseaux divise leur
plus grand commun diviseur.
Tunéorgme VIII. — Tout multiple commun a dewx réseaux est multiple

de leur p. p.c. m.

1 suffit d’énoncer ces deux résultats pour que I'on saisisse immédiate-
nment leur évidence.

Définitions. — On appelle résean premier un résean dont la norme est
un nombre premier, réseaw second un réseau dont la norme est une puis-

sance d’un nombre premier.

Triorine 1X. — Un réseaun quelconque peut éire considéré comme le

p.p.c.om. d’un certain nombre de réseaitx seconds prcmiers entre eux.

Soit en effet
gt

la norme du résean donné décomposée en facteurs premiers.
Ce réseau aura un diviseur de norme p®,
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Soit en effet

R . A p""_u" qﬂ"'@f rY—T’
[)urqﬁr rTI o
on pourra toujours choisir @ de telle fagon que

ag’r'=A (mod. p* ),

et par conséquent que le réseau

@ r—ee’
P,— r ]
divise R.

Le réseau P, qui divise R a pour norme p*; on trouverail de méme des
réseaux Q,, R divisant R et ayant pour norme ¢* et r7.

Donc R est multiple de
H=p.p.c.m. deP, Qg R..
Mais P,, Q,, IR, étant premiers deux 4 deux, ona
norme H == norme P, < norme Q; < norme R, = p*¢*+¥ = norme R.

Done
R =H. C. Q. F.D.
Notation nouvelle. — Considérons le systeme des points dont les coor-

données sont définies par les équations
o= @ my - e, M, - e, n, 4o, m,,

Y= ﬁl m, +- @2”12 -+ ﬁam'a -+ 184 m,,

o les = et les B sont des quantités données et les m des variables (ui
peuvent prendre tontes les valeurs enti¢res positives ou négatives.

Si les « et les f3 ont une commune mesure, ce systeme de points est un
réseau; nous le représenterons par la notation

o, o, &, &,

ﬁl ﬁ:z ﬁs IGA
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Par exemple, le p. g. c. d. de
[a b] [a’ b'jl
et ,
¢ d ¢ ¢
a O o b
¢ d d d '
Tuéorime X. — La norme de

[a.l %, o:s]
14 /=
B, B 0

estle p. g. c. d. des normes de

o sl )
B B B B B B

En effet, soit ¢ la plus grande commune mesure de

B B B

solent B, ==2,¢, B,=2,8, B,== A,¢.

sera

Soit ¢, la plus grande commune mesure de
G Ay — AN,y XA — oA, X A —— A,

Les nombres 2,, A,, A, seront des entiers premiers entre eux; il exis-

tera done trois nombres x,, u,, u, tels que

MI)\| -+ .Mz‘?‘z -+ M:}'?\;;: I.
Posons maintenant
my=u,M, + o +4-N,a -+-Noa,
(a) my=p,M,--NA,-+ o —N,A, :

m3=M3“11"N1A2“N2A|+ o

i tout systeme de valeurs entieres de M,, N,, N,, N, correspondra un
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systéme de valeurs enti¢res de m,, m,, m,; de méme on pourra choisir
un systeme de valeurs entiéres de M,, N,, N,, N, tel que m,, m,, m,
prennent des valeurs entiéres quelcongues.

Car les déterminants dont le complexe est représenté par

My o Ay Ay
o Ay o —2,
My Ay A o

sont premiers entre eux, puisqu’il est aisé de voir que ceux que l'on
obtient en supprimant la deuxiéme, la troisiéme et la quatriéme colonne
sont égaux respectivement a A,, A,, A,. '

Done le réseau proposé est équivalent a celui qu'on en déduit par la
substitution (z) et qui s’éerit
—al'u'l_l—a2(bc2+aillu3 “l}‘ﬂ_‘“z)‘i aIA:O——a:!Al a27\3_a37\2]
_ﬁif“i_}*ﬁzﬂz_{_ﬁa#’a 1317\2'_@2;\1 ﬁihﬂ_ﬁ:i)\| @27\3_}337\2

ou

0(,,14,—}—-0!2/!42—{—0[3,“3 al?‘a—G‘z?H “17\3 - as'?\l “27\3'—'0‘37‘2
’
8 ) 0 0 o

qui est évidemment équivalent &

[“u’“’i-’" a2M2+a3M3 81]
’
™

0 O

c¢’est-d-dire que la norme du réseau proposé est égale a dd,, c’est-a-dire &
la plus grande commune mesure de

(@, 2y — oy AV,  (a,a,— a,2,)8, {a,A,— o,A,)8
ou de
anﬁz_’“ﬂen ’xzﬁa - “aﬁz’ a|ﬁa'—' “3ﬁr C. Q. F. D.

Remarque 1. — Le méme raisonnement s’applique dans le cas de

quatre variables.
XLPIF Cakier. 25
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[ﬁi Ieﬂ .Ba 164]

est alors la plus grande commune mesure de

La norme du réseaun

aiﬁﬂ""ﬁq“w a;ﬁs"‘"ﬁa“av aiﬁa"—ﬁaan
“253—162“3? a2ﬁ4—_ﬁzau “3}94_53“&'

Remarque 1/. — Cette méthode peut servir a la recherche du p. g. c. d.
de deux réseaux.

Notation nouvelle. — Les points dont les coordonnées sont enticres et

satisfont a la congruence

(15) ax-t-by =o (mod.c),

ou a, b et ¢ sont entiers, forment un réseau.
En effet, on peut supposer @ et b premiers entre eux, car, s'ils ne
Iétaient pas, soit D le p. g. ¢. d. dea, de b et de ¢, soit D' le p. g. c. d.

b . .
de % et > on pourrait remplacer la congruence (15) par celle-ci :

a b . d ¢
mm+m,y=0 mo .E>'

Or, a et b étant premiers entre eux, soit 3 le p. g. ¢. d. de a et de ¢,
on doit avoir
y=o (mod.d),
d’ou
y=24dm.
11 vient alors

a . ¢
5+ bm=o (mod. 3) R

\ . . ' - .
d’ol1, si % est le nombre des nombres premiers avec 5 et plus petits que lui,

T+ l)nz(%y_l = 0 (mod. g) )
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d’our
2= —b{2 Hm ‘n
— 3 + 57

[.es points en (uestion forment donc le réseau

a\*=t ¢
—b (3) 5,
O

™

n

d’ol1 'on conclut aisément que :

Tukorime XI. — La norme du réseau défint par la congruence (15),
olc a et b sont premiers entre euzx, est égale a c.
Tuéortime X1, — Pour qu'un réseau
“« f
v O

puisse étre représenté par une congruence telle que (15), il faut et il suffit
que a, 8, <y solent des nombres entiers premiers entre eux.

En effet, le réseau défini par la congruence (15) s’écrivant

a\*-' ¢
‘—b(§> 7 |,
0.

N

P
je dis d’abord que

(16) 5 5 b(g)"‘i

sont premiers entre eux.
En effet :

o . . « . .
1° 4, 5 et b sont premiers entre eux, car tout nombre qui diviserait §
et b diviserait @ et b, qui sont premiers entre eux.
2° 8, % et £ sont premiers entre eux, parce que = et = sont mi
;5 et s p » P que s et < premiers

entre eux.
Donc les nombres (16) sont premiers entre eux. C. Q. F. D.
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Je dis réciproquement que, si «, § et y sont premiers entre eux, le

-]

peut étre représenté par une congruence telle que (15).

résean

Soit en effet A le p. g. ¢. d. de z et de §; soient £ et » deux nombres

tels que

aé "i_' p” - Ac
Soit

£=f4al

= A,

n="— )\%:
d’ou

a%, + fn, = A.

£ et %étant premiers entre eux, nous choisirons A de telle facon que &,
soit un nombre premier plus grand que A, ce qui est toujours possible,
- .- - .. y r 7 - . - -
ainsi que Lejeune-Dirichlet I'a démontré, puisque £ et 7 sont premiers
entre eux.
Puisque 5 et £, sont premiers avec A, il en sera de méme de ¥%,.

Cela posé, multiplions les deux équations

X =am—+ fn,

_ y=ym
respectivement par
- '}'51 et “‘Ei -+ (3”1 = A

et ajoutons; il viendra
(afl -+ ﬁ”l)y - 721 & == ﬁ'}’(ms‘ - IZ),
d’on
(17) («€i+ @)y — yE,e =0 (mod. fiy).
Done le réscau représenté par la congruence (17) divise le réseau

donné; mais ils ont méme norme [y, puisque af, + fn, et ¥£, sont pre-
miers entre eux. Done ils sont équivalents. €. Q. F. D.
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Corollaire. — Pour qu’un réseaun

5 ]

puisse étre représenté par une congruence telle que (15), il faut et il suffit
que «, 8, v, ¢ soient des nombres entiers premiers entre eux.

Tutorkme XII. — Pour qu'un résear
ax + by=o0 (mod. ¢)
soit divistble par le réseau

ax-+by=o (mod.c),
il faut et il suffit que
ab' — ba'=c=o0 (mod. ).

En effet :

1° Je dis que ces conditions sont suffisantes,

En effet, supposons qu’elles soient remplies; je vais faire voir que deux
nombres & et ¥ qui satisfont a la premiére congruence satisfont également
a la seconde.

On a, en effet,

d(ax -+ by) —a(dx 1-by)=y(a'b—Va),

8
9 Vlax + by) —bldx + by)=a(ba—ab).

Or, par hypothese,

ax-+by=dab-ba=o (mod.c).

Donc ¢ divise
aldx - Vy) et b(dx+ Dy).

Done, puisque @ et b sont premiers entre eux, il divise a' ¢+ by.

C. Q. F. D.
2° Je dis que ces conditions sont nécessaires.

En effet, si le second résean divise le premier, la norme du second
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réseau doit diviser celle du premier, c’est-i-dire que
c=o0 (mod.c').

De plus, soient z ety les coordonnées d'un point du premier réseau

qui appartient, par hypothése, également au second; on aura

ax + by=dx+by=o (mod.c).

Or, on aura pu choisir « et y de telle facon que ces deux nombres soient
premiers entre eux (»oir la démonstration du théoréme XII).
Et d’apres les équations (18), on aura ‘

y(@b—ba)=x(db—¥ba)=0 (mod.¢)
ou, puisque & et ) sont premiers entre eux,
a'b—ba=o (mod.c). C. Q. F. D.
Corollaire 1. — Pour que deux réseaux
ar—+ by =—o (mod.c),
dx 4+ by =o (mod.c)
soient équivalents, il fant et il suffit que
c=¢, abl— bad'==0 (mod. ¢).
Corollaire I1. -~ Un résean
ax + by=o (mod.c)

n’a jamais qu'un diviseur ayant pour norme un diviseur donné de ¢,

v par exemple.
En effet, soit

ax -+ By=o0 (mod.7y)
un diviseur de ¢ ayant pour norme y; on devra avoir, comme condition
de divisibilité,

af—ab=o0 (mod.y),
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¢'est-a-dire que le réseau diviseur serait équivalent &
ax + by=o {mod. 7). C. Q. F. D.

Remarque. — Ce corollaire ne serait plus vrai dans le cas ou1 le réseaun
donné ne pourrait étre représenté par une congruence telle que (15).

TuéorkmMe X1V. — Les deux réseaux
ax -+ by =o (mod.c).
a'z+ by=o0 (mod.c)

ont pour p. g. c. d.
axr + by =o (mod.7y),

onyestlep. g.c.d. de
e, ¢ et all— bd.
En effet, le p. g. ¢. d. cherché divisant
ax - by=o0 (mod.c)

peut se mettre sous la forme

ax + by=o0 (mod.?y),
ou vy divise c.
Et pour qu’un pareil réseau divise
dx-+by=o0 (mod.c)

et
ax + by =o (mod. ¢},

il faut et il suoffit que
c=c=ab— ba'=0 (mad. ),

c’est-a-dire que la plus grande valeur que 'on puisse donner & y est le

p-g- c. d.de
¢, ¢ et ab'— bd. C. Q. F, D.
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DEUXIEME PARTIE.

REPRESENTATION DES NOMBRES COMPLEXES PAR DES POINTS.

On peut supposer que le point dont les coordonnées sont x et y
représente le nombre complexe

x+xy/D;
cette représentation est analogue 4 celle du nombre imaginaire -1-yy/—1.

On sait que, dans ce cas, on nomme module et argument de x + y \/—
les quantités

\/ x* ~+ y*, arctang % .

Par analogie, nous nommerons module et argument de x +y /D les
quantités

Vi — D et \/_L__[.) arctangZ \/—D.

Si D est négatif, ces quantités sont toujours réelles et leur signification
géométrique est facile & trouver.

Le module est (si £ et # sont les coordonnées courantes) le rapport du
rayon vecteur qui va de Vorigine au point (i, y) au segment déterminé
sur ce rayon par Iellipse

g —n'D=1.

L’argument est le double de l'aire comprise entre ce rayon vecteur, cette
ellipse et 'axe des x.
51 O (fig. 1) est I'origine, OA et OB les axes, G le point (x, ), ABD
I'ellipse
g —wD =1,

ona

0C
mOdC —_ Uﬁ’

argC = 2 >< aireODA.
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Supposons maintenant que D soit positif; le module ne sera réel que si
2 —7D > o.

Il sera alors égal au rapport du vecteur OC au segment déterminé sur ce

vecteur par I’hyperbole
22— *D=1.

Si 2* — y*D <C 0, le module sera imaginaire et égal a y/— 1 multiplié par
le rapport du vectear OC au segment déterminé sur ce vecteur par
I'hyperbole

£ D— —1.

Fig. 1.

i Ea
"

Soit A 'argument; on aura

eV __ g~

Y D= "
x D= VT &V 4 B

y ——
ou, posant :- V+D=m,

(3“\/1—) - —————l +m

1-—1In

b

on

e

2:/5[[4(1 -+ m) — L1 -— m}].

Si m est compris entre — 1 et + 1, A a une valeur réelle A et une

infinité de valeurs imaginaires
A+ E \/: 1 (k entier positif ou négatif);

on conviendra de donner i A la valeur réelle quand x sera positif et la
XLFIF Cahier. 26
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valeur

quand x sera négatif.

La valeur de A est positive ou négative selon que m ou g est positif ou
négatif. Elle est encore égale au double de I'aire comprise entre 'axe des «,
le rayon vecteur OC et I'hyperbole £* — w*D =1.

Si m n’est pas compris entre — 1 et -1, ¢est-i-dire si

' — D <o,
A est égal 4
A E'kmf_—[ 7:\/;9
2 vD

ol A est réel, # entier, positif ou négatif.
On conviendra de choisir la valeur

quand y sera positif et la valeur

T™
A_g\/:[‘)

quand y sera négatif.
Le module d’un produit est le produit des modules des facteurs.
L’argument d’un produit est la somme des arguments des facteurs.
En effet, soit

('r ¥ \/B) ("Et =+ Yy \/—D) == [‘T’wi “i“j}’_}'. D - \/5<‘rf1 —=xyx, )]’

on a
B e

[“'x{ 5y, D~ \/D (&y, + 2, )] - \/l]—lj are tangﬁljﬁfb = \/—1-_1) \

d’ou

(xys+yax)y—D

tang ¢ = xxy -+ ¥, D

Soit de méme

arg(.:c —+—y\/ﬁ) o \[_‘—:—ﬁ , arg(.r, ~+ ¥, \/ﬁ) = 7_—'-{-)\[,”
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d’olt
tang N = 7‘/ b, tang |, =7 y:y—D
i
d’on1
y¥=D ¥ 5
P + v—" tang + tang,
tang@: — —--- = - b]
V=D yV—D 1 — tangd tangdy,
T sz
d’ou
=~ -, - mam. €. Q. F. D.

Cette démonstration, ou m est entier, positif ou négatif, s’étend au cas
ou D est positif, et il est facile de voir que, si 'on s’en tient aux conven-
tions faites précédemment, m est toujours égal 4 0, & 2 ou & — 2.

Tukorime XV. — Tous les nombres entiers complexes dont le module
est égal a 1 sont les puissances positives et négatives d'un méme nombre
entier complexe,

En effet, soient A et B deux nombres entiers complexes de module 1;

le nombre complexe
[/\'?n Bh”

ou /n et n sont des entiers positifs et négatifs, est entier et de module 1.
[’argument de A™DB” est égal a

margA + nargB.

Si les arguments de A et de B n’avaient pas de commune mesure, cette
expression pourrait prendre toutes les valeurs possibles, ¢’est-a-dire que
tous les points de I'hyperbole

' — Dy* =1

représenteraient des nombres complexes entiers, ce qui est absurde. Donc
ces deux arguments ont une commune mesure, et I'expression

marg A +- n argb
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peut étre égalée a tous les multiples positifs et négatifs de cette commune
mesure.

Si A est celui des nombres entiers complexes de module 1 dont I'argu-
ment est positif et le plus petit possible, son argument sera cette commune
mesure, de sorte que 'argument de B sera un multiple de celui de A ; de
sorte que B, qui est un nombre entier complexe quelconque de module 1,
sera une puissance positive ou négative de A. C. Q. F. D,

Notation nouvelle. — Solent
A1 =a,+ b, \/_D_,
A, =a,+ b,\/D,
A3 =a, + ba \/B,
Al. =a,+ ba \/ﬁ

une série de nombres complexes ; nous représenterons le réseau

par la notation
Am, +Am,~+- A m,+ A,m,.

Si l'on a alors (par exemple)

C= c—l—d\/ﬁ,
le réseau
(¢ 4-dy\/D)(A,m, 4+ Aym, -+ Aym, - A, m,)

ne sera autre que le réseau qui avec les anciennes notations s écrirait

ac+Dbd a,c+Dbd ac-+-NDbd a,c-+Dbd
a,d—+ b,c a,d+b,c  a,d-+ byc a,d—+b,c

ProeriMe I. — Quelle est la norme du réseau

Am,+A,m,
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ot A, et A, sont denx nombres complexes dont les modules et les argu-
ments sont respectivement p, et p,, @, ¢t @,

Cette norme est évidemment égale a

VZI—TIjPi P2 sin[\/—— D (e, — @2)]'

Prosrive II. — Trouver les trois cocfficients de la forme quadratique

norme (A, m, + A,m,).
Soit

norme (A, m, + A,m,) = am’ + 2bm m, - cm},;

, .
on aura évidemment
a2
a4 == pi,
2
[ — P2,

b=rp,p, COS[\/— D{e¢, — <P2)]-

REPRESENTATION DES NOMBRES COMPLEXES PAR DES SERIES.,

Soit « un nombre complexe fractionnaire dont le dénominateur est plus
grand que 2 et qui ne peut, par conséquent, satisfaire & une équation de la
forme '

() @t ALl A, et - A e A =0,

ou les A sont entiers.
Soit R, le réseau

2 —I1
ny+an, +a'n,—+...+a" 'n, +a'n,

ou n,, n,, N, ..., 1, sont les indéterminées, et qui ne peut étre équivalent
au réseau R, ,, sans quoi une équation de la forme () se trouverait
satisfaite.

Soit

alﬂ blﬂ )
R, = .
¢ 0

n
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1> On peut prendre m assez grand pour que ,,c,, soit aussi petit (ue
'on veut.

En effet, R, divisant R,__,, on a

H—

by Cpy =0 {(mod. b,c,).
Comme d'ailleurs R, et R,_, ne sont pas équivalents, on a

<1
b Cn b, c.., on b ZLb

mn mm = 2 “m—I

&

m—1)

ou enfin

< 1
b.c,=——b,c,,

m=m == 9‘m—l

inégalité dont le second membre peut évidemment devenir plus petit que
toute quantité donnée.

2° On peut prendre m assez grand pour que ¢,, soit aussi petit que I’on
veut.

En effet, on a évidemment

¢,=0 (mod.c,,,).

Donc, si ¢,, ne pouvait pas devenir plus petit que toute quantité donnée,
on aurait, a partir d’une certaine valeur de m,

7:__01')1:6}"-!-1:0!"-!-22' et

Or, le résean R, , peut s'écrire

[am b, a,A4-c,uD b 2

Chr 0 @y 2 -~ Cr A bm £

sl
=N+ pu \/D.
Done on a
b,e=o0 (mod.c,,,).
Dong, sil’on suppose qne ¢,, ne peut pas devenir plus petit que y, on aura
¢,=0 (mod.y), b,x=0 (mod.y),
d’ou

m==

2 )
b.c, =0 (mod.’;) ou b,ec >ﬁ’
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ce qui est impossible, puisque &,c¢, peut devenir plus petit que toute
quantité donnée.

3° On peut toujours prendre m assez grand pour que I'équidistance
des paralleles menées par chacun des points du réseau R, a4 la droite

. . . , “ .o .
ax +- fy = 0 sOlt auss1 petite que I'on veut. En effet, st 5 est incomnen-

surable, cette équidistance est nulle; il soffit done d’envisager le cas ou «

et § sont commensurables. Soit — Z & I'équidistance cherchée pour le
e —+ {2
réseau
R [L)'Il {)I!Z a”l?\ + cfn“D bﬂ?A
mal T }
L o A, 1L -+ cm?\ bm e

¥ sera la plus grande commune mesure des quatre quantités

ad, B, ab,, (an—+fu)b,
et

(zr -+ Bu) @, + (2D + fA) ¢,
de sorte gu’on aura
aa,, + fec,=o0 (mod.y),
«b,,—o (mod.y),

(an -+ fu) b, =0 {mod.y),
(ar—+ Pu) a,, + (auD + Ba)e, = (mod.y).
Multipliant la premiére congruence par la deunxieme, la troisiéme par la
quatrieme, il vient
«*a,b, + afb,c,=o0 (mod.y*),
(ar + fu)* b, - (ar + Bu) (auD + B2) b,0,=0 (mod.y?),

ou, si A et B sont les quotients de «* et (zA + Su)* par leur plus grande
commune mesure,

[#5B — (@r 4 fu) (euD + B2)A b, =0 (mod.?).

Done, puisque b,,¢,, tend vers zéro quand m tend vers infini, le premier
membre de cette congruence, et par conséquent le module 5%, tendra
¢galement vers zéro. C. Q. F. D,
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4" Soit 7, I'¢équidistance des paralléles menées par chacun des points dn
réseau R, a la droite ax - By == o.

On a
s (3)

o (%) représentant une fonction discontinue et toujours finie de g - Soit

I, la plus grande valeur de f,,(g) Je dis qu'on peut prendre m assez

grand pour que T,, soit aussi petit qu'on voudra, plus petit que ¢, par
exemple.

En effet, soit d’abord m = 1; f,(g) ne pourra prendre une valeur

TR . . 24 A . oy

supérieure & ¢ que pour un nombre fini de valeurs de g & savoir o=
1

= 2" par exemple

T ey o )

Fj! pn p

On peut toujours, d’aprés ce qu’on vient de voir, prendre m assez grand

pour que ‘
s(3)<e A(Z) <o o A(E) <

o,

. . o ¥ ’ [ 4 - O - '
D’ailleurs, si 5 nest egalni & -, ni & B—*a «+eyNLA 7y Onaura
2

Bt fa
£5) <4(3) <
Done
F, <e. C. Q. B. D.

5° On peut toujours choisir 7z assez grand pour qu’un point quelconque
du plan soit aussi voisin que I'on voudra d’un point du réseau R, car la

distance d’'un point quelconque du plan au point le plus rapproché du
résean R, estau plus égaled 2T,

Donc un nombre complexe quelconque existant {entier, fractionnaire
ou incommensurable) peut étre représenté, avec une approximation aussi

grande qu’on voudra, par 'expression
n,+na+na’ 4. .. --n,o",

ou les n sont des nombres entiers simples.
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TueorkME XVI. — 8i une infinité de nombres complexes appartenant
& un réseais entier sont en progression géométrique et ont méme module,
le rapport x de dewx quelconques d entre enx (et en particulier la raison

de la progression géométrique) satisfait a une équation de la_forme

x4 pr+1==o0,
olt p est entier.

En effet, si A est un des nombres complexes en question, le réseau
donné est un diviseur du résean

R,=A(r,+n,2+ n,2*+ ...+ n,a™),
quelque grand que soit 2. Or, si 2 ne satisfaisait pas & une équation
a4 pr—+g=o

A - s . . .
(ou p et ¢ sont entiers), le réseau RR,, aurait une norme aussi petite que
I'on veut, ce qui est absurde; de plus,

modAx = modA,
modx =1,

q§=1. C. Q. F. D.

TROISIEME PARTIE.

REP_RI*fSENTATION DES FORMES PAR DES RESEAUX.

Définition. — Nous dirons que le réseau

(x =am—+ bn, y = cm + dn)
représente la forme

(am - bn)* — D(em + dn)®.

XLVIL Calier, 27
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Il est évident qu’une forme queleonque
am® - 2bmn + cn®

est représentée par le réseau

b -
- .
\/(l va
b*—ac
Da -
Tutorive XVII. — Le déterminant de la forme représentée par un

réseau est égal a D multiplié par le carré de la norme de ce réscau.
En effet, si 'on a

(am —+ bn)* -— D(em + dn)* == Am* - aBmn -+ Gn*,

on aura
A - a,2 o DCE,
B=ab— Ded,
C=17» —Dd?,
d’olt
B*— AC = D{(ad — bc)*. C. Q. F.D.
Définitions. — 1° On dira que le réseau
Am + Bnr

est directement semblable au résean
(Am—4-Bn)C,

C étant un nombre complexe quelconque.

2° On dira que le résean
Am-+ Bn

est égal an résean
(Am + Br)C

s la norme de C est égale a 1.
3° On dira que le réseau A est directement similaire au réseau B s'il
est semblable directement a un réseau C équivalent a B.
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4> On dira que le réseau A est symétrique du réseau

a b

c d

a b
—c¢ —d

s'il est égal au réseau

5° On dira que le réseau A est inversement semblable au réseau

a b
¢ d

s'1l est directement semblable au résean

a b
—c¢ —d

6° On dira que deux formes sont semblables si elles sont dérivées d’une
méme primitive.

Remarque. — Ces expressions de similitude et d’égalité, empruntées
a la Géométrie, pourront étonner au premier abord; elles se justifieront
toutefois si I'on remarque que, si 'on fait la transformation homogra-
phique
x=x, :3/"\/:-—15,

les transformés de deux réseaux semblables ou égaux (selon les défini-
tions qui préeédent) seront des réseaux parallélogrammatiques, géomé-
triquement semblables ou égaux.

De méme nous dirons que des triangles {fondamentaux de deux réseaux
semblables ou égaux sont semblables ou égaux, et cette dénomination
n'engendrera pas de confusion, parce qu’il ne sera jamais question entre
ces figures d'égalité ou de similitude géométrique.

Résultats divers. — Les définitions qui préceédent permettent d’énoncer
immédiatement les résultats suivants :
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1° Deux réseaux égaux ou symétriques représentent la méme forme
ou des formes opposées.

2® Deux réseaux équivalents représentent des formes équivalentes.

3° Deux rcseaux semblables représentent des formes semblables.

Trtoreme XVII. — Une méme forme ne peut étre représentée que

par des réseaux égawx ou symétriques.

En effet, pour que les réseaux

BN
oy 4 v O

soient ¢ganx ou symétriques, il faut et il suffit que

« £ A == Dy a, B,
[7 3]—[v ‘—th][% 5‘.]’

A= DP=1,

A}
ou

amst qu'il est aisé de s’en assurer en se reportant a la définition de I'éga-
lité et de la symétrie des réseaux.

On doit avoir, quels que soient m et r,
(am +gn)*— D(ym + dn)* = («,m + g, n)* — D(y,m + d,n)*

ou, posant «,m + ff,n=2x, y,m—+ S n=y,

5=l
y & vopdly 4

aM A= BR=AF + ny, ym-In=yvx -+ py;

d'ou

on aura identiquement
@' —Dy* = (Ar + wy)’—D(ve+py)",
d'ou
A — Dy — I,
(19 Au— Dyp=o,
.uz —_ DP2 st D.
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Il faut faire voir que
pw===Dy, p=tAx.

En effet, des équations (19) on tire

(20) Au = Dup,
(21) A2M==D2V2P2’
Dyt — DavzpzzDave_

—
b
L\: .
—

De (21) et de (22) nous tirerons
(23) (P\Q—sz)p&ﬂ:l)ﬂve,

ou, puisque A*-— Dy =1, 2" =1%",

(24) u === Dy.
Remplagant x par sa valeur (24) dans I'équation (20), il vient, en divisant
par Dy,
A==p. C. Q. F.D.
Corollaire. — La forme principale
m*— Dn?

ne pent étre représentée que par I'un des réseaux

A =Dy
A il ’

ou
A —Dyr=1.
Définitions. — Pour abréger le langage dans ce qui va suivre, nous
N . ’ ’ . o s
appellerons /e p d’wune forme la racine carrée de son déterminant divisé
par D.
Le m et le ¢ de la forme .

ax®+ 20xy + cy®
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seront respectivement les p. g. c. d. de

a, 20, ¢
et de

a, b, c.

Son e et son ¢ seront définis par les équations

Le p,le m, le u, le e et le ¢ d'un réseau seront le p, le m, le u,le e et
Ie ¢ de la forme quil représente.

II est évident que le p d’un réseau n’est autre chose que sa norme.

Le réseau sera dit propre ou impropre selon qu'il représentera une
forme dérivée d’une forme proprement ou improprement primitive, ¢'est-
a-dire selon gue son m sera ou non égal & son w, ou son e i son .

Triorkme XIX. — Pour qu’un réscaw donné

Am -+ Bnrn

divise le réseau

I \/ﬁ(Am -1- Bn),
il faut et il suffit que h soit divisible par '¢ du résean donné.

En effet, supposons que le réseau Am — Bz réduit a sa plus simple

«
Y O_

hA/D(Am -+ Bn)

expression s’écrive

Le résean

s'écrira alors

h\/ﬁ[(a —+ y\/ﬁ)m ~+ [Bn]

(/L'yD e ha\/ﬁ)m -4~ hﬁ\/Dn.

ou .
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Pour qu'i] soit multiple de Am -+ Bn, il faut et il suffit que les équations
hyD = amn + Bn,
ho —=ym,
0=am, -+ fin,,
hﬁ = ym,

donnent pour m, n, m,, n, des valeurs entiéres, ce qui exige que

ha==hf=o0 (mod.y),

pE= D

. =0 (mod. )

ou
haf=hE’=h(«*— Dy*) =0 (mod.pBy),

ou, puisque p == By et que m est le p. g. c. d. de «3, 8% et a* — D92,

hu=o0 (mod.p),

ou
h=o0 (mod. E>,
y.
ou
h=o0 (mod. ). C. Q. F. D.
Corollaire. — Pour qu’un réseau donné
Am -+ Bn

divise le réseau

(t -t u,\/ﬁ) (Am —+ Bn),
ou t et & sont entiers, il faut et il suffit que
n==0 (mod. ).
Tutorime XX. — Pour qu’un réscau donné
i Am -+ Br

divise (pour une valeur convenablement choiste de t) le réseau

(g -+ u\/ﬁ)(Am ~+ Ba),
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ol £ et w sont entiers, il faut et il suffit que
w=o (mod.e).

De plus, powr uw= e, on devra donner a t une valeur paire ou impaire

selon que le réseaw donné est propre ow unpropre.

En effet, soient encore
A=u —+- ‘y\m,
B == ‘9,
d’ou

: _
(;_+ u\/D) (Am + Bn)
— m[(u’yD —}—%r) -+ \/ﬁ (ua. -+ %")] ~+ nf (Tr’ + u\/ﬁ>-
Les conditions de divisibilité seront alors que les équations
1E7D+ 2t —am ~+ fn
2 ?
ty
we—+—+ =ym,
%)
'—2— =am, -+ ﬁn‘ N
uf = ym,
donnent pour m, n, m,, n, des valeurs entiéres, c’est-a-dire que I'onait

uff=o (mod.By),
auaf=tfy (mod.28y),
(e —Dy*Y=o0 {mod. fiy).

Il est clair ¢ue ces conditions seront remplies, soit pour toutes les
valeurs paires, soit pour toutes les valeurs impaires de ¢, toutes les fois

que I'on aura
ul=anaf=u(a’*—Dy*)=o0 (mod.fy)

By
=

ou, puisque mestle p. g, ¢. d. de §°, 2af et & — Dy", et que e ="
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toutes les fois que

u=o (mod. ¢).

Supposons que I'on fasse
it =2¢.

Si le réseau est propre, ¢ = ¢ ct

eaf=o0 (mod. fy),
d’otr
tBy =o0 (mod. 28y),
=0 (mod. 2).
. - r - £
Si au contraire le réseau est impropre, on a ¢ = >3 donec u n'est pas

divisible par ¢; done on n’a pas
exf=o0 (mod.gy),
et I'on n’a pas non plus, par conséquent,
t=o0 (mod. 2).
Le théoréme énoncé est donc démontré.
Corollaire. — Pour qu’un réseau
Am + Bn

soit impropre, il faut et il suffit qu’il existe un réseau

(é 4 u@) (Am -+ Bn)

qui soit un de ses multiples et oli # est un nombre entier, pendant que ¢
est un nombre entier impair.

Tugorkme XXI. — Pour qu’un résean entier (a - C\/D)m -+ bn ait
son e égal a 1, il faut et il suffit que

pz==h==0 (mod.c), =D (mod.%)-

C

XLFI1IE Culiier. 28
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Soit
(a+ C\/D)m ~+ bn
le réseau donné réduit a sa plus simple expression; pour que son e soit
égal a 1, il faut et il suffit que

a*— Dc’=ab=06=o0 (mod. bc).

Premier cas. — a, b et ¢ sont premiers entre eux.

Comme on a
a=b=o0 (mod.c),

¢ doit étre égal i 1, sans quoi, comme il divise a, b et ¢, ces trois nombres
ne seraient pas premiers entre eux.
Puisque Pon a ¢ =1, les conditions se réduisent a

a’*— D=0 (mod. d).

Sceond cas. — a, b et ¢ ne sont pas premiers entre eux.
Ce cas se ramene facilement an précédent. En effet, soitdlep. g. c. d.
de a, b et ¢. Soient
a=ad, b=>bd, c=cd.

a,, b,, ¢, seront premiers entre eux, et, pour que le résean
(a ~+ C\/D)I?l —+ bn

ait un ¢ égal a 1, 1l faut et il suffit qu’il en soit de méme de

(ai —+ ¢, \/_D_) m-4b,n,
¢’est-i-dire que

¢, =1,

al— D=o (mod.b)).

ProsLEME. — Rechercher quelles sont les transformations qui ramenent
une forme o elle-méme.
Autrement dit, rechercher st un réseau est similaire & lui-méme.

Cherchons d’abord s'1] est directement simnilaive i lui-méme.
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Soit Am +- Bn le réseau donné, ou A et B sont des nombres complexes,
m el n les indéterminées ; rechercher si ce résean est équivalent a

CAm + CBn,

ou C représente un nombre complexe indépendant de m et de n.

Je dis que modC =1.

En effet, s'il n’en était ainsi, le plus petit module de tous les nombres
complexes CAm —+ CBnr serait ou plus grand ou plus petit que le plus petit
module de tous les nombres complexes Am + Br, et, par conséquent, les
deux réseaux ne sauraient étre équivalents. De plus, G*Am —+ C*Bn et en
général CPAm + GPBr seront équivalents & Am + Br, c'est-a-dire que
les nombres A, AC*, AC*, ..., AC?, qui sont en progression géométriqﬁe,
appartiennent au réseau Am -+ Bn, Done G satisfait & une équation de la
forme

C+pC+1=o0,
ou p est entier.

Premier cas. — p est pair. Soit

C—=1t- u\/l_);
on devra avoir
. t*— u*D=—1.

Soit ¢, -1- #,1/D la racine entiére de I'équation
modC —=1
dont I'argument est le plus petit; on a
C= (ti -f- 1, \/_Ij)m

(ol m est entier, positif ou négatif).
Soit D¢* le déterminant de la forme donnée, que nous supposerons
toujours primitive.

Le réseau donné est un diviseur de

E\/[_)(Am -+ Bn)
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et ne divise aucun des réseaux tels que

h/D(Am - Ba),
a moins que
h=o0 (mod.¢).
Pour que C(Am + Bnr) soit équivalent & Am -+ Bn, il faut donc et il

suffit que
w=o0 (mod.z¢).

Deuxieme cas. — p est impair. Soit
- t+uD
b=y

on devra avoir
2 — ' = 4.

Dans ce cas, ¢, # et D sont impairs.
En effet, on ne peut avoir ¢ pair, car { = p.
Donc ¢*D est impair; donc z et D sont impairs.

De plus,
=0 (mod. E),

—+ u \/-D

. Id t I . h)
car, puisque le réseau ——¥—(Am —+ Bn) est équivalent & Am + Bx,

(t -+ u \/B) (Am + Bn) est multiple de Am ~+- Br.
De plus, il faut, d’apreés ce qu'on a vu plus baut, gue le réseau donné
représente ane forme improprement primitive.

Troisieme cas. — Rechercher si le réseau est inversement semblable i
lui-méme. '
Soit Am -+ Bn le réseau donné; soit A, m -+ B, n le réseau que 'on

obtient en changeant, dans Am - Bn, \/l—) en — \/l_) Soit
G(A,m+ B,n)

un réseau semblable a A,m —+ B, n et équivalent & Am - Bn.
Soient p et ¢ le module et 'argument d’un point quelconque du réseau
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Am + Bn, p et — ¢ ceux du point correspondant de A, m + B 2z, Ret
ceux de G (R =1). Le réseau

C(A.,m —+ B,n)
comprendra le point qui a pour module et pour argument
p et w— 9.

Ce point doit faire partie du réseau Am —+ Br. Il faut done et il suffit
que ce réseau se reproduise quand on change le module et Pargument p
et ¢ de tous ses points en p et w — .

Le résean est alors semblable & un réseau

am -+ bn,

qui ne change pas quand on change /D en — /D, car le résean

(Am + Bnr)C,

hS

- w . \ . .
on (i a pour module 1 et pour argument — —, contient a la fois les points

c’est-a-dire qu’il ne change pas quand on y change tous les arguments de
signe.

DES TRIANGLES AMBIGUS.

On sait que, pour reconnaitre I'équivalence de deux formes, on ramene
ces deux formes & des formes équivalentes plus simples appelées formes
réduites, et I'on examine si les formes réduites obtenues sont identiques
(si D << 0) ou appartiennent & une méme période (si D > o).

Dans le cas o D << 0, on se sert depuis longtemps d’une représenta-
tion géométrique des formes qui ne différe de celle que je propose dans
ce travail que parce que les ordonndes et les abscisses des différents
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points des réseaux sont multiplices par certains rapports donnés. Dans
ce cas, on sait parfaitement & quoi correspondent géométriquement les
formes dites réduites et les formes contignés; une pareille recherche ne
nous conduirait & rien de nouveau; nous nous restreindrons done au cas

onD < o.

Définitions. — Nous appellerons premiére asymptotela droite \/Dx =1,
seconde asymptote la droite\/Dx— — y, triangle fondamental un triangle
formé par T'origine et deux points du réseau dounné, et ne contenant i
son intérieur aucun aufre point du réseau ('aire de ce triangle est égale a
la demi-norme), triangle ambigu un triangle fondamental tel que la pre-
miere asymptote soit intérieure a I'angle du triangle qui a son sommet &
I'origine et la seconde asymptote extérieure i cet angle.

Par exemple, dans la fig. 2, ou OX et OY sont les asymptotes, OAB est
un triangle ambigu. ‘

Fig. 2. Fig. 3.

3

Si I'on complete le parallélogramme OABGC (fig. 3), dont une moitié
est un triangle fondamental OAB, les triangles OAC et OBC sont aussi
fondamentaux ; on les appellera ¢triangles dérivés de OAB. De méme, OAB
sera le primitif de OAC.

Tont triangle OAB a deux primitifs OAD et OBE.

Fig. 4.

‘Tueorime XXII. — Parmi les triangles fondamentaux d'un réseau,
ily en a toujours qui sont ambigus.
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En effet, solent X,0X, Y,0Y les deux asymptotes; soient A ¢t B deux

points du réseau, situés, le premier dans 'angle XOY, le second dans
I'angle XOY,.

llig. 3.

Supposons que le triangle OAB contienue un certain nombre de
points du réseau C,, C,, ..., G,; supposons que, cn faisant tonrner une
droite OX autour de O depuis OA jusqu’a OB, cette droite rencontre suc-
cessivement les points G,, G,, . . .,C,; les triangles

0AG,, 0G,C,, 0C,G,, ..., 0C,_,C,, OC,B

—

sont fondamentaux, et I'un au moins d’entre enx contient a l'intérieur de
son angle

C,0C

f,u k|
la premiére asymptote et est par conséquent ambigu.

Tarorime XXII. — 8¢ un triangle est ambigu, un de ses deiix

dérivés, et un seul, est ambigu.

Car la premiere asymptote (OX, fig. 2) est comprise soit dans 'angle
AOC, soit dans I'angle COB, puisqu’elle I'est dans I'angle AOB.

Tuéorkwe XXIV. — Si un triangle est ambigu, un de ses deux pri-
mitifs, et un senl, est ambigu.

Car la seconde asymptote (OY, fig. 3), n’étant pas comprise dans
'angle AOB, est soit dans I'angle BOD, soit dans 'angle AOK, et par con-
séquent soit dans 'angle AOD, soit dans I'angle BOE; quant a la pre-
micre asymptote, qui est dans 'angle AOD, elle est a la fois dans les angles

AOD et BOE.
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Conséquence. — Il existe une infinité de triangles ambigus disposés en
une série continue {période) de telle maniére que chacun d’eux soit le
dérivé du précédent et le primitif du snivant.

Chaque triangle de la période a un ¢dté commun avec le triangle sui-
vant. 1l se trouve ainsi qu’en général plusiears triangles conséeutifs de la
periode ont un cbté commun; nous dirons que ces triangles appartiennent
a une série, et la période se trouvera ainsi divisée en séries.

Le dernier triangle d’une série est le premier de la série suivante; un
pareil triangle appartenant & deux séries s’appelle triangle limitroplhe; les
triangles limitrophes correspondent aux formes réduites.

‘Tneorkme XXV. — S0 un résean admet deux triangles ambigus, ces
triangles appartienncnt a wune méme période.

Fig. 6.

En effet, soit OD (fig. 6) un ¢dté d’un triangle ambigu appartenant a
un réseau, et soit une période appartenant an méme réscau et dont deux
triangles consécatifs soient OAB, OBC. Supposons que le triangle dont
fait partie OD n’appartienne pas a cette période. La droite OD devra
¢tre comprise entre deux droites, OA et OC par exemple, faisant partie de
deux triangles consécutifs de la période.

Or, d’aprés un théoréme di & Bravais, si OAB et OA,B, sont deux
triangles fondamentaux, OA| et OB, sont toutes deux extérieures ou toutes
deux intérieures a I'angle BOA.

Donc, si OB,D est le triangle dont fait partie OD, OB, est extéricur
a BOG et intérieur & BOA, et, comme il ne peut ¢ire compris dans Pangle
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AQC, puisque, le triangle étant ambign, il doit étre dans I'angle XOY,
(YY,, XX, étant les asymptotes), il coincide avee OB.

Le triangle étant fondamental, il faut que le point D soit sur la droite
AG. Oriln'y u pas sur celte droite de point du réseau entre A et C; done
le point D doit ecoincider soit avec A, soit avee C, c'est-a-dire que le
triangle donné coincide avec I'un des triangles de la période. «c.q.r.p.

Tueorime XXVI. — Les triangles ambigus sont semblables (c’est-
a-dire donnent naissance & des réseaux semblables) a wn nombre fini de

t)fpes.

Soient en effet OAB un triangle ambign, A et B les deux nombres com-
plexes représentés par les points A et B, « et b leurs modules, o -+ IJB
2

la difference de leurs arguments.
La forme représentée par un triangle ambigu s’écrit

azx*+ abxy + cy?,

ou a et ¢ sont de signes contraires. Or on doit avoir, si Dy* est le déter-

minant de la forme,

Dy*=40—ac
ou, posant ¢ = — ¢/,

Dy = &*+ ac'.
Or, il est clair que I'on ne pourra satisfaire a cette condition que par
un nombre fini de valeurs entiéres de &, entiéres et positives de a et de ¢

Conséguence. — Dans une période de triangles ambigus, les formes
représentées par les triangles se reproduisent périodiquement.
La relation avec les fractions continues est facile a ¢tablir.

Soit, en effet,
(x = am~bn, y = cm + dn)

le résean donné; on tire de ces deux équations

m=ax -+ [y,

n=yx-+ cy.
XLVLIF Cahier. 24
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Si Pon donne a m et &4 n les valears qui correspondent a un sommet
du A triangle ambign de la période, on a, quand £ tend vers Uinfini,
D te] }_ 7 ?

Si I'on développe H en fraction continne

1
T
% ———
=+ .,

"y

» . ni .
les réduites successives ne sont autre chose que les valeurs de — qui

correspondent aux triangles limitrophes ; quant aux nombres «,, «,, ..., ,,

ce sont les nombres des triangles d'une série moins un.

QUATRIEME PARTIE.

DE LA MULTIPLICATION COMMUTATIVE DES RESEAUX.

Nous avons vu un premier genre de multiplication des réseaux, dont
nous avons fait plusieurs fois usage et dont voici la définition :
» . -
a b « ax+by af+0b2

> e
¢ d Yy ¢ ce +dy ¢8+dé

Cette multiplication n'est pas commutative. De plus, elle ne dépend que
des réseaux enx-mémes et nullement de la valeur du nombre D qui sert de
base aux nombres complexes qu'ils représentent. Voici maintenant la défi-
nition d'un second genre de mnltiplication qui est commutative et dépend
du nombre D. Nous la désignerons par le nom de produit second et par
le symbole X,.

Solent
Am + Bn,

A m 4B, n,
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les deux réseaux & multiplier (A, B, A, B, sont des nombres complexes);
nous éerirons

(Am +Br)X, (A m 4B, n)=AA x, + AB u,+ BA u,+ BB, »,,

OU u,, M, #,, &, sont les nouvelles indéterminées.
Le réseau représente évidemment tous les produits des nombres com-

plexes représentés par les deux réseaux facteurs. 1l soffit, en effet, de faire

U, =mm,,  p,==INR,, M ==, M, == R0,
pour que

AA, zt, -+ AB,u, + BA, u, -+ BB, 1, == (Am + Bn) (A, m, +B,n,).

Tniorkme XXVII. — Zout résean H qui représente tous les produits
des nombres complexes représentés par un réseau R par les nombres comi-

plexes représentés par un réseaw R, est un diviseur du produit second
de R et de R,.

Soient en effet

Am 4 Bn,
Am, +B s

les deux réseaux R et R .

AA,, AB,, BA,, BB, feront partie du réseau H, qui devra, par consé-
quent, diviser

AA u, +AB u, + BA n, + BB, 4,. C. Q. F. D.

Taiorkme XXVIIL. — 8¢ les différents points des deux réseausx
facteurs représentent les différents multiples de deuzx nombres complexes,
les différents points de leur produit second représenteront les différents
multiples du produit de ces deux nombres.

Soient, en effet,

A m, + A, \/Em.z,

AQM{ -+ Az \/ljl“z

les deux réseaux facteurs dont les points représentent les différents multiples
de A, etde A,.
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Le produit second s’écrira
A AM, +A A, /DN,,
¢’est-a-dire ue ses différents points représenteront les différents multiples
de A A, c. Q. F. D.
Composition des formes.
L’étude de la multiplication seconde des réseaux va nous permetire de

retrouver les théoremes de Gauss au sujet de la composition des formes

quadratiques.
Pour cela, remarquons qu’une forme représentée par le réseau

an + ﬁn
peut s'écrire
(am —+ ﬁn)(am —+ ﬁn),

ou e et f représentent les nombres complexes conjugués de « et de 8. La
forme donnée peut étre alors indifféremment représentée par le réseau

« 2+ fSn
ou par son symétrique
am - B,
Tuéorime XXIX. — 8ilon a, quels que soient m, n, w et v,
(am ﬁn)(;cm -4~ En)(a,u + B,v) (;c' o+ E,v)
== (ymu —+ omy -+ enp + Cnv)(;m,u—l— Smy + enp -+ va),

lun quelconque des facteurs du second mendbre est égal au produit d'une

constante par dewx des facteurs du premier membre.

Appelonseneffet, pourabréger, T', T'les deux factenrs du second membre,

A, A, B, B ceux du premier membre, de telle sorte que
AA.B.B==T.T.

Si nous considérons un instant « et v comme des constantes, les deux
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membres deviennent deux formes égales en m et en n. La premiére est

représentée par le résean
AA,

ol1 A est un nombre complexe indépendant de et de . La seconde forme
est représentée par le réseau I'. Les deux formes étant égales, les réseaux
T et AA sont égaux ou symétriques (théoréme XVIII). Supposons qu'ils
soient égaux, car, s’ils ne 'étaient pas, au lieu de représenter la premiere
forme par le résean AA, on la représenterait par

2A.

Les deux réseaux étant égaux, I'expression

|

est indépendante de m et de n, et il en est évidemment de méme de
I’ex pression

r

AB
De méme, en considérant m et n comme des constantes, on verrait que

r . a1
+p ot indépendant de 1 et de ».

Done

A = const. C. Q. F. D.

Tudorive XXX, — 8iune forme est transformable dans le produit de
deux autres, son réseau est égal a un multiple du produit second des
réseaux des deux autres.

En effet, dire que la forme
(AM + BN)(AM +- BN)
est transformable en le produit des deux formes

(am + fn) (;m —+ :@:n),
(“4M+ﬁ|7)(“4#+ ﬁt")’
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¢'est dire que, quand on y fait

(21) M= pmpu—+p'my—+p'nu-+ p"ny,
21

N=gmp—+qmv—+q¢"np+ q"ny,

elle devient identique a ce produit, quels que soient m, 7, u et v.
D’aprés le théoréme précédent, on a done, en donnant a M et a N les

valeurs (21),

(@m —+ Br)(z, @+ F,v)==A(AM -+ BN),

ou A est un nombre complexe indépendant de m, de n, de x et de ».
Cette relation, ayant lien pour toutes les valeurs entiéres de m, n, uety,

est identique, et 'on a

ax, = A(Ap + Bq),
af, = A(Ap" + Be),
(22) 14 I
B, == A(Ap" + By'),
ﬁﬁi:?\(Aljﬂl—l—qu),

¢’est-a-dire que le réseau
az, M, + «f, M, + fa, M, + 385, M,
divise
A(AM —+ BN). C. Q. F. D.
Tuiorkme XXXI. — 87 une forme

(AM -+ BN)(AM + BN)

est le résudtat de la composition de deux autres
(am - fBn) (;nz —+ En)
(a,m, + B, 1)) (E, m, —+ {?,n'),

son réseau est égal atl p:'odu.it second des réseanx des deux formes com-

»

posantes.
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En effet, je dis que AA et AB peuvent étre représentés par le réseau
ax, M, + a3, M, + Bo, M, + 23, M,.

En effet, on peut choisir les nombres entiers M,, M,, M,, M, de telle facon

que
pM, -+ PN, + p" M, + p"M, =1,

gM, + ¢M, + ¢'M, + ¢"M, = o,
puisque, par hypothése, les déterminants formés avec les nombres p, 7/,

" r
7P
Si I'on multiplie ensuite les équations (232) respectivement par

d'une part, ¢, ¢, ¢”, g" de 'autre, sont premiers entre eux.

M, M,, M,, M,
et qu'on les ajoute, il viendra
ax, M, + o M, =+ fo, M, 4 ﬁ{s‘,‘M‘z AA.
De méme, on trouverait
az, N, + «f, N, + fe, N, + 83, N, = aB.
Donc les deux réseaux

ace, m, —+ o, m, —+ pa,m, 4 B, m,
ct
A(AM + BN)

sont identiques. C. Q. F. D.

Maintenant que la composition des formes est ramenée a la multiplication
des réseaux, les théorémes de Gauss se démontrent aisément,

Dans ce qui va suivre, nous appellerons p,, m,, «,, ¢,, ¢, les p, m, u,
e et ¢ de la forme résultante, p', m', ', ¢, &, p", 0", ', €, £ es p,om,

#, e et ¢ des formes composantes.

Turorime XXXII. — Le déterminant de la forme qui résulte de la
composition de dewx autres formes ayant respectivement pour déterminants

Dp'* et Dp", et, pour m, m’ et m", est égal &

Dpt,
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ot p,estlep. g.c. d. de
n'p” et n’ [
En effet, soient
ala;rg - 5)‘brmryr i (,‘,‘}”g,
(L”J_’J”z -—i—' 9 Z)”.L'”J N _+_ c”‘)/_f/i!
les deux formes composantes.
Soient
A’,;l" + Ily_f’ Aflx//+ B”yll

leurs réseaux, ou

mod A’ — p’, modA” = P”,
modB’ = P,l , modB’ = P": ,
’& —— f H 'A” -
arg ! \/ ¢, arg \/—D ¢,
' 1 4 " "
argB_\,—/__—Dcp11 argB _ﬁcp,.

D'aprés le probléme 1, p’ et p”, c'est-d-dire les normes de A’a/ + By’
et A"2" + B’y”, sont égaux &

| | r . ’ H v I
SpfP g — @, o—f'p sine’ — ¢

v

IYaprés le théoréme X, p,, ¢est-i-dire la norme de
A’A”M‘ + B,A”MQ + ;‘&’.B”,&Ca _{__ B’B’l’u’4 ,
est le p. g. c. d. de
A”run + B’A”,ug ,

«, =norme(A’A”u, + A'B"

(A )
( )
z, = norme (A'A" i, + B'B"u,),
( )
( )
( )-

«, = norme

»

¢, = norme B’ A”,u,2 -+ A,B",Ma )
2, = norme(B'A”u, + B'B",),
a, = norme({A'B’ u, + B'B"p,



DES FORMES QUADRATIQUES DEFINIES OU INDEFINILS. 233

Or, d’apres les résultats du probléme I, on aura

a \/— D =fgpp ' sin(¢ — @)= p"p'y/—D,
o \/— D =gy sin(¢" —¢,)=¢"p"y/—D,
A — D =p'¢"p, p,sin (¢’ + ¢' — ¢, — @)

— P’P”P'. g, [sin(fp’— ¢,) cos(¢”— @) + sin(¢"—¢) cos(cp'—(p'-l)J,
@/ —D=y¢"p ¢ sin(¢,+ ¢ —¢' — &)

=p'"f,f, [sin(q)’—rp' ) cos(¢"— @, ) — sin{p” — &) cos(e' — 2]
Z \/—D— pip . psin(e — ¢ ) =¢2p"\/—D,
a\f—D =g, " sin(¢/ —¢,) =¢]"p'y/— D,

ou, tenant compte des résultats du probleme II,

a‘\/‘_“_aﬂpl\/‘:ﬁ’ “4\/'“_“‘52 !/)/\/ - I //\/_
~-D=a’p” \/jﬁ, as\/__]j:__clf r\/___

a, —D=0b"p'\/—D+¥p"\/—D, «,\/—D=cp"y—D,

¢'est-a-dire que la norme cherchée divise le p. g. c. d. de

I’.lr”l),, o b” /? C”])’,
a’p”, 25’])”, C’])”,
c'est-a-dire celui de
m'p et m'p”, €. Q. F. D.

et qu'elle est divisée par le p. g. c. d. de

VY S
a P 1 b s C P,
a [} bf f/, pr”
c’est-a-dire de
" P
Wy Wy
Elle est égale, toutes les fois que 8’5" et 4" p’ contiennent le méme nombre
de facteurs 2, au p. g. c. d. de
mﬂpl 7 m’p” ,
XLFIe Calier. 30
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dans les aulres cas au p. g. e. d. de
MIIPI’ ,U,’/)”,
car le p. g. c. d. de
bfpf/ -+ bf/[)’ et bl])f/ _ bf.fj)f
est égal dans le premier cas a celui de

9 blpl/

Vo
, 207p,
dans le second cas a celui de
r_ 7
bp', b'p.

Cela posé, considérons trois cas.

Premier cas. — Les deux réseaux sont propres. Dans ce cas,

m=u, m" =4,

et la norme est évidemment égale au p. g. c. d. de
In/”P’ et mfpff’
(qui se confond avee celui de

w'pl et wp”

Deuxieme cas. — 1un des réseaux est propre, et I'autre impropre.
Supposons que la forme

a2ty + y"

soit propre, pendant que la forme

+

a:’waQ + 2 bl'/ ::C”y” + cff‘y_lf2
est impropre. .
Dans ce cas, la norme cherchée divise le p. g. ¢. d. de

m'p’, wm'p
et est divisée par celui de

mrpf/ — prf/ et MIIPI.
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Je dis que ces deux p. g. c. d. sont les mémes, cest-d-ire que " p

contient an moins autant de facteurs 2 que u'p".

Car, le second réseau étant impropre, p” contient juste autant de
facteurs 2 que 8" et que p”.

D’autre part, p’ contient au moins autant de facteurs % que #'.

Done p’ 1" contient an moins antant de facteurs 2 que »'p”.

Donc le p. g. c. d. de m'p" et m"p’ est égal an p. g. c. d. de «p” et
#'p’, et par conséquent it la norme cherchée. c. Q. F. D.

Troisiéme cas. — Les deux réseaux sont impropres.
Dans ce cas, &’ et 4" contiennent respectivement autant de facteurs 2 que
P et p”. Done &'p” et b"p’ contiennent le méme nombre de facteurs 2.
Done le p. g. ¢. d. de
Vp'+ 8P,
b;’p” _ bflpf
est ¢gal a celui de
20'p", 26" .
Donc la norme cherchée est égale an p. g. c. d. de

m'p” et m'p. C. Q. F. D.

Corollaire. — §i 8, &' sontles déterminants des deux formes composantes,
A celui de la forme résultante, les quantités

3 a
\/5‘?t \/5

Tuéorkmr XXXIII. — m, est égal au produit m'm’.

sont commensurables.

En effet, m’ est le p. g. c. d. de tous les nombres

(L’.:L"z - 2!),.13'"7’-‘}-— cly’g,

ou &’ ety sont entiers; m” est celui de tous les nombres

aﬂ' 1”2 + 9 Z)”.:l:‘”‘}”” -+ (,'”J/ﬂ2,

ou 2" et " sont entiers.
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Done m'm” estle p. g. e. d. de tous les nombres

7 i .‘/2)

(@a? 4+ 202y 4 y*) (@2 4 20"2"y" + "y

Or, tous ces nombres sont susceptibles d’étre représentés par la forme
’ LA s s
résultante ; donc'ils sont tous divisibles par m,. Done

m'm"=o0 (mod.m,).
Soient
a/‘]‘f —{__ ralyl,
ol 1 ﬁll _)’JI
les réseaux correspondant anx deux formes composantes et

ron it
P=dd"n,+df u,+ ", + B n,

leur produit second, qui représente la forme reésultante.
Or
o 2 4 _{3’_)/"
divise

v N r ot rod
(L eyD) (e + gy,
ou t’ est entier; donc P, qui est égal a
(o 0, + ﬁ,v“a)“” -+ (“’Mz -+ ﬁ"v“‘n)ﬁ”‘
P(g—!— c’\/ﬁ)-

De méme on verrait que P divise

divisera

P(I—:—’ + e”\/ﬁ)-

11 divise done

-

o Wt o
p[al + a't +\/D(a'c"+a”e")],

2

ot « et « sont des entiers quelconques. Or on peut choisir « et &

de telle sorte que

o/ "
we +a ¢ =g,
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¢ étant le p. g. ¢. d. de € et de ¢”. Donc P divise

P(%-+yDs);
ol T est entier.

C’est dire que
g==0 {mod.e,).

Or, d'aprés le théoréme précédent, p, estle p. g. c. d. de wp” et " p’
oude m'm’e ecm'm”¢, ¢’est-a-dire que 'on a

NN A4
po=mm'e.

On a done
po=m'm’'=0o (mod.m'm"e ),

ou
m,e,==o (mod.m'm"e,),

ou
m,=o0 (mod.m'm"y.

Mais, puisque I'on a déja

m'm’ =0 (mod.m,),
c’est que
I
m, = m'm’. C. Q. F. D.
Tudorime XXXIV. — Pour que le produit second de deuwx réseanx soit

impropre, il faut et il suffit que Uun des factewrs soit impropre.
En effet, pour qu’un réseau A soit impropre, il faut et il suffit qu’il divise

(5 +uyD)a,

ou « est entier et ¢ entier impair.
Or, si A divise

un réseau tel que

(Z— o+ 1 \/ﬁ)A,
AX,B divisera
(E e M\/T))AX;B.
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La réciproque se démontre aisément. Supposons, en effet, que les denx
réseaux composants A’ et A” solent propres, pendant que le produit
A"X, A" serait impropre : je dis que cette supposition est absurde.

On a, en effet,

m, =m'm".

Si donc on avait

4 7 /8 L4
m—=2u,, M=u, M =u,

on n’aurait pas
pmy=o0 (mod. ' u"),

c’est-a-dire que ¢, ne diviserait pas le p. g. c. d. de ¢ et de ¢, ni par
conséquent ¢ et .
Or il est clair que

réseau A divise réseau s A \/ D,
et, par conséquent,

réseau AX,A’ divise réseans\/DAX,A’.

Donc
e=o0 (mod.s,);

on aura de méme
¢ =0 (mod.¢).
I’hypothése que nous avons faite est donc absurde, et le produit second
de deux réseaux propres est propre lui-méme. C. Q. F. D.
Il est aisé¢ de reconnaitre dans les trois théorémes qui préceédent les
résultats énoneés par Gauss dans le Chapitre De compositione formarum
dn premier Volume des Disquisitiones arithmeticce.

CINQUIEME PARTIE.

THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES IDEAUX.

Les considérations (ni précédent permettent d’exposer d'une manidre
simple et concréte la théorie des nombres complexes idéaux, qui corres-
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pondent aux formes quadratiques de déterminant D (nous supposons
toujours que D n’est divisible par aucun carre).

Pour cela, il faut avoir recours 4 un mode nouveau de représentation
des nombres complexes existants. Le nombre A + ,u,\/ﬁ sera représenté
par le réseau

A ouD
77 A

1l est clair que tous les points de ce réseau représentent (conformément &
la convention faite dans la deuxiéme Partie de ce travail) tous les multiples

existants de A 4 w\/D et que le produit de deux nombres complexes
existants est représenté (théoréeme XX VIII) parle produit second desréseaux
qui représentent les deux facteurs. Remarquons enfin que deux nombres
complexes existants dont le rapport est une unité complexe sont représentés
par le méme réseau.

Cela posé, nous appellerons nombre complexe idéal tout réseau entier
dontl'e est égal & 1. Le résean

a b
¢ 0
sera un nombre complexe idéal si
] 2 I}
a=b=o (mod.c¢), =D (mod.—))-
c ©
11 est clair que le réseau
A ouD
®oA *

satisfait 4 cette definition. Les réseaux qui représentent des nombres
complexes existants ne sont done que des cas particuliers des réseaux que
nous venons d’appeler nombres complexes idéaux.

Le produit de deux nombres idéaux sera le produit second des réseaux
correspondants.

Traiorime XXXV. — 57 unnombre idéal est le produit de deux autres,
il est divisible par chacun des facteurs.
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En effet, solent '
R=Am +Bn +Am, /D +Bn, D,
R'— A'm’ 4 B 4 A'nd, /B + Bri, |/
les deux facteurs; le produit second aura pour coefficients
AA’, BB, AB, A’B, AA'\/D, BE'y/D, AB'\/D, A'By/D.

Il faut démontrer que chacun de ces huit nombres complexes font
partie du réseau R.

Or, solent
g <D B = A& ol ﬁ
=+, B=¢+gb,
ou o, ", B, £ sont des nombres entiers; on anra
AA = Ad - Ad” \/D.
On obtiendra donc AA’ en faisant dans R
’ " )
m=«, n=—=0, M=o, 1R =0;
on obtiendra de méme A’B en faisant
! I

m=o0, n—=o, M =0, n,=u,

AA \/ﬁ en faisant

m:a”D, n==a0, m,:a', H‘:O.
* Le produit de R et de R est done divisible par R. . Q. F. D.
TraéorEME XXX VI. — La norme du p;'oduiz: de deux nombres idéaux

est égale au produit de leurs normes.

Application du théoréme XXXII.

Tutorkme XXXVIL. — Ze p. g. ¢. d. ¢t le p. p. ¢. m. de deux

nombres idéaux sont des nombres idéaux.

En effet, I’z des denx réseaux donnés étant égal a 1, ils pourront s’écrire



N
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(théoréme X1X)

R=Am + Bn + Am, \/5 -+ Bn, \/ﬁ,
R'=A"m' +-B'n + A'm, \/ﬁ + B'r, \/5.

Le p. g. ¢. d. s’écrira alors
R,=Am+-Bn+A'm +B'n + Am, \/D——f— B, \/5—1— Al \/ﬁ +B'n \/ﬁ,

réseau dont I'¢ est évidemment égal a 1.
Soit maintenant

R, =AM+ BN

le p. p. ¢. m. cherché; les points A, et B, faisant partie & la fois de R et
de R’, A,\/D et B,y/D en feront partie également et par conséquent
appartiendront & R,

Donc R, divise R'y/D.

Donc I's de R, est égala 1. €. Q. I. D,

Tueorkme XXXVII. — 8¢ deux nombres idéaux sont premiers entre
eux, leur p. p. c. m. est en méme temps leur produit second.

En effet, leur produit second P est divisible par chacun d'eux
(théoréme XXXV); il est donc divisible par lear p. p. c¢. m. Q (théo-
reme VIII).

Mais P et Q ont méme norme (théorémes VI et XXX VI). Donc ils sont
identiques. G. Q. F. D,

Décomposition d’un nombre idéal en facteurs premiers.

Nous appellerons nombre idéal premier tout nombre idéal qui n’est
divisible par aucun autre, nombre idéal wumultiple tout nombre idéal
ui n’est divisible que par un nombre idéal premier, et enfin nombre idéal
second tout nombre idéal dont la norme est une puissance d'un nombre

simple premier.

1° Décomposition d un nombre idéal guelconque en fucteurs seconds. —
XLFIPF Cahier. 31
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Nous avons vu (théoréme 1X) qu'un réseau

ac b
B.= b]

e Q
b=p*¢frt, o=pefrT

sont b et ¢ décomposés en facteurs premiers, peut étre considéré comme
le p. p. ¢. m. des trois réseaux seconds

"y o o

ep P R, — ag® ¢ R — ar’ v

[ / ? 4 4 3
pY o ¢ o "o

Les réseaux R,, R, et R, sont premiers entre ¢ux; de plus, si R est un
nombre idéal, ce sont aussi des nombres idéaux.

En effet, puisque
b=o0 (mod. ¢c),

onaura
et p*=o (mod.p*).

@~ o

Du reste, sil’'ona
=D (mod. &),

on aura a_fortiori

a*=D (mod.p*™).

Donc R, est un nombre idéal, et il en est de méme de R, et R,. Donc,
en vertu du théoreme XXXVIII,

R=R,X,R,X,R,.
Le réseau R est done décomposé en facteurs seconds.

2® Déeomposition d’un nombre idéal second en facteurs équimultiples
ct réduction de ces_fucteurs a une puissance d'un nombre idéal premier.

Soit le nombre idéal second
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On a
o z OC’, alf ?—_ af,
azpza”—?o.’ _--—_“—D (mod.pm—-u’).
Premier cas. —— D n'est pas divisible par p et n’est pas reste quadra-
tique a p.

Dans ce cas, ona « ==, car, si I'on avait « >> &, la congruence
a’p*™** =D (mod. p**)

exigerait : 1° que a” == & ; 2° que D fit reste quadratique a p. On a donc
a=—2¢a, d'ol
ap® =o (mod. p*}.
Le réseau donné peut done s’écrire
o p°
oo,

c¢'est-a-dire qu'il est la puissance ™ du nombre idéal

o p
p o
Jequel est premier, n'étant divisible par aucun autre nombre idéal,

Deuxieme cas. — D est divisible par p-

Comme il n'est divisible par aucun carré, il ne contient le facteur p
qu’une fois.

Sidonc ona

aapzm”—za' — D (mod . Pa—u’) .

On ne pourra avoir &« — & > 1.
En effet, on ne peut avoir

a’p“”’“’ =D (mod. ",

soit que «’ — & = 0, car alors le premier membre de Ja congruence n'est
pas divisible par p pendant que le second I'est, soit que «” — &' > o, car
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alors le premier membre est divisible par p* pendant que le second ne Pest
pas.
On a done
oubien x =4¢«', oublen a=4a 4+ 1.
Sia=24,o0na
ap” —=o (mod.p*);
sie=—¢ 4-1, on a

a“p“”‘”’ =D=o0 (mod. p).

Donc & > &, on &’ =« ou > «.

Done

ap™ =0 (mod. p*).
Le réseau donné peut done s’écrire

o pa’ 0 Pa’-o—l

soit sy SOit " .

P oo )7 0

Or il est aisé de voir que, dans le premier cas, il est la puissance 24/,

dans I'autre cas la puissance 2 - 1, du réseau premier

o p
10
Troisiérme cas. — D n'est pas divisible par p, et est reste quadratique

A p. Dans ce cas il y a deux nombres idéaux de norme p, qui sont

I

a, p , a, p
p—= et p— ’
[ o 1 o

L)
ol

a,=—a,, a'=d?_ D (mod.p).

Reprenons le réseau
r
a])&. o
R _— P I
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oitl'on a
P o
w>d, ap™ =D (mod. p**).

On aura &’ = .

R estle plus petit commun multiple des deux réseaux

a, Pa' , a . /)
P"': 3 Pm,z ]
i 0 1 O
ou
a,=a=a,, a,=a, al=al=D (mod. p).

D’ailleurs, il est évident :
1° Que p, et p, sont premiers entre eux et sont des nombres idéaux;
2° Que, par conséquent,

R= PctP'oc';
3° Que p, et p, sont les puissances « et & de pet de ¢, de telle fagon (ue
R = p“pla'.

La décomposition en facteurs premiers est done toujours possible; du
reste, on voit aisément, en se reportant a ce qui précede :

1° Qu'un nombre idéal quelconque n’est décomposable que d’une seule
maniére en facteurs seconds;

2° Qu'un nombre idéal second n’est décomposable que d’une seule
maniére en unimultiples;

3° Qu’un unimultiple quelconque n’est décomposable que d'une maniére
en facteurs premiers,

D’olt I'on peut tirer le résultat suivant :

Tout nombre complexe idéal ou existant se décompose d’une maniere,
et ' une seule, en facteurs premiers idéaux.

FIN DU XLVII® CAHIER.



