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Je vais chercher d’abord & exprimer les fonctions doublement pério-
diques & laide d'intégrales définies. Jenvisagerai, a cet effet, la fonction
“suivante:

N0 M=—cc .

- 1 1 ’
H1<w’“’p’“’b’>fz Z [a;—q—am—bn—w—p—-um—bﬂJ

; =1 m=10 .
définie. par M. Appell, et qui est aux fonctions elliptiques ce quest &
. R . FY w

cot « la fonction —,-(——)
()
Je dis qu'elle peut s’exprimer alaide d’une intégrale définie. Sllppdsorls
que w—a—aiin — bn ait sa partic réelle nsgative. On aura done iden-
tiquement ' .

. .
7 1 _f s (x—a—am—bx)
, X—a—am—bn e dz
0

<.
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Si donc, pour toutes les valeurs dem et den, x — o« —am — bn et

& —f— am — bn ont leurs parties réelles négatives, on aura:
HL:‘/’NE:. Z[e:(m a—a,m—bn)_ e:(w—(?—am'—bn)]dz’ |
ou:’
[z(a)—-u) z(m—p)]m:w —azm n=oo —bzn -
Hi= e —¢ Z e Z e . ds.
m=—o n=1
ou enfin:
- —bz
H, = [c z (:u~——<:¢)_c: (;L'—p)] , e dz

(=l

H, s’exprime donc 4 'aide d'une intégrale définie, pourvu que:

0

partie réelle [t —a—am—bn] < 0
partie réelle [x—p—am—bn] <O,

ce qui exige:
partie réelle de ¢ > O © partie réellede b >0
( partie réelle (x-—x—0b) < 0  partie réelle [x—p—10) < O.

On aura de méme:

Aa® s —)\lbz
H,:)\f [e 23 (x—a) . A3 (x F")] (1 —(;az) (ldz xb;),
. —¢€ —¢

si X est un nombre tel que:

partie réelle de h a >0 partie réelle de X b > 0
partie réelle de A (x—a«—0b) <0  partie réelle A (x—p—0b) < 0.

Pour qu’on puisse trouver un pareil nombre 1, il faut et il suffit que le
polygone convexe girtonsérit aux quatre points

dy b, b+a—a, b4B—ax

irenveéloppe pas 'origine:

'
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Envisageons la fonction doublement périodigue  deux infinis :

m—-+ow n=-+w | {
F(w,, )= Z Z T—a—am—0bn  x—p—am—bn

m—=—oL =

on aura identiquemem:

1 '
F:&_aﬂéyuL@m+mm—@+mkﬂ—w+mp@@

Les quatre fonctions H, qui entrent dans'expression de F s’exprimeront
par une intégrale définie, pourva quaucun des quatre quadrilatéres con-
vexes :

a4 b bt — btp—a

20 b —a —afa—zx —a+p—x
3° —~a — b —bta—x —b+6—x

40 —b a ¢+ a—x a+Bg—w

n’enveloppe l'origine ; c’'est ce qui arrivera si les points « — x et f — x
sont intérieurs au parallélogramme Q qui a pour sommeéts :

a+b  a—b —a—b b—a
) ) ) 9

Or on ne change pas la fonction F en ajoutant @ « ou & des multiples
des périodes ; on pourra donc toujours disposer de « etde 8 de telle sorte
que « — x et B — x soient intérieurs a Q.

La fonctlon F peut donc toujours étre représentée pa1 une intégrale
définie.

m

d=F . - . .
11 en sera de méme de.m et on en obtiendra 'expression par voie de

dlifexentlatlon sous le. signe f

Or toute fonction doublement périodique se‘prlmc linéairemicnt 3
"

3 . . i . (

Taide de fonctions telles que F et de fonctions telles que Tam
Done toiite fonction doublement périodique s'exprime par wne intégralé

définie. Les limites d'intégration sont O et « : La fonction sous le signe f est

rationnelle, par rapport & diversés puissinces eéntiéres de s et a diversés
exponentielles dela forme ¢:% ¢t e,
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Considérons; en palt(cuhel la fonctlon

. 1
(@)= Z (¢ — am — bn)*
En posant:
Z (qm+ﬁ"““<?k((1)
on aura:

W2, Copt

1 1w o
f@=g—gai+ 3¢ <q>—7} #(0)+

d’ot il suit que la fonction ¢ (q) peut otre représentée par une mtwrdle
définie-de la forme: :

©

f z#%Fds
Y .
ou F est une fonction rationnelle de dlvelses éxponentielles de la
forme ¢ et e,

La fonction ¢, (g) est holomorplie, toutes les fois que ¢ n’est pas réel.
Elle jouit des deux propriétés suivantes:
" 1° Si'T’'on change ¢ en

aq+F»’
Yq+¢

ol a, B, v, & sont des enticrs tels que « 3 — gy =1, o (g) s¢ change cn
(rg+ 8" 9x(9)

2° Quand la partie mmgmalre de g est posmvc o (q) peut se déve-
lopper en sirie et on a:

n—0 : m—=
1 (2 i) 2miq
o(@)= 2, P BB o) ey )} Z Ymt
n—1 m=1
Dans cette formule, w, représente la somme des puissances (2 & — 1)

des diviscurs de m.

Voyons maintenant quel peut étre le réle arithmétique de ces fonctions
ok (q) dont nous venons de donner deux expressions, I'une par une inté-
grale définie, Pautre par une séric convergente. -
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On appelle invariant algébrique de la forme F (x, y) toute fonctlon des
coefficients de cette forme qui ne change pas quand on fait :

x=ax 4By
Yy =ax' 3y
0l «, B, v, & sont des nombres quelconques tels que a 3 — f y = 1.
" De méme, on appellera invariant arithmétique de F toute: fonctlon des
coefficients de cette forme qui ne changera pas quand on fait :
| T=aa By
y=vya' +38y
ol «, B, v, 3 sont'des nombres entiers tels que « & — v == 1.
Une iorme linéaire @ & 4 by n’aura pas d’invariant algébrique; elle

aura, au contraire, des.invariants arithmeétiques ; par exemple, les séries
convergentes :

1 1 <a>
Z (am—-bny® — b= P b

Les invariants arithmnstiques peuvent servir a reconnaitre si deux

formes quadratiques dcfinies F et ' de méme déterminant sont équiva-
lentes.

Soit :

. . 5 .
F=aa*+2bay —}-cyz:mod[w \/a' +y M—J

Ve

n___
F’=(l,'a;'z-«]-—gb'w’yv+(,"y"l:7nod[ \/¢ +y _i"/\/b a’c ]
a

Onaura: B —ac=10*—qg ¢ =D.

Si les deux formes sont éjuivalentes, on aura pour des valeurs emléres
dea, B, y, S telles que w3 — 6y =1:
) a@a +6yp+-20aa . By)(wC T oY) Felr o' -8y )=
a4+ 20 'y -y
ou bien:

I

h+\/b —ac
Va

Abisy (@' +py)Va +(ya"+3y)

I V-0 —a' ¢
:)\ -’E’ \/(L' _{_. Uy \ == .
. Va
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_ On en conclut:

b ()t
a o )

-G

(b’ +i\/D—>
1 ‘_‘—‘ay—' .

On en tire:

(2) , X:\//;:%ﬁ-_a—_z_\/j%

a

En identifiant les parties réelles et imaginaires des coefficients de ' et
de y' dans les deux membres de (1 bis), on trouve en posant:

partie réelle de A = u. partie imaginaire de A = v.

a(b—i—yb:‘u.\/afa'

\/;(Pa-{-?»b):(ub'—v\/;)\/a_
® Vo=Via
5\/1_);'—=(v.b'+_u\/1;)\/a,-

Les équations (2) et (3) donnent les valeurs de a, B, v, 3, si I'on
suppose que F et F' sont équivalentes. ’

Pour reconnaitre si F et F' sont équivalentes, on opérera donc de la
facon suivante :’ '

On calculera:

b+ \/ D ' y4+i VD )
# < - a ) o @ ( + a )
avec une approximation suffisante pour que les équations (2) et (3) donnent

. 1 - v .
«, B, v, § A moins de g prés. Comme ces nombres doivent étre entiers,

on connaitra alors exuctement les valeurs qu’ils doivent avoir dans
Phypothése de I'équivalence. ,
Si en donnant a «, 6, v, 3 les valeurs ainsi calculées, Tidentité (1) est
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vérifiée, les deux formes sont équivalentes ; si Tidentité n’est pas vérifice,
on est certain que les deux formes ne sont pas équivalentes.

De méme que les formes linéaires, les formes de degré plus élevé et les
systemes de formes ont des invariants arithmétiques. Considérons la forme
quadratique : '

(4) ‘ ax*+-2 by -+ cy?
ou '
b*—ac=D.

Si D <C 0, elle aura pour invariant arithmétique la série : .

‘ 1
®) Z (am*+2bmn~+-cn?)*

k est un entier quelconque et l'on donne & m et & n sous le signe Z

tous les systémes de valeurs entitres, sauf le systéme
m=n=0.

Soit maintenant D >> O ; soient ¢ et w les deux plus petits nombres -
entiers tels que:

t—Du=1.

=t lravd)  —a=l—uvh),

La forme (4) aura pour invariant arithmétique la série :

Soit

1
©) . Z (am*2bmn--cn)
* k est un entier quelconque et Ton donne & m et &  sous le signez
tous les systemes de valeurs entidres tels que :

m

m >0 n>ou=20 -

<z

Le systéimc des deux formes linéaires :

(v-+m'\/[_)—>cc+ ((“rﬁ'\/;)y

(«—a’\/l)_)x+(@—@'\/D )y
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a pour invariant arithmétique la série:

) B (e, o, 6, )=
1

] (A NP s (VO R

k est un nombre entier quelconque et Yon donne & m et a'n les mémes
valeurs que dans la série (6). Remarquons que l'expression de ©, dans
laquelle entrent des exposants imaginaires, pourrait offrir quelque ambi-
guité ; nous I'éviterons de la fagcon suivante :

Soit

¢

N GOV TR AR/ W
v lem V)t = Vo)

Si M est positif, on posera:
¢ = valeur arithmétique de log M. )
Si M est négatif, on posera:
o ‘: valeur arithmétique de log (— M) -+ ¢ =.
On aura de méme, suivant les cas:

v = valeur arithmétique de log N,

ol v = valeur arithmétique de log (— N) + ¢ =.

.On posera alors:

s
TR

Les séries (), (6), (7), sont susceptibles d’étre représentées par des inté-
grales doubles de la forme: '

<<

. f f Fdsdt.
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ou F est-une fonction rationnelle de diverses puissances (entitres ou
fractionnaires, réelles ou imaginaires) de z, de t de e et de e*.

De méme que la fonction ¢, pouvait servir & reconnaitre I'équivalence
de deux formes quadratiques définies, de méme la fonction ® (b, 1, a, 0)
pourra servir, par le méme moyen, a reconnaitre I'équivalence de deux
formes indéfinies.

M. OLTRAMARE

professeur & Genéve.

NOTE SUR LA SERIE QUI RESULTE DU DEVELOPPEMENT DE ’L_;
SUIVANT LES PUISSANCES DE

— Séance du 46 avril 1881, —

Nous avons 6té conduit, dans nos recherches sur les séries infinies, &

. . . » . X
considérer tout particulitrement le développement de I'expression 1

suivant les puissances de sa variable.
L’importance de cette question d’analyse, par les conséquences qu on
en peut déduire, nous engage 4 faire connaitre les résultats auxquels nous

sommies parvenu. . : .
§ 1. Soit ¢ Ia base des logarithmes népériens et posons :

z;;ill':'l.———*—}\m_Ang_°'+Aon2%n —A /r‘"_L_ (1)

nous aurons généralement :

Om

A“'":1 .2.3..2m

en désignant par a,, @,, a,,... la suite des nombres de Bernoulli, donnés
analytiquement par 'intégrale : 2)

v 1
a L2 [ - S
‘m Ozm-1,zm P -
2 T er—1

o
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et représentés en valeurs numériques par :

- 1 43867
4= g~ G =—gg ——
1 T4
“=T300 T ="""330
1 83313
“= T I T B
1 236364091
%W =gy 4= —gr3y
5 8353103
=55 W=
6N o 23749461029
s =537 Q" =G
= 9730 810
1 8615841276003
“=g S v
3617
08:—1—0' L ressessssans

Cela posé, nous énoncerons les théordmes suivants :

Tuontxe 1. — La série représentée par le second membre de Végalité (1)

est une série convergente pour toute valeur de X, positive ou négative, infé-
rievre a2 @,

Trtortne 11 — Cette série est une série miztopériodique pour la valeur
dex=2m,

Tutontme Il — Si nous considérons seulement les 2n-4-1 pre-
miers termes du second membre de Uégalité (1), nous aurons pour toute
valeur dex : '

x 9 : '
t—1 <A1 —5—{— Axr—.. At 3)

Tutorime IV. — Sinous ne considérons que les 2n premiers termes du
second membre de Uégalité (1), nous aurons powr toute valewr de x :

S =G A — A %)

§ 2. Nous pouvons d’abord faire remarquer que, si ces inégalités (3) et
(4) ont lieu pour toutes les valeurs réelles et positives de «, elles auront
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également lieu pour toutes les valeurs réelles et négatives.
En effet, si nous posons pour abréger

Blx) =1+ A — Azt .. Anpa™

¥ () =1-4+Ax* — Azt 4. —An .z

nous aurons, par hypothése :
@x x
A <6 —3

oY @) —3

et en changeant x en — x, nous obtiendrons, en remarquant que
B(x) = p(—x) et ¥ (x) =¥ (— x), les relations:

— 7

Zuw) +5 ™

s @ ®)
o ¥(r)+5

selon que I'inégalité (3) ou linégalité (4) n'est pas satisfaite pour une
valeur négative de .
Les relations (3) et (7) nous donnent

o<ty Ho>Fery

inégalités qui ne peuvent subsister simultanément.
~ On obtiendra le méme résultat, pour la fonction W(x), & laide des for-
mules (6) et (8). »

Nous pouvons donc nous borner & reconnaitre I'exactitude de nos
théoremes dans le cas ol a a une valeur réelle et positive.

§ 3. Considérons la valeur de S,, donnée par la formule

i 1
gmmtgme

Sn = 11
gt gmt o

Tl est facile de reconnaitre que cette quantité restera toujours infé-
rieure & I'unité, dont elle differe d’autant moins que m sera plus grand.
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En effet, si nous remarquons que

Qam — 4

1 1
4‘*‘&%“‘@—{— .o :/imu’m_mzm,

nous pourrons en déduire Ja relation :

(2%)? am-+1 )

Su= @m0 2n+2) “a,

et en ‘faisant dans cette formule m=1,2,3,... nous obtiendrons les
valeurs numériques suivantes, qui convergent rapidenent vers I'unité :

-2

S, =——5—= 0,6579736
.Qﬁz

8, =—51—= 0,9399621

. w2

S, =——5—= 0,9869602
10z '

S, z—(?%—: 0,9969299
91 =2

S, = e 0,002519

S, :%: 0,9998150

361 T2

438670~* ory
SB :m—: 0,9999814

o ]2 A
g 1222977 0,9999932

% =19063425
. 85451307

-— ( .
Sw="gr53 g = 09999991,

L’égalité (9), combinée avec la relation (2), donne :

S
Agm d-9 = F)_—i“}_: Aﬂu,

et, par conséquent, NOUS aurons :

L SSS,.. Sepls
Ap—s=—"g 5= M
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a Paide de cette valeur, nons pouirons éerive Végalité (1) sous la forme :

X

Ty _x Ay e (2N @\ o\ = )(12)
e Y Ly g 8'1*S’<9-—m> +sts.,<9—w> 4SS, sgn_2<%>_. y

Nous pouvons -conclure de cette identité que le second membre de
Pégalité (1) est une série convergente lorsque @ a une valeur inférieure
4 2=, puisque, dans ce cas, les tcrmes alternativement - positifs et négatifs
vont en décroissant et ont 0 pour limite.

Nous reconnaissons également, en supposant qu'on donne 3 x une
valeur inféricure & 2=, que : *

@ X , ‘
Z\—_-Ii<’l ——-72-[—A,‘.’7;2——A,..’L“—{—. . Ao axm—2

en prenant les 2n-4-1, premiers termes de la sirie; et que
x @ ‘
(T‘f'l>ll -3 +AxP— At .. — A

en prenant les 2n premiers termes de la série (n étant supérieur & Punité
lorsque a est négatit). ' 4
La série précédente présente une civconstance remarquable : Cest que,
lorsqu’on y fait x=%2=, le second membre n’est plus une série conver-
gente proprement dite; elle se transforme en une série mixtopériodique.
Nous avons en effet :

A ,l
R
- " g2 b gon -2 § 1 1
S5S5,S,...8, = — 2?1+sz+2+' _.}_%

i 1 Jam 2
1+ g gt

=

El

formule qui montre que, en donnant & m des. valeurs de plus en plus

grandes, le produit S,8,..8,, converge rapidement vers la limite —; par

=27
suite, la série :

1—8, 488, —S88, .. +'S8,.. Sgu_g—...

sera une sfriec mixtopériodique dont la valeur est exprimée par I'une ou
I'autre des deux expressions :

S =S S8, (1 =8+ §558,(1 —S,)+.. ‘

—S T — S —8)— S 88 (4 —S)—..
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qui donnent I'une et 'autre une valeur peu différente de

9

x 3
1+a_1);§.

0,634535 :<e2

I nous reste, pour démontrer les théorémes que nous avons en vue, 4
reconnaitre que les inégalités (3) et (4) ont encore lieu pour toute valeur
de ¢ positive et supérieure 4 2.

§ 4. Comme Vinégalité

Cx——”’:1-<1—%+Azxf—A‘x*+;. 4 A gzin—2

est satisfaite pour des valeurs de x suffisamment grandes, s'il existe une
valeur de a pour laquelle nous ayons cette inégalité en sens inverse, il
devra, nécessairement, exister une valeur positive de  satisfaisant a 'équa-
tion '

x - x 13
(’:,(—__—1':1 —§+A2m2—.. —*—AA/,[|_42$"H"'2 ( )

Si nous remarquons que 'égalité (1) peut s’écrire :

1 x P x?
—=1+5+1r93+ +..
4—%+A2w2"—--+Al,n_2wm—2—., 1.2 1.9-3 1.2.3.4

.1ous aurons, en posant pour abréger :

1 o4 1 1
B =T m T a2 m T ety A

la suite d’équations:

1 11

193 ¢ 1.3 TA=0

1 11 1
12.3.4 2 1.23 AT =0

1 1 1 1

12345 21934893

—A,=0

4 e o s e e s s+ e s s s e s s
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Bldn)—A,, =0

fldn+1)—
Bldn+2)—
fin -3
Bldn+4)—

Sdn-+3)—A

A‘n. 1 Q +A4n+2:0
Ao g3 TAnir—g =0
Asnw+Abn_ﬁ-2W—Aan+/‘:0

1 1 1
An o325 HAnteg g —An+ig =0

1 1 1
o1 2.3.4.5.6 T V2193, 4.5 A tapg 3T Ame=0

Cela posé, si, au lieu de Iégalité (1), nous considérons Féquation (13),
nous pourrons Pécrire sous la forme :

B4yt - p(dn +1)ain+1 4 p(dn -2 +24 .. =0, (15)

équation qui n’admet pas d’autre racine positive que x=0, ainsi que
nous allons le reconnaitre.
Nous avons, en effet, & 'aide des relations () :

By = A

@Mm+1:Am@ )

B(4n+2) ——-‘— g_ 5 )
e e
@(4”-%4)——1%4— 5 (% )+gAm+4

. formules qui permettent de conclure que les coefficients p(4n), B(4n-+1),

Bl4n +-2),

B(4n+38), B(4n—-4), B(4n--3) ont des valeurs positives, car,

quelle que soit n, S,; est plus petit que 1 et ¢ est plus grand que 3.
Si nous posons :

12,5, (- ) =),
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nous verrons, en posant :

m +1 m(m-1) (m—2)m—1ym(m+1)

g TG g —% 1.9.3.4 e

U(m)=1

(m—4dn 4 4)m —4n4-5)
B Y O pryman: )

que Féquation (15) peut se mettre sous la forme :
W(4n)x'® - Wdn w14 ... =0,

1 résulte de 1 que, si nous reconnaissons que cette fonction Wim) est
positive pour toute valeur de m suparieure & 4n+3, il en sera de méme
de la fonction g(m), et, par suite, Péquation (15) aura tous ses coefficients
positifs et ne pourra étre satisfaite qu’en posant x=0. ‘

Si nous admettons d’abord que n=1, nous aurons :

m(m—+1)
1.2 >

—+1
W(m) =1 =z o

expression qui est positive pour toute valeur de m>9—=4n-35.
[’inégalité (3) est donc démontrée lorsqu’on mne considire que trois
termes dans le second membre.
Si nous supposons n=2, nous aurons, en admettant que l'on repré-
sente par M la somme des termes qui précédent les deux derniers,

Wlm)=M 1.2.3.4 %2, 5.6

(m—2)m—1)m(m--1) (a,(m—4)(m—3) . 1%

Mais nous avons, & l'aide de la formule (9) :

et, par suite :

(m—2)m—1)ym(m41) ,(S,(m—4)m—3) 1
1.2.3.4 “ 2x) I

Wim)=M-

_OI', comme nous avons reconnu gue

m41 | mmA4-1)

M= — == a
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conserve une valeur positive pour toute valeur de m>9, il suffira de
reconnaitre que le facteur

b Sy(m—4)(m—3)

CEE—

'

_est positif pour toute valeur de m>13—=4n-+5; or cela est facile a2 con-
. : 2
stater en remplagant S, par sa Valeurg—?ir—

Si nous supposons n—=3, nous aurons :'

‘1"(7n)_—_1\[+(m—6)' . .(m—}-’l)gS‘(m——S)(m—T)

1.2.3.. 8 EF—

Or, comme nous avons reconnu que la premiére partie M de cette fonc-
tion W(m) est positive pour toute valeur de m>13, il suffira de recon-
naitre que le facteur

S,,(m——S)(;n—T)_I -
2

est positif pour toute valeur de m>17, ce qui est évident, puisque

'S _10=*
T 99

Généralement, si nous supposons >3 et si nous écrivons. la valeur
W(im) sous la forme :

(m—dn—4-2)...(m-+1) (San—s(m—4dn+-4)(m—4n--5) 1
1.2.3... (n—4™ 2 @n) —1p

W(m)=M-|-

il suffira de montrer que le facteur

Sgn— o —An 4 4)(m—4n—+5) _
@)

1 .

est positif pour toute valeur de m>4n 5.
Si nous supposons seulement m=4n--3, nous aurons :

San—29.10>>(2x),

(que nous pouvons écrire sous la forme :

, 4
Sen— 2>(:)bs
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' 2
en remarquant ¢ue 83:{—0; or cette incgalité est manifeste, puisque

S;<Ssn—2 lorsque n est supérieure a 3.
L’inégalité (3) se trouve ainsi généralement démontrée.
Quant 3 Pinégalité (4), elle se démontrerait par un procédé analogue &
celui que nous venons d’employer. '
Nous pouvons conclure de 14 que, si Fon considere le développementde.

la fonction suivant les puissances de o, I'erreur, en s'arrétant & un

x
ec—1
certain terme, sera donnée en valeur absolue par I'expression :

pin—2
A2S182. . 'SZ“"T(—Q_-;-_—)—M\_——?’
valeur qui-va en augmentant ou en diminuant avec #n; selon que x sera
plus grand ou plus petit que 2.

§ 5. La série (1) est reliée, comme on le sait, au développement Zf(x);
Pexamen de cette suite peut servir a déterminer la convergence ou la
divergence de plusieurs séries qui dépendent de la valeur des nombres de
Bernoulli.

Ainsi, nous pourrons faire remarquer que, en écrivant la série (1) sous
la forme :

x w xete ?
A=A+, =zg+3=5T
: & 2

—e

nous aurons, & laide d’une formule connue de Legendre, qui donne le
, eF—e* o .

développement dem en fraction continue, en remplacant x* par

n ' . N . ;
et A, A,,.. par leurs valeurs ‘exprimées & laide des nmombres de

Bernoulli :

ft iy n (ty 2\* 1

8i, en second lieu, nous changeons dans la formule (1) « en @ /=1,
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nous obtiendrons :

aa? - ug:L ax’ x
1‘(1.~2+1. 4T 26456+ ">— =
ngg

série qui sera convergente pour toute valeur de « inférieure & 2r.

M. FIEDLER

professeur & Zurich.

DE LA GEOMETRIE DES SYSTEMES DES CERCLES, DEVELOPPEE PAR UNE METHODE
NOUVELLE DE REPRESENTATION

— Séance du 16 avril 1884, —

Tous les points de I'espace peuvent étre déterminés, par représentation
graphique, sur un plan de projection de la méme maniére que le point
de vue de la projection centrale par 1é cercle de distance (voir mon pro-
gramme : Dic. Centralprojection als geometrische Wissenschaft, Chem-
nitz, 1860), c'est-a-dire par le cercle tracé du point P', pied de la perpen-
diculaire abaissée de P sur le plan comme centre, avec PP’ comme
rayon. En distinguant le sens de mouvement, on peut séparer les points
placés symétriquement par rapport au plan de projection.

Une droite ¢ et la droite g*, qui lui est symétrique par rapport au plan,
donnent un systtme de cercles — nous dirons une suite linéaire de cer-
cles — avec la projection ¢ comme centrale commune et avec la trace des
droites comme centre de similitude. Deux plans symétriques E, E* sont
représentés. par un systéme de cercles avec la trace commune comme axe
de similitude. Deux cercles M,, M, — en méme temps leurs centres —
tracés dans le plan de projection, déterminent deux suites linéaires avee le
point de similitude extérieur A,,, respectivement intérieur J,,; trois cer-
cles M,, M,, M, déterminent, par les trois couples de points qu Yils repré:
sentent, quatre couples de plans symétriques par rapport au plan de pro-
jection, dont les traces sont les quatre axes de similitude s;,; et la consi-
dération des lignes d'intersection des plans démontre le théortme: « Les
trois couples de droites joignant le centre de chacun des trois cercles aux
centres de similitude des deux autres se coupent a trois dans quatre points



