{ 163 )
» En posant, avec M. Bourguet,

x(x + 1)T(x) =B+ B, + Byx®+...,

* on en conclut aisément que, pour toutes les valeurs paires de i, les quan-
lités

© 9B;4+Bi,, 6B;- 5B+ Bis, 24B; -+ 26B,_, + 9B, + By, ...

sont positives. La méme chose n’a pas lieu pour les valeurs impaires de ;
les signes des quantités précédentes varient alors d’une fagon irréguliére.
» Toutes ces quantités tendent du reste trés rapidement vers zéro, et on
déduit de 12 un moyen de calculer de proche en proche les valeurs appro-
chées des coefficients.
» La relation 6B,, + 5B,, + B,; > o donne, par exemp!e, quand on y
remplace B, et B, par leurs valeurs,

B, > 0,000001906 46}
la valeur donnée par M. Bourguet est
B,s = 0,000 001906 49.

» Les considérations qui précédent suffisent pour mettre en évidence le
role important que joue, dans la théorie des équations transcendantes, la’
notion des facteurs primaires, dont on est redevable 4 M. Weierstrass. »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les fonctions fuchsiennes.
Note de M. H. Poixcarg, présentée par M. Hermite.

« Danps la Note que j’ai I'honneur de présenter 4 I’Académie, je me pro-
pose d’exposer une méthode nouvelle et rapide pour exprimer une fonction
fuchsienne donnée a laide de séries thétafuchsiennes. Je suppose, pour
fixer les idées, qu’il s’agisse d'une fonction du genre o et de la premiére
famille. J’envisage une équation du second ordre :

(1) dy o(x)

= (v —a)(z—a,). .. (v —a,)’

je suppose que (x) est un polynéme de degré 2n — 2, et que, pour les
différents points singuliers a,, @y, ..., @y, les intégrales soient réguliéres,
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et que les différences des racines des équations déterminantes soient respec-
tivement
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Je supp05e que Yon sache que x est fonction fuchsxenne du rapport 5 des
intégrales. On peut choisir z d’une infinité de maniéres. On pourra toujours
le choisir de telle fagon que, pour z trés voisin de o, x oit trés voisin de
a,, et se développe de la fagon suivante :

e

(‘2)' b ‘—a.+z“n+b 24 b, z’*‘x-i-b LA B
En posant a}ors . . )
x = f(z),

() est une fonction fuchsienne parfaitement determmee, il est aisé de
calculer les coefficients b,, by, by, ... et ceux des substitutions du groupe
fuchsien correspondant

( %3+ ﬁl)
z
7i% + d,

Cela posé, envisageons la fonction suivante :

f(s) —a M F(z) = [f(s) —ane
[f’(z)]”‘lf( ) =zl =) =/ )] (2] = ()]

Les nombr&s Iishayeesy ‘A,,, m sont entiers positifs. Ils sont a»ssujettls, ainsi
que le nombre p des facteurs du denommateur, aux inégalités suivantes :

A(z)=

1,~> m(t—;_)’
,_Wl.—i‘—)\,—a-...a- 1;,<m(i +*:—ﬁ_‘>+p

Les quantues B,y Bay .15 % SORL regardées provisoirement comme des con-
stantes. Les infinis de }a fonction A-(z):somt tous sitnples ils sont compris

v éans la formule o
arm B, ez + B, ..., watb
7i5§+6i "Zizg“}"’;t : Yi3p+0;

Quels sont les résidus correspondants? Soit

. 1
[F(z) —F(2)]lf(z) —f(2)]- - [/ (2) = F(2)]
>‘___ L + T A, et Atr '_
TG = Fm) L) —Slam) T Fla)— S




On aura
A+ Ao+ ..+ AF:O,

(2) Ay f(z) + Ay f(z2) +. ..+ A f(zy) = o,

Le résidu correspondant a infini

”
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en posant, pour abréger,

F(z) = [f(z) = a"[f(z) — @] [ f(2) — au]™

Soit ¢(z) une fonction rationnelle quelconque ne devenant pas infinie &
'intérieur du cercle fondamental, La fonction ¢(z)A(2) jouira de la pro-

9
-—a

comme on le démontre par des cousidérations trés simples, mais qui cepen-
dant ne peuvent trouver place ici. On aura donc

crer o ‘ ; A
priété suivante; elle sera égale 4 une somme de termes de la forme 2 ;

o (a2, B
Z 2 E AF(z) (y,zk+6‘ T
)= kLS (7)1 (7006 —+ 0, )20m %) i aidg+ B

Yizx—+ 0

Cette identité a lieu quel que soit ¢(z). Nous pouvons donc écrire

AL F(z) N
(4) Y P e(=) =0,
en posant, pour abréger,

a;l—{—@[\
‘w‘f(Ai["i‘ai _<P<Z) m+1)
o= 3 e = e,

yit +0;

Celte fonction, si 'on y regarde z comme une constante, est une fonction

thétafuchsienne de z. Si Pon rapproche T'identité (4) des équations (3), et

si 'on remarque que, dans ces équations, z,, 2%, ..., 2, ont des valeurs
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que]conques, on en déduira T'existence d’une relation de la forme

(5) o(z) = 3'“ [M, + M, £(2) 4+ My f2(£) ... + M, fp*(2)]

ouM,, M,, .. .', Mi,_, sont des constantes indépendantes de ¢. Les valeurs
numériques de ces constantes peuvent étre calculées aisément 4 V'aide de
séries de méme forme que 6 et des p — 2 premiers coefficients &,; by, . .5
b,_, de la série (2).. Cette méthode nous donne donc Pexpression d’une
fonction @gionnelle de f/(z) et de f(z) sous la forme d'une série théta-'
fuchsienne. Connaissant trois pareilles expressions, nous pourrons exprimer
rationnellement f{(z) par des séries thétafuchsiennes.

» On peut, par ce procédé, écrire effeclivement certaines relations li-
néaires entre les séries thétafuchsiennes, relations dont "ai démwtvé‘ap&oﬂ
Iexistence.

» Les mémes méthodes sont applicables, avec quelques changements,
aux fonctions des antres, gem‘es et des Autres familles. » .

R T

ANALYSE  MATREMATIQUR, - -Sid¥ en d’étendre kethéorie des imaginaires;
., sans fazre usage des i ;magmazres Note de M. Sarrer.

"« Soit 1 . ; .
Sl@y)=0 0

une équation en x, y supposée algébrique, entiére et d’ordre m. Rem-
plagons les variables x, y par .
‘ = o+, (2)

o F=EAs - - (3)

En ordounaut le résultat de la substitution par rapport 4 1, on a une
équation de la forme

WAy (a, Bsdy )+ 2" A (ay By &y B) + ...+ Ap(a, B, o, B)=o0, (4)
Cela fait, considérons la nouvelle équation ]

Ay(a, B, 0, ') + imy A, (2, B, & F) 4.+ Ay(a, B, o, f) = o, (5)
obtenue en remplagant dans (4) les puissances

, PLAD D LS T | (6)
par les nowvelles variables ' '
Ty Ity Gmegy + ooy by : (7)



