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d’équations aux différenticlles totales :

dx ="P(u,0,%)du+ R(u, ¢ ,w)dp,
d)f =P, (u, 0, W)du + R, (u, 0 w)dv,

ou les P et les R sont ratlonnelles et west he auetay. par la re\atxou
algébrique ; .
Slu, v,w) = o.

» Le systéme d’équations aux différentielles totales donnant u et v en
fonction de x et y est ainsi complétement déterminé. »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les fonctions fuchsiennes. Note
“-de M. H."Poincang, présentée par-M. Hermite.

« Je voudrais exposer ici quelques résullats nouveaux et les réunir 4
des théorémes anciens, de faqon 2 en faire un ensemble comprenant, comme
cas parhcullers, les résultats obtenus par M. Klein par d’autres considéra-
tions, et exposés par lui dans deux Notes récentes (Math. 4nn., Bd. XIX
et XX)."

» Soit une équation différentielle linéaire quelconque

dre o dr—2¢ d"""’a
(1) o+ Poy oo + Pos— s e+ P + P,v =o.

» Dans cette équation, Py, P,, ... P, , sont des fonctions rationnelles
en x et en ¥, et y est lié & & par une relation algébrique

(2) Sfle,r)=o.

» D'ailleurs, une ou plusieurs des fonctions P deviendront infinies pour
certaines positions du point analytique (x, y): ce seront les points singu-
liers de notre équation différentielle; a4 chacun d’eux correspondra
une équation déterminante dont les racines pourront étre imaginaires

. . A . | S
ou incommensurables, ou bien étre toutes des multiples de —, n étant un

entier positif. Dans ce dernier cas, nous dirons que le point singulier est de
la premiére catégorie; dans le cas contraire, qu’il est de la seconde caté-
gorie. Je laisse de coté le cas ou plusieurs des racines sont égales, et qui
-correspond: soit 2 un point de la seconde catégorie, soit 4 un point a
apparence singuliére.
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» 1l existera, en général, deux fonctions fuchsiennes F(z) et F, (z), jouis-
sant des propriétés suivantes :

» 1° Elles n’existent qu’a I'intérieur du cercle fondamental.

» 2° Silon fait @ = F(z), y =F,(z), la relation (2) est satisfaite.

» 3° Qu:md z reste intérieur au cercle fondamental, le pointanalytique
(, ) ne peut passer par aucun point singulier de la seconde catégorie.

» 4°Si (@, y)pasce par un point singulier de la premiére categorle F(z)
et F,(z) ont leurs 7 — 1 premiéres dérivées nulles,

» Alors les intégrales de I’équation (1) sont desfonctions zétafuchsiennes
de z. : '

» Supposons, en particulier, qu’il n’y ait pas de points singuliers de la.
premiére ni de la seconde catégorie, et que la relation (2) soit de genre I:H
le polygone R, correspondant & nos fonctions fuchswnnes pourra étre
amené a 'ane des deux formes suivantes:

» 1° Ou bien un polygone de 4 p cotés dont les cbtés opposés sont conju-
gués, et dont tous les sommets forment un seul cycle, de telle facon que
la somme des angles soit égale & am;

» 2° Ou bien un polygone de 4p cdtés dont les cotés de rang 4q+1 et
g -+ 3 sont conjugués, ainsi que les cotés de rang 4 + 2 et 4¢ + 4 (g étant
un entier). Ici encore tous les sommets ne forment qu’un cycle, et la somme
des angles est égale 4 an. Cette forme de R, présente cet avantage que les
différents cétés correspondent alors aux périodes normalés des intégrales
abéliennes de premiére espéce, et que la considération de ces fonctions
fuchsiennes permet alors de présenter d’une facon simple la démonstration
des relations entre ces périodes.

» Le polygone R, peut encore prendre une infinité d’autres formes se
ramenant les unes aux autres. Je citerai, entre autres, dansle cas p = 3, le
polygone de 14 cotés considéré par M. Klein.

» Si p=1, nos fonctions F et F, se réduisent & des fonctions double-
ment périodiques, de sorte que 1'on retrouve les résultats connus sur I'in-
tégration des équations linéaires par ces sortes de fonctions, et en particu-
her ceux de M. Picard.

» On peut retrouver de méme les résultats connus relativement i l'in-
tegralxon algebmque de ces equatlons. Si ces equatlons admettent, en effet,
des intégrales algébriques, les séries thétazétas, par lesquelles s’expriment
nos fonctions zétafuchsiennes, se réduisent d’elles-mémes a des séries théta-
fuchsiennes; par conséquent, les intégrales ¢ seraménent & des fonctions
fuchsiennes de z liées & « par des relations algébriques, puisque noussavons
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qu’il y a toujours une telle relation entre deux fonctions fuchsiennes de
ménie groupe. \ :

» Supposons maintenant que notre équation (1) admette des points sin-
guliers; les sommets de 'R, se répartiront alors non plus en iin, mais en
plus1eurs cycles, qui sont de la premiére ou de la seconde catégorie, selon
que les points singuliers correspondants sont de la premiére ou de la se-
conde catégorie.

» Est-ce 12 la seule maniére d’expnme: @, y et v par des fonctions uni-
formes de z? Non.

"» 1°On peut remplacer F (z) et F, (z) par deux fonctions F'(z) et F(z),
jouissant des mémes propriétés, mais qui sont des fonctions kleinéennes,
oude ces fonctions fuchsiennes qui n’existent que dans une partie du cercle
fondamental. Le passage de F(z) 2 F'(z) se fera par I’ 4bbildung du cercle
fondamental sur un certain domaine.

_» 2° On peut égaler z 4 une fonction uniforme de ¢, et alors x, yety
sont également uniformes en ¢; de plus, on pourra choisir d'une infinité
de maniéres z en fonction de ¢, de telle sorte que
x=§(¢), r= ﬁ‘(t), = Z(t_)i
¢ et ¢, étant desfonctions fuchsiennes et Z une fonction zétafuchsienne. 1|
est quelquefois plus facile de- trouver la fonction #(¢) que F(z), comme
j’en ai donné ’exemple dans ma Communication du 8 aotit 1881.

» On peut enfin exprimer x et y par des fonctions fuchsiennes F(z)
et F,(z) existant dans toute ’étendue du plan; mais je ne puls entrer ici
dans tous les détails que ce sujet comporte. »

ANALYSE MATBEMATIQUE. — Sur la théorie des fonclions uniformes d’une
variable; par M. Mirrac-Lerrcer. (Extrait d’une Lettre adressée a
‘M. Hermite.)

~ « Mon théoréme paru dans les Comples rendus du 18 février peut étre mo-

difié d’une maniére qui me parait étre d’une certaine importancg pour

I'étude des nouvelles fonctions que M. Poincaré a mtrodultes dans I’Analyse.
» Je suppose données :

» 1° Une suite infinie de valeurs a,,a,,a,,. .., toutes inégales et assujet-

ties a la condition ‘
lim moda, =R,

v=o

ou R est une quantité positive quelconque;



