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lesmotations étantles mémes que dans une Note précédente du 13 mmars 1882,
» IH. La démonstration de ces théorémes, leur extension au cas ot 14
courbe C serait formée de plusieurs arcs de cercle et lenr application anx
fonctions doublement périodiques seront données dans un Mémaoire qui
paraitra prochainement. Je me borne i faire remarquer ici que les proposi-
tions sur les fonctions uniformes doublement periodigues eontenues dans
le premier paragrapbe de ma Note du 3 avril 1882 sont des cas particaliers

des théoremes que je viens d'indiquer. »

ARALVSE MATHEMATIQUE, — Sur les fonctions fuchsiennes. Note
de M. H. Porveank, présentée par M. Hermite,

« Danos I'étude des fonctions fuchsiennes, j'ai envisagé des séries de la
forme snivante :
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les dilférentes substitutions du groupe fuchsien envisagé, et ot m est un
entier plus grand que 1.

» Vai démontré que (pour une méme valeur de i) le quotient de denx
de ces series est une fonction fuchsienne. Réciproguement, on peul se de-
mander si toute fonction fuchsienme peut s’exprimer par un pareil quotient.
Cette question se ramene a la suivante. Pai dit déja que tontes les fone-
lions fuchsiennes ayant méme groupe peuvent s’exprimer rationnellement
4 Paide de deux d'enire elles, que jappelle 2 et y, et entre lesquelles il y
a une relation algébrique, de sorte que toute série de la forme (1) peut
elre egalée i une expression telle que
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ou Fax, y) est lalgorithme d’une fouction rationnelle,

v Réciproquement, toute fonction telle que (2) peut-elle étre mise sous
la forme {(1)? Pour fixer les idées, je supposerai qu'il s'agit d'une de ces
familles de fonctions fuchsiennes qui n'existent qu'a U'mtérienr du cercle
fondamental. Nous trouvons d’abord aisément {ue, pour pouvoir étre mise
sous la forme (1), Vexpression {2} doit s'annuler quand s vient en un des
sommets de la deuxieme catégorie du polygone R,

w Supposons une fols pour toutes celte condition remplie,
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» Les fonetions telles que (2) peuvent ou bien admettre des infinis
(nous dirons alors qu'elles sont de la premiére espéce], ou bien n'en pas
admettre, auquel cas elles seront de la deuxieme espéce. De méme, les
séries lelles que (1) seront (sauf des cas exceplionnels que nous laisserons
de coté) de la premiére eﬂpéce, et auront des infinis si II(s) a des pdles a
Pintéricur du cercle fondamental. Dans le cas contraire, elle sera de la
deuxicme espéce et n'aura pas d'infini.

v Je dis d’abord que toute expression de la forme (2) et de la deuxiéme
espéce peut étre égaléed une série de la forme (1) et de la deuxiéme espece,
En effet, on démontre que toutes les expressions de la forme (2) de la
deuxiéme espéce peavent s'exprimer linéairement i 'aide de p d’entre
elles, p étant un nombre entier facile & déterminer, Le théoréme énoncé
sera done démontré si J"établis quil est possible de metire sous la forme (1)
p expressions telles que (2) lindarement indépendantes entre elles. Or, dire
que cela est impossible, ce serail dire que toules les séries (1) de la
deusicme espece peuvent s'exprimer linéairement & Uaide de p— 1 d’entre
“elles. Mais je dis qu’il n'en est pas ainsi.

» Ln ellet, supposons que toutes les séries (1) de la deuxiéme espoce
sexpriment linéairement & Vaide de p —1 d'entre elles, que jappellerai o,,
By, ...y O, . Solent z,, 34, ..., 5, p points choisis au hesard a 'intérieur du
cercle fondamental. On pourra toujours trouver p nombres Ay, Agy ..oy Ay
tels que I'on ait

Avals) A0z 4+ +Ae (5,]=o0,

Aveg(s) +A8.0,(2,) +... A8, (5,)=o0,

Ao, (5 Au0, (504 A0, (5] = 0.

On aura alors

Aoz —+ Azf-]{;:2:| e __-\Plfl:::ﬂj = 0,

o z) désignant une série quelconque de la forme (1] et de la denxiéme
espece., o
» Cela posé; considérons la fonetion suivante :
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fuchsien, et posons
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On aura identiquement
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G(a) désignant une série (1) de la deuxiéme espece, ou a esl regardée
comme la variable indépendante. Si done on pose
A2y =A,0(z.2)+ A, 0(z5,2,) ...+ A,0(z,2,),
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on aura
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on en conelut que A(z) est de la forme

(3) (%) P, ¥l

\ ets
Fétant rationnel. D'aiileurs I'expression (3) s’annule comme Pexpres-
sion (2] quand 5 vient en un des sommets de la deuxiéme catégarie, Tl
serait done possible de construire une fonection telle que {3}, admettant
poinfinis, 3, 5, ..., z, clivisis arbitraivement et n’en admettant pas dlautre.
Or on démontre que cela ne se peut pas. Done I'hypothése faite au début
est absurde. Donc toute expression {2] de la deuxiéme espéce peut se
metire sous la forme (1),

» Je dis maintenant que toute expression (2] de la premiére espéce peut
se metire sous la forme (1) {en supposant toujours qu’elle s'annule quand =z
vient en un sommet de la deuxicme catégorie J. Tin effet, on pourra tou-
jours construire une série (1) ayant les mémes infinis que Pexpression (2],
donnée avec les mémes résidus. La différence de Fexpression {2) donnée et
de la série (1) ainsi formée sera une expression (2) de la deusiene espece
qui pourra se mettre sous la forme (1). Il en sera donc de méme de I'ex-
pression { 2] donndée,

» Ihrésulte de ce qui précede que toute fonction fuchsienne n’existant
qua Vintérienr du eercle fondamental pent s'exprimer d'une infinité de
manicres par le quotient de denx séries de la forme (1). Des principes ana-
logues sont applicables aux fonctions fuchsiennes qut existent daus tout le
plan, »



