FORMES CUBIQUES TERNAIRES ET QUATERNAIRES,

Pax M. H. POINCARE,

Professeur & la Faculte de Caen.

SECONDE PARTIE.

Dans la premiére Partie de ce travail (Journal de I Ecole Polytech-
ntque, 1.° Gahier), y'ai étudié les formes en général, et en particulter les
formes cubiques ternaires et guaternaires, a un point de vue purement
algébrique, et j'ai cherché; entre autres choses, a trouver les transforma-
tions linéaires qui reproduisent une forme donnée.

Je vais maintenant pouvoir aborder les problemes arithmétiques qui
sont I'objet principal de ce Mémoire :

1° Reconnaitre si deux formes données sont équivalentes ;

2° Distribuer les formes en classes, en genres et en ordres;

3° Trouver les transformations i coefficients entiers (ui reproduisent
une forme donnée.

Je résoudrai ces problémes par une généralisation de la méthode de
M. Hermite, sur laquelle je veux donner d’abord quelques explications.

VI. — MErnopi peE M. HermirTE.

Pour que deux formes soient arithmétiquement équivalentes, il faut

d'abord qu’elles soient réellement équivalentes, ce quel'ou peut reconnaitre
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par des considcrations purement algcbriques, qui permettront éga ement
de trouver une transformation permettant de passer de 'une a lautre.

Soient done F et F' deux formes dont il s’agit de reconnaitre I'équiva-
lence arithmétique; supposons qu’elles soient réellement équivalentes et
dérivent par des substitutions réelles d’une méme canonique H. Pour re-
connaitre si F et F' sont arithmiétiquement équivalentes, 1l faut définir
des formes qui jonent, par rapport it I' et I, le méme réle que les véduites
par rapport aux formes quadratiques.

Quelques dcfinitions sont tout d’abord nécessaires,

On appellera substitution réduite toute substitution qui, appliquée a la
forme quadratique délinie,

2 .2 "2 . ,2_ 2 _ 2 _',,2
x|+m2+¢3 ou & -+x,+x; + &,

donne une forme quadratique définie réduite.

Parmi les formes dérivées de la canonique H, on appellera formes ré-
duites toutes les formes qui pourront étre tirées de H par une substitotion
réduite.

Soit & trouver toutes les formes réduites arithmétiquement équiva-
lentes a une forme F qui est elle-méme réellement équivalente a la cano-
nique 11,

Soit T une transformation qui permet de passer de H a I, de telle

sorte que
F=—H.T.

Soit = nne transformation qui reproduit H; on aura évidemment
F-=H.+ .T,

et 'on obtiendra toutes les transformations qui font passer de H & F, en
prenant toutes les transformations qui reproduisent H, et les multipliant
par T.

Pour trouver toutes les formes réduites équivalentes a F, il faut cher-
cher toutes les transformations entiéres E, telles que la substitation

. 1K
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soit rédnite, ou, ce qui revient au méme, telles que la forme quadratique
‘définie
(] + ) +x2).+.T.E,
otl
(22 4z ey -+ x23). 1. T E,

soit réduite,

DYapres ce qn’on sait des formes quadratiques définies, on est siir qu’il
y a toujours une substitution entiere E qui réduit

(a2 23+ a2).7.T,
ou
(2} -+ 2} -y + x3).7. T,

en général, il n'yen a qu'une, et 'on peut la trouver aisément.

Si donc le type H n’est reproductible par aucune substitation, il y
aura une forme réduite équivalente a F et, en général, il n'y en aura
qu’une.

Si le type H est reproductible par différentes substitutions, il y aura,
en général, unnombre fini ou une infinité de réduites équivalentes & I¥, et
il scra aisé de les trouver.

Cela posé, il est clair ue, pour que deux formes soient équivalentes, il
faut et il suffit que le systéme des réduites de I'une soit identique au sys-
téme des réduites de I'autre.

La méthode de M. Hermite peut également servir a trouver toutes les
substitutions entiéres qui reproduisent F.

Supposons, en effet, que 'on ait

S étant une substitution entiére.
Soit E I'une des substitutions enticres qui réduisent I, de telle sorte
(jue

F.E

soit une réduite.
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On aura de ménie
F.E=F.S.E.

L.a substitution entiére S.E réduira donc F et conduira i la méme ré-
duite que la substitution E.

Par conséquent, pour trouver une transformation entiére qui repro-
duise F, il faut chercher deux substitutions entiéres et unitaires qui rédui--
sent I et transforment cette forme en une méme réduite.

Soient K et E, ces deux substitutions,

E,. B

sera une substitution entiére qui reproduira F.

VII. — DPRrOPRIETES DES TRANSFORMATIONS REDUITES.

Il y a plusicurs maniéres de définir les transformations réduites; car il y
a plusieurs maniéres de définir les réduites d'une forme quadratique dé-
finte.

Supposons une forme ternaire, pour fixer les idees, et soit
Ax® +A'y* +A"2 4 aBys -+ aBaz 4+ 2B xy

ette lorme ; d’apres une premiere définition, on peut dire que cette forme
est réduite : si A est le plus petit nombre qu’elle puisse représenter, quand
oun doune a x,y, z des valeurs entieres telles, que I'on n’ait pas a la
fois

L‘L’m"y—_—z:_—_ ;

si de plus A est le plus petit nomhre qu'elle puisse représenter, quand
on donne & x, y, z des valeurs entiéres telles, que I'on n'ait pas i la
fois

y:z:o;

si enfin A” est le plus petit nombre u’elle puisse représenter, quand on

-



FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES.

donne i x, ¥, z des valeurs entiéres, telles (ue I'on n’ait pas

s= 0,

49

Nous pourrions nous servir des transformations réduites définies de la

“sorte, et nous atteindrions, grice a elles, le but (ue nous nous proposons;

toutefois ce ne sera pas de cette définition que nous ferons Ie plus fréquent

usage, mais bien de la définition qui est due & MM. Korkine et Zolota-

reff (Matematische Annalen, Band 6).

On dit alors qu'une forme est réduite quand on peut l'écrire de la

facon suivante

Ml(xl + E‘.’lx2 + E:{Ixﬂ)ﬂ + ME('TE + 5321"3)2 + Maaji?

1° Tous les ¢ sont plus petits en valeur absolue que 3;

2° u, est le plus petit nombre que puisse représenter la forme donnée ;
3° m, est le plus petit nombre que puisse représenter la forme binaire

- 2 2
f*‘z(a‘n -+ 5323"3) —+ Xy,

Une transformation sera alors réduite, si elle s’ecrit

ou T est une substitution qui reproduit

2 2 2
a4+l -+,

et oulles u et les = satisfont aux conditions précédentes.
MM. Korkine et Zolotareff ont démontré, dans le Mémoire augnel

renvoyé, diverses propriétés des u.
LIt Cahier,

] ai
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On a, dans le cas des formes ternaires,

My Mg My == 1,

3 2
.‘wg > }‘_.Mqa /’f‘g >§gu|,
dans le cas des formes (uaternaires,

Mg Mg, =1,

3 Lo, 2 ~ |
Ly > 3 M3 gty My =~ M4y

Nous ferons de ces propriétés un Fréquent usage. N

VIII. — RFEFLEXIONS SUR LA METHODE PRECEDENTE.

Il est claic que la définition que nous venons de donner des réduites
équivalentes & une forme quelconque laisse (uelque prise a I'équivoque;
en effet, on n’arrivera pas an méme résultat :

1° Quelle que soit la maniére dont onanra défini les transformations ré-
duites (voir le paragraphe précédent);

2* Quelle que soit la forme H qui aura été choisie comme canonicque
parmi les formes algébriquement équivalentes a I,

Toutes les fois qu’on parlera des réduites d'une forme F, il fandra, par
conséquent, spécifier : ' .

1° SiPon définit les transformations réduites & la maniére ordinaire ou
ala fagon de MM. Korkine et Zolotareff, ou de toute autre maniére;

2° Quelle est la canonique H qui est choisie dans toutes les formes
réellement équivalentes a I'.

Ainsi, pour les formes quadratiques binaires par exemple, on choisit
généralement pour la uanon'iqué ou bien «(x® + y*), ou bien axy, ou
enfin «{x* — »*); mais il est clair que I'on pourrait tout aussi bien choisir
une canonique différente; et alors on arriverait 4 une théorie tout a fait
identique & la théorie ordinaire, bien (ue les réduites soient définies d'une
fagon toute diffcrente. '
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IX. — TakoreEve pE M. Jorban.

M. Jordan a démontré (Comptes rendus des séances de I’ Académie des
Sciences, séance du 5 mai 1879) un théoreme u’il énonce ainsi :

Les formes & cocfficients entiers algébriquement équivalentes & une

Jorme donnée se répartissent en un nombre fint de classes, pourvu que

le discriminant ne soit pas nul.

Nous allons donner de ce théoréme une démonstration nouvelle, et
arriver ainsi & faire voir qu’il est vrai non seulement quand le discrimi-
nant n’est pas nul, mais encore, dans certains cas, bien que le discriminant
soit nul.

Pour que les formes algébriquement equivalentes & une forme donnée
se répartissent en un nombre infini de classes, il faut, en effet, nous
allons le faire voir, que non seulement le diseriminant, mais encore d’autres
invariants, que nous apprendrons a former, s’annulent & la fois.

Pour démontrer le théoréme de M. Jordan, nous allons faire voir qu'il
ne peut y avoir qu'un nombre fini de réduites algébriquement équivalentes

a une forme donnée. |
Supposons en effet, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d'une forme ter-
naire d'ordre m, algébriquement équivalente a une canonique H:

Appelons réduite de la premiére catégorie toute réduite telle que le

Jii—1

coefficient de &'/ et celui de 2

x, ne soient pas nuls & la fois.
Je dis d’abord que, les réduites a coefficients entiers de la premiére
catégorie algébriquement ¢quivalentes a H sont en nombre fini.
Soit
Hez Afz.k.la“f t; x,

1

et soit
F=MU.8S=3B,,,x %z,

ane forme réduite algébriquement équivalente & H; S, qui est une substi-
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tution reduite, s’¢erira

! 1 E2| 231 \/'u" o 0
S=T>x o 1 ¢, |X%]| o \//42 o
o o 1 -
s 0 \/,ua

T etant une substitution qui reproduit
x + x4 a,

et dont, par conséquent, les coefficients sont tous plus petits que 1.
Quant aux ¢, ils sont plus petits (que 1 en valeur absolue.

On a alors
H.T=:C v al,

wr.n.p

et il est clair gque, les coefficients de T étant tous limités, les C devront

étre également limités, De méme, si l'on pose

les D seront ainsi limités. Or, on a

(29) Ay =D minl

k&
3,3
o

Par hypothése, des deux coefficients

AIH.O.U’ A!ﬂ—'l.‘l.ﬂ?

Yun au moins n’est pas nul. Soit, par exemple, A,_, , ,,on a

(30) Am-—n.a.n :Drn—i.ho.ulTM

Multiplions les équations (29) et (30), apres avoir élevé la deuxiéme an

carré:
am—a4+h k4a 1

2 —_— 1} 2 q
Al't.lu. l>< Am—i.j‘u - D/t.ﬁ.t‘ X Dm—-].|.(l Ml
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Remarquons :
1° Que
Jo- kb —+l=m;
2° Que

3 3 2 .
M2>4_'U's" M3>IM29 M3>'§/u33

d’on
2m— 2 " _if m m-— h
3 3 3 by
My : ’ < Mf < (TME) P (Efu'a)l’
b ;
py t <y X (E”*s)z;
d’ou
sm—a+h k+2a l’ m-+k—=n ) m
2 2 4 LAY) o
M s ty < (?{) : (5)2(“1“2 #a)s
on
am—9o+h ka2 i ma+k—2 h
4 P 3Ys
reo Pt o <<(3) ()
ou enfin

A <A <D, DE (ST ()

m—1.1.0 mw—1.1.0

Done le produit de
Ah.k.z et A2

m—=1.1.0

est limité. Mais A,_, , ,, qui West pas nul, est au moins égal a 1. Donc
A, ,, est limité. |

Done il n’y a qu’un nombre fini de réduites de la premiére catégorie
équivalentes 2 H.

Soit maintenant A .H un covariant quelconque de H; on aura, T étant
une transformation unitaire quelconque,

(A.H)T = A(H.T).

Si de plus I1.T a ses coefficients entiers, A(H.T) aura également ses
coefficients entiers.

Supposons que, parmi les formes algébriquement équivalentes & A. H,
on choisisse ATl comme forme canonique (. H), I sera alors une forme ré.
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duite quand T sera une transformation réduite, ¢’est-a-dire quand H.'T
sera une forme réduite,

Nous dirons que A.H est un covariant de Ja premiere espece quand le
symbole A représentera une ol)ératioh telle qu’'a une forme A.1l corres-
ponde une seule forme H (par exemple le hessien des formes cubiques
ternaires de Ja premieére famille).

Nous dirons que A.H est un covariant de la deuxiéme espece quand,
sans étre de la premiére espéce, il est du méme degré que Il (par exemple,
le hessien des formes cubiques ternaires de la deuxieme famille).

Enfin AH sera de la troisiéme espéce s'il n'est ni de la premiere nide la
deuxiéme.

H.T sera une réduite de la deuxiéme catégorie si, sans étre de la pre-
miére catégorie, elle est telle que a.H.T' soit de la premicre catégorie, et
si A.H est de la premicre espece. |

Il est clair que les réduites de la premiere catégorie A.H.T et, par
conséquent, les réduites de la deuxiéme catégorie H.'T' seront en nombre
fini,

H.T sera une réduite de la troisieme catégorie si, sans étre de la pre-
miére catégorie, elle est telle que A.H.T soit de la premiére catégorie, sAH
représentant un covariant de la deuxicme espece,

AH_—I— AH,

ol A est un entier quelconque, sera alors un covariant dela premiére ou de
la deuxiéme espece, et

(aH+ AH)T

sera, par rapport a la canonique (Al + All), une réduite de la premiére
catégorie.
Il n’y aura donc qu’'un nombre fini de réduites & coeflicients entiers,

telles que
(aH+ AH) T,

et, comme il n’y a non plus qu’'un nombre fini de réduites & coefficients
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entiers, telles que
AHT,

1l v’y aura (qu’un nombre fini de réduites de la troisiéme catégorie, telles
que
' HT.

H.'T sera une réduite de la quatriéme catégorie si, sans étre de la pre-
micre catégorie, elle est telle que le coeflicient du terme de AHT, dont le
degré en x, est le plus élevé, nesoit pas nul, et si, de plus, AH est un cova-
riant de la troisiéme espéce.

Je dis que les réduites de la quatrieme catégorie sont encore en nombre
fini.

En effet, les réduites a coefficients entiers, telles que AHT, sont encore
en nombre fini.

Soit i le degré de H et p celui de AH,

AHm - Hp

sera un covariant, et

[(AH)" + H?]T

sera une réduite par rapport 4 ce covariant; si dans AHT le coefficient de
o, n'est pas nul, pendant que dans HT le coefficient de 27 est nul (ce ui
a lien puisque HT est une réduite de quatriéme catégorie) le coefficient de

x7 dans

[(AU)™ + HP]T

ne sera pas nul et, par conséquent, cette réduite sera de la premiere caté-
| » P ) I
gorie. Done il n'y aura qu'un nombre fini de réduites :
1° Telles que AHT; ,
2° Telles que (AH)"T;
3° Telles que [(AH)" + H"]'T;
4° Telles que H”'T';
5° Enfin telles que HT. C. Q. F. D.
- En résumé, il n’y aura qu’'un nombre fini de réduites a coeflicients en-
’ y
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tiers, dérivées de H, soit de la premiére catégorie, soit de la deuxieme, de
la troisicme ou de la quatrieme catégorie par rapport a un covariant quel-

conque de H.
Pour qu’il y ait un nombre infini de réduites dérivées de H, il faut done

qu’il y ait des réduites qui ne soient ni de la premiére catégorie, ni de la
deuxiéme, de la troisieme ou de la quatriéme catégorie par rapport a aucun

des covariants de H.
Or voyons ce que cela signifie dans le langage géométrique.
Supposons que la transformation T s’éerive

£y, == “424 -t “222 —+ 61.323,
£y = {345. - ﬁazz -+ .6323’
Xy = 7’121 -+ 7222 -+ 7323'

Dire que le coefficient de &7 dans HT est nul, c’est dire que le point

au

est sur la courbe
H =—: 0.

Dire que les coefficients de £7 et £7 '£, dans HT sont nuls a la fois,

i

¢'est dire que la droite

X, o, «,
F,=o0 ou |x, [, fB|=o0
'1.3 ’}IG )’2

est tangente & la courbe H = o au point
s‘.‘ i E:} = 0.

Dire que H'T est une réduite qui n'est ni de la premiére, ni de la
deuxiéme, ni de la troisieme, ni de la quatrieme catégorie, c'est dire que
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Ia droite
En — 0
est tangente, an point
Ea = Es =0,
a toutes les courbes telles que

AH = o,

AH étant un covariant quelconque de premiere ou de seconde espéce, et
que le point

53 = Ea =0
esl sur toutes les courbes telles que
A, H=o,

A, H étant un covariant quelconque de troisieme espéce.
Pour qu’il y ait un nombre infini de réduites, il faut done que toutes
les courbes telles que
AH=o0, A H=o0

aillent passer par un méme point, et que toutes les courbes telles que
All =0

soient tangentes a4 une méme droite en un méme point.
Pour que les trois courbes

H=o0, AH=0, A H=b»

¢

se coupent en un méme point, il faut qu'un certain invariant soit nul; de
méme, pour que les deux courbes

H= o, AH=o0
soient tangentes entre elles, il faut qu’un autre invariant soit nul.

Pour qu'il y ait un nombre infird de réduites, c’est-a-dire pour que le
LIt Cahier. &
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théoreme de M. Jordan soit en défaut, il faut done que tous les invariants
ainst formés sotent nuls a la fois.

Ce que nous venons de dire des formes ternaires s’étendrait aux formes
d’un plus grand nombre de variables.

X. — FORMES CUBIQUES TERNAIRES DE LA PREMIERE
ET DE LA SECONDE FAMILLE.

Nous allons appliguer les principes précédents aux formes cubiques
ternaires.

Soit d’abord
buxyz + B(x' + 5° + 5*) = H,

qui est la forme canomque de la premicre ou de la seconde famille.

Une pareille forme, nous I'avons vu, n’est reproductible que par des
substitutions de la deuxiéme catégorie, qui se réduisent & des permutations
entre les lettres x, ¥, z; soit S 'une quelconque de ces substitutions qui
reproduisent la forme H.

Soit

F—=H.T

une forme quelconque réellement équivalente a H.

Les substitutions qqui permettront de passer de H i F seront touates de
la forme

S.T.

Pour trouver les diverses réduites de I, il faut done chercher la sub-
stitution enti¢re E, qui réduit

(* 4 y* +2%)8.T,
et lappliquer it F. Or S reproduit

1,2 +.}.2 + ZZ ;
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done E doit réduire
(& + y* +=*)T.

Or, en général, il n'y aura qn’une substitution E qui réduise cette forne.
Done F n’aura qu’une réduite

F.E.

Par conséquent, les formes cubigues ternaires de la premiére et de la
seconde famille n’ont en général qu’une senle réduite.

Dans le cas particulier qui nous oceupe, la considération des réduites
n’est pas indispensable pour reconnaitre 'équivalence de deux formes.
En effet, comnie on ne peut algébriquement passer d'une forme & l'autre
que par un nombre fini de transformations, il suffit de s’assurer si les coef-
ficients de 'une de ces transformations sont entiers, pour savoir s’il y a
équivalence des deux formes.

Voyons ce que devient, dans le cas particulier qui nous oeccupe, le
théoréme de M. Jordan.

Nous ne considérerons qu’un seul des covariants de H, qui sera son
hessien. Ce hessien est un covariant de la premiére espece si H est de la
premiére famille et de la seconde espéce si H est de la seconde famille;
nous le désignerons, comme d’habitude, par la notation AH.

Mais les courbes

H=o0, AH=o0

ne peuvent jamais €tre tangentes cntre elles.

Donc toutes les réduites algébriquement dérivées de H sont de Ia pre-
micre ou de la deuxi¢me catégorie si H est de la premiére famille, de la
premicre ou de la troisieme catégorie si H est de la seconde famille.

Le théoréme de M. Jordan n'est donc jamais en défaut pour les formes
de la premiere ou de la seconde_fumille.

Le probléme qui se présente maintenant, ¢’est de trouver, en fonctions
des invariants S et T, des limites supérieures que les coefficients de ces
réduites ne puissent dépasser.
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Mais limeter ces cocfficients en fonctions de S et de Iy ¢’est les limiter
en fonctions de « et de 5, quisont des fonctions de S et de T définies par
les égaliteés

S = Gafe — @),
T=8a’ +20a’3" — 3°.

On peut se servir de ces deux égalités soit pour calculer « et 3, quand
on connait S et T, soit pour trouver des limites supérieures de « et de 3,
qui s’expriment d’une facon simple en fonctions de S et de T.

Quand on aura ensuite limité les coefficients des réduites en fonctions
de « et de 8, on pourra obtenir aisément des expressions des limites de
ces fonctions de S et de T, expressions qui pourront étre plus ou moins
rapprochées des limites précises et plus ou moins compliquées.

PREMIER PROBLEME. — Limiter en fonctions de « et de {3 les coefficients

des réduites de la premiére catégorie.
Soit
HT = A& +A,8] + A5}
+2B,,83%, + 3B,,228° + 3B, 2%,
+ 3B, ,£,82 + 3B,,£,82 4+ 3B,,E,E? + 6CE £,E,

une réduite de la premiére catégorie.
Par définition, A, et B,, ne seront pas nuls a la fois, et 'on aura

“, [ % I e, &, \/M—' 0 0
T=w, B 7 |xl0o 1 e,|(x| o r o
@y, By Y, o o 1 0 0 \/,u,_3
ou
@, @y B« e+, \/;: o 0
V=|a, a6, +L, a6, -+ Paty-+7%|X| o \/;; o
&y,  @agy, 3, oy, BE, Y, 0 0 \/;c;

Comme, d’apreés la définition des transformations réduites donnée par



FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 61

Lolotarell, la substitution

ai ﬁl 71
%y ﬁa e
%, Bs 7,

reproduit x* + y* +z° et a, par conséquent, tous les coefficients plus

petits que t en valeur absolue; comme, d’autre part, les ¢ sont plus
petits que £ en valeur absolue, on aura, en valeur absolue, les inégalités
sulvantes :
' 3 P
a; < 1, “i*":u_r“ei<§a “i53|+(6£532+7£<3-
Posons
%, a1521+191 “1931+134532"+'7| |
CD:H bed «, az_E‘u +[62 A Egq +ﬁ2532'+‘ Y
a3 “3E2|+ﬁ3 a363|+@3532+73
et

P=a, )y +ay,+a )y
-+ Sbm,'y?yz -+ Bb”)f': Ya—- 3b3|y§y4
+3b,, x5+ 36,005 36y, 7 6y x. vy

Les inégalités auxquelles satisfont les coefficients de la substitution qui
permet de passer de H & @ montrent que les a, les & et ¢ satisfont aux
inégalités que nous allons former.

Soit

A= 6(«) + 3(5),

(«) et (3) étant les valeurs absolues de « et de 8; nous appellerons de méme
A la quantité qui joue, par rapport au hessien de H, le méme réle que 2
par rapport a H.

A et A sont des fonctions de S et de T,
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On a évidemment, en valear absolue,

La, < »,  a, < A(3)* ou AZL, a, < A2 ou 8,

£

(31) by <A, by, < AME)2 on AL, b, < A2® ou 4a,
2
(bz, < A3 ou A, by, < az2? ou 6a, b, <22,

¢ < Aa on 3A.

Ces inégalités limitent les «, les 6, etc. Cherchons maintenant i limiter
les' A, les B et G; pour cela, nous nous servirons des égalités évidentes

3 3 3
A| —_—a”uf, A2 :.::'(Lz/ug, Aﬂ =a, u,z Bm:::bm,u,{u
3 t 1 L
. 2 2 ) — 2
) OBy, = by, uyud, By ==b,,uul, By =D, u,u

Ona
C=c¢,

d’ou
C < 3,

3 1 1 B

A. :CE,M? <(l,,u?;u:1u§ %_2_, d’on A' <7\\/2,
1 1 ‘2. .

B -_b“’u"u <b‘,,u3,u, M ; (1’011 B|-.> <7\\/£¢T71
“7 \/7%’ dou B, <y,

B,,=0b,,uu <b,3u winlyi, o dlolt B,3<7\\/§.

I

LY
= 0 -

=] = e

BEI :b2|f“2”‘2< bai'

Comme nous n'avons pas supposé jusqu’ici ue la réduite H'T it de la
premiére catégorie, les quatre inégalités préeédentes subsistent, que Ja ré-
duite soit de la premiére, de la deuxieme ou de la troisieme catégorie.

On a
£ — -
2 4 F AP / 22
AA =aa,p’n a,a, N~ 2 dou AA, < ?\”’T?\/z,

<Z
— -l— pa— - .
AB,, =a,b,,piu, <a,f)”\/3 dou A,B,, <a x%\/ﬁ,

23
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AJB:H ==(l'4b:z|M§-M3| <aib3|%’ d’olr A|B:u <-7\-><_

3 1

A B, =ab,u*rlu, <ab, \/%, dov A B, <xX*x4} \/3,
B,,A, = wy < b,a,l, dou B,,A, <A

«

12

3 1 — -
B|93A23:bmbzz”‘1ﬁ‘(‘2#§<bizbz3 \/%; d’olt Bi‘.’.B‘.’S <7‘2><'§"\/3.»

BB, =0, bg,u, w? ,,h < b b \E  don BB, < a¥x 443,
BwBse = b by ugm, = baebsnv d’ou BJEBM <A X 9.

3?

Comme des deux coefficients A, et B,, I'un au moins n’est pas nul et,

par conséquent, au moins égal & 1, on aura en valeur absolue

A, <2y, B,, <2a%y/3,
B,, < 4:*V3, B,,<ga'.

H reste & limiter A,; nous y arriverons a Vaide des in¢galités

3

2 a2 3 9 2 419
AiAs =LA 0y <a1a3(_§) :

B: A, =02 a,uu,u T a /e,

fea

d’ou
. .
ATA, <A B(3)T, BLA, <A X 83V,
et enfin
A, <122%y/3.
¢ DeuxikME proOBLEME. — Limiter en jfonctions de « et de f3 ou, ce qui

revient au méme, en fonctions de A el de A les coefficients des réduites de

la devxieme et de la troisieme catégorie.

Je remarque 'abord que les cing inégalités
C<3;\’ A' <A\/57 B|2<7\v21?’ B|a<7\'\/§3 Bﬁi <7‘\/z:“

subsistent toujours; de plus, nous devons remarquer que, le discriminant
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n'étant pas nul, tandis que A, et B,, sont nuls, on doit avoir

<
B|3 > O’
d’ou
B2
en waleur absolue.
On peut done se servir des inégalités
L 8 .
< * A}
B|3A2 =7’43a2M.M§M§ <b130’2 %J d’ou BiaAz <"3;T2?‘2\/3?
2 A h o
B‘3B23=—"543523;4,#2/43:5”@23, d'ou B, B,, <92%,
d’ou

A, <2a%/3, B, < g

Il reste & limiter B,,, B,, et A,.

Premiere méthode.

La premiére méthode consisterait a limiter les coefficients du hessien,
*puis & exprimer les coefficients de la forme elle-méme en fonctions de ceux
du hessien, d’apreés les formules données par M. Aronhold dans le tome 39
du Journal de Crelle; comme cette méthode ne s’appliquerait pas aux
formes de la denxiéme famille, nous ne la développerons pas.

Deuxieme méthode.

Soient B, , B,,, A, les coefficients de £2&,, £22 , 2% dans le hessien de

la réduite considérée.

AHT étant une réduite de la premiére catégorie, par rapport a laguelle
‘A joue le méme réle que A par rapport a HT, on aura les inégalités
B, < 4y/3a%
(34) B,:z-z < 9A2’
A, <124y/3A%

De méme (AH + H)T étant une réduite de la premiére catégorie par
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rapport a laquelle A +- 2, joue le méme rdle ue A par rapport A HT' ; on

aura
B, B, < 43{A-+ 1),
(35) B,, +B,,< 9 [{A-42a)
A, 4+ A, <1ay/3(A--2)N

Des inégalités (34) et (35), on déduit enfin

B, < 4y3[(A 42+ a2,
B:|2< 9 [(l\+?\)2+A2J’
A, <i2y/3[(A+ ) + A

XI. — ForRMES DE LA TROISIEME FAMILLE.

Soit maintenant

6axyz + B(x® + y*)=H,

qui est 'une des deux canoniques des formes de la troisieme famille.

On démontrerait, comme dans le cas de la premiére et de la deuxieme

famille, que les formes dérivées de cette canonique n’ont, en général,

gu’une senle réduite, et toutes les remarques ¢ue nous avons faites i ce

sujet trouveraient leur application.

Voyons maintenant & appliquer le théoreme de M. Jordan a ces sortes

de formes.

Cette fois, le point double de la courbe H = o étant aussi un poiut
double de la courbe AH = o, il y a des réduites dérivées de H qui ne sont

pas de la premiére catégorie et qui ne sont non plus, ni de la deuxiéme, ni

de la troisiéme, ni de la quatriéme catégorie par rapport & AH.
Les réduites de H se divisent donc en trois sortes :
1° Celles pour lesquelles on n’a pas, a la fois,

A, :Blzzoa

et qui sont de la premicre catégorie;
LI¢ Cahier.
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2° Celles pour lesquelles on a, a la fois,

et qui sont de la deuxiéme catégorie par rapport a AH;
3° Enfin celles pour lesquelles on a, i la fois,

AI —_ [:}I‘).:: BI.‘! :OS

et qui demanderont une étude spéciale.

Ence q'ui concerne les réduites des deux premiéres sortes, on trouverait,
par un caleul absolument identique a celui que nous avons fait pour les
formes de la premiere et de la deuxieme famille, les limites des coeflicients,
et on retomberait sur les mémes inégalités a la condition d appeler A, non
plus la somme de la valeur absolue de 6« et de celle de 33, mais la somine
de la valeur absoluc de Gu ct de celle de 23 et d’appeler A la quantité qui

joue, par rapport a AIl, le méme réle que A par rapport a H.
Il resterait & trouver les limites des coefficients de la rédnite de la troi-

siécme sorte
b=A,x} + A2} + 3B, 2 x, + 3B, 2,2]
+ 3z, (B, 2} 4- 2Ca, 2, + B, 23);

mais cela est impossible, comme on va le voir aisément.
FFaisons, en effet, dans H = 6 aayz -+ g(2* - %),

a4 ﬁ’cma = Ty,

<

@2'1‘2 -t 72‘1’.3‘-
By = 7,2,

a
Y

Pour que la substituti on

y T=|0 g, 72
0 183 7:)
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soit réduite, il faut et il suffit que .
B 7
[8:; ¥Ya

soit réduite; que

B, <35%, ¥ <

¢,

Wi

et que «? soit le minimum de la forme
(a,:c| —+ {3,.272 -+ ¥ .’]3‘3)2 -+ ({32‘1?2 -+ 72'1"3)2 —+ (l‘f:‘:;'rz -+ 73'173)2‘

Supposons que ces conditions soient remplies, et que HT, qui est une
reduite, ait ses coefficients entiers; alors il est clair que la substitution

1 I 1
2% 3 B =7
'F - *
! o A8, Ay,

o 2B, Ay,

ol 2 est un nombre entier positif, sera également réduite, et que HT,
sera une réduite a coefficients entiers.

Si donc on peut trouver une réduite a coefticients entiers de la troisieme
sorte dérivée de If, on en peut trouver une infinité.

Or je dis qu'on peut toujours en trouver une, pourvu que «® soit un
nombre entier. ‘

Si, en effet, o® est un nombre entier, on peut trouver une infinité
de formes ©® i coefficients entiers, algébriquement équivalentes i la forme

binaire
2axy = 8.

Parmi les substitutions linéaires en nombre infini qui permettent de

passer de 8 & ©, nous pouvons toujours en choisir une

&= 7\121 +7‘2227
Y = =u|E| -+ MEEE’

Ay — Ay = 1.
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telle que
A ::/I_;(/'W +k|a)’ Ay == jt_;(hz—f—lfgd);
o= k) == (k)
va va

hyy ley, &,k étant commensurables et a étant une quantité convenable-
ment choisie.
Les formes O se répartissent en un nombre fini de classes; soit

FA A,
S— | ;
My My
les formes a coeflicients entlers
(acky)S

seront equivalentes 4 un nombre fini de réduites

(22xy)S.T

(T ¢tant une substitution entiere unitaire) dont les coefficients seront
entiers et on S.'I" sera une transformation réduite.

La forme
(2" +°)8

et, par conséquent aussi, la forme
(x* 4+ ¥*)5.T

. 1 4
auront leurs coefficients commensurables avec —. Par conséquent, on
[t

pourra toujours trouver un nombre A incommensurable tel ¢ue la forme
(At 4+ A8, T

ait ses coefficients entiers.
Soit alors
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soit « un nombre quelcongue; soit 2 la substitution

= sera une transformation réduite, pourvu que )—:F soit assez petit et que
¢, et ¢, solent plus petits que I en valeur absolue et v convenablement
choisi.

Nous dirons que deux substitutions = appartiennent au méme genre
quand elles ne different que par les valeurs attribuées a wetay.

11 est clair que si Bu’ est entier, si, de plus,

y=—1I, £,

“l

3—_—0,

la forme

aura ses coefficients entiers; car

H.3 = (6axyz)s + (fx* + By°)=
ou

H.:=3x, [(zaxy) S .T] + pBu’ [(7\‘.903 + A'y")S.T).
Par conséquent, il existe toujours des réduites de la troisicme sorte,
dérivées de U et a coefficients entiers.

En donnant a Su* toutes les valenrs enticres possibles, on obtiendrait
toutes les réduites de la troisieme sorte, pour lesquelles ¢, — ¢, = o.

Lorsque ¢, et ¢, ne sont pas nuls, il faut, pour que L2 ait ses coeflicients
entiers, que la forme binaire

3,y + s,2,) [(2axy)S.T] + B’ [(A°y' 2® 4 i—:y“)S.T]

ait également ses coeflicients entiers.
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Or les coefficients de cette forme binaire s’ éerivent
A B 3 3C ﬁf’-ﬂ D
£, 01 € £,+J.‘8-’“'v i_'_.u_f; i

A, B;, G, étant des nombres donnés; done, pour que tous ces coeffi-
clents soient entiers, il faut et il suffit que I'on ait

e, = ht, -t + hot, Rt

e, =kt + kt, -+ kit, kit

—_—

(34)

Bu*r' =1 t, + Lt, + L, + 1",
Bur =mt, - m,t,+mit,+ mt
L - 171 2% 3Ys 474"
ou les /2, les &, les £ sont des quantités faciles & calculer, et ol les ¢ sont
des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs.
put
yi

Si Pon considere ¢,, ¢, Su’v’ et comme les coordonnées d’un

point, les points qui satisferont aux conditions (34) constitueront un assem-
blage a la Bravais. Il y aura une infinité de points de cet assemblage satis-
faisant aux inégalités

1 1 1 1
—'E<92<'2_9 ——§<53<E)

qui expriment que la substitution X est réduite ; mais il n’y en aura qu’un
nombre fini qui satisfassent aux inégalités

( 1 ( 1 1 3,3 1 1 ﬁP-a 1
—3<52<;a — <& < —'§<ﬁMV < 3 — < 7 <3

et tous les autres s’en déduiront en faisant varier et y.
Conséquence : Les substitutions réduites 2, telles que HS ait ses cogf-

Jicients entiers, se répartissent en un nombre fini de genres.

Done, en résumé :

1° Les formes a cocfficients entiers dérivées de H forment un nombre
infini de classes. Ces classes seront dites de la premiére, de la deuxicme,
de la troisieme sorte, selon que les réduites correspondantes seront elles-
mémes de la premiére, de la deuxieme ot de la troisteme sorte ;

9° Les classesde la premiére et de la deuxieme sorte sont en nombre fini;
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3° Les classes de la troisieme sorte sont en nombre infini; mais clles
se répartissent en un nombre fint de genres, a la condition de considérer,
comme appartenant au méme genre, les classes dont les réduites dérivent
de H par des substitutions réduiles 3 appartenant au méme genre.

Nous aurions maintenant 4 examiner les formes réellement équivalentes

a la eanonique
7 P Baatz 4+ 3ay’s + 3pxy;
(/) ﬁ$+ X Z A= da )y s - {i‘r.} »
mais nous nous dispenserons de faire cette étude, qui nous conduirait, par
des raisonuements identiques, 4 des vésultats identiques.
XII. -~ FoBMES DE LA QUATRIEME FAMILLE.
Considérons les formes a coefficients entiers, réellement équivalentes a
H e 33.','22, = .y's.
Si 'une d'elles F dérive de 11 par la substitution

T =, &, 4+ U, Ty~ Ay &y,

_j":ﬁil“ + ﬁzx2+183x31

I

71 xl + 72;1.2 -+ 73‘1"3?

~
~

que nous appellerons 'I', il est aisé¢ de voir :

1° Que «,, «,, «, sont commeunsurables entre eux; que, de méme, §,,

8,, 4, sont commensurables entre eux, ainsique y,, ¥,,%,;

2° Que la forme I peut également dériver de H par la substitation

Ad, A,  Auy
g B B .

1 1 1
ERE 'ﬁ% = Yo
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Nous pourrons donc écrire la substitution T sous la forme

ha, ha, ha,

kb, kb, kb, |,
le, le, lec

1 3

ou a,, a,, a, sont des nombres entiers premiers entre eux, de méme
que b,,b,, b, et que ¢, ¢,, c,.

Envisageons maintenant les réduites équivalentes a ces formes.

Les réduites seront de la premiere sorte si A, et B,, ne sont pas nuls a
la fois, de la deuxiéme sorte st A, et B,, sont nuls sans que B, le soit, et
enfin de la troisieme sorte si

A|=B‘_,———B

2 13 — 0.

On verrait, comme dans le cas des formes de la troisiecme famille, que
les réduites de la premiére et de la deuxiéme sorte sont en nombre fini,
et I'on trouverait les limites de leurs coeflicients par un caleul tout a fait
identique a celul que nous avons fait plus haut pour les formes de la pre-
miére ou de la deuxiéme famille.

Si 'on considere, au contraire, les réduites de la troisieme sorte, on
voit qu’elles dérivent de H par des substitutions de la forme

Yo Ve 7a
o
o ha, ha,
o kb, kb, |,
le, le, e,
d'ou

H.T= 31”2[((’2“'2 —+ asfl'.‘,)2((/‘,a?, X, ca‘rs)

B (b, + bya,)
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Un coefficient quelconque de H.T est de la forme
WA, + BB,

ou A, et B, sont des nombres entiers, de sorte que, pour que les coefficients
de H.T soient entiers, il faut qu’on ait

h*l=23,1¢, +é\2 t,,
o=t 4 C,t,,

ou ¢,, &y, &,, £, sont des cuantités commensurables faciles 4 déterminer,
et ou ¢,, t, sont des entiers quelconques, positifs ou négatifs.
Nous dirons que deux substitutions 'I' appartiennent an méme genre

quand elles ne different que par les valeurs de £, &, [ et qu’elles ne dif-

. h
ferent pas par la valeur du rapport a

St une substitution est réduite, toutes les substitutions du méme genre
sont réduites, pourvu que [ soit suffisamment petit.

Soient
o  ha, ha, o Ha, Na,
o kb, kb,| et o Kb, kb,
le, le, le, l'e, e, e,

deux substitutions réduites de méme genre; soient
l=38t, +d,t, =38 u +3,u,;
k=04 0t, k¢ = u, + {u,.

On devra avoir

hkl=HWF!,
puisque les déterminants des deux substitutions sont égaux i 1 et

h . I

TR

T Cﬂ]]if‘n". 16
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d'ou
Pl==N2" et 8,1, 4+ d,t, =3 u, +¢,u,,

I L fiz . IE
7

?

si £,, ¢,, &,, u, sont entters, on devra avoir
t,=u, +~a7, t,=u, + A7,

+ étant entier, et A, et A, étant des guantités faciles i ealenler.
On aura alors
K=k — (Z4A1 —+ 627‘2)71

7 F__ Lidy 4= &oha i
'—l——-- W— [—_73——’1' .

Quand 7 tend vers I'infini, /' tend vers zéro; si done on donne a = nne

d’ou

valeur entiére suffisamment grande, I sera une substitution réduite et
H.T aura ses coefficients entiers.

Si Pon dit que H.'T et H.T, sont du méme genre toutes les fois que
T et T, sont du méme genre, on voit, d’aprés ce qui précede, qu'il existe
dans un méme genre une infinité de réduites.

De pluos, les genres eux-mcémes sont en nombre infini.

En effet, pour que la transformation

o ha, bha, o ha, ha, |
T=|o kb, kb,\=| o hirb, hnrb,
/,(;’ l()z 103 [c' [C.z .‘!Cﬂ

soit réduite et que H.T ait ses coefficients entiers, il faut et il suffit ;
1° Que / et £ soient convenablement choisis ;
2° Que a,, ay, b,, b,, ¢,, ¢,, ¢, solent entiers pendant que a, et a,,

b, et b, c,, ¢, et ¢, sont premiers entre eux;



[
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~a

3" Que la transformation

I a, @,

l Arb, Ab, |

soit réduite;
o Ca cy - - ! |
ne — et 2 soient plus petits que - en valeur absolue.
4 Que 2 . plus petits que - en valeur ¢

Si donc on choisit arbitrairement :

1° Deux entiers premiers entre eux, a, et a,;

2° Deux entiers premiers entre eux, &, et &, ;

3% Trois entiers premiers entre eux, ¢,, ¢, et ¢,;
4° Une quantité quelconque 2,

en s’assujettissant seulement anx conditions suivantes :

Cy I Csg 1
1° 2o, Eo
Que cy < PR 2’
2° Que la substitution
a, a,
| Ab,  AD,

soit réduite, on pourra tonjours trouver pour % et I des valeurs telles,
que HT soit une réduite a coefficients entiers.
Un systéme de quantités

CEE’ alﬁ? b'.” b:i’ CI? 027 C.‘i’ ?\7

choisies de la sorte, définira donc un genre.

Or ce choix peut se faire d’nne infinité de manieres.

Donc il y a une infinité de genres.

Distinguons maintenant deux sortes de réduites.

Soit I une forme quelconque algébriquement équivalente 4 H; F pourra
se déduire de H par une infinité de transformations S, de telle sorte que

F=1.8,
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mais une seule de ces transformations (que nous appellerons S,} a pour
déterminant 1.

Soit 7 une transformation telle que S.r soit une substitution réduite,
7, une transformation telle que S, .7, soit une substitution réduite.

Les réduites I'.+ seront toutes équivalentes a F; mais F.7, dérivera
seule de H par une substitution réduite de déterminant 1.

Les réduites F.+ s’appelleront alors les réduites secondaires, pendant
que F.z sera la réduite principale.

Tout ce que nous avons dit jusqu’ici ne s'applique qu’aux réduites
principales, de sorte que nouns pouvons énoncer a I'égard de ces réduites
les résultats suivants :

1° [lln’y a, en général, dans chaque classe qu'une seule réduite prin-
cipale;

2° [ly a une infinité de classes;

3° Les réduites principales se divisent en trois sortes ;

4° Celles de la premicre et de la deuxieme sorte sont en nombre fini ;

5° Celles de la troisieme sorte se répartissent en une infinité de genres,
et chaque genre comprend une infinité de réduites.

Occupons-nous maintenant des réduites secondaires.

Soit

ha, ha, ha,
S, =| kb, kb, kb,
le, le, le,

2

une substitution & déterminant 1, telles que

F=1S,.
Si 'on pose
rha, Aha, Aha,

| kb, kb, &b
1 j\_glcz 32 Ys

an aura

F=H.S.
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Si 5.7 est une substitution réduite, F.+ sera une des réduites secon-
daires de F.

Les coefticients de = dépendent des coefficients de S, cest-a-dire de A.
Donc les coefficients de la réduite. F.+ sont des fonctions de .

Quand A varie de — o0 a4 -+ o, la réduite F .« varie d’une maniere dis-
continue, comme M. Hermite 'a fait voir dans son Mémoire Sur I’intro-
duction des variables continues dans la théorie des nombres. On passe
brusquement d’une réduite & une réduite contigué.

Comme nous n’avons ici qu’une seule indéterminée 2, les réduites de I
pourront étre écrites i la suite 'une de P'autre sur une méme ligne, de
telle sorte que chacune d’elles soit contigué i celle qui la précéde et a celle
qui la suit. Elles formeront done une ckafne comme les réduites des
formes quadratiques binaires indéfinies, et non un réseau comme les ré-
duites des formes quadratiques ternaires indéfinies.

Je dis quil n’y a dans chaque classe qu’un nombre fini de réduites se-
condaires.

En effet, si I'on fait d’abord varter A entre des limites finies, positives

» et différentes de o, on ne trouve évidemment qu'un nombre fini de ré-
duites.

Supposons maintenant A tres grand et proposons-nous de trouver la
substitution 7, telle que 8. ¢ soit réduite.

C’est chercher une substitution = telle que la forme quadratique
[(u,x, @y Ty =@y, ) AR - (b, e, 4 by, + b)) R
a b gy
+ (¢, , + c,x, +c ) 1_4! T
soit réduite. Proposons-nous done de réduire

‘ (”'i"ui -+ (1;2.%'2 -+ as‘t'a‘)ﬂ?\zhg -+ (b,.’L" —+ [)2'1"2 -+ {)st)ﬂlf‘l
36
(56) (t +(c,w,—{—c2x2+csw3)“%l”.

Les trois entiers «,, &, a, étant premiers entre eux, il existe toujours
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neul nhombres entiers satisfaisant aux conditions suivantes :

(o, +-aya, +-a,u, =1,
. e
@, ""ﬁz'ys - {"(3723
— f2 o~ :
@y = 293% — lec'}':x?

—n
a, = 5,7 _ﬁ27l'

Alors la substitution

T, = alX:k + [3|‘r1 + 7¢Y27
X, = a2X3 "*"ﬁzY« —+ 72Y2=
ma = azx:e -+ 63Y| - 7::Y--_>

donnera des relations de la forme

@, T, + A, %, 4+ T, = X:n
b, ‘b, +bx, =2 (dY +dY,+d'X),

¢, ¢, e,y = A, (e, Y, +e,Y, 4-¢,X,),

oud, et d,, e, et e, sont des nombres entiers premiers entre eux et ou d,
et e, peuvent toujours étre supposés plus petits que { en valeur absolue.
Soient maintenant g, et ¢, deux nombres entiers, tels que

dq SI -+ cizé‘g =1,

la substitution
Y, =—d,X,+3X,
Y, = dX,+28,X,

donne des relations de la forme

ki

4Y, +dY,=X,
,u(X, -+ f X)),

C’iY| —+- 62Y2 —
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FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES.
o1 . M 1 .
ou I'on peut tounjours supposer que f est plus petit que § en valeur ab-

solue.
La transformation

«, B, v, 0 o 1\
| —d, ¢, o

d, 3, O

—— fa
==y 2 Y-

oy ﬁ:: Vs

est évidemment entiére et de déterminant 1. De plus, on a

(@, a2, @) B8+ (b2, + by, + by, R

+ (¢, 2, +-cyx, + ¢ ) * %]fr
= AKX, A, X ) Pl e’ (X + X, + 22X,

et cette forme quadratique est réduite pourvu que

b L] 2,2 ,21 0,2
R2a2 < WA, PAlu ﬂ<ﬂ A7

ou
]f)\‘ ll-_)'}.l.
ARy S \/mi '

Done, toutes les fois que A sera plus grand qu’une certaine quantité A,

F .+ ne dépendra plus de a.
De méme, toutes les fois que I'on aara

o< aA<B,

B étant une quantité positive suffisamment petite, F.= ne dépendra plus

de A.
Enfin 7 ne change pas quand on change a en — a, de sorte qu'il suffit

de faire varter Ade o4 + o .
A variant de o & B, on a une seule réduite.
A variant de Ba A, on a un nombre fini de réduites.

A variant de A & + oo , on a une seule réduite.
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On n'a done dans chaque classe qqu'un nombre fini de réduites, de la
méme fagon que dans chaque classe des formes quadratiques binaires indé-
finies ; mais, grice & une particularité digne de remarque, les deux cas sont
trés differents,

Les réduites d'une forme quadratique binaire indéfinie peuvent s’écrire
sur un méme ligne & la suite 'une de Pautre; mais cette ligne est indéfinie
dans les deux sens, de sorte que chaque réduite s’y reproduit périodi-
(uement une infinité de fois.

Les réduites d’une forme de la quatriéme famille, au contraire, forment
une série limitée dans les deux sens, de sorte qu’on [init par arriver

a deux réduites extrémes, qui sont celles qui correspondent a
A>A et A<B.

Par conséquent, les formes de la quatrieme famille ne peuvent étre
reproduites par une transformation semblable arithmétique, c'est-a-dive
par une transformation & coefficients entiers et de déterminant 1, ce qu’il
était aisé de prévoir.

Voyons maintenant comment les considérations qui précédent per-
mettront de traiter les questions relatives a I'équivalence des formes de la
quatrieme fanille. '

Si I'on se propose seulement de savoir si deux formes donndes sont
équivalentes, c’est-a-dire dérivent 'une de I'autre par une transformation
entiere de déterminant 1, la considération des réduites principales sera
suffisante, et méme, a larigueur, on pourra s’en passer; car, une forme ne
pouvant dériver d’une autre par une transformation de déterminant 1 que
d’une seule maniere, la question peut se traiter par des procédés purement
algébriques.

Mais un probléme plus général peut se poser :

Deux formes étant donndes, déterminer si l'une d’elles est équivalente
a Uantre, multipliée par une constante convenable.

La considération des réduites secondaires devient alors nécessaire.

En effet, pour qu'nne pareille équivalence ait liea, il faut et il soffit



FORMES CUBIQUES, TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 81

que le systéme des réduites de I'une des formes soit, & un factenr constant
pres, identique au systéme des réduites de I'autre forme.

Tl est clair gque, pour constater cette identité, it suffit de comparer deux
réduites de méme rang dans chacune des séries et, par exemple, de com-
parer les réduites extrémes qu'il est aisé de former.

De i la regle suivante :

Pour savoir si F est équivalent a ¥/, @ un facteur constant prés, on
Jorme la réduite de F et celle de ¥ qui correspondent @ A infini et Uon
examine si ces deux formes ne différent que par un facteur constant.

XIIl. — ForMes DE LA CINQUIEME FAMILLE.

Soit [a canonigue
Guxyz+z* = H,

(qui est reproductible par la substitution

(8] [§)
1 [4)
o I
0 3

Signalons d’abord une différence importante entre le cas actuel et le cas
précédent. La canonique n’est reproductible que par des substitutions de
déterminant 1. Donc une forme ne peut dériver a la fois de la canonique
par des transformations de déterminant 1 et par des transformations de
déterminant différent. Donc la distinction que nous avous faite pour la
quatricme famille, entre les réduites secondaires et les réduites principales,
n'a plus ici de raison d’étre.

On voit immédiatement, comme pour la troisieme famille, que les ré-
duites sont en nombre infini, qu’elles se divisent en trois sortes, que celles
de la premiére et de la deuxiéme sorte sont en nombve lini.

Envisageons maintenant les réduites de la troisieme sorte et leur distri-

bution en genres.
LI Cahier. i
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Soit
“, &, o
T == 0 ﬁ2 {i,
oY, ¥

une transformation réduite qui transforme la canonique en une réduite de
la troisieme sorte, i coeflicients entiers, -
Pour que T soit réduite, il faut encore ici :
1* Que
c_|B B
7/2 73
soit réduite ;
2° Que

{~-

5

1 .
X, “3<Ea|7

o, < -

t

3% Que «f soit assez petit.

La forme
(baxyz +3%)'T

peut s'écrire
Sa,x,[(22yz)8] + (3u,7, + 3a,2,)[(2ayz)S| + (y,2, + y,2,) =0,
ou bien, si

g — ‘62\/0:! 193\/0:

g - _
I 72 \/al Vs \/a|
substitution dont le déterminant est 1, nous 'éerirons

F,+F,+F,

en posuut
., [(24)2)8, ],

[~ 4 3

3
~ iy 2 . [~ % : \ -
F, ( J‘,)a—|-l—0m3;—:)[(zayzjsij

I
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et

F3 - (72'1‘.2 -+ 73'2::1)3‘

. . F A Py -
S, ayant pour déterminant 1, la forme 3—3;— devra étre une forme réduite
1

quadratique binaire indéfinie, dont les coefficients seront entiers. Donc ces
coefficients seront limités, et sil'on considere maintenant la substitution S,

elle-méme, on reconnaitra que F'on pourra toujours poser

52 \/-a_iz bm {33 \/‘7_4: be,) Va \/G_‘:: Cay s \/;-a: Cq
ou

b,e,—b,e,=1,

b, C -
ou les rapports 7. et -* ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs,
3 C3 .

a? o v el .
Comnie — et —2 sont limités, les coefficients de F
b

seront également
ey Xy

2
limités.

La forme binaire F, + ', devra avoir ses coefficients entiers. Or ces
coeflicients s’écrivent

A;, B; et C; étant des quantités données; A; et B, sont entiers, puisque ce

~

Y . E . .
sont des coefficients de la forme gx—‘; quant aux C,, ils se réduisent res-
]

pectivement a

3

2 . 3
Cyy €3€; C4Cyy C

.
Or je dis que ¢, et ¢, doivent étre commensurables entre eux; en effet,
AH = 122°xyz — 62°7*, AH— 22’H = — 84«2°,
’ou 11 suit que la forme

(AH — 2 H)T = — 84 (7,2, -+ y,4,)’
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. . . . o Ca .
doit avoir ses coefficients entiers, et, par conséquent, que 77'— — L— (racines
3 3

d’une équation du troisieme ordre, ayant toutes ses racines égules et tous
ses cocfficients entiers) est commensurable. Donce ¢, et ¢; sont commen-
surables entre eux. Or on a

Iy

(2azy)S, = - =Ax?+ aBrx, + Cxl,
x

olt A, B, C sont entiers; or cette forme peut s'écrire

H ]
A (J' - (6—17 3) (.7:2 —+ b—’ .:1'3).

5;; 2 .B . Cy )
=+ —_=un nombre commensurable.

-2

Donce

Or le discriminant de cette forme binaire quadratique est égal d'une part
i o', d’autre part & A* (bf — 5‘-)
On a done
e == A(? — E’) — nn nombre commensurable.
Conséquence. — Si 4S n’est pas puissance quatricme parfaite, il ne

peut y avoir de réduite de la troisiéme sorte.
Prenons maintenant la canonique

H =322’z + 3ay*z + 7°;

on ferait voir, tout a fait de la méme maniére :

1° Que les réduites de In premiére et de la deuxiéme sorte sont en
nombre fini;

2° Que 'on ne peat avoir de réduite de la troisiéme sorte, réellement
équivalentes i 11, car ici les points doubles de la conrbe 11 = o sont ina-
ginaires.
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Comme conséquence, on arrivera au résultat suivant :

St les points doubles de H= o sont tmaginaires ou si 45 n’est pas
puissance quatrieme parfaite, on n'a que des réduites de la premiére et de
la dewxieme sorte : on n’a donc gu’un rombre fini de réduites ; ces réduites
se répartissent en un nombre fint de classes, et il R’y en a qu’un nombre
Jent dans chague classe; les réduites d’ une méme classe peuvent se disposer
en une chaine de telle facon que chacune d’elles soit contigué a celle qui
Aa précede et a celle qui la suit, et, en sutvant cette chaine, on verrait les

différentes réduites se reproduire périodiquement.

Si les points doubles de H = o sont réels et que 45 soit puissance ua-
tricme parfaite, nous diviserons les classes dérivées de H en deux cate-
gories :

La premiére catégorie comprendra les formes qui dérivent de H par une

snbstitution
o, a, ol
T=\|8 £ B&
Yo Y2 Yl

N ] A 0
ou «,, «,, ,, de meme que B,, £,, 3, et que y,, ¥,, ¥, sont commensu-
rables entre eux.
La deuxieme catégorie comprendra les formes qui ne satisferont pas a

cette condition :

. Les classes de la deuxieme catégorie sont en nombre fini, et tout ce que
nous avons dit des cas ol 45 n'est pas puissance quatriéine parfaite
s applique a ces classes. Par conscéquent, dans chaque classe, les réduitcs
se disposent en une chaine \NDEFINIE, ot on lcs voit se reproduire périodi-
quement.

Les classes de la premiere sont en nombre infini et tout ce que nous
avons dit de la quatrieme famille s'appligue & ces classes. Par consé-

quent, dans chaque classe, les réduites se disposent en une chaine limitée
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présentant denx réduites exirémes. La seule différence, ¢’est qu’ici il n’y
a aucune distinetion @ faire entre les réduites principales et les réduites

secondaires.

XIV. — I'ORMES DE ra SIXIEME FAMILLE.

Soit Ia canonique
H=3yz+ 32%y.

1 Nous aarons encore ici des réduites principales et des réduites se-
condaires, car la canonique H est susceptible d’étre reproduite, soit par
des substitutions de déterminant 1, soit par des substitutions de détermi-
nant différent de 1.

2° L’expression des substitutions qui reproduisent I3 contient plusieurs
parametres arbitraires; par conséquent, il peut y avoir dans chaque classe
plusiears réduites, et ces réduites forment non plus une chaine, mais un
réseau, de telle sorte que chaque rédnite est contigué a foutes celles qui
I'avoisinent dans le réseau.

3° On verrait aisément que I'on ne peut avoir qu'un nombre fini de ré-
duites principales de la premiére et de la deuxicme sorte, tandis que I'on
peut avoir un nombre infini de réduites secondaires de la premiére et de la
deuxieme sorte.

4° Ttudions maintenant les réduites de la troisiéme sorte ; ce sont celles
que U'on pent déduire de H par une substitution de la forme

o a, a,

T=]|o ﬁe ﬁz 3 )
Ve Ve Vs

on verrait aisément que §, et 8, doivent étre commensurables entre eux ;

POSOHS
ﬁ'l:}\b2, ﬁ:':?\])fl’

b, et b, étant deux nombres entiers, premiers entre eux.
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Considérons comme étant du méme genre deux substitutions réduites

0 Aq, Aa, o Aq, A,

T = o ?‘b‘-’ ?\b“ et © A’bi ?\ibﬂ :Ti'.'
T L 1 i 1 1
?‘”{1' =20s 536, )‘_?C' )\Tzca ﬁ"a

ne différant que par les valeurs de A et A,.
Considérons comme étant du méme genre deux réduites dérivées de

par des substitutions du méme genre. On voit alors :
1° Que le nombre des genres est infini.
En effet, supposons que 4,, b, a,, @, soient quatre nombres entiers,
tels que la transformation
|
Aq, Aa,
Ab, Ab,
soit réduite.
Cela peut se faire d’une infinité de maniéres.

La forme HT s’éerit alors

3c,2,(byx, + byx,)? + 3y, + ) (byx, + b,x,)
+ 3AM(a,x, + a,x) (b,x, + b, x,).

Supposons que ¢, soit un nombre entier; la forme

3“'1 €L, (bzwz -+ 53.1'3)2
= JAx z; +6Bx x,x, + 3Cx v}

sera a coefficients entiers.
La forme

3((:2'”2 —+- 03.133)([)23;2 -+ [)3.1'3)2
+ 32%(a,x, + a,x,) (b,x, + b,2,)
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devra étre a coefficients entiers; ¢'est-a-dire (ue

3ZA 4 30°alb,,
i

€2 _]L.;j. A+ A(ayb, + 2a,a,b,),

€
%C ~+ ?B + 2 (2a,a,0, + a3b.),
1 i

aCs v W
\%fb -+ 32'alb,
|

. . . —_— Co O
devront étre entiers. Or, si I'on considére -c-z-, c—“ et A* comme les coordon-
i L]

nées d’un point dans 'espace, cela veut dire que ce point est sur I'un des
sommets d’unassemblage a la Bravais.

Pour que la substitution T soit réduite, il faut et il suffit que A® soit suf-
&) Ca Cy . ’ 1
fisamment grand et que ;, €t solent plus petits que > en valeur absolue.

Or il y a toujours un nombre infini de sommets d'un assemblage & la Bra-
vais qui satisfont 4 cette condition. Done il y a toujours, dans chaque
genre, quels que soient a,, a,, b,, b,, une infinité de réduites, et il est clair
qu’on a une infinité de genres.

Dans le cas qui nous occupe, je ne vois aucune raison pour que dans
chaque classe les réduites soient en nombre fini.

Donc la méthode générale pour reconnaitre I'équivalence de deux
formes devient illusoire. Mais ici une méthode spéciale peut permettre
d’arriver plus rapidement au résultat.

En effet, soit deux formes I et I, de la sixieme famille; je suppose
que I'on se propose de reconnaitre si I est équivalent a «F,, & ¢tant une
constante.

Soit

I =0T,

F,=HT,,

«l', = I'v, ous est unitaire et i coeflicients entiers.
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SiTon prend les hessiens, on trouve

AT = (— 6,°)T,
AF, = (— 06",
A(«F|) = &’ AT = (aF)=;

on en tire
/sl =(\/aF)r.
Soit
=S =S

S et S, seront des formmes quadratiques, car elles seront, & un facteur con-
stant prés,
(yz 4+ )T et (rz=+23)7T,.
On aura alors
S, = («S)7.

Il faudra done rechercher si S, est équivalent 4 S & un facteur constant
preset, dans le cas ou 1'on aurait constaté cette équivalence, reconnaitre si
la méme substitution qui change «S en S, change {/E en « \'/AT', Quant
ala valeur que doit avoir «, on la déduit aisément des déterminants de S

et de S,.

Nous n’avons rien a ajouter au sujet des formes de la septieme famille,
qui ont été étudiées par M. Hermite.

XV. — REsumE.

Premiére et deuritme familles.

Un nombre fini de rédaites; un nombre fini de classes.
Une seule réduite en général dans chaque classe.

Troisiéme famille.

Les classes se partagent en trois sorles :
Chaque classe ne contient en général qu'une seule réduite.
LIt Caiier, 12
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Les réduites se partagent en deux catégories :
D

Celles de la premiére et de la deuxiéme sorte
sont en nombre fini.

H. POINCARE.

Celles de la troisiéme sorte se répartissent en
un nombre fini de genres.

Chaque genre contient un nombre infini de
classes,

Quatriéme famille.

Réduites principales se divisant
en trois sortes.

Celles de la troisicme
sorte se répartissent en
un nombre infini de

Celles de la premiére
et de la deuxiéme sorte
sont en nombre fini.

genres.

Chague genre comprend un nombre infini de
réduites.,

Réduites secondaires se divisant
en trois sortes,

—~ —_—

Gelles e la premicre Celles de la troisiéme
et de la deuxiéme sorte

sont en nombre infini.

sorte sonl également en
nombre infini.

Il y a un nombre infini de classes. Ghaque
classe contient une seule réduite principale et
un nombre finl de réduites secondaires. Ces ré-
duites secondaires se disposenl en une chaine

~limitée; chacune d'elles étant contigué a celle

qui la précéde et a celle qui la suit, sauf la der-
niére réduite, qui n'est contigué qu’a celle qui
la précéde, et la premiére, qui n'est contigué
qu'a celle qui la suit

Cinqutéme famille.

PREMIER cas, — Les points doubles sont imaginaires. |

DEcx1EME cA8. — Les points doubles sont réels. 45 n'est

pas puissance 4° parlaite,

Un nombre fini de classes,

Chaque classe contient un nombre fin
de réduites qui forment une chaine indé-
finie oii elles se reproduisent périodique-

lasses .. . .
Classe ment, ainsi quil arrive dans le cas des
de la formes quadratiques hinaires indéfinies.
[ Lesclasses } premiére

TroisiEMg cas. — Les peints se

doubles sont réels, partagent

catégoric.

Un nombre fini de genres se répar-
tissant cno un nombre infini de classes.

et 45 est puissance 42 parfaite. en deux Classes | Chaque classe contient un nombre fini
\ catégorics. de la ' de réduites formant une chaine limitée,
deuxiéme { 5ing; qu'il arrive pour la quatriéme fa-

| catégorie. | e,

Siziéme famille.

Les réduites se partagent en :

Réduites principales se divisant
en trois sortes.

- e

Celles de la troisiéme
sorle se répartissent en
sont en nombre fini. un nombre infini e
genres, el chaque genre
en conlient un nombre
infinig

Celles de la premiére
et de la deuxiéme sorte

Réduites secondaires se divisant
en trois sortes.
- T
Celles delatroisicme
sorle se répartissent en
un nombre infini de

Celles de la premiére
et de la deuxiéme sorte
sont en nombre infuni,

genres, et chaque genre
en contienl un nombre
infini.
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Il'y a une infinité¢ de classes. Chaque classe comprend une infinité de
réduites principales disposées en une chaine indéfinie, comme dans le cas
des formes quadratiques hinaires (sauf la reproduction périodique), et une
infinité de réduites secondaires disposées en un réseau, comme dans le cas
des formes quadratiques ternaires indéfinies.

Les mémes principes peuvent s’appliquer i toutes les formes, et en par-
ticulier aux formes cubiques quaternaires ; mais la variété extréme des cas
que je serais obligé de considérer st je voulais aborder I'étude compléte de
semblables formes m’empéche d’en faire I'application. Faisons toutefois
une remarque importante. Quelle est la cause principale des différences que .
nous avons ohservées dans les propriétés des diverses familles de formes?
C’est que les unes sont et les autres ne sont pas reproductibles par certaines
transformations. On voit done quel réle important joue, dans I'étude des
propriétés arithmétiques des formes, cette considération purement algé-
brique de leur reproductibilité par des substitutions linéaires. C’est pourquot
j'ai voulu, dans le commencement de ce travail, étudier complétement les
groupes de transformations susceptibles de reproduire une forme cubique
quaternaire donnée, parce que la résolution de ce probléme doit servir de
point de départ au géometre qui veut étudier ces formes au point de vue
arithmétique. |




