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point @ ==a, y =, qu'elle admet comme pole d’ordre 2 + 1, que les
modules de périodicité relatifs aux coupures @ sont nuls. Le module de
périodicité relatif a la coupure b; sera égal a o (a,b), en supposant

qu’on ait, dans les environs du point x =a, y = b,

1

o{@, )= (& — a) B ola, b) + (—E~—Iﬁﬂju o' (a,b) + ...

TR b
+ (& ._a;nw’_).*_,_.],

r.2...h

¢i(@, y) désignant la dérivée de I'intégrale normale de premiére espéce
1 (a,y). On le voit en prenant 'intégrale définie fZ("J (a,b)p, (2, y)dx
le long du contour complet de la surface.

» Les intégrales Z®(«, b) jouent absolument le méme réle que les inté-
grales normales de seconde espéce o le pdle est un point ordinaire, soit
dans le théoréme de Riemann-Roch, soit dans la théorie générale des
fonctions uniformes d’un point analytique (a, ¥)- Elles interviennent en
particulier dans Pexpression des fonctions rationnelles qui sont les déri-
vées des intégrales de premiére espéce; on sait, en effet, que ces dérivées
ne peuvent devenir infinies qu’aux points critiques. »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur un théoréme de Riemann relatif aux fonctions
de n variables indépendantes admeitant 2n systémes de périodes. Note de
MM. H. Poixcark et E. Picarp, présentée par M. Hermite.

« l.es fonctions ® de n variables indépendantes permettent, comme on
sait, de former des fonctions uniformes de 7 variables avec 272 systémes de

;. I . . . . nlrn—r)
périodes. Ces périodes ne sont pas arbitraires, car elles satisfont & rr—1)

2

relations bien connues. Dans une conversation avec M. Hermite, lors de
son voyage a Paris, en 1860, Riemann avait affirmé que ces relations de-
vaient nécessairement exister entre les 27 systémes de périodes de fonction
uniforme de 7 variables, 22 fois périodique ('), tout au moins aprés une
transformation de degré convenable effectuée sur ces périodes, mais il n’a

(*) M. Hermite a énoncé, d’aprés Riemann, ce théoréme dans une Note faisant suite 2 la
sixiéme édition du Traité de Lacroix.
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jamais indiqué la marche qut 'a conduit 4 cette importante proposition.
M. Weierstrass aurait depuis annoncé a quelques-uns de ses éléves qu’il
possédait une démonstration du théoréme précédent, mais I'llustre géo-
metre de Berlin n’a jamais, 4 notre connaissance, publié¢ ni indiqué la
méthode dont il a fait nsage,

» La proposition énoncée peut se démontrer aisément i I’aide des con-
sidérations suivantes. Soit

Wi Wyg. oo Oy oy,

(I) WayWan . v o Wo ap,

Dpy Wy o o By oy

i

un systéme irréductible de an périodes simultanées des 7 variables indé-
pendantes x,, x,, ..., x,. On sait, d’aprés M. Weierstrass (Monatsbe-
richt, 1862), qu’entre (n + 1) fonctions 27 fois périodiques de n variables,
existe une relation algébrique; soit, en désignant ces fonctions par u,,

Uay o o os Upyyy

f(uh Usyenoy ”n+l) == 0,

et Uon peut choisir (# + 1) fonctions, de telle sorte que toute autre fonc-
tion admettant les mémes périodes s’exprime rationnellement 4 I'aide de
gy Uyy o ooy Upyy

» Cela posé, on établit que les fonctions Wyy U, . .., 1, satisfont au
systéme d’équations aux différentielles totales

dxy =P, du,+ P ,dus+...+ P, ,du
day="P,,du, + Pyyduy -, . .- P, du,,

n»

dxe, = P du, + Pooduy +. ..+ P..du,,

ot les P sont fonctions rationnelies de #,, u,, .. oy Uy Uy
» Xyy XLy ..., T, sont done desintégrales de différentielles tota les algé-
briques admettant le systéme des périodes (I). Posons maintenant

w, = g,(1), Uy =04(2)y ..., 2, = (1),

les ¢ étant des fonctions rationnelles, absolument arbitraires, d’une va-
riable 25 x,, 2,, ..., x, deviendront des fonctions X Xpyovh, X, de la
seule variable ¢, et ce seront des intégrales abéliennes de premiére espéce
correspondant a la relation algébrique entre £ et #,,,,

F(#1920 s Gt ) = 0.
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On remarquera d’abord que ces 7 intégrales seront linéairement indépen-
dantes, si les ¢ sont pris d’une maniére arbitraire; on voit ‘ensuite que
chaque systéme de périodes correspondantes des intégrales X,, X,, ..., X,
sera nécessairement de la forme

nm,w,; + Mot g+« —l- Myp®y ony

m, ey, —+ Mywas e o My, Wo oy

My W,y + M, 0y o Mg 0n,

ou les m sont des entiers. En écrivant la relation entre les périodes de
deux intégrales quelconques X, et Xg, on aura done

i=2n k=2n

(2) 2 2 Cip W WBx = O

i=1 k=1
les ¢ étant des entiers indépendants de « et 8, et 'on a de plus ¢; = o,
Cig = — Cri-

» Le déterminant | c; | d’ordre 27, qui est un déterminant gauche, sera
un carré parfait m?.

» Admettons pour un instant que m ne soit pas nul; on établira sans
peine qu’en effectuant sur les périodes ® une transformation d’ordre m,
C'est-a-dire en remplagant les périodes o par des périodes Q qui en soient
des fonctions linéaires & coefficients entiers de déterminant égal & m, la
relation entre les périodes de X, et X devient, quels que soient « et B,

Q01 Qps — Qo201 + Qo3 pu — Qo Qps+-os
-+ le,2n—l Qﬁ,zlz - ro,2n Qﬁ,‘m—c =0,

et cette égalité établit le théoréme de Riemann.

» Nous avons maintenant 4 montrer que m ne peut étre nul; nous nous
appuierons pour cela sur Ja remarque suivante, qui résulte immédiate-
ment d’un théoréme fondamental de Riemaunn. Si 'on pose

Wg; = A+ By¥—1,
la somme

1=2n k=2n

' 2 2 Cix AuiBuk

i=1 k=1

est certainement différente de zéro. Cela admis, neus démontrons que, s1
le déterminant | ¢;| =0, on peut, par une transformation de degré conve-
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nable, remplacer le systéme des w par un systéwe de Q, la relation (2)
Q, Qﬁ,z — Qg QB,4 +oo Qoporey Q@,zr - -ro,zrg[&,zr-—a = 0,

ot1 r est moindre que n. De plus, puisque r est moindre que 7, on peut, en
considérant une combinaison linéaire convenable de X,, X,, ..., X, (la-
quelle ne peut étre identiquement nulle, puisque les X sont linéairement
indépendants), supposer, en gardant les mémes notations, que
Qo = \Qa,:; == 0y gy =03
mais, d’aprés la remarque précédente, si 'on pose
‘Qoz,i:Ai_i_Bi\/_l 3

la somme

Al B2 - A-2 B+ -+ A3 Ba - AaBa“'- <o A2r—1 Bzr - Aer2r—1
n'est pas nulle, ce qui nous améne & une contradiction, puisque, ici,

A,=B,=o, A;=B,=o, o Ap = Bypy = 0.

Le déterminant ne peut donc étre nul, et la démonstration est compléte.

» On déduit immédiatement du théoréme qui vient d’étre établi cette
conséquence bien digne d’'intérét : toute fonction 2n fois périodique de n va-
riables indépendantes peut étre exprimée au moyen des fonctions ©. »

GEOMETRIE. — Sur la courbe du quatriéme degré & deux points doubles.
Note de M. Humeest, présentée par M. Jordan.

« Les coordonnées des points d’une courbe S du quatrieme degré, de
genre un, peuvent se mettre sous la forme

(1) X;=AP,(8)+B;Py () +CP () + DiP (1) (i=1,2,3),

étant posé

i L omiw

\ m‘z'r.u—" ni— = .
(2)P,»H(t)=63<t -+—j‘,‘—;, ®, w’) =2e ST e (j=o0,1,2,3).
» On peut écrire, x,, X3, &, étant fonctions linéaires de X,, X,, X,
1‘ x|:Pq‘_P3+)\(P“+‘P3),
(3) i x2:P2+Pa+,U-<P1+P3)»
l &= P,—P,+v(P,+P,y),

2, 11, v étant des constantes.



