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Sur les fonctions entières; par M. H. POINCARÉ.

(Séance du 20 juillet i883.)

Lorsqu'une série* développée suivant les puissances de x est
convergente pour toutes les valeurs de cette variable, elle définit
une fonction entière; mais on peut aussi mettre une pareille fonc-
tion sous la forme du produit d'une infinité de facteurs primaires,
comme le fait M. Weierstrass. Un facteur primaire est une expres-
sion de ta forme

(^Ï\e^\
\ a/

P(;3") étant un polynôme entier en x^ et le facteur est de genre /?,
si P{x) est de degré n.

Une fonction entière est alors de genre n si elle ne contient que
des facteurs de genre n ou de genre inférieur.

Bien des questions se posent au sujet de cette classification des
fonctions entières; on peut se demander, par exemple :

i ° Si la somme de deux fonctions de genre n est aussi de
genre n ;

2° Si la dérivée d'une fonction de genre n est aussi de
genre n ;

Ces théorèmes, en admettant qu'ils soient vrais, seraient très
difficiles à démontrer. Je crois que je serai utile à ceux qui en
chercheront plus tard la démonstration en publiant quelques
résultats sur la façon dont se comportent à l'infini les fonctions
de genre n.

Leurs propriétés à cet égard dépendent en effet, dans une cer-
taine mesure, de leur genre. Par exemple, si l'on considère une
fonction entière dont tous les zéros soient réels positifs, et que
l'on fasse tendre x vers l'infini par valeurs réelles négatives, la
fonction tendra vers l'infini si elle est de genre o, et vers zéro
si elle est de genre i. Voici d'autres propriétés analogues :

Considérons une transcendante de genre zéro

F . r )= ILf ï - ^) ,
\ a^ /
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et supposons que x tende vers l'infini avec un argument déter-
miné; soit a un nombre, aussi petit que Von voudra, mais
d'argument tel que

lim e^ = o.
Je dis que

}lm¥(x)ea'K= o.

En effet, posons

a = ai -+- ocg -t-. . . -4- oiv 4-. . .

(a< , oca, .. ., a, ayant même argument que a), d'où

^F(a.)=n[e^(,-^)].

Quelle est la condition pour que le module du facteur

•-(-a
reste plus petit que ï quand x varie de zéro à l'infini en conservant
l'argument que nous lui avons attribué? Nous pouvons toujours
supposer que OL^X est réel et négatif, sans quoi on se bornerait à
la partie réelle de a^, la partie imaginaire ne devant rien changer
au module.

Cela posé, il faut satisfaire à l'inégalité

(0

Or

^x -+- partie réelle L ( ï — x- ) < o.

partie réelle L ( ï — x-} < L f i + m o d x-} < mod x-,
\ a^/ \ ^1 ^

de sorte que l'inégalité (ï) sera satisfaite si l'on a

(2) m o d a y > m o d — .a.

On peut choisir les a,, de telle sorte que, pour toutes les valeurs de
v supérieures à une certaine limite A-, celte inégalité soit satisfaite.



On a alors

- 138 -

e^F(a-)==Fi(.sc)Fî(a1),
v = A -

w-n^-ïjï'

F,(.)= riM1-^)}
v=^-4-l

limFi(.r)=o, moà¥î(x)<i,

d^où lîm^FO^o. c. Q. F. D.

Il résulte de là que l'intégrale définie

^w¥(z)e^cdz
J^

a une valeur finie toutes tes fois que le clu-min d'intégration est tel

que lim<^ = o. Cette intégrale définit donc une fonction $ ̂ )>

$ étant une fonction entière.
Soit

F(a)=^AOT-2'»,

il viendra
/ i \ _-^ (_i)"«+*w!Am^
\x] ~ 2 d î " ^ 1^{-^=

d'où limmod(OT!A^)=o, fwam=<a-

On déduit de là
C ^dsîi'K'F(v)=j'S>(-^^-^,

cette intégrale étant prise le long d'un contoar entourant l'ori-

^SÏ l'on se reporte maintenant-au savant Mémoire de M. Halphen
intitulé Sur une série d'Abel (<), on reconBaîtra que F(^),

(•) Bulletin de la Société mathématique de France, t. X, p. 6-.
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c'est-à-dire une fonction quelconque du genre zéro, peut être repré-
sentée par la série d'Abel dont il est question dans ce Mémoire,
et cela quelle que soit la constante P.

Malheureusement ce n'est pas là une propriété caractéristique
des fonctions de genre zéro. En effet, la fonction

n = <x>F(.)=n('-^)'
qui est du genre i, jouit de la même propriété.

En effet, je dis que l'on a

linKs^F^)^^,

si l'on fait tendre x vers l'infini avec un argument donné et si a
est un nombre tel que a.r soit réel et négatif. Pour cela, il suffit de
faire voir que

,. F(^)lim . . / = o,siniaa-

puisque, dans ces circonstances, on a

lîvae9^ siniaa? == —.•
il

Or on a
x^

F(.r) ^ JL n f nïLîn L
siniaa? iv.x \ a2 .y2

V î^^ -5—i\ 7l2 Tt2

d'où, si x est assez grand et que ç soit son module et a celui
de a,

^d^^f^^ViHH,.);
siniaa? l a2^2 / /

\ î n2 it2

on peut toujours prendre n assez grand pour que

———< aî
_<» T 0 — ^ 'n2L2n n2^

et, par conséquent, pour que le facteur H^ correspondant soit plus
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petit que i. Nous poserons alors

w == oo n = k w = aon^ =11 ̂ '^x n (H'))•
n= 1 n = 1 n=A-+-l

Nous pourrons prendre k assez grand pour que

H» < T quand ^ > k.
On aura alors

n=k

mod-F(^<TÏ(îl^siniaa? A A ' /
F(^)

sin l'a a?
n = 1

Mais, quand Ç tend vers rinfîni, Un tend vers

^G.=/l" a2L2/i'
d'où

limmod-^^-^TK^).siniaa? AI.' /

71=^

'TT//

Or on peut prendre n assez grand pour que le second membre
de cette inégalité soit aussi petit qu^on le veut.

On a donc
r ^ ï^)hm mod . . / == o ;smiy.x

d^où
limF(.y)ea;c = o.

De là on déduit que la fonction F(*2') jouit de toutes les pro-
priétés que nous avons démontrées plus haut pour les fonctions
entières de genre zéro.

Considérons maintenant une fonction du genre i :

F(;y)== 11^(1—8^).

Je dis que, si a est choisi de telle façon que

lime^2^ o,
on aura

lime^'F^^o.
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En effet, posons encore

a = ai + ag 4-.. .4- ay -+-...;
nous aurons

F^)^^ ni^v^+S.^i — £,.%•)].

Quelle est la condition pour que le module du facteur

6^+^(1— £^)<I

ou pour que

( i ) partie réelle (01^2 -^ £^)-+- partie réelle L ( i — £ , a 7 ) < o ?

Supposons qu'on ait choisi av de telle façon que, à partir d'une
certaine valeur de v que j'appelle /c, i° a^2 soit réel et négatif;
2° moda^==Amode 2 ; A étant une quantité indépendante de v et
que nous allons déterminer. Je dis d'abord qu'on peut choisir h
de façon à satisfaire à (i).

En effet, si l'on pose
£^==^-4- t'TQ,

l'inégalité (i) s'écrira

W+^2) > S + i-L[(i - Ç)2 4-^].

Je dis qu'on peut prendre h assez grand pour satisfaire à cette
inégalité, quels que soient Ç et i\.

En effet, la fonction
^+iL[(l-Q2_^2]

^-+-^2

reste inférieure à une certaine limite, car elle ne pourrait devenir
infinie que si Ç ou ^ tendaient vers l'infini, mais alors la fonction
tend vers o ; ou si Ç et T\ tendaient vers o, mais alors, en posant

ç == p coso), T< = p sinio,
on trouve

<î> ==- COS20) pcos3œ p2cos4(^û
^ 3 .î
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qui reste finie. Nous avons donc pour h une limite inférieure
fmie- c. Q. F. D.

Posons alors

argav.y2 = ^, modo^ = h mode2 (v > k),
V = 00

V ava?a== ?a?2,
v=A-+- l

Nous aurons
ea^F(a l)=F^(a•)F2(^),

V = A

Fi (x) == e^?^ JJ ̂ (i - e,^),
v = 1

V = 00

¥^) = JJ ^^^^(l — w).
v = * + î

On peut prendre A: assez grand pour que la valeur absolue de
(3^2 soit aussi petite que l'on veut et, par conséquent, pour que
la partie réelle de (a — (3) .y2 soit négative ; on aura alors

l imFi==o, modFî<i ,
d\)ù

lim^F^)^. c. Q. F. D.

En général, si V{x) est une fonction de genre n, on aura

limF^e^^^o
toutes les fois que

lim^^^^ o.

Il suit de là que l'intégrale

F e^^^^dz
^o

représente une fonction <Ï>(^, 0 étant une fonction entière.

Posons

f'e^zPdz^Cp.
^o
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Nous aurons, en changeant z en zx^

r e^^1
^o

/•ao pn
/ e^^zPdz^ ——

J. a-̂

I e^^zPdzxP^ == G.

ou

^ - ————^i

En différen liant cette relation, on trouve

ou, faisant x =

Ç " e^^ z^(n-^-i)x^zPdz= (Jpd"I)cp>

JQ ^/Î4-2

-f:Cp+n+i = I e^zP^^ dz = — £-4^1 Gp.
71-4-1

Si donc on pose

p = 0(71 + 1)4- r, /•</i-+-i,

il vient

p (r-4-i)[(r4-i)-i-(7i-n)][(r4-i)+2(M-+-i)1^.[(r-4-i)-t-(a—i)(n-4-i)]C^=(-i^C,————————————————————^^————————————————————,

ou, posant
r -¥-1
7l -+-1

C^ == (— l)a Cr 5(5 -4- l)(5 + 2) . . . (S -4- CT — l),

Or, quand a tend vers Pinfini

lim^^1^-^l^^(^+i)(^+^).».(^+«-l)^^^
i . a . . . ( a — i )

Si l^on pose

FW^A^"., ^(^^^î'

il vient

modBp = modC^ modAp s ( s -+- i)(s 4- a) •. . (^ + a — i),

d'où
VimAp i .9-.. .(a—i) === o pour a = oc ,

car
limBjo = o.
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Mais, comme on a aussi

limpBp = o,
on aara

limaBjo = o,
limApa! = o.

Or nous avons

7?! < (/i +1)^-1 [ 2"+i(/i + i)^+i] [3^+i(^+ i)'1-4-1]... [a^t(/i-n)^i]^r,
p! <(a\)^+i(n-^i)Pp^

ou
^ __ ^ r

A/» vî lf<Apa!(^4-I)ro-hlJDW+l<A^(a—I)!(7^H-I)"-^-l^^-i+l

ou

Bp 5(5+1)...(5+a—i), -Z- -Î-+1 i -J -̂ -^-+^
< € ——(a--î)!———'(^i)-1^ < ̂ B^^+i)^^-^1,

dont la limite est zéro.
Donc

limAp ^{/p! = o.

Ainsi, dans une fonction entière de genre n, le coefficient de
xP multiplié par la racine n + i1^® du produit des p premiers
nombres tend vers zéro quand p croit indéfiniment.


