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rieurs. Une des conséquences de ses recherches le conduit a émettre
Uhypothése qu’une planéte peat donner naissance a un satellite par
la séparation d’une portion de la protubérance équatoriale, satellite
qui s’éloignerait ensuite progressivement de la planéle mére, & me-
sure du ralentissement de la rotation, du a la réaction des marées,
et finirait par atteindre une position d’équilibre. Bien que cette
conception ne paraisse pas pouvoir étre étendue a I'explication de
I'origine des planétes elles-mémes, elle peut jouer un role impor-
tant dans les développements d’une hypothése cosmogonique plus
générale, parce qu’elle peut étre appelée a expliquer certaines
anomalies qui, dans la réalité, troublent ’harmonie générale des
mouvements sur laquelle repose toute hypothése.

En effet, il ne faut pas oublier que les orbites de certaines pla-
nétes, comme Mercure, Pallas, ont des inclinaisons trés fortes sur le
plan de I'équateur solaire; que les équateurs de plusieurs grosses
planétes font des angles souvent considérables avec les plans des
orbites; qu’enfin certains satellites ont leurs orbites trés fortement
inclinées sur le plan de l'orbite de la planéte. Il semble impossible
qu’une méme cause originelle, agissant dans sa simplicité primitive,
puissé rendre comple de ces anomalies : le systéme planétaire, né
suivant une hypothésc quelconque, présente forcément & l'origine
une harmonie de mouvements presque parfaite. C'est par l'action
de perturbations ultérieures qu'on pourra expliquer les déviations
réelles; et le développement d’une hypothése ne sera complet que
lorsqu’elle sera arrivée a rendre compte de ces anomalies d’une
maniére mathématique, ou tout au moins a en montrer la possibi- -
lité. Mais, en attendant ce couronnement final, il ne me paraitrait
pas sage de fairc de ces cas exceptionnels une objection renversante
contre une hypothése, allendu que toutes y sont nécessairement

sujettes.
(A suvre.)

SUR LA CONVERGENCE DES SERIES TRIGONOMETRIQUES;
Par M. H. POINCARLE.

Pour qu’une série puisse étre utilisée en Astronomie, il n’est pas
nécessaire, comme 'a remarqué M. Tchebichef, qu’elle soit con-
vergente, au sens donné a ce mot par les géomeétres : il suffit que
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Perreur commise, en s’arrétant & un certain terme de la série, reste
pendant quelque temps inférieure a une quantité suffisamment
petite. C’est grice & cette circonstance que les séries habituelle-
ment employées en Mécanique céleste, qui presque toutes sont
divergentes, représentent trés sensiblement le mouvement des
astres. Cependant, il est souvent utile, si 'on veut se rendre
compte du temps pendant lequel on pourra compter sur une ap-
proximation donnée, de rechercher les conditions de convergence
des séries qu’on emploie. C’est pourquoi il ne sera peut-étre pas
sans intérét d’étudier 1ci les différentes circonstances que peut pré-
senter la convergence de séries trigonométriques.
Considérons une série de la forme suivante :

(1) SAgsin(a,t+ Br) =0(2),

que nous supposerons convergente pour certaines valeurs de ¢.
Elle peut étre ou bien absolument convergente ou semi-conver-
gente.

Laissons d’abord de c6té les cas de semi-convergence et suppo-
sons que, toutes les fois que ¢ satisfait aux inégalités

(2) —T<t<77

la série (1) soit absolument convergente, de facon qu’on puisse
changer I'ordre des termes sans en altérer la somme.
Il en résultera que les deux séries

(3) ZApcosB,sina,t=3[SA,sin(a,t+ B,)+ ZA,sin(— apt + Br)],

(4) I A,sin pn cosa,l = %[ZAIL Sin(“nt -+ pn)‘i_ A, Sin(_— At + pn)]
seront séparément convergentes et que l’on pourra écrire
EAgsin(a,t+ 8,)=2A,cosB,sinx,¢+ ZA,sinf, cosa,t.

Si dans la série (4) on fait £ = o, on voit que la série TA, sin 3,
est absolument convergente, ce qui entraine la convergence de la
série (4) elle-méme pour toutes les valeurs de ¢.

Considérons maintenant la série (3). Si nous multiplions le
n'“m terme de cette série par le facteur 2 cosa, ¢, qui est plus petit
que 2 en valeur absolue, nous obtiendrons la série

22 A, cosB,sinaytcosa,t = 2 A, cosB,sin2a,t,
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qui sera forcément convergente; ce qui montre que la série (3)
converge toutes les fois que ‘

—or <t ax.

Si donc la série (3) converge pendant un certain intervalle de
temps, elle convergera également pendant un intervalle double.
En répétant indéfiniment ce raisonnement, on verrait qu’elle doit
converger pour toutes les valeurs du temps.

Ainsi, si la série (1) est absolument convergente dans un in-
tervalle de temps si petit qu’il soit, elle le sera pour toutes les
valeurs du temps.

Mais il y a encore une distinction a faire. La convergence peut
étre uniforme, si Uerreur commise, lorsqu’on s'arréte au n'™¢
terme de la série, reste pour toutes les valeurs du temps inférieure
a une certaine quantité p, ne dépendant que de n et tendant vers
zéro quand n croit indéfiniment. Il peut arriver aussi que la série
converge absolument sans converger uniformément.

Si la série (4) converge absolument, il en est de méme de la
série ZA, sinf3,, et par conséquent de la série

(%) ElAnSian[,

ou j’ai adopté la notation habituelle | X| pour représenter la valeur
absolue de X.

Le reste de la série (4) est évidemment plus petit en valeur
absolue que le reste p, de la série (5), lequel tend lui-méme vers o,
puisque nous venons d’en démontrer la convergence. La série (4)
ne peut donc converger qu’uniformément.

Il n’en est pas de méme de la série (3) ou je poserai, pour
abréger,

A,cosBr=Cpn, A,sinf,=B,.

On voit aisément en effet que la série
.t .t .t
(6) 28iN4 - 48in— ... 27 sin— ...
3 9 3n
converge absolument pour toutes les valeurs de ¢, mais ne converge

pas uniformément.
Voici d’ailleurs quelles sont les conditions nécessaires et suffi-
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, . o0 .
santes de la convergence d’une série de la forme (3). Ecrivons-la
sous la forme

2Cpsina,t = ZCpsinayt + ECg sinagt,

la premiére des séries partielles du second membre comprenant
tous les termes pour lesquels le coefficient o, est supérieur 3 une
quantité donnée A et la seconde tous les termes pour lesquels le

¢oefficient a4 est inférieur i cette méme quantité. Il faut alors et 1l
suffit que les deux séries

S|Cpl et E[Cgagl
soient convergentes.

On voit, par ’énoncé de ces conditions, que la série (3) peut con-
verger, bien que la série £|C,| diverge ou méme bien que le coef-
ficient C, puisse croitre au dela de toute limite; c’est ce qui
arrive en particulier dans les circonstances suivantes; soll o un

élément quelconque du mouvement elliptique d’un astre; on est
conduit & Péquation diflérentielle

F étant une série trigonométrique du temps dont les coefficients
dépendent des divers éléments du mouvement. On trouvera alors
comme premiére approximation pour la variation oa del’élément o,
en négligeant les carrés des masses,

t
O ::f Fdt.
0

Le second membre se compose, en général, d'un terme séculaire
et d’une série trigonométrique. Pour certaines valeurs incommen-
surables du rapport des movens mouvements, cette série présente
une convergence qui n’est pas uniforme. On peut toujours irou-
ver dans un intervalle quelconque, si petit qu’il soit, une infinité
de valeurs de ce rapport qui donnent une convergence non uni-
forme et une infinité de valeurs qui donnent une convergence uni-
forme.

Lorsqu’une fonction ¢(¢) peut étre représentée par une série
Lrigonométrique ltlufo:'nzélnellt convergente, en est certain que sa
valeur absolué || restera finie quand le temps croitra indéfiniment.
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Il n’en est plus de méme lorsque la convergence n’est pas uni-
q 8 P
forme. On peut démontrer seulement que, quand ¢ croit indéfini-

[9]
ment, le rapport s tend vers o.

Si une série ¢(¢)n’est pas uniformément convergente, mais que
la série obtenue en la différentiant terme & terme converge unifor-

r’ y_* r r * ’ dCD
mément, cette série représentera la dérivée —L et le rapport i
dt 4
tendra vers zéro quant f croitra indéfiniment.
Nous pourrons écrire en effet

© = 0q+ gy

o, désignant la somme des ¢ premiers termes de cette série ¢. On
aura

doq

IGQI<SII’ dt < ry,

sq et ry étant des constantes ne dépendant que de ¢. De plus, par
hypothése, on peut prendre ¢ assez grand pour que r4 soit aussi
petit que 'on veut. On aura alors

]f.‘o[ < sq-+rgt,

. . . ] . . .
ce qu1 montre que la limite du rapport -!-;—I pour ¢ infini est certai-

nement plus petite que r, et par conséquent qu’elle est nulle,
puisque r, peut étre pris aussi petit que ’on veut.

Il en sera encore de méme si la série ©(t) est la somme de deux
autres dont 'une est uniformément convergente et dont I'autre a
sa dérivée uniformément convergente. Comme exemple de pareilles
séries, je puis citer la série (1) elle-méme, que je puis écrire

(7) o(l)=2Bpcosa,t +ECpsinapt+ = Cysinag,t,

en supposant! que les coefficients «, sont tous plus grands qu’une
quantité A et les coefficients o, tous plus petits que A. 1l arrive
alors que les deux premiéres séries du second membre de I'iden-
tité (7) convergent uniformément ainsi que la dérivée de la troi-
siéme.

Comme second exemple citons la série

01(t) = 2 Gy sin2a,t,

en supposant que I|C,| diverge et que 2[Cy2,| converge.
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i ’_ " I3 d’ . he 4
La dérivée —(—Z’? = 2G4, sin2a,t convergera uniformément. -

Dans I'un et dans lautre cas, le rapport ~ et ? tend vers zéro

»

pour ¢ infini.
Posons maintenant

¢t ¢
()= (¢)sina,, tdt, 6(t)= o(t)cosaytdt.
¢ fo_? fo m

Nous supposerons que la série ©(¢) contient des termes en
sina,t et en cosa,t et que o, soit plus grand que A, de telle sorte
que ce coefficient se trouve parmi ceux que nous avons appeles
plus haut a,. Il viendra

B . -+
2y (t) = 22 % sin? el S Ty

Gp == Ay

cosd,, L

G . .
+EE£—,, sin(a,, Eap)t+ Cpt + I Cysinag,t

GC,a
—}—Z 779 sin(a,, &= ag)t.

%m ( g /= 0p )

Um

Toutes les séries qui entrent dans le second membre de cette
relation sont des séries trigonométriques dont les dérivées sont
uniformément convergentes. Si donc on divise par ¢ un quel-
conque des termes de ce second membre (& V'exception du terme
séculaire G, t), la limite du quotient est nulle pour ¢ infini. On
déduit de 1a I'égalité

C
llm od I 2"’], pour? =co.
On trouverail de méme
limm _ Bl
t 2 7

d’ou la conséquence suivante :

11 est impossible que la valeur absolue || de la série o(¢) reste
s le N le'
a'=" oua 2.

2 2

constamment inférieure

On peut tirer de la quelques conclusions importantes. Parmi
les séries de la forme (3), il peut y en avoir qui, quoique con-
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vergentes, ont des coefficients plus grands que toute quantité
donnée. ‘

Telle est par exemple la série (6) dont le ni*™ coefficient est
égal a 27. 1l en résulte que la somme de ces séries peut croitre
avec le temps au dela de toute limite. Ainsi, pour démontrer
qu'un systéme de k corps est stable, il ne suffit pas de faire voir que
les distances mutuelles de ces corps peuvent étre représentées par
des séries trigonométriques convergentes, il faut encore que la
convergence soit uniforme.

Une autre conséquence, c’est que la somme d’une série trigono-
métrique ne peut étre constamment nulle, sans que tous les coef-
ficients soient nuls, puisque cette somme ne peut rester constam-
ment inférieure en valeur absolue a la moitié d’un quelconque des
coefficients. Il en résulle encore qu'une méme fonction ne peut
étre représentée par deux séries trigonométriques différentes, sans
quoi la différence de ces deux séries aurait une somme nulle sans
que tous les coeflicients soient nuls.

Il peut se faire qu’une série trigonométrique, aprés avoir repré-
senté une fonction dans un intervalle donné, représente une fonc-
tion toute différente dans un autre intervalle. C’est ce qui arrive,
par exemple, aux séries que M. Callandreau a employées pour le
calcul du mouvement de @) Héra ; mais une pareille difficulté n’est
pas a craindre avec les séries habituellement employées, qui sont
généralement choisies de fagon a satisfaire formellement aux équa-
tions différentielles du mouvement. C’est-ainsi que les séries de .
M. Lindstedt, en les supposant absolument convergentes, repré-
senteraient les distances mutuelles des astres pour toutes les valeurs
du temps.

Jusqu’ici nous avons supposé que les séries que nous considé-
rions étaient absolument convergentes. Il reste a examiner le cas
de la semi-convergence qui peut se présenter dans des circonstances
trop variées pour que je les énumére toutes ici. Je me bornerai
au cas suivant qui me parait éire le seul qu'on puisse rencontrer
dans les applications. Soit

81+82+...—|— S,L+---

une série absolument convergente dont chaque terme est lui-méme
la somme d’une série trigonométrique absolument convergente. 1l
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peut arriver que, lorsqu’on a affaire 4 une série de cette forme, il
soit impossible de changer I'ordre des termes sans altérer la con-
vergence; il y a alors semi-convergence.

On peut étre conduit & une pareille série dans I'application de
la méthode des approximations successives. Supposons qu’en
négligeant les carrés des masses on soit conduit a une série trigo-
nométrique s;. Quand on tiendra compte ensuite des carrés, en
négligeant les cubes, on verra qu'il faut ajouter i la série s, une
autre série trigonométrique s,, et ainsi de suite. On sera ainsi
amené a une série

SgSgb. . Sy ...,

qui devra converger si.la méthode peut donner une approximation
indéfinie. C’est ce qui arrive dans la méthode de M. Lindstedt et
dans d’autres analogues.

Ces séries peuvent converger dans un petit intervalle de temps
sans converger pour toutes les valeurs de ¢. Je citerai comme
exemple la série

28in2¢ — 4 sin*¢ -+ 8sinf¢ —., ..+ (— 1)r+l2n sin22 ¢ 4, . .,

dont chaque terme peut manifestement s’écrire sous forme de série
trigonométrique et qui n’est convergente que s1
L)

t< log_l_i_ﬁ-

V2

Jai lieu de penser que les séries de M. Lindstedt sont semi-
convergentes de la facon que je viens de dire, mais non abso-
lument convergentes, d’oti il résulterait qu’elles ne représente-
raient les distances mutuelles que pendant un intervalle de temps
limité.

En résumé :

La convergence d’une série trigonométrique peut étre ou ne pas
étre absolue. Si elle est absolue, elle a lieu pour toutes les valeurs
du temps. Si, au contraire, la série n’est que semi-convergente,
cette semi-convergence ne subsistera en général que pendant un
certain intervalle de temps.

Si la convergence est absolue, elle peut étre ou ne pas étre
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uniforme. Si elle est uniforme, la fonction représentée par la série
restera inférieure a4 une certaine limite; dans le cas contraire,
cette fonction pourra croitre indéfiniment.

Enfin une méme fonction ne peut étre représentée que d’une

seule maniére par une série trigonométrique absolument conver-
genle. )

CORRESPONDANCE.

Lermre e M. A. D’ABBADIE a M. TISSERAND.

On verra bientdt le jour olt un réseau géodésique ne sera pas
regardé comme achevé sans I'adjonction des latitudes astrono-
miques pour tous les sommets de ses triangles. Ce travail complé-
mentaire demandera U'aide des volontaires de la Science et il en
résultera bien des documents pour I'étude, encore si peu avancée,
des attractions locales. Peut-étre trouvera-t-on ainsi en France un
fait analogue & cette anomalie, unique encore, que les astronomes
russes ont signalée autour de Moscou.

Comme les grands cercles divisés ne peuvent guére étre trans-
portés sur des sommités souvent peu accessibles, on préférera
employer un instrument qui permette de déterminer la latitude par
les simples lectures d’'un micrométre. La lunette zénithale joint a
cet avantage celui d’étre & I'abri de toute erreur dans la réfraction, .
mais les différentes lunettes de ce genre, proposées jusqu’ici, ont
le grave inconvénient d’exiger un pilier spécial. C’est donc avec
raison qu’on s’est borné a employer une lunette mobile munie d’un
niveau a bulle d’air et destinée & observer les différences de décli-
naison de deux étoiles qui, s’éloignant peu de la méme ascension
droite, culminent a des hauteurs & peu prés égales, I'une au nord,
Pautre au sud du zénith. Comme cette méthode a été employée
avec succes par M. Talcott dans le Coast Survey, on lui en a
attribué 'invention.

Ayant appris qu’elle était primitivement due a Pierre Horrebow
et ne pouvant en retrouver la citation, j’ai invoqué 1'aide de M. C.-
F. Pechiile, I'astronome danois bien connu. Voici ce qu’il a bien
voulu m’écrire a ce sujet de Copenhague :
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