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Sur la réduction des intégrales abéliennes ;
Par M. H. Poincare.

1. Tous les lecteurs de ce Bulletin connaissent les remarquables
travaux de M. Picard Sur la réduction des intégrales abéliennes,
qui, apreés avoir paru dans divers numéros des Comptes rendus des
séances de I’ Académie des Sciences, ont été réunis ici méme en
un Mémoire unique. La méme question a été 'objet des recherches
des géométres étrangers, et en particulier des géometres allemands.

En 1874, M™® Kowalevski a envoyé a I'Université de Géttin-
gen un Mémoire qui va paraitre dans les Acta Mathematica.
Dans ce Mémoire (Ueber die Reduction einer bestimmten Klasse
Abel’schen Integrale 3¢" Ranges auf elliptische Integrale),
elle cite les deux théorémes suivants, dus 8 M. Weierstrass :

Si on envisage un systéme de p intégrales abéliennes de
rang o, parmi lesquelles il y en a une qui est susceptible d’étre
réduite aux intégrales elliptiques, et si l’on considére égale-
ment la fonction O correspondante :

1° Cette fonction © a p variables peut étre changée, par une
transformation d’ordre k, dans le produit d’une fonction © a
une variable et d’une fonction ® & p — 1 variables.

2° Elle peut également par une transformation linéaire,
c’est-a-dire du premier ordre, étre amenée a une forme telle
que, le tableau des périodes s'écrivant comme il suit :

\'l 0 ... O Ty Tyz ... Tip,

O I ... O Ta1 T2 ... Tgp,

(A)
. . .. ,
( o o ... 1 ’:pl TlP’ cee TPP
avec les conditions habituelles
Taf = TBas
la période <, soit commensurable et que les périodes

T3y T4y e+ ey Tlp

sotent nulles.
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Le premier de ces théorémes a été communiqué a2 M. Konigs-
berger et le second a M™ Kowalevski par des lettres de M. Weier-
strass. Mais ils ne paraissent pas avoir été publiés.

Le premier de ces théorémes peut se généraliser comme il suit :

Sil'on envisage un systéme de p intégrales abéliennes de pre-
miére espéce et de rang p, parmi lesquelles il y en a p qui sont
susceptibles d’étre réduites au rang w, la fonction © correspon-
dante a p variables peut étre changée par une transformation
d’ordre k, dans le produit d’une fonction © a p variables et d’une
fonction © & p — p variables.

Le second théoréme est également susceptible d'une généralisa-
tion, ainsi qu’on le verra plus loin.

Il n’est pas douteux que ces généralisations ne soient connues
de M. Weierstrass; mais, comme il serait difficile en France de
s'en procurer la démonstration, je crois qu'il ne sera pas inutile
de la développer ici, ignorant d’ailleurs si la marche que je vais
suivre est la méme qu’a employée l'illustre analyste allemand.

2. Soit

Zyy oy ovey -’l'zp

un systéme quelconque de 2p périodes. Posons

. N .
(1) z; = Z Ak Ty

Z\, Xy, ---, 3y désignant un nouveau systéme de 2p périodes, et
les coefficients a;x étant entiers. Il est clair que toute fonction qui
admettra les nouvelles périodes z' admettra également les an-
ciennes périodes x.

Si, de plus, le déterminant des a;x est égal & + 1, les nouvelles
périodes z' pourront réciproquement s’exprimer linéairement a
l’aide des anciennes par des expressions a coefficients entiers. Les
deux systémes de périodes seront alors équivalents.

Soit une fonction de p variables admettant 2 p périodes linéaire-
ment indépendantes. Ces 2¢ périodes formeront un systéme pri-
mitif, si toute autre période s’exprime a l’aide des 2p périodes
considérées, par une expression linéaire a coefficients entiers.
Tous les systémes primitifs sont équivalents.
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Un systéme de p périodes (p << 2p) sera un systéme incomplet;
il sera primitif si on peut le compléter en lui adjoignant 2p —
nouvelles périodes convenablement choisies, de telle fagon que le
systéme ainsi complété soit lui-méme primitif.
Soit
Zy, Tay « .oy Tap

un systéme complet primitif. Formons un systéme incomplet

‘ ay,1 Ty -+ ay2%y e T e a,,,Pw,P = .’l"‘,
) @112y +@29%3 ... Ba0pTap = e,

(2) -
( .................................. ,

Ty 121+ QpaTy—t. .. Q2 pTyp= .z-;,.,

oit les coefficients sont entiers. Pour que ce systéme soit primitif,
il faut et il suffit que les déterminants compris dans la matrice

[ 27} ayg ... al,!p
as,1
a,,,.i I

aient pour plus grand commun diviseur 'unité.
Envisageons 1’ensemble des périodes qui peuvent s’écrire

O T+ ATy 4. ATy,

les a étant commensurables et les £’ étant toujours les périodes
du systéme incomplet (2). Toutes ces périodes pourront s’expri-

“mer linéairement a l'aide de p d'entre elles 7, 2}, ..., z), par
une expression a coefficients entiers. Si le systéme des z' est pri-
mitif, il est équivalent au systéme des z”. Si le systéme des 2’ n’est
pas primitif, le systéme des z”, qui est toujours primitif, pourra
s’appeler la base du systéme (2).

Dire que, dans un systéme de p intégrales abéliennes de pre-
miére espéce et de rang ¢, il y en a . linéairement indépendantes,
qui sont susceptibles d’étre réduites au rang ., c'est dire que
I'on peut trouver un systéme de 2p— 2. périodes qui sont nulles
a la fois dans ces p intégrales.

On peut toujours supposer que ce systéme incomplet est primi- -
tif; car, s'il existe un systéme incomplet non primitif de'ap — 2
périodes qui soient nulles a la fois dans p intégrales, la base de
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ce systéme non primitif jouira de la méme propriété. D’ou la con-
séquence suivante :

On peut toujours trouver, pour nos p intégrales abéliennes, un
systétme primitif de 2p périodes, de telle facon que les 2p — ap
derniéres périodes soient nulles dans p des p intégrales consi-
dérées.

3. Mais ce systéme primitif ne sera pas en général un systéme
de périodes normales. '

A chaque syst¢me primitif de périodes de p intégrales abé-
liennes_est attachée une forme bilinéaire 4 deux séries de 2p va-
riables

F(zy, @2y ..\ Z2p3 Y1, Y25 -1 Y2p)-

Si dans cette forme on remplace x,, Z,, ..., Zap par les pé-
riodes (formant le systéme primitif considéré) d’une de nos p in-
tégrales abéliennes et yy, 4, ..., ¥2p par les périodes correspon-
dantes d’une seconde intégrale, la forme s’annule.

Sil’on y remplace les z par les parties réelles des périodes d’'une
des intégrales et les y par les parties imaginaires de ces mémes
périodes, le résultat de cette substitution sera positif.

La forme F est une forme bilinéaire identique, c’est-a-dire
que I'on a identiquement '

F(zy, 2sy ..., Z2p; Tty T2y ooy x:p)= 0-

On sait que les formes bilinéaires identiques ont un seul inva-
riant qui est le déterminant oa le m**™® terme de la ni*®® colonne
est le coefficient de £ y». Cet invariant, qui est toujours un carré
parfait, est égal & 1 dans le cas qui nous occupe.

Une force bilinéaire d'invariant 1 est réduite lorsqu’elle s’écrit

(3) Z1Y2 — T2 Y1+ T3y — Th)s R xgp..ly,p — a:,‘,y,P_, .

Le syst¢me primitif considéré est alors un systéme de périodes
normales.

Qu’arrive-t-il maintenant lorsque 1'on passe d’un systéme pri-

mitif 3 un autre systéme primitif équivalent? Posons, comme plus

haut,
k=12p

Q) z;= Zaikz"/n
k=1
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les a;x étant des entiers dont le déterminant sera égal a 1. Les 2’/
formeront comme les z un systéme primitif, et si 'on désigne par
Y% la période de la seconde intégrale qui correspond a z', on

aura
k=2p

(1 &is) yi= 2 iy

k=1

En remplacant dans F les x et les y par leurs valeurs (1) et
(1 bis), on obtiendra une forme bilinéaire en 2’ et en y’, arithmé-
tiquement équivalente a F et d'invariant 1. Ce sera la forme bili-
néaire correspondant au systéme primitif des z'.

On pourra toujours choisir la substitution linéaire (1), de telle
facon que la forme F ainsi transformée soit réduite, et par consé-
quent que le syst¢éme primitif des ' soit un systéme de périodes
normales (Cf. CLEsscu et Gorban, Abelsche Functionen, p. 106).
Il existe également des substitutions linéaires qui changentla forme
(3) en elle-méme et qui, par conséquent, changent un systéme de
périodes normales en un autre systéme de périodes normales (loc.
cit., p. 300). C’est ce qu’on appelle les transformations linéaires
ou du premier ordre.

Imaginons maintenant que dans les relations (1) et (1 bis) les
a;x soient encore entiers, mais que leur déterminant soit égal a
A(A >1). Alors le systéme des 2’ ne sera plus un systéme de pé-
riodes de nos intégrales abéliennes, mais ce sera un systéme de
périodes, primitif ou non, d’autres intégrales abéliennes.

Sil'on remplace dans F les z et les y par leurs valeurs (1) et
(1 bis), on obtiendra une forme bilinéaire identique en z' et )/,
d’invariant A2,

Je dirai qu'une pareille forme est réduite lorsqu’elle s’écrira

(4) ki(z1ys— 22 y1) + ks (@3 s — 2o y3) +. .o + kp(-”!pﬂ.}':p—zzp}’:g—l )

et il est aisé de voir que I'on peut toujours réduire une forme bi-
linéaire identique par une substitution linéaire a coefficients en-
tiers et de déterminant 1.

Supposons en particulier que la forme F soit réduite, de telle
facon que les z soient les périodes normales des intégrales abé-
liennes données. Supposons, de plus, qu’aprés la‘transformation

notre forme soit encore réduite, c’est-a-dire qu’elle se réduise a
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une expression telle que (4), et de telle sorte que
kh=hk=...=k,=k.

Alors les #' seront les périodes normales d’un nouveau systéme
d’intégrales abéliennes; par conséquent la substitution (1) aura
changé un syst¢éme de périodes normales en un autre systéme de
périodes normales, mais appartenant & de nouvelles intégrales.
Elle s’appellera alors une transformation d’ordre k.

4. Ces préliminaires posés, passons a la démonstration du pre -.
mier théoréme de M. Weierstrass, généralisé.

Nous avons supposé que, les x formant un systéme primitif de
périodes et I étant la forme correspondante, les 2p — 2'u derniéres
périodes étaient nulles pour i de nos p intégrales. Posons encore

(I) .r,-:):aikzk., ]’i=za”ﬂyllm

les a;x étant entiers, mais leur délterminant étant en général plus
grand que 1.

Si les 29 — 2 derniéres périodes du nouveau systéme ne dé-
pendent que des 2 — 2 derniéres périodes de I'ancien systéme,
si, en d’autres termes, on a

(5) A= 0

(f=2p+1, 20 +2, «..y 20 —1, 2p; K=1,2, ..., 2p—1, 21),

les 2p — 2 derniéres périodes du nouveau systéme seront nulles
comme celles de I'ancien pour les p intégrales dont il vient d’étre
question.

Si Pon peut trouver une substitution linéaire de la forme (1) sa-
tisfaisant aux conditions (5) et réduisant le systéme de périodes a
un systéme de périodes normales des intégrales transformées; si,
en d’autres lermes, on peut trouver une pareille substitution qui
réduise la forme F a une expression, telle que (4), avec les condi-

tions
k|= kg:...-“:kp= A‘,

le théoréme énoncé sera démontré.
Remarquons méme qu’il le sera encore, sinous arrivons au méme
résultat en appliquant successivement & notre forme F plusieurs

substitulions assujetties aux conditions que nous venons d’énon-
XIi. 9
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cer; car la résultante de deux pareilles substitutions satisfait éga-
lement 4 ces mémes conditions.

Quand dans la forme F on annule les 20 — 2 derniers z et
les 20 — 2 derniers y, il reste une forme bilinéaire F, admettant
deux séries de 2 variables, z,, Za, ..., Zap; Vi, Y2y vy YVap. J€
puis toujours supposer qu’elle est réduite et s’écrit

Fi=ki(z1ye— 22y1) + ke (@3 — @y y3)+. .«
+ kp(Zap—1Y2p— T2pyop-1);
car, si cela n’était pas, on ferait subir aux variables une substitu-
tion linéaire de déterminant 1, ne portant que sur les 2 pre-
miéres périodes, et qui réduirait la forme F,.
Nous pourrons alors écrire

F=F+F,+F;

I’y ne contenant que les 2 premiéres périodes, Fy ne contenant
que les 20 — 2 derniéres et Iy représentant I'ensemble des termes
qui dépendent a la fois d’'une des 2y premiéres et d’une des
20 — 2+ derniéres.

Nous allons chercher par une suite de substitutions linéaires a
faire disparaitre successivement tous les termes de Fj.

Soit, par exemple, & faire disparaitre un terme

a(z,yi—xiy1),
x; étant une des 20 — 2u derniéres périodes; nous poserons
Ty=xy—azx), z;=k};
de méme, si 'on veut faire disparaitre un terme

b(zayi— ziy2),
on posera
=z, + bx;, x;=kxz
et ainsi de suite.
Toutes ces substitutions satisfont aux conditions (5) et I'on ob-
tiendra finalement une forme F’ transformée de F qui s’écrira

(6) F=F|+F,,

I¥, ne dépendant que des 2y premiéres el F, des 2 p—2 1 derniéres
périodes du nouveau systéme : les dewx catégories de périodes
sont séparées. La forme F, ne différant d’ailleurs de F, qu’en
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ce que les anciennes variables sont remplacées par les nouvelles,
sera réduite. On réduira ensuite la forme F), par une substitution
linéaire de déterminant 1 ne portant que surles 2p — 2p. der-
niéres périodes; la forme F' transformée se réduira alors a une
expression telle que (4), d’ou il est aisé de passer a 'expression

IC(Z‘,J’,— .Z‘g_}’t)-l— k(x:,ys—— z‘;)’a) “+...+ k(‘z"P—i-}’zP_ ‘2'29}’29—1)

C. Q. F. D.

5. Mais on peut craindre, en suivant la marche qui précéde,
d’étre conduit 4 employer une transformation d’ordre trop élevé.
C’est ce qui nous améne 4 nous poser le probléme suivant :

Trouver toutes les substitutions satisfaisant aux condi-
tions(5) et qui raménent la transformée ¥ de ¥ a la forme (6),
ot les deux catégories de périodes sont séparées.

Ce probléme se raméne au suivant :

Trouver toutes les substitutions linéaires portant sur les
2p — 2 derniéres périodes et telles qu’aprés la transformation
tous les coefficients des termes qui contiennent a la fois x, ou
29 et une des 2p— 2. derniéres périodes soient divisibles par k,:
que tous les coefficients des termes qui contiennent & la fois x;
ou &, et une des 2p — 2. derniéres périodes soient divisibles
par k;; elc.

Soit

Fy=Sbu(ziyx— @xyi)
(=1, 2 +.., 2p; k=ap+T1, 2 +2, ..., 2p).

Posons maintenant

Tk =ZpCrnh
(k=2p~+1, ap+2, .c., 2p; hA=a2p+1, 2042, ..., 2p),
d’otr '
Fs=Zbikcrn(ziyn— zhy:).

Les conditions énoncées se réduisent i
(7) Zibikckn=0 (mod k)

(en supposant i =2lou 2/ —1). _
Le nombre total des congruences (7) est 2p(2p — 2p). Il est
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aisé de voir de quelle forme en esi la solution générale; on trouve
Ckn= Zn Akem Amh-

Dans cette expression, les d ont des valeurs déterminées;
les o peuvent prendre toutes les valeurs entiéres positives ou né-
gatives; enfin l'indice m varie, comme les indices k et & eux-
mémes, depuis 2p —+ 1 jusqu'a 2p. Il résulte de 13 que la substi-

tution
Zr=ZScpph

peut éire regardée comme la résultante des deux substitutions
suivantes :

(8) rp=X2dpn )y,
(9) Zop=Zamp ).

La substitution (8) est la plus simple de toutes les substitutions
linéaires qui satisfont aux congruences (7), pendant que (g) est
une substitution linéaire quelconque a coefficients entiers.

Ainsi I'on obliendra toutes les substitutions qui satisfont aux-
dites. congruences en faisant suivre la plus simple d’entre elles
d’une substitution guelconque i coefficients entiers. Nous pour-
rons donc nous borner i envisager la substitution (8) elle-méme.

Appliquons donc & notre forme F la substitution (8); tous les
coefficients de F, satisferont aux congruences (7). Par exemple, le
coefficient du terme z y;— ¥, x;, z; étant une des 2p — 2 der-
niéres périodes, sera divisible par &, et ce terme s’écrira

aky(zyi—y i),
de sorte qu’on pourra le faire disparaitre en posant simplement
ry= xy— aw;,

c’est-a-dire par une substitution de déterminant 1.

Ce sera 13 la maniére la plus simple de faire disparaitre tous les
termes de F's. Si, aprés avoir séparé, comme nous venons de le dire,
les deux catégories de périodes, on applique 4 la forme F une sub-
stitution linéaire quelconque ne portant que sur les 2 i premiéres
périodes, puis une substitution linéaire quelconque ne portant.
que sur les 25 — 2. derniéres périodes, il est clair que, dans la
forme ainsi transfoi:mée, les deux catégories de périodes seront en-
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core séparées. On est ainsi conduit & une infinité de maniéres de
faire disparaitre tous les termes de Fj, et il est aisé de voir qu’dl
r’y en a pas d’autres.

6. Occupons-nous maintenant de démontrer le second théo-
réme de M. Weierstrass. Nous supposons qu’une intégrale est
réductible aux intégrales elliptiques, et.par conséquent p=1.
Dans le systéme primitif d’ol nous partons, les 2p — 2 derniéres
périodes sont nulles. Il s’agit de ramener ce systéme & un systéme
normal, mais cette fois par une transformation de déterminant 1.
Nous devons de plus supposer que dans le nouveau systéme les
2p — 3 derniéres périodes ne dépendent que des 2p — 2 derniéres
périodes de I'ancien systéme (de fagon qu’elles soient nulles dans
I'intégrale réductible), et que la deuxiéme et la troisi¢éme nouvelles
périodes ne dépendent que des 2p — 1 derniéres périodes de J’an-
cien systéme (de facon qu’elles soient commensurables entre elles
dans l'intégrale réductible).

Quand la possibilité d’une pareille réduction sera établie, le
théoréme de M. Weierstrass sera démontré.

Nous avons encore notre forme

, F=F,+F,+F,
qu’il s’agit de réduire. Ici

Fi= ay(z1y2— 2231),
Fs=Zai(z1yi— xiy1) + 2b; (22 yi— 2:y3)-

Nous poserons d’abord
. 7 =7\,
A2 T3+ A3 T3+ . .+ AypTrp = Ty,
ATy 3Tz~ . . QgpPap = x5,
Biszs+...+ Bropzep= 2y, (i>3).

C’est 13 une substitution linéaire satisfaisant aux conditions énon-
cées, pourvu que son déterminant soit égal a 1. Or, les coeffi-
cients @, as, ..., @y, devant étre premiers entre eux, puisque
Pinvariant de F est égal 4 1, on pourra toujours choisir les a et
les B de telle fagon que ce déterminant soit égal a 1.

Aprés cette substitution la forme F se changera en

F'=F}+F, + F},
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ol
Fi=2\y;— 200y, Fy=Zci(zyyi—xiyy):
Il suffira pour faire disparaitre F; de poser
zy =z + Zcx;.
Aprés cette nouvelle transformation, la forme F deviendra
F'=2\y;— 23|+ F;.
Il reste & réduire F), mais de telle facon que‘les 2p — 3 der-

niéres périodes du nouveau systéme ne dépendent que des 2p — 3

derniéres périodes de I'ancien. Cela peut se faire absolument de
la méme maniére.

Nous pouvons écrire, en effet, en supprimant les accents,
Fy=2d;(zyi—ziys) +Zei( @ yi— ziys) + F,

ou 7 est plus grand que 3 et ou F, ne dépend que des 2p — 4 der-
niéres périodes. Nous poserons alors
3=z,

1"5 = d‘z'g -+ dsz's e P e o dgpz'zp,

.1:} = Si‘g.’t‘g—l—- 8,',;.’1:5-!- ce et Si,,‘,z‘,?,
en choisissant les & de fagon que le déterminant de cette substitu-
tion linéaire soit égal 4 1.

11 viendra apreés transformatior

Fy= 23y — 2y + 2 (@ yi—ziyy) + Fy;
F| ne dépend que des 2o — 4 derniéres périodes. Nous poserons
Ty = ay+Ifix};
d’ou, aprés la transformation,

2= 23y — 25+ Fi

Il reste enfin a réduire F;, mais cette fois par une substitution
quelconque de déterminant 1, ce qui se fera aisément.

Le second théoréme de M. Weierstrass est donc démontré.

7. Occupons-nous maintenant de généraliser ce résultat en sup-
posant que, au lieu d’une intégrale réductible aux fonctions ellip-
tiques, nous ayons y intégrales réductibles au genre u.. Supposons,



— 135 —

pour fixer les idées, u = 2, de telle facon que les 2p — 4 derniéres
périodes de notre systéme primitif soient nulles pour nos p inté-
grales. Notre forme F s’écrira encore

F=F+F,+F;
et nous pourrons supposer que F, est réduit de telle sorte que

Fi= ay(z1ys— 22 1) + by (X3 — 214 ¥3),
Fis=2ai(@1yi—z:iy)+ Zbi(xsyi— xiy3)
+Zci(Tyi—xiy2)+ Edi(myi—xiys), (>4).
Posons
T =7y, x3=T},
(10) a,x,+a5x5+aex6+...+agpx,P:w’2,
bbx,r,—i— bs.Z‘s—f—bg.Z's—F...—l—bgp-TgP:.T’h
z;= Z o T,
(k=2, 4,5, 6, ..., 2p), (i=5,6, ..., 2p).

L’invariant de la forme F étant égal 4 + 1, les déterminants con-
tenus dans la matrice

Qy 0O a; ag ... GZ?
o b,, ba bg e bgp

sont premiers entre eux. Il en résulte que I'on peut choisir les o,
de telle sorte que le déterminant de la substitution linéaire (10)
soit égal a 1.

Aprés cette transformation, la forme F deviendra

F = F’1+FI2+F;,
ou
F) =\ yy, — 24y + 23y, — 2,75,
Fy = Sci(2hyi— 2iys) + 2di(@, yi— ziy')-
On posera alors

U, U " U U U "
r', = x|+ Zc;x, T’y = oy + 2d; o}, .,
("> 4)’

U U U U U "
Ty =Ty, TW=,, T;=2,
et la forme F se réduira a

"

" U] L] "0 " iR
F'=(2\yy— 22y + 235, — @, )3 + Fo,
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F, ne dépendant que des 2p — 4 derniéres périodes. 1l reste a ré-
duire F),. Cette réduction une fois opérée, le systéme des périodes
sera ramené & un systéme normal, et, ainsi qu’il est aisé de s’en
assurer, I'une quelconque des 2p — 4 derniéres périodes s’expfi-
mera linéairement a l'aide de la deuxiéme et de la quatriéme par
une expression i coefficients commensurables.

Or nous pouvons toujours supposer que la deuxiéme période
est égale 4 1 dans la premiére de nos deux intégrales réductibles et
A zéro dans la deuxiéme, et que la quatriéme période est égale a
zéro dans la premiére de ces deux intégrales et & 1 dans la
deuxiéme. Voici quel sera alors le Tableau des périodes de ces
deux intégrales

A lBoasas...a,p
A" o B 1 by b ... b;p

les a et les b étant commensurables.

Il s’agit maintenant de simplifier ce Tableau en transtormant
les périodes, mais de fagon qu'elles ne cessent pas d’étre des
périodes normales.

Or, 1° les périodes ne cesseront pas d’étre normales si 1'on ap-
plique & une période de rang impair et a la période de rang pair
qui la suit une substitution linéaire a deux variables et de déter-
minant 1.

Ainsi 'on peut poser, par exemple,

(11) as=aas+Bas, ay=vyas+3a;, ad—3y=1,

et remplacer dans le Tableau a; et a; par a et a;; le systéme de
périodes ainsi défini sera encore normal.

On choisira les coefficients de cette substitution de telle fagon
que aj soit nul; on opérera de la méme maniére sur chacune
des p—2 derniéres paires de périodes, de facon i faire dispa-
raitre dans chacune d’elles les périodes de rang pair de la pre-
miére intégrale; par conséquent on peut toujoursb supposer

Ag=Qg=QAy9=...= Q= 0.
2° Posons
’ ’ ’ ~
Aoy — = Adyy--y ~ Baw-1. aw_1= ¥y @y~ OQgy_1.
(12) ¢ a;y, = 8aw — ¥ day, [ — Basy - aas,.

ad—fv =1.



— 137 —

Si, dans le systéme des périodes, on remplace

Qap—1; Agpy Azy—1y Agy
par
a;p.—l) a’!y.; a;v—h a';\h
ce systéme restera normal.
Appliquons la substitution (12) en faisant

k=p v=p—L

En choisissant les coefficients de la substitution, nous pourrons
faire disparaitre a@,,_,, sans que asp et ag,_, cessent d’étre nuls.
On appliquera ensuite la méme substitution, en faisant

p=p—I vV=p—2,

et I'on fera disparaitre a,_s.
Et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les a, excepté aj, soient

nuls; on aura
ag= aA1= a3=...=a39=0.

Opérons maintenant sur les b. Appliquons la substitution (11)
aux p — 3 derniéres paires de périodes, de fagon a faire dispa-
raitre dar » char- = d’elles les périodes de rang pair, ce qui s’écrit

b;: b10=...= bgp= 0.

Nous ne pouvons opérer de méme sur la paire by b,, sans quoi
a, cesserait d’étre nul.

Appliquons maintenant la substitution (12) aux deux derniéres
paires, de facon a faire disparaitre b,,_,, puis aux paires de rang
p — 2 et p —1, de fagon a faire disparaitre b,,_3, et ainsi de suite
jusqu’a ce que l'on ait

by=by= bw=...=bgp= o.

On ne peut opérer surles troisiéme et quatriéme paires, de fagon
a faire disparaitre b,, sans quoi @, cesserait d’étre nul.
Toutes ces réductions faites, le Tableau des périodes s’écrit

A 1 B o a o o o o ...
A' o B 1 bs b6 b; o o ...

Il reste a faire disparaitre bs. Pour cela nous appliquerons la
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substitution (12) & la deuxiéme et a la troisiéme paire, de fagon a
faire disparaitre la sixiéme période de la deuxiéme intégrale; le
Tableau des périodes s’écrit alors, aprés cette derniére transfor-
mation,

A 1 B o (A+uBy) 0o 0o ... o

A" o By, 1 (A+pB)) o v ... o

ol A, i et v sont commensurables et ou il est aisé de voir que
A’ =B,.

Le résultat ainsi obtenu se généralise aisément pour le cas de
i > 2, la démonstration étant absolumentla méme. Pour énoncer
ce théoréme, je supposerai, pour fixer les idées, u =3, p=1, et
j'imaginerai que le Tableau des périodes ait été écrit sous sa forme
habituelle (A).

On aura

T17= Te7= T37= T1s = Te¢ = O,
T3e=V3, T1s= A1+ AaTia—+ A3%13,
Toe = P+ AoTas—+ A3Tas, T3 = Vi—+ AgTaz—+ A3Tas,

Tis= My T3, Tas = 3 S AyTas, Tas= Vo AyTas.

les ), les p. et les v étant commensurables. Ce qu’il faut surtout
retenir, c’est qu'on peut choisir le systéme normal des pé-
riodes, de telle fagon que les p premiéres intégrales nrormales
(Cf. Cressca et Gowroan, Abelsche Functionen, p. 107), qui
correspondent & ce systéme soient précisément p des intégrales
réductibles.

Dans ces p intégrales normales, les périodes de rang 2+ 2,
ap—+4, 2.+ 6, ..., 2p — 2, 2p sont nulles; de plusily a des
relations linéaires & coefficients entiers :

1° Entre les périodes de rang ap 1,2, 4,6,...,2x, 3, 5,
Ty oeeey 20— 1;

2° Entre les périodes de rang 20 +3, 4, 6, ..., 21, 5, 7, ..
2 —1.

3° Entre les périodes derang 2 + 5,6, 8, ..., 214, 7,0, -
2 —1;

u —1° Entre les périodes de rang 4p —3, 20— 2, 2p et
20 —1;

1 Entre les périodes de rang 4p. — 1 et 2.

)

cey
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J’ai conservé pour les rangs des périodes le méme mode de dési-
gnation que j’ai employé dans tout ce travail, de telle facon que la
période de rang 2\ occupe la Aém¢ colonne dans le tableau (A),
pendant que la période de rang 2 X — 1 y occupe la (p + X)i™ co-
lonne.

Ainsi se trouve généralisé le second théoréme de M. Weier-
strass, dont il est inutile de faire ressortir I'analogie avec 'un des
plus beaux résultats de M. Picard.

8. La démonstration qui fait 'objet du paragraphe précédent
peut se présenter sous une forme un peu différente.

Soient z,, Z, ..., &, un systéme de périodes normales de nos
p intégrales abéliennes, etk,, &, ..., s, un systéme primitif quel-
conque de périodes des . intégrales réduites.

On aura, pour une quelconque des intégrales réductibles,

zi=%paube (1=1,2,...,2p; k=1,2, ..., 21),

les a étant des coefficients entiers.

Appliquons & nos périodes les substitutions (11) et (12), de fa-
con que le nouveau systéme soit encore normal.

1° Appliquons a toutes les paires de périodes la substitution (1 1),
de fagon a faire disparaitre a1, @44y -y G2p,4-

2° Appliquons ensuite aux deux derniéres paires la substitution
(12), de facon & faire disparaitre a,,_; ,, puis aux paires de rang
p—2 et p —1, cette méme substitution, de fagon a faire dispa-
raitre as,_3 ¢, et ainsi de suite jusqu'a ce que tous les a;, aient
disparu, excepté a, ;.

3° Appliquons ensuite a toutes les paires de périodes, excepté
a la premiére, la substitution (r1), pour faire disparaitre a, o,
Ag,20 ¢y a2p,2.

4° Appliquons ensuite la substitution (12) aux deux derniéres
paires pour annuler aj, ,, puis aux paires de rang p —2et
p —1 pour annuler a,_; ., et ainsi de suite jusqu'a ce que tous
les a; » aient disparu, excepté a, a, %22 €t a3 5.

5° Appliquons la substitution (11) & toutes les paires, sauf aux
deux premiéres, de facon & annuler a3, a5 3, ..., dp 3.

6° Faisons ensuite disparaitre & 'aide de la substitution (12),
tous les a; ;,-excepté a, 3, %s 3, dy 3, %s,3 €L A5 5.
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En continuant de la sorte, on arrivera & avoir
(13) ar=0, L>a2k—1I.

Cela fait, nous allons chercher*a faire disparaitre les coeffi-
cients ;4 ol l'indice i est pair et plus grand que 2, il reste

———P(p;_l) coefficients qui ne sont pas encore nuls et qu’il faut an-

nuler; mais cela ne pourra se faire qu’en faisant reparaitre quel-
ques-uns des coefficients qui avaient disparu dans les simplifica-
tions précédentes. Il faut s’arranger pour que les coefficients o
qui reparaitront ainsi aient tous l'indice i impair. Pour cela, il
faut que les périodes & aient- été choisies convenablement, comme
on va le voir.

Le choix des périodes & est resté jusqu'ici entiérement arbi-
traire. Mais il est clair que nous aurions pu remplacer les § par
tout autre systéme équivalent, rien de ce qui précéde n’en aurait
été changé. Nous pouvons donc supposer que le choix des pé-
riodes & ait été fait avant la réduction, de la facon la plus conve-
nable pour notre objet.

Voici comment nous pouvons supposer que ce choix a été fait.
2p(2p—

2

. ) 1 e, .
Considérons les ) formes bilinéaires

Ppg =i (Rak—1,p Yak,g — %ak,pl2k—1,q) (k=1,2, ..., p)-

Les substitutions (11) et (12) changent ces formes en elles-
mémes. _

Il reste & voir ce qui arrive quand on remplace le systéme des £
par un systéme équivalent.

Posons
Ep=ZBprkr
avec
zy=2 a;'k E,In
il viendra

@i =ZpBpraip.
Nos formes ® seront devenues

B =Z(Xyrg,r Xa ks — Lakyr T2k-1.5)
ou
‘b'rs = z( aPl' pq-‘ - pp’ gq")¢P7'
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* Supposons, en particulier, que la substitution qui fait passer des
§ aux §' ne porte que sur les 2p. — 1 derniers &, de telle sorte que
B"1=[, pl,k= pk'1=0 (/(': 2, 3, ...,2}1).

Il viendra

Py s=Zfg,sP1q-
On pourra donc toujours choisir les B de telle fagon que
P =0 (s=2,3,...,2p—1).

En conséquence, on peut toujours supposer que les £ aient été
choisis de telle sorte que tous les ®, , soient nuls, excepté ®, ,,.
De plus, cette propriété ne sera pas altérée par une substitution
linéaire ne portant que sur

E!) Eh RS E!p.—b

En raisonnant de la méme fa¢on, on verrait qu’on peut trouver
une substitution linéaire ne portant que sur &, &, ..., Eap_y, €t

telle que
Pys=0 (s=3,4, ..., 2p—2).

On peut donc toujours supposer que tous les @, , et les ®, 4
sont nuls, sauf @, 5, @3 2y, Py 2p_s. De plus, cette propriété n'est
pas altérée par une substitution linéaire ne portant que sur

B3y &b oo vy Bapa

En continuant le méme raisonnement, on verrait que l'on peat
supposer que ®, , est nul, toutes les fois que

pPHqg<2p—+1I.
J’aurais méme pu, si cela avait été utile.pour mon objet, mon-

T
) formes

trer que I'on peut choisir les § de telle fagon que les & ”n_
®, , s’annulent, a 'exception de p d’entre elles.

En cffet, soient £, &, ..., Eay les périodes d’'une de nos p inté-
grales, a l'aide desquelles s’expriment les périodes normales z,,
Z3, « .., Zyp de cette méme intégrale; soient, pour une seconde in-
tégrale, 0y, %2y - -5, Nap; Vis Y2, --+5 Y2p les périodes correspon-
dantes aux & et aux z. On aura

E("ik——l}’zk— Til')’2k~—t)= E‘qu(';'p"]q—— Eq'f]p)-
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Or on aura pu toujours choisir les § de telle facon que la forme
bilinéaire du second membre soit 7éduite, et n’ait par conséquent
que p. termes. Je supposerai que les | termes qui ne s’annulent
pas sont_ceux qui ont pour coefficients

Doy, Poop—1, Prop—2 ooy Pyptt-

De plus, aucun de ces termes ne s’annulera, sans quoi l'invariant
de no tre forme bilinéaire serait nul; ce, qui est impossible
(Cf. Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. XCVII; Prcarp et Poincark, Note du 3 décembre 1883).

On aura donc ‘
{ ®pg=o0 si pqZap+i,

(14
(14) Zd)p',,zo si p+g=a2p-+1.

Les substitutions (11) et (12) n’altérant pas les formes ®,,, ces
conditions subsisteront quand j'aurai annulé a I'aide de ces substi-
tutions tous les a;, ot i>2k — 1. Mais les conditions (13) et (14)
entrainent les suivantes :

dep =0 si hA+k<a2p-+1.

Nous avons donc fait disparaitre tous les a;; lorsque Vindice ¢
est plus grand que 24 — 1, ou lorsque, étant pair, il est plus petit
que 4 + 2 — k. Cela posé, nous allons faire disparaitre le coeffi-
cient oy y» 440, en appliquant la substitution (12) aux (p + r)ieme
et (. — 1)i*m paires, puis le coefficient a5 3 en appliquant la
substitution (12) aux (p - 1)¥me et (. —2)ime paire, puis le coef-
ficient oz, 0 u4 4 €n opérant de méme sur les (i +1)me et (. — 3)iéme
paires, ..., puis enfin le coefficient oy, s 2y, en opérant sur les
(p + 1)¥™e et premiére paires.

On aura alors

Aop+2,k6= O,
quel que soit £.

On opérera de la méme fagon sur les (p + 2)™° et (p — 2)iéme
paires pour faire disparaitre aay s uy3, puis sur les (@ -+ 2)ime et
(r—3 )iéme paires pour annuler a4 uys, ... ; puis surles (p - 2)ime
et premiére paires pour annuler ay,,; 5,. On aura alors

Xap+b,k = O,
quel que soit 4.
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On n’a qu’a continuer de la sorte pour avoir enfin
Gpr=0 (h=p+1, n+2,...,p; k=1,2, ..., 2p).

Il est clair en effet qu’en opérant dans I'ordre que je viens d’in-
diquer, on pourra faire reparaitre des coefficients «;z que ’on aura
fait disparaitre antérieurement, mais seulement si l’indice i est
impair; on n’aura pas & craindre de faire reparaitre des coeffi-
cients a;x dont le premier indice sera impair.

Il résulte de la qu’aprés toutes ces transformations les périodes
paires des p — p derniéres paires seront nulles dans nos u inté-
grales réductibles. Mais ces p intégrales ont été jusqu'’ici choisies
arbitrairement. On peut toujours les remplacer par u quelconques
de leurs combinaisons linéaires. Or le choix de ces combinaisons
linéaires peut étre fait de telle fagcon que, dans la premiére d’entre
elles, la période de rang 2 soit égale a 1, etles périodes de rang 4,
6, 8, ..., 2 égales 4 zéro; que dans la deuxiéme d’entre elles la
période de rang 4 soit égale & 1 et les périodes derang 2, 6, 8, ...,
2. égales & zéro, ...; qu'enfin dans la u*™® d’entre elles la période
de rang ap soit égale a 1, et les périodes de rang 2, 4, 6, ...,
ap — 2 égales a zéro.

Par conséquent, si nos p intégrales sont choisies de la sorte,
toutes les périodes de rang pair seront nulles dans chacune d’elles,
excepté une qui sera égale a 1. Ce seront donc des intégrales
normales. C. Q. F. D.

Ainsi se trouve démontré, par des méthodes purement arithmé-
tiques, ce théoréme si utile dans la théorie des fonctions abé-
liennes, ce qui prouve une fois de plus que I’analyste ne saurait se
passer du secours de la théorie des nombres.



