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Sur la réduction des intégrales abéliennes ;
Par M. H. POINCARÉ.

l. Tous les lecteurs de ce Bulletin connaissent les remarquables
travaux de M. Picard Sur la réduction des intégrales abéliennes,
qui, après avoir paru dans divers numéros des Comptes rendus des
séances de V Académie des Sciences, ont été réunis ici même en
un Mémoire unique. La même question a été F objet des recherches
des géomètres étrangers, et en particulier des géomètres allemands.

En 1874? M"® Kowalevski a envoyé à l'Université de Gôttin-
gen un Mémoire qui va paraître dans les Acta Maflïematica.
Dans ce Mémoire ( Ueber die Réduction einer bestimmten Klasse
AbeVschen Intégrale 3^ Ranges auf elliptische Intégrale)^
elle cite les deux théorèmes suivants, dus à M. Weierstrass :

Si l^on envisage un système de p intégrales abéliennes de
rang p, parmi lesquelles il y en a une qui est susceptible d'être
réduite aux intégrales elliptiques, et si Von considère égale-
ment la fonction 6 correspondante :

i ° Cette/onction 6 à p variables peut être changée^ par une
transformation d^ ordre k, dans le produit d^une fonction © à
une variable et d9 une fonction 0 à p — i variables,

2° Elle peut également par une transformation linéaire,
c9 est-à-dire du premier ordre, être amenée à une forme telle
que, le tableau des périodes s'écrivant comme il suit :

l I 0 ... 0 TU TIS ... Tlp,

. 1 0 I . . . 0 Ï2i Tâ2 . . . ï2p»

j . . . . . . ... ... ... ...,
\ 0 0 . . . 1 Tpi Tp2 • . • ^pp

avec les conditions habituelles

^ap =^0»

la période T^ soU commensurable et que les périodes

^tsj ^u» • • • » ^ip
soient nulles.
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Le premier de ces théorèmes a été communiqué à M. Kônigs-

berger et le second à M"^ Kowalevski par des lettres de M. Weier-
strass. Mais ils ne paraissent pas avoir été publiés.

Le premier de ces théorèmes peut se généraliser comme il suit :
Si l'on envisage un système de p intégrales abéliennes de pre-

mière espèce et de rang p, parmi lesquelles il y en a a qui sont
susceptibles d'être réduites au rang [x, la fonction 6 correspon-
dante à p variables peut être changée par une transformation
d'ordre/:, dans le produit d'une fonction 6 à y variables et d'une
fonction 0 à p — y. variables.

Le second théorème est également susceptible d'une généralisa-
tion, ainsi qu'on le verra plus loin.

Il n'est pas douteux que ces généralisations ne soient connues
de M. Weierstrass; mais, comme il serait difficile en France de
s'en procurer la démonstration, je crois qu'il ne sera pas inutile
de la développer ici, ignorant d'ailleurs si la marche que je vais
suivre est la même qu'a employée l'illustre analyste allemand.

2. Soit
A'I, x^ ..., a-ap

un système quelconque de i p périodes* Posons
/.•=20

v^
{ ï ) ^i~= Z^ajk^kf

k-\

x\, x^ ..., x^ désignant un nouveau système de ap périodes, et
les coefficients a/^ étant entiers. Il est clair que toute fonction qui
admettra les nouvelles périodes x' admettra également les an-
ciennes périodes x.

Si, de plus, le déterminant des a.ik est égal à + i, les nouvelles
périodes x' pourront réciproquement s'exprimer linéairement à
l'aide des anciennes par des expressions à coefficients entiers. Les
deux systèmes de périodes seront alors équivalents.

Soit une fonction de p variables admettant 2 p périodes linéaire-
ment indépendantes. Ces 2p périodes formeront un système pri-
mitif, si toute autre période s'exprime à l'aide des ap périodes
considérées, par une expression linéaire à coefficients entiers.
Tous les systèmes primitifs sont équivalents.



— 126 —

Un système de (A périodes ((A < 2 p) sera un système incomplet;
il sera primitif si on peut le compléter en lui adjoignant 20 — a
nouvelles périodes convenablement choisies, de telle façon que le
système ainsi complété soit lui-même primitif.

Soit
.2*1, a*t, ..., a*$p

un système complet primitif. Formons un système incomplet

l ^U î -+- û4,i.2"i +...4- ai,ipa?ip = x\,
û4,î i -+- û^a-a -+-...-+- a,,,pa?,p == a?,,w

\ ^i^i+^(A.i^i4-...4-a^p.r,p==a?^

où les coefficients sont entiers. Pour que ce système soit primitif,
il faut et il suffit que les déterminants compris dans la matrice

^11 «ii ... ai,»?
<»î,i ... ... ....

1 «(A.l

aient pour plus grand commun diviseur l'unité.
Envisageons l'ensemble des périodes qui peuvent s'écrire

ai x\ -4- y.ïX\ -h... -+- v.^x^

les a étant commensarables et les ocf étant toujours les périodes
du système incomplet (2). Toutes ces périodes pourront s'expri-
mer linéairement à Faide de (JL d'entre elles x\, x^ ..., ̂  par
une expression à coefficients entiers. Si le système des x' est pri-
mitif, il est équivalent au système des x". Si le système des x' n'est
pas primitif, le système des x\ qui est toujours primitif, pourra
s'appeler la base du système (2).

Dire que, dans un système de p intégrales abéliennes de pre-
mière espèce et de rang p, il y en a |JL linéairement indépendantes,
qui sont susceptibles d'être réduites au rang (JL, c'est dire que
Fon peut trouver un système de a p — 2 { x périodes qui sont nulles
à la fois dans ces y. intégrales.

On peut toujours supposer que ce système incomplet est primi-
tif ; car, s'il existe un système incomplet non primitif de ap — - 2 0
périodes qui soient nulles à la fois dans y. intégrales, la buse de
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ce système non primitif jouira de la même propriété. D^où la con-
séquence suivante :

On peut toujours trouver, pour nos p intégrales abéliennes, un
système primitif de ap périodes, de telle façon que les 20 — a [A
dernières périodes soient nulles dans [JL des p intégrales consi-
dérées.

3. Mais ce système primitif ne sera pas en général un système
de périodes normales.

A chaque système primitif de périodes de p intégrales abé-
liennes.est attachée une forme bilinéaire à deux séries de 2 p va-
riables

F(a?i,3-i, ..., x^\y^y^ ...,yip).

Si dans cette forme on remplace x^ x^ ..., x^ par les pé-
riodeb (formant le système primitif considéré) d'une de nos p in-
tégrales abéliennes et y^y^j •. •, y^ par les périodes correspon-
dantes d'une seconde intégrale, la forme s'annule.

Si l'on y remplace les x par les parties réelles des périodes d'une
des intégrales et les y par les parties imaginaires de ces mêmes
périodes, le résultat de cette substitution sera positif.

La forme F est une forme bilinéaire identique^ c'est-à-dire
que l'on a identiquement

F(.z-i, a?2, ..., 3-ip; a*i, x^ ..., x^)= o,

On sait que les formes bilinéaires identiques ont un seul inva-
riant qui est le déterminant où le m1®"® terme de la n1®"1® colonne
est le coefficient de Xmyn" Cet invariant, qui est toujours un carré
parfait, est égal à i dans le cas qui nous occupe.

Une force bilinéaire d'invariant i est réduite lorsqu'elle s'écrit

( 3 ) d?i7î — ViYt -h 3*374 — ^Ys -+-...+ ̂ p-iyîp — x^y^i.

Le système primitif considéré est alors un système de périodes
normales.

Qu'arrive-t-il maintenant lorsque l'on passe d'un système pri-
mitif à un autre système primitif équivalent? Posons, comme plus
haut,

*=ip
(i) a?,==^a,Â:a4,
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les a^ étant des entiers dont Je déterminant sera égal à i. Les x '
formeront comme les x un système primitif, et si l'on désigne par
y\ la période de la seconde intégrale qui correspond à x\, on
aura

A = 2 p

(I bis) yi^^^iky'k-

En remplaçant dans F les x et les y par leurs valeurs (i) et
(i bis)^ on obtiendra une forme bilinéaire en x' et en y', arithmé-
tiquement équivalente à F et d'invariant i. Ce sera la forme bili-
néaire correspondant au système primitif des x ' .

On pourra toujours choisir la substitution linéaire (i), de telle
façon que la forme F ainsi transformée soit réduite, et par consé-
quent que le système primitif des x^ soit un système de périodes
normales (Cf. CLEBSCH et GORDÀN, Abeische Functionen, p. 106).
Il existe également des substitutions linéaires qui changent la forme
(3) en elle-même et qui, par conséquent, changent un système de
périodes normales en un autre système de périodes normales (/oc.
cit., p. 3oo). C'est ce qu'on appelle les transformations linéaires
ou du premier ordre.

Imaginons maintenant que dans les relations (i) et (i bis) les
aut soient encore entiers, mais que leur déterminant soit égal à
A (A > i). Alors le système des x ' ne sera plus un système de pé-
riodes de nos intégrales abéliennes, mais ce sera un système de
périodes, primitif ou non, df autres intégrales abéliennes.

Si l'on remplace dans F les x et les y par leurs valeurs (i) et
(i bis\ on obtiendra une forme bilinéaire identique en x' etj^',
d'invariant A2.

Je dirai qu'une pareille forme est réduite lorsqu'elle s'écrira

(4) Â:i(.Tî 2 ~^27l)-+- ̂ 2(^3^—^73) -+-••• -^^(^p-l^P——^îpyîp-l)»

et il est aisé de voir que l'on peut toujours réduire une forme bi-
linéaire identique par une substitution linéaire à coefficients en-
tiers et de déterminant i.

Supposons en particulier que la forme F soit réduite, de telle
façon que les x soient les périodes normales des intégrales abé-
liennes données. Supposons, de plus, qu'après la ̂ transformation
notre forme soit encore réduite, c'est-à-dire qu'elle se réduise à
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une expression telle que (4), et de telle sorte que

A ^ == A" g "== . . • == ÂQ == /C.

Alors les x ' seront les périodes normales d^un nouveau système
d'intégrales abéliennes; par conséquent la substitution (i) aura
changé un système de périodes normales en un autre système de
périodes normales, mais appartenant à de nouvelles intégrales.
Elle s'appellera alors une transformation d'ordre k.

4. Ces préliminaires posés, passons à la démonstration du prc -.
mier théorème de M. Weierstrass, généralisé.

Nous avons supposé que, les x formant un système primitif de
périodes et F étant la forme correspondante, les 2p — 2 y. dernières
périodes étaient nulles pour y. de nos p intégrales. Posons encore

(i) xi •=- 2 aikx'f,, yi = 2 aiky'k,

les ans étant entiers, mais leur déterminant étant en général plus
grand que i.

Si les 2 p — 2 (x dernières périodes du nouveau système ne dé-
pendent que des 2 p — 2 [ A dernières périodes de l'ancien système,
si, en d'autres termes, on a

(5) a^==o

( l = = 2 ( J L 4 - I , 2(A4-2, ..., 2?--l , 2 R ; A:=I , 2, . . . , 2 { J L — I , 2^),

les 2p — 2(1 dernières périodes du nouveau système seront nulles
comme celles de l'ancien pour les (JL intégrales dont il vient d^être
question.

Si Fon peut trouver une substitution linéaire de la forme (i) sa-
tisfaisant aux conditions (5) et réduisant le système de périodes à
un système de périodes normales des intégrales transformées; si,
en d'autres termes, on peut trouver une pareille substitution qui
réduise la forme F à une expression, telle que (4), avec les condi-
tions

K\ == A g ==...== Ap == À",

le théorème énoncé sera démontré.
Remarquons même qu'il le sera encore, si nous arrivons au même

résultat en appliquant successivement à notre forme F plusieurs
substitutions assujetties aux conditions que nous venons d'énon-

XII. (^
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cer; car la résultante de deux pareilles substitutions satisfait éga-
lement à ces mêmes conditions.

Quand dans la forme F on annule les 20 — a a derniers x et
les 2p — 2[ji derniers y, il reste une forme bilinéaire F^ admettant
deux séries de 2[ji variables, x^ x^^ ..., x^\ ^1,^2» • • ̂ y^ Je
puis toujours supposer qu'elle est réduite et s'écrit

FI= k^X^y^— ̂ yi) +^2(^374— ^473)4-.. .

-+- ^(Jl(^2(Jl-lj2tJL—^2(JL72(J.-l)î

car, si cela n'était pas, on ferait subir aux variables une substitu-
tion linéaire de déterminant i, ne portant que sur les 2 a pre-
mières périodes, et qui réduirait la forme F^.

Nous pourrons alors écrire

F=Fi-r-F2+F3,

Fi ne contenant que les 2 y. premières périodes, Fa ne contenant
que les a p — 2 [JL dernières et F 3 représentant l'ensemble des termes
qui dépendent à la fois d'âne des 2[A premières et d'une des
2p — 2jji dernières.

Nous allons chercher par une suite de substitutions linéaires à
faire disparaître successivement tous les termes de Fg.

Soit, par exemple, à faire disparaître un terme

^(^iy<—^7i),
Xi étant une des 2p — 20 dernières périodes; nous poserons

X^ = X\ —— CLX\^ Xi = k\ X\ ;

de même, si l'on veut faire disparaître un terme

b^yi—Xiy^),
on posera

Xt == x\ 4- b x'i, Xi = ki x'i,

et ainsi de suite.
Toutes ces substitutions satisfont aux conditions (5) et l'on ob-

tiendra finalement une forme V transformée de F qui s'écrira

(G) r==F,-+-F^

F, ne dépendant que des 2 [JL premières et F',, des 20— 2 (JL dernières
périodes du nouveau système : les deux catégories de périodes
sont séparées. La forme F',, ne différant d'ailleurs de F, qu'en
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ce que les anciennes variables sont remplacées par les nouvelles,
sera réduite. On réduira ensuite la forme F^ par une substitution
linéaire de déterminant i ne portant que surles 2 p — a u . der-
nières périodes; la forme F' transformée se réduira alors à une
expression telle que (4)? d'où il est aisé de passer à l'expression

^(^i.r2—-y2.ri)-+- ̂ (^37*--^73)4-.. .-h ̂ (^p-lYsp—^p^p-i)
C. Q. F. D.

S. Maïs on peut craindre, en suivant la marche qui précède,
d^être conduit à employer une transformation d'ordre trop élevé.
C'est ce qui nous amène à nous poser le problème suivant :

Trouver toutes les substitutions satisfaisant aux condi-
tions^) et qui ramènent la transformée ¥' de F à la forme (6),
où les deux catégories de périodes sont séparées,

Ce problème se ramène au suivant :

Trouver toutes les substitutions linéaires portant sur les
a p — 2 a dernières périodes et telles qu'après la transformation
tous les coefficients des termes qui contiennent à la fois x^ ou
a?a et une des 2 p — 2 (JL dernières périodes soient divisibles par k^ :
que tous les coefficients des termes qui contiennent à la fois x^
ou .('4 et une des 2 p — 2 (A dernières périodes soient divisibles
par /Ça; etc.

Soit
Fa = S bik(xiyk— aw)

( l=I , 2, ..., 2(JL; Â:=2p.-+-I, 2(Jl4-2, ..., 2p).

Posons maintenant
Xk^=^hCkh^h

(Â:==2(Jl^l, a(A-+-2, ..., 2p; A=2(A-4- I , 2(1-4-2, ..., 2p),

d'où
Fa = 2 bikCkh^iy'h. — ^hYt)'

Les conditions énoncées se réduisent à

(7) SA^CAA==O (modÂ-/)

(en supposant (== a /ou ' i l — i).
Le nombre total des congruences (7) es.t 2[ji(2p — ^l^)* II est
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aisé de voir de quelle forme en est la solution générale; on trouve

Ckh^^mdkmV-mh'

Dans cette expression, les d ont des valeurs déterminées;
les a peuvent prendre toutes les valeurs entières positives ou né-
gatives; enfin l'indice m varie, comme les indices k et h eux-
mêmes, depuis 2[ji+ i jusqu'à 2 p. Il résulte de là que la substi-
tution

Xh^^Ckh^h

peut être regardée comme la résultante des deux substitutions
suivantes :

(8) •?•/.== 2 dkmX"^

(9) ^m=^^mh^'h'

La substitution (8) est la plus simple de toutes les substitutions
linéaires qui satisfont aux çongruences (7), pendant que (9) est
une substitution linéaire quelconque à coefficients entiers.

Ainsi l'on obtiendra toutes les substitutions qui satisfont aux-
di tes çongruences en faisant suivre la plus simple d'entre elles
d'une substitution quelconque à coefficients entiers. Nous pour-
rons donc nous borner à envisager la substitution (8) elle-même.

Appliquons donc à notre forme Fia substitution (8); tous les
coefficients de Fa satisferont aux çongruences (7). Par exemple, le
coefficient du terme x^yi—y\Xi^ x-i étant une des ap — 2(x der-
nières périodes, sera divisible par A^, et ce terme s'écrira

^(aw—.r^*)»
de sorte qu'on pourra le faire disparaître en posant simplement

Xï=x\—axi,

c'est-à-dire par une substitution de déterminant i.
Ce sera là la manière la plus simple de faire disparaître tous les

termes de F.,. Si, après avoir séparé, comme nous venons de le dire,
les deux catégories de périodes, on applique à la forme F une sub-
stitution linéaire quelconque ne portant que sur les 2 (JL premières
périodes, puis une substitution linéaire quelconque ne portant
que sur les 2 p — 2 (JL dernières périodes, il est clair que, dans la
forme ainsi transformée, les deux catégories de périodes seront en-
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cpre séparées. On est ainsi conduit à une infinité de manières de
faire disparaître tous les termes de F3, et il est aisé de voir qu'/f
n'y en a pas d7 autres.

6. Occupons-nous maintenant de démontrer le second théo-
rème de M. Weierstrass. Nous supposons qu'une intégrale est
réductible aux intégrales elliptiques, et par conséquent u i==i .
Dans le système primitif d'où nous partons, les a p — 2 dernières
périodes sont nulles. Il s'agit de ramener ce système à un système
normal, mais cette fois par une transformation de déterminant i .
Nous devons de plus supposer que dans le nouveau système les
ap — 3 dernières périodes ne dépendent que des ap — 2 dernières
périodes de l'ancien système (de façon qu'elles soient nulles dans
l'intégrale réductible), et que la deuxième et la troisième nouvelles
périodes ne dépendent que des ap — i dernières périodes de l'an-
cien système (de façon qu'elles soient commensurables entre elles
dans l'intégrale réductible).

Quand la possibilité d'une pareille réduction sera établie, le
théorème de M. Weierstrass sera démontré.

Nous avons encore notre forme

F = F i + F î + F 3

qu'il s'agit de réduire. Ici

FI ==02(^172— ^2^1 ),

Fs == 2 ai ( x^yi — x i y ^ ) •+- 2 bi ( x^yi — xiy^ ).

Nous poserons d'abord
Xi = X\,

Oa^î-h- a^x^-{-...+ a2pa*2p == x\,

a2.r2-+- 03373-4-...-+- aîpa?2p =•^3»
P(\3.y3+...-+-P(,2p^2p=^, (l>3).

C'est là une substitution linéaire satisfaisant aux conditions énon-
cées, pourvu que son déterminant soit égala i. Or, les coeffi-
cients Os, 03, ..., a'îo devant être premiers entre eux, puisque
l'invariant de F est égal à i, on pourra toujours choisir les a et
les P de telle façon que ce déterminant soit égal a i .

Après celte substitution la forme F se changera en

r= .F^+F2+F3,
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ou

F! = x\y\ - ̂ \y\ » Fa == -s ̂ '(^.r— ^•72)-

II suffira pour faire disparaître Fg de poser

X^ == X\ -+- ̂  C i X j ^ .

Après cette nouvelle transformation, la forme F deviendra

F^^-^yi+ï^.
II reste à réduire F'^, mais de telle façon que les ap — 3 der-

nières périodes du nouveau système ne dépendent que des 2p — 3
dernières périodes de F ancien. Cela peut se faire absolument de
la même manière.

Nous pouvons écrire, en effet, en supprimant les accents,

F', == 2 di (x^yi — XiY^ ) -+- 2 e, ( x^yi — xiy^ ) -+- ¥'[,

où i est plus grand que 3 et où F\ ne dépend que des 2p — 4 (^er-
nières périodes. Nous poserons alors

^3 == ^a f
X\= d^X^ -r-d^X^ -h. . .4- dîQXîQ,

Xi == 8i^a'4-i-5/,5^5+.. .-+-S/,2p^2p?

en choisissant les S de façon que le déterminant de cette substitu-
tion linéaire soit égal à i.

Il viendra après transformatior

F'î - ̂ y\ - ̂ 3 + S/. {x\y'i - x\y\) + F; ;

F'̂  ne dépend que des 20 — 4 dernières périodes. Nous poserons

X^-==X\-}-^-fiX'i',

d^où, après la transformation,

^^y\-^\y\-^^"i'
II reste enfin à réduire F"^ mais cette fois par une substitution

quelconque de déterminant î , ce qui se fera aisément.
Le second théorème de M. Weierstrass est donc démontré.

7. Occupons-nous maintenant de généraliser ce résultat en sup-
posant que, au lieu d^une intégrale réductible aux fonctions ellip-
tiques, nous ayons y. intégrales réductibles au genre [JL. Supposons,



— 13."> -

pour fixer les idées, y. === 2, de telle façon que les 2p — 4 dernières
périodes de notre système primitif soient nulles pour nos y. inté-
grales. Notre forme F s'écrira encore

F==F,4-F2-4-F3

et nous pourrons supposer que F( est réduit de telle sorte que

FI =02(^172—— ̂ Yl) -+-^4 (^374—^4.73),

F3 == 2 a, ( a?i y, — ^-y/) 4- 2 bi ( ̂ y, — ̂ 3 )

-^Ci(Xîyi—Xiy^-^^di(x^yi—Xiyi,), ( t>4 )«

Posons
x^ == a"^, ;y3==a"3,

0^2 ̂  + ̂ s •̂ 'o "+" ^^e ̂ e ~+~ • • • ~+~ ^sp^p == ^a-(10)
64^44- 65.Z-54- b^XQ-}-. . .+ 62pa-2p= «^4?

x'i=^Ly.ikXk^

(/c=2, 4, 5, 6, ..., 2p), ( t=5, 6, ..., 2p).

L'invariant de la forme F étant égal à + i, les déterminants con-
tenus dans la matrice

0^2 0 d'y 6lg

0 64 &o 6fi

^20

^20

sont premiers entre eux. Il en résulte que l'on peut choisir les a,.
de telle sorte que le déterminant de la substitution linéaire (10)
soit égal à i.

Après cette transformation, la forme F deviendra

F^F.+F^+F,,
ou

1 1 1 = x \YÎ — xsi.y \~^~ ^^^y h ~~x\y'35
F'3 = ̂ c\(x\y\— x\y\)-^ ^d'i(x\y'i— ^-74).

On posera alors

x\ = x\ + 2 C(-^, x\ = .r'3 4- 2 â?/.^-,
(^'>4),.r̂  = ̂ ,=.y«

et la forme F se réduira à

F" = (^72 - ̂ 'Lr'l +^3/4 - ̂ '4/3 + F'2,
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F'j, ne dépendant que des 2p — 4 dernières périodes. 11 reste à ré-
duire F'2. Cette réduction une fois opérée, le système des périodes
sera ramené à un système normal, et, ainsi qu'il est aisé de s'en
assurer, l'une quelconque des 2p — 4 dernières périodes s'expri-
mera linéairement à l'aide de la deuxième et de la quatrième par
une expression à coefficients commensurables.

Or nous pouvons toujours supposer que .la deuxième période
est égale à i dans la première de nos deux intégrales réductibles et
à zéro dans la deuxième, et que la quatrième période est égale à
zéro dans la première de ces deux intégrales et à i dans la
deuxième. Voici quel sera alors le Tableau des périodes de ces
deux intégrales

A i B o a$ Oe ... a^Q
A.' o B' i b§ bç . . . b^o

les a et les b étant commensurables.
Il s'agit maintenant de simplifier ce Tableau en transformant

les périodes, mais de façon quelles ne cessent pas d'être des
périodes normales.

Or, i° les périodes ne cesseront pas d'être normales si l'on ap-
plique à une période de rang impair et à la période de rang pair
qui la suit une substitution linéaire à deux variables et de déter-
minant i.

Ainsi l'on peut poser, par exemple,

(n) 05 = aag-l-Roc, «g == T0^4" ̂ e» a8—^y = r,

et remplacer dans le Tableau 05 et Oc par a^ et <2g ; le système de
périodes ainsi défini sera encore normal.

On choisira les coefficients de cette substitution de telle façon
que a» soit nul; on opérera de la même manière sur chacune
des p — 2 dernières paires de périodes, de façon à faire dispa-
raître dans chacune d'elles les périodes de rang pair de la pre-
mière intégrale; par conséquent on peut toujours supposer

Og == 08=== CtlQ •==...== Cl^r, == 0.

2° Posons

l a2p.-l == a«2[JL 1 — p 02^-1. ^v-i — Y 0^_i -r- Ô 02V-1 •

< (ï2p. == oa^ — Y ^ 2 v » a'^ == -p^2(/, -i- a r^.(r^) < <ï-2(j. == oa^
1 "\ r.
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Si, dans le système des périodes, on remplace

^(JL-l» <^2(A» <Ï2V-1> ^2V

par
^2(i.—i» ûipL, Oîv—i, Oiv»

ce système restera normal.
Appliquons la substitution (12) en faisant

( A = P , ^==p- . I .

En choisissant les coefficients de la substitution, nous pourrons
faire disparaître a^o-^ sans que 030 et 0^20^2 cessent d'être nuls.

On appliquera ensuite la même substitution, en faisant

(A=p-~I, V = p — 2 ,

et l'on fera disparaître aap_3.
Et ainsi de suite jusque ce que tous les a, excepté 05, soient

nuls; on aura
CTg == 07 == Og ==...== Ct^o = 0.

Opérons maintenant sur les 6. Appliquons la substitution (i i)
aux p — 3 dernières paires de périodes, de façon à faire dispa-
raître dar'> cha^- ° d'elles les périodes de rang pair, ce qui s'écrit

6g = 6io ==...= 6ip = 0.

Nous ne pouvons opérer de même sur la paire 6560, sans quoi
«o cesserait d'être nul.

Appliquons maintenant la substitution (12) aux deux dernières
paires, de façon à faire disparaître éap-o P^s aux paires de rang
p — 2 et p — i, de façon à faire disparaître éap-3? e1 ainsi de suite
jusqu'à ce que l'on ait

b% = by == 610 =... = &îp == o.

On ne peut opérer sur les troisième et quatrième paires, de façon
à faire disparaître 67, sans quoi a-i cesserait d'être nul.

Toutes ces réductions faites, le Tableau des périodes s'écrit

A i B o a g o o o o . . . o
A' o B' i 65 6ç bf o o ... o

II reste à faire disparaître 60. Pour cela nous appliquerons la
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substitution (12) à la deuxième et à la troisième paire, de façon à
faire disparaître la sixième période de la deuxième intégrale; le
Tableau des périodes s'écrit alors, après cette dernière transfor-
mation,

A i BI o (X -+- p-Bi) o o . . . o
A' o BI i (V-{-y.B\) o v ... o

où ^, y. et v sont commensurables et où il est aisé de voir que
A'==B^.

Le résultat ainsi obtenu se généralise aisément pour le cas de
y. > 2, la démonstration étant absolument la même. Pour énoncer
ce théorème, je supposerai, pour fixer les idées, y. = 3, p == 7, et
j'imaginerai que le Tableau des périodes ait été écrit sous sa forme
habituelle (A).

On aura
Tl7== T27== T37== Ti6== T26== O?

T 36=^3ï ^4 = ^1+ '^2^i2+ ^â^lS?

Ï24= (AI-4- ^22-4-^23» ^34= v! -+- ^2^23 -+- ^3^33?

T 18==^4 T 13» '^28 == P-2+^4^23? ^35 = ^2 + ^4^3*

fc.? ^, fe? [JL et les v étant commensurables. Ce qu'il faut surtout
retenir, c'est qu'on peut choisir le système normal des pé-
riodes, de telle façon que les [A premières intégrales normales
{Cf. CLEBSCH et GORDAW, Abeische Functionen, p. 107), qui
correspondent à ce système soient précisément y. des intégrales
réductibles.

Dans ces a intégrales normales, les périodes de rang 2[ji+2,
2[ jL+4î2[ j i+6 , ..., 2 p — 2, 2p sont nulles ; de plus il y a des
relations linéaires à coefficients entiers :

i° Entre les périodes de rang 2[ji-f-i , 2, 4y 6, . . . , 2 [ A , 3, 5,
7, . . . , 2 [ A — I ;

2° Entre les périodes de rang 2 y. 4-3, 4? 6, ..., 2[ji, 5, 7, . . . ,

^"i1'3° Entre les périodes de rang 2 [JL + 3, 6, 8, ,.., a [JL, 7,9, • . . ,
2 [̂  — i ;

[JL—1° Entre les périodes de rang 4 ^ — 3 ? ^ [ J L — 2 , 2[jL et
2 [ A — I ;

JJL° Entre les périodes de rang 4[^ — i et 2[JL.
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J'ai conservé pour les rangs des périodes le même mode de dési-

gnation que j'ai employé dans tout ce travail, de telle façon que la
période de rang ï\ occupe la \ième colonne dans le tableau (A),
pendant que la période de rang- 2^ — i y occupe la (p + ^y11"® co-
lonne.

Ainsi se trouve généralisé le second théorème de M. Weier-
strass, dont il est inutile de faire ressortir l'analogie avec l'un des
plus beaux résultats de M. Picard.

8. La démonstration qui fait l'objet du paragraphe précédent
peut se présenter sous une forme un peu différente.

Soient Xf, x^^ ..., x^o un système de périodes normales de nos
p intégrales abéliennes, et ̂ , Çai • • • ? Sa^ un système primitif quel-
conque de périodes des y. intégrales réduites.

On aura, pour une quelconque des intégrales réductibles,

a'/==2^a//,^ ( l= I , 2, . . . , 2p ; /:==!, 2, . . . , 2(JL),

les a étant des coefficients entiers.
Appliquons à nos périodes les substitutions (n) et (12), de fa-

çon que le nouveau système soit encore normal.
i ° Appliquons à toutes les paires de périodes la substitution ( i i ),

de façon à faire disparaître 02,1, o^, ..., a^p^.
ï° Appliquons ensuite aux deux dernières paires la substitution

(12), de façon à faire disparaître aap.^i, puis aux paires de rang
p — 2 et p — i , cette même substitution, de façon à faire dispa-
raître a2p_8,<, et ainsi de suite jusqu'à ce que tous les a^< aient
disparu, excepté a<^ .

3° Appliquons ensuite à toutes les paires de périodes, excepté
à la première, la substitution (n), pour faire disparaître a^s?
ao.2'» • • • ? û^p^-

4° Appliquons ensuite la substitution (12) aux deux dernières
paires pour annuler aap.^s» puis aux paires de rang p — 2 et
p —i pour annuler aap_3,2î et ainsi de suite jusqu'à ce que tous
les a/^2 aient disparu, excepté a^a, ^2,2 et o^s.

5° Appliquons la substitution (i i) à toutes les paires, sauf aux
deux premières, de façon à annuler 0^3, 0^3, ..., o^a.

6° Faisons ensuite disparaître à l'aide de la substitution (12),
tous les a/,3,-excepté 0^3, 03,3, 03,3, a,,3 et a,,3.
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En continuant delà sorte, on arrivera à avoir

(i3) a^==o, i > a Â r — i .

Cela fait, nous allons chercher* à faire disparaître les coeffi-
cients a/^ où l'indice i est pair et plus grand que api, il reste
%^-——• coefficients qui ne sont pas encore nuls et qu^l faut an-

nuler; mais cela ne pourra se faire qu'en faisant reparaître quel-
ques-uns des coefficients qui avaient disparu dans les simplifica-
tions précédentes. Il faut s^arranger pour que les coefficients a/^
qui reparaîtront ainsi aient tous Findice i impair. Pour cela, il
faut que les périodes Ç aient été choisies convenablement, comme
on va le voir.

Le choix des périodes Ç est resté jusqu'ici entièrement arbi-
traire. Mais il est clair que nous aurions pu remplacer les ç par
tout autre système équivalent, rien de ce qui précède n'en aurait
été changé. Nous pouvons donc supposer que le choix des pé-
riodes ç ait été fait avant la réduction, de la façon la plus conve-
lable pour notre objet.

Voici comment nous pouvons supposer que ce choix a été fait.

Considérons les 2^2^""1^ formes bilinéaires

^pq=^k(aîk-l,p^k,y—^îk,p^k-i,q) (^=t, 2, ..., ?).

Les substitutions (n) et (12) changent ces formes en elles-
mêmes.

Il reste à voir ce qui arrive quand on remplace le système des ç
par un système équivalent.

Posons
^=sp^^

avec
.r,==2a^^

il viendra
a^=5:pppra<'p-

Nos formes 0 seront devenues

ou
^'rs = 2 ( ̂ î k- l ,r ^'î k,s — ̂  k,r ^'î k-1 ,s)

^=2(^,P^~^^,)<t>^.
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Supposons, en particulier, que la substitution qui fait passer des
ç aux ç' ne porte que sur les iy. — i derniers ç, de telle sorte que

Pl,l=l, Pl,A= PA.I==O (A:=2, 3, ..., 2p.).

Il viendra
<ï>^==s!^<t^.

On pourra donc toujours choisir les ? de telle façon que

*1,5=0 (5=2, 3, ..., 2{JL—l).

En conséquence, on peut toujours supposer que les ç aient été
choisis de telle sorte que tous les ^^q soient nuls, excepté ^^ap
De plus, cette propriété ne sera pas altérée par une substitution
linéaire ne portant que sur

Sî» $3î • • • » Sî(JL-l-

En raisonnant de la même façon, on verrait qu'on peut trouver
une substitution linéaire ne portant que sur ^3, Ç,, ..., Ça^-i, et
telle que

^2,5=0 (5=3 ,4 , . . . , 2p .—2) .

On peut donc toujours supposer que tous les 0^y et les ^s,q
sont nuls, sauf^i^jj.» ^2,2(1.» ^2,2pL-<- De plus, cette propriété n'est
pas altérée par une substitution linéaire ne portant que sur

$3» $4» • • • » S2(A-2-

En continuant le même raisonnement, on verrait que l'on peut
supposer que ^p^q est nul, toutes les fois que

p-\-q <2p.+i.

J'aurais même pu, si cela avait été utile.pour mon objet, mon-

trer que l'on peut choisir les ç de telle façon que les ^^-"^ formes
<î>^ç s'annulent, à l'exception de y. d'entre elles.

En effet, soient Ci , $3, ..., Cap. les périodes d'une de nos (JL inté-
grales, à l'aide desquelles s'expriment les périodes normales;^,
x^ ..., XÏQ de cette même intégrale ; soient, pour une seconde in-
tégrale, T^, r^, ..,, ^2p.î y\^y^ • • • ? Y2p les périodes correspon-
dantes aux Ç et aux x. On aura

S(-r2A--iy2À-—^^.r2A-i)=20,^(SpYiy-—^y^).
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Or on aura pu toujours choisir les ç de telle façon que la forme

bilinéaire du second membre soit réduite, et n'ait par conséquent
que y. termes. Je supposerai que les |JL termes qui ne s'annulent
pas sont ceux qui ont pour coefficients

^1,2(1, ^2,2{Jl-l, ^3,2(1-2» ..., {̂JL,(JL-H.

De plus, aucun de ces termes ne s'annulera, sans quoi l'invariant
de no tre forme bilinéaire serait nul; ce qui est impossible
(Cf. Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences
t. XCVII; PICAKD et POIMCAKÉ, Note du 3 décembre i883).

On aura donc

(i4) ( ^,y==o si p-^-q ^ 2p.+i,
( ^,7 ï° si ^ + y = 2 P. -+- i.

Les substitutions (n) et (12) n'altérant pas les formes ^y, ces
conditions subsisteront quand j'aurai annulé à l'aide de ces substi-
tutions tous les a^, où i>ik — i. Mais les conditions ( i3)e t ( i4)
entraînent les suivantes :

^îh,h =0 SÎ A + A: < 2 (A -}- 1.

Nous avons donc fait disparaître tous les a^ lorsque l'indice /
est plus grand que 2 k — i, ou lorsque, étant pair, il est plus petit
que 4 y. + 2 — k. Cela posé, nous allons faire disparaître le coeffi-
cient (x.^2^+2, en appliquant la substitution (12) aux ((Ji4-iyème
et ((A - i)i-e paires, puis le coefficient 0^2,^3 en appliquant la
substitution (12) aux ((x+ ^ème et (^—2) —paire, puis le coef-
ficient a2(i+2, (J4-4 en opérant de même sur les (y. +1)16111® et (a — 3)ièl"e
paires, ^ . . , puis enfin le coefficient a^^a, en opérant sur les
([A + i)1®"6 et première paires.

On aura alors
(̂JH^Â^ 0,

quel que soit A'.
On opérera de la même façon sur les (jji -+- 2)i(lme et (m — a)'^

paires pour faire disparaître a^^, puis sur les (|JL+ a)1^ et
(jx — 3 ̂ «paires pour annuler 02^4,^-4, -.. ; puis sur les (y. + 2)^
et première paires pour annuler a^,^. On aura alors

«îpH^Â: = 0,

quel que soit Â\
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On n'a qu'à continuer de la sorte pour avoir enfin

a2A,Â-==0 ( A = P.-+-I, {A 4-2, . . . , p; À - = I , 2, . . . , 2 (A).

Il est clair en effet qu'en opérant dans l'ordre que je viens d'in-
diquer, on pourra faire reparaître des coefficients a^ que l'on aura
fait disparaître antérieurement, mais seulement si Vindice i est
impair; on n'aura pas à craindre de faire reparaître des coeffi-
cients a^ dont le premier indice sera impair.

Il résulte de là qu'après toutes ces transformations les périodes
paires des p — y . dernières paires seront nulles dans nos a inté-
grales réductibles. Mais ces [JL intégrales ont été jusqu'ici choisies
arbitrairement. On peut toujours les remplacer par [JL quelconques
de leurs combinaisons linéaires. Or le choix de ces combinaisons
linéaires peut être fait de telle façon que, dans la première d'entre
elles, la période de rang 2 soit égale à i, et les périodes de rang 4i
6, 8, ..., 2[ji égales à zéro; que dans la deuxième d'entre elles la
période de rang 4 soit égale à i et les périodes de rang 2, ti, 8, ...,
2jji égales à zéro, ... ; qu'enfin dans la pi161"® d'entre elles la période
de rang assoit égale à i, et les périodes de rang 2, 4y 6, ...,
a y.— 2 égales à zéro.

Par conséquent, si nos [JL intégrales sont choisies de la sorte,
toutes les périodes de rang pair seront nulles dans chacune d'elles,
excepté une qui sera égale à i. Ce seront donc des intégrales
normales, c. Q. F. D.

Ainsi se trouve démontré, par des méthodes purement arithmé-
tiques, ce théorème si utile dans la théorie des fonctions abé-
liennes, ce qui prouve une fois de plus que l'analyste ne saurait se
passer du secours de la théorie des nombres.


