Sur les Equations Linéaires awx Différenticlles
ordinaires et auwx Différences finies.

Par H. PoINcARE.

§1. Etude sommaire des Intégrales Irrégulidres.

Les résultats que je vais chercher & démontrer dans le présent mémoire et
qui se rapportent tant & certaines équations différentielles linéaires qu’a des
équations analogues, mais & différences finies, ont déja été énoncés les uns dans
un mémoire que j’ai présenté & I’Académie des Sciences pour le concours du
Grand Prix des Sciences Mathématiques le 1°f Juin 1880 et qui est resté inédit,
les autres dans une communication verbale faite & la Société Mathématique de
France en Novembre 1882 et dans une note insérée aux Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences le 5 Mars 1883.

Soit:

a -
(1) P+ P T+ P By py=0

une équation différentielle linéaire ol les coéfficients P seront des polynémes en
x que je supposerai tous de méme degré, & savoir de degré p. J’appellerai 4, le
coéfficient de x? dans le polynéme P;.

Nous allons étudier la facon dont se comportent les intégrales de 'équation
(1) quand « croit indéfiniment d’une certaine manitre, par exemple par valeurs
réelles positives. Il reste donc convenu jusqu’a nouvel ordre que = est réel et
positif, tandis que les intégrales y et les coéfficients des polynémes P peuvent
étre imaginaires.

Nous allons avoir a considérer I’équation algébrique :
(2) A4+ A, 2* '+ ...+ 424 4,=0.

Nous supposerons d’abord que cette équation n’a pas de racines multiples, et
méme qu’elle n’a pas deux racines ayant méme partie réelle.



204 PoiNcaRE: Sur les Equations Linéaires aux Différentielles

Les méthodes de M. Fuchs ne sont pas applicables au probléme qui nous
occupe, parce que les intégrales de ’équation (1) sont ¢rrégulieres dans le voisinage
du point « = . Il faut donc employer des procédés particuliers.

N : P, A
ous poserons IT: =0, 2_: — B,

et, supposant d’abord Péquation (1) du 2¢ ordre, nous P’écrirons:
& d
Ey'*' ng“z'l' Qy = 0.

Posons : y = e/un
Péquation différentielle deviendra :

d
Z+v+ou+ Q=0

Je dis que quand z croitra indéfiniment, u tendra vers une des racines de I'équa-
tion (2). Soient en effet a et 3 les deux racines de cette équation de telle sorte

que : (z—a)(z— B)=72+ B,z + B,
et que la partie réelle de a soit plus grande que celle de 3.
Soit : V=v+ % = log (v — a) — log (x — B).
11 viendra ‘i._V__ (B— )“’+Q1”+Qo.
dz *) @+ Bu+ B,

d_v_
=
Si 'on donne & z une valeur trés grande, les différences @, — B, et @, — B, sont

Nous allons étudier le signe de la partie réelle de %;Y , c’est & dire de

trés petites de l'ordre de % Cela posé, on peut démontrer successivement les
résultats suivants.

Supposons que @, — B, et Q,— B, aient des valeurs données suffisamment
petites, et soit & un nombre donné positif. On peut trouver deux nombres ¢ et ¢
tels que toutes les fois que:

. |lu—al|>e lu—B|> &
on ait également

%(Q,— B, — B,
De plus lorsque @, — B, et Q,— B, tendront simultanément vers 0, K ne
variant pas, ¢ et g tendront aussi simultanément vers 0.
En second lieu, on peut toujours trouver un nombre K assez petit pour que

soit négatif comme la partie réelle de (3 — a) lorsque l'inégalité (3) a lieu.

dv

dz
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11 suffit pour cela que 'on ait:
K < cos [arg (@ — B)].
Enfin on peut trouver deux nombres % et %, tels que les inégalités
lu—a|<e lve—B81< &
aient lieu toutes les fois que v est compris entre & et —%,.
On conclut de toutdcela que si  est suffisamment grand, il existe deux

v
dz
et — %, ; de plus lorsque z croit constamment et indéfiniment, % et %, croissent
aussi constamment et indéfiniment.

Supposons que pour une valeur donnée de x, v ait une certaine valeur initiale
comprise entre k et — %;, on est certain que v va décroitre tant qu'il sera supérieur
a& — &, et que, si aprés avoir décrd, il arrive qu'il croit de nouveau, il ne pourra
jamais en tous cas redevenir supérieur & — %;.

Soit M (k) la plus grande valeur que.puisse prendre » quand x varie de % &
+ o. Lorsque A croitra, M (k) décroitra ou du moins ne pourra jamais croitre.
Donc quand 4 grandira indéfiniment, M (%) tendra vers une limite finte ou tnfinie
que jappellerai M. Si M= — =, on est certain que v tend vers — «; tandis
que si M était fini, il pourrait arriver ou bien que v tendit vers la limite M, ou
que v ne tendit vers aucune limite. Dans le cas qui nous occupe on vient de voir
qu'on peut prendre A assez grand pour que l’on ait : '

nombres % et k, tels que —— soit négatif toutes les fois que v est compris entre %

d’ol : ML —Fk.
Mais nous pouvons prendre x assez grand pour que %, soit aussi grand que 'on
veut. On a donc: M= —o
ou limv=—w lim 4 = a. C. Q. F. D.

Le raisonnement précédent n’est en défaut que si la valeur initiale de v n’est
pas comprise entre k et — %,. Mais nous avons choisi arbitrairement la valeur
initiale de x, nous aurions pu prendre tout aussi bien une valeur quelconque de
" cette variable. Pour que le raisonnement soit en défaut, il faut donc que, quel que
soit x, v soit plus grand que % et plus petit que — %,. Or quand x tend vers
linfini, il en est de méme de % et de ;. Donc v tend aussi vers . Donc u
tend vers 3 ou vers . En résumé la limite de u est en général a, mais pour
une intégrale particuliére, elle peut étre égale & 3.

Faisons encore le raisonnement pour les équations du 3*° ordre. L’équation:

@ & d
@3_{_'_@’@3/_'_ Qld"%'l'Qo?/:O,

Vor. VII.

\/
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peut s’écrire

Pu | du s 3
(4) @—+E(3u+ @)+ v+ Qv+ Qu+ @ =0.

Soient a, 3, y les trois racines de I'équation (2) rangées par ordre de parties

réelles décroissantes. Nous considérerons & c6té de ’équation (4) I’équation

o  d
(4>*) @2+£(3v+Bg)+?J’+B{U’+Blv+Bo=01
dont l'intégrale générale est: __Aae 4 pfee 4 vyer

I s e

A, u et v étant les constantes introduites par V'intégration. Nous allons chercher

une fonction réelle des parties réelles et imaginaires de v et de ‘dT: choisie de telle

sorte que sa dérivée soit toujours négative. Nous considérerons ensuite une
fonction formée de la méme manidre avec les parties réelles et imaginaires de u

et de %, et nous reconnaitrons que la dérivée de cette nouvelle fonction sera
aussi toujours négative pourvu que la fonction elle-méme soit comprise entre
deux limites données, lesquelles limites tendent respectivement vers =+ o , quand
« tend vers +«. La méthode que nous suivrons sera donc de tout point sem-

blable & celle que nous avons employée pour le cas du 2% ordre.
du

La fonction que nous cherchons & former dépend de u et de 2 °b par con-
séquent de y, de % et de ZZ: Il y a avantage 3 y introduire directelnent ces

éléments. :
Employons pour abréger la notation de Lagrange de fagcon que y' désigne

dy

. d*y
7 .
7, ¢t que y' designe 3 et posons:

y=X+Y+ Z,
Yy=aX+B8Y+yZ,
¥y =dX + Y + 2.
La différentiation nous donnera:
y=X'+Y+2,
' = oX'+ Y+ yZ,
— QY —Qy —Qy=a' X'+ Y+ 7.
Posons encore :
@+ Qo' + Qia + Q0=A(a-—,8)(a.——7)
B+ QB+ QB+ Q=BB—a)B—y)
Y+ &Y+ Qy+ Q=0 —a)y—20)
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il viendra :
X' =aX—(AX + BY + CZ)
= 8Y—(AX 4 BY + 0Z%)
Z'=yZ — (AX + BY + CZ).
On a alors:
%log§-=ﬂ—a+ A——B—A%Y; +B)1—( + C(%—%):ﬁ—a+A
avec des expressions analogues pour les dérivées logarithmiques de Tff et de % .

Lorsque z croit indéfiniment, 4, B et (7 et par conséquent le terme compli-
mentaire A tendent vers-0. La variable = ayant une valeur donnée suffisamment
grande, on peut trouver un nombre positif ¢ tel que 1’expression :

(14[+1Bl+1eD(1+2)

soit plus petite que la partie réelle de a — 3 et que celle de 3 — . Si alors
les valeurs absolues:

Xl1Y|, [X X' _Z_‘
ol 3]zl 5 =) |5
sont simultanément plus grandes que ¢, on aura: .
2
|al<(4]+1Bl+[eD(1+7)
Y . 7 Z
et par conséquent, les dérivées logarithmiques de - Sl de 7 © de 5 auront leurs
parties reelles négatlves de sorte que:
d Z
log <0 E-zlog X|<0, ——log <O

De plus lorsque x cr01tra. indéfiniment, ¢ tendra vers 0. AJoutons d’ailleurs que

la dérivée logarithmique de |- %, seraient

reste négative quand méme

ou

X
plus petits que e. De méme on aura:

d Z o | Y Y
;Elog f|<0 méme si 700 X‘<e,
d Z
a;log ?’<0 méme si I<e
Soit maintenant H la plus grande des deux quantités ¥|et Xi. Quelle est

la condition pour que H soit une fonction décroissante de x? Je dis qu'il suffit

que H soit compris entre ¢ et —1—, ¢ étant bien entendu supposé plus petit que 1.
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En effet nous pouvons faire deux hypothéses.

0
10, H_}X)>
1 X Y
e g F> e 2>
d£_ 4|y
et par conséquent : dz — C.Q F. D.
0
z "= |X(>‘X\
On a Z z X
E>e |3 [F>|E>e
et par conséquent : dH _ d |Z <0
dr T dz|X ) C.Q. F. D.
Ainsi H décroit toutes les fois qu'il est compris entre ¢ et %
Or pour x =w on a: lim ¢=0.
Donec on a aussi :
® . . — . <Z_ . _Z__
lim H=0, th_O, 11mX—0,
d’ou l'on déduit aisément
llmu_hm—;—a. C. Q. F.D.

Il n’y aurait d’exception que si H restait constamment supérieur & —:— , auquel

cas sa limite serait infinie. Dans ce cas, on a toujours:

|§; >e, |>8,

x

toutes les fois que

%l est compris entre ¢ et ? . En effet il vient, ou bien

E=§>%>E. '%l>e Xl>£
d’od I% >1>£’
ou bien H=')—('>——>e, !?I>£ \§l>e’
d’ou

xl=[z |x>2>e
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Y

. 1 . , , o .
est comprise entre ¢ et — ; il en résulte, comme nous l'avons fait voir plusieurs

D’ol 'on doit conclure que la fonction est décroissante toutes les fois qu’elle

fois, que cette fonction tend en général vers 0, et qu’elle peut aussi, mais exception-
nellement tendre vers ’o. Dans le premier cas on a:

, lim v =g,
dans le second: lim v =y. C.Q. F. D.

Il n’est pas besoin d’insister pour faire comprendre que ce raisonnement est
applicable & une équation d’ordre quelconque. Dans tous les cas la limite de la
dérivée logarithmique de y est une des racines de I’équation (2).

y

De ce que la limite de v est égale & un nombre fini et déterminé a, il ne s'en

suit pas forcément que % tende vers une limite finie et determinée ; car si 'on

avait par exemple y = x¢** il viendrait:

hm A =a, lim Y =o.
Yy e
Ce n'est que dans un paragraphe ultérieur que nous démontrerons qué la
e e Y . .
limite gL général finie et déterminée.

Pour le moment supposons que « tende vers l'infini de fagon que l'on ait:
x = pA A=
p croissant indéfiniment par valeurs réelles positives et A étant une quantité
constante d’argument o, et de module 1. Il est facile de ramener ce cas au
précédent.
En effet 'équation (1) devient:

P, d"!/ P,_ d'""‘y P, dy
bis In " J 1 1% —
(1 ) i dpn n—1 dpn—l + v J dp + Po.’/ - 0’

oll la nouvelle variable p croit indéfiniment par valeurs réelles positives,

L’équation (2) relative & la nouvelle variable et & la nouvelle équation
(1%*) gécrit :

(2") At + Ay 24 ...+ 4A 2+ 4,22 =0,
et si les racines de I'équation (2) étaient:
(5) ' @y Agy o v oy Oy,

celles de I’équation (2"*#) sont :
QA, Agh, ..., QA
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Lorsque = crmssaxt par valeurs positives, nous avions :

d
(6) 373‘{; = ay,
a, étant Pune des racines de (6). De méme ici nous aurons:
. dy
—— = A,
ydo — "
a; étant encore une des racines (5); d’ou:
dy _
bis
(6°*) yiz =
Mais il y a toutefois une différence entre le cas de ’équation (6) et celui de
ré équation (6™¢). Lorsque x varie par valeurs positives, la limite a, de % est

en général, et en laissant de c6té les cas exceptionnels dont il a été question plus
haut, celle des racines de ’équation (5) dont la partie réelle est la plus grande.

. . . d .
St au contraire « = pA la limite a, de ;;/% sera, en général, celle des racines de

Véquation (56) qui est telle que.la partie réelle de a,A soit aussi grande que
possible.

Nous avons supposé au début de ce paragraphe que 1'équation (2) n’a pas de
racines multiples et qu’elle n’a pas non plus deux racines ayant méme partie
réelle. Voyons cependant ce qui arriverait si cette équation avait deux racines
ayant méme partie réelle.

En premier lieu supposons que ces deux racines ne soient pas celles dont la
partie réelle est la plus grande. En particulier, dans le cas du 3° ordre, ol nous
avons appelé les trois racines en question a, 3 et y, supposons que la partie
réelle de a soit plus grande que celle de 3 et i, la partie réele de 3 étant égale
a celle de . En se reportant au raisonnement qui précéde, on verrait que )7 > /
étant l'intégrale générale de I’équation (1), le rapport:

=2,

ydz
a encore pour limite a et que le raisonnement ne se trouve en défaut que dans
les cas exceptionnels dont il a été question plus haut (quand la valeur initiale de

1 . . . 9
H est plus grande que :) et par conséquent pour certaines intégrales particuliéres
de l'équation (1). ' :
En second lieu, si I’équation (2) n’a pas de racines multiples, I'’équation (2")
n’aura deux racines ayant méme partie réelle que pour certaines valeurs particu-
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lidres de A et par conséquent la difficulté dont nous parlons ici ne se présentera
que pour certaines valeurs exceptionnelles de I'argument o de x.

Reste le cas ol 'équation (2) a des racines multiples. Reprenons le cas du
3¢ ordre o les racines sont a, 3 et i et supposons a = 3. Si l'on voulait répéter
le raisonnement que nous avons fait en supposant les trois racines distinctes, on

poserait : :
y=X+Y+ Z,

Yy =aX+ Y(a+%)+yZ,
y'=aX + ¥ (o +22) +y7,

et on reconnaitraft que la limite de ¥ est égale & a en général, et, pour une
certaine intégrale particulidre, & y.

Nous pouvons d’ailleurs embrasser tous ces cas particuliers dans le résultat
suivant qui ne comporte aucune exception et dont nous ferons usage plus tard.

Supposons que x tende vers l'infini par valeurs réelles positives. Soit a un
nombre dont la partie réelle soit supérieure & celles de toutes les racines de
I'équation (2). On aura: lim ye=** =0
y étant une quelconque des intégrales de équation (1).

On peut alors trouver deux nombres b et ¢ tels que la partie réelle de b soit
plus petite que celle de a et plus grande que celle de c et que la partie réelle de
¢ soit supériedre A celles de toutes les racines de 'équation (2).

Cela posé, considérons 1'équation différentielle d’ordre n + 1

* k41
(1%7) o3 RS

dF+1

Cette équation admet toutes les intégrales de 1'équation (1) et en outre l'intégrale
¢ de sorte que son intégrale générale s’écrit :

. 2™ +
2 étant une constante arbitraire et y, 'intégrale générale de 'équation (1).

L’équation (2) relative & I’équation (1%r) s’écrit :

(2tr) (z—e) 242 =0,
et admet les mémes racines que l'équation (2), plus la racine ¢ dont la partie
réelle est plus grande que celle de toutes les autres.

y

I1 en résulte que I'expression Y a pour limite ¢, lorsque y est l'intégrale

générale de 1’équation (1%r).
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I1 y a exception toutefois pour certaines intégrales particuliéres de cette
équation. Ces intégrales exceptionnelles ne sont autres d’ailleurs que les
intégrales de I'équation (1) elle-méme.

De 13 on peut conclure qu’ & partir d’'une certaine valeur x, de x on a:
partie réelle % <b,

on déduit de 1a: ly|<|goe® =]
7, étant la valeur de y pour x = x,, ou bien
|ye=se | < goem =] o0 =o1=],
la partie réelle de & — a étant négative, la limite du second membre est nulle,
on a donc: lim ye=* = 0.
Ce résultat ne parait d’abord s’appliquer qu’aux intégrales qui sont telles que

%Z— tend vers ¢, et ne pas subsister pour les intégrales exceptionnelles de I'équation

(1%*7), & savoir les intégrales de 6quation (1). Mais une pareille intégrale peut
toujours étre regardée comme la différence de deux intégrales non exceptionnelles.
Le résultat subsiste donc pour une intégrale quelconque de 1’équation (1).
C. Q. F. D.
Si x = pA

et que p tende vers l'infini par valeurs réelles positives; si a est un nombre tel
que la partie réelle de aiA soit plus grande que la partie réelle d’une racine
quelconque de V'équation (2) multipliée par 4, on a encore : °
' lim ye=** = 0.
I1 est & remarquer que dans tout ce qui précéde nous ne nous sommes nullement
appuyés sur ce que les coéfficients P de I’équation (1) sont des polynémes en =.
Les résultats énoncés plus haut subsistent donc pourvu que les rapports

Py Py P B

P, P, PP,
tendent vers des valeurs finies et déterminées quand « croit indefiniment.

Nous avons supposé d’autre part que les polynémes P étaient tous de méme
degré. Les résultats subsisteraient encore si un ou plusieurs des polynémes -
Py, Py, ..., P, P,
étaient de degré inférieur & p, P, restant de degré p. Mais il n’en serait plus de
méme si le degré de P, était inférieur & celui d’'un quelconque des autres poly-
némes. Dans ce cas, 'équation (1) rentrerait dans un autre type d’équations

linéaires que nous étudierons plus loin.
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§2. Egquations avx Différences Fintes.
Avant de poursuivre les conséquences des résultats précédents, nous allons
étendre ces résultats aux équations & différences finies de la forme suivante :
(1) Potgyr+ Pythgyya+ - .- + Pty + Pou, =0
les coéfficients P étant des polynémes d’ordre p par rapport au rang n de la
fonction u,. Il est aisé de voir 'analogie de cette équation avec les équations
linéaires que nous avons envisagées dans le paragraphe précédent; car si l'on
pose : Auy, = Uy ) — U, A, = Au, 4, — Au,, ete.
Péquation (1) s’écrira :
‘ R. A%, + Ry A 'u, + ...+ R Au, + Ryu, =0,
les coéfficients R étant des polynémes entiers en n.
Nous appellerons 4, le coéfficient de n? dans le polynéme P, et nous envisa-
gerons I'équation :
(2) A+ 4, 1+ .+ Az 4+ 4,=0.-
Posons de plus: P, 4
d =0 L=5
Laissant d’abord de c6té le cas exceptionnel ol I’équation (2) aurait deux
racines égales ou deux racines de méme module, je vais démontrer le résultat
suivant.

Up 1

Lorsque n tend vers linfini, le rapport tend vers une des racines de

Péquation (25 et en général vers celle dont le module est le plus grand.
Supposons ’équation du 3*™° ordre pour fixer les idées, elle s'écrira:
Unps + QsUnys + QUngr+ Qou, = 0.
Soient a, 3, y les trois racines de I’équation (2) rangées par ordre de module
décroissant. Posons:
U, = X,. + Yu + Zuv
u’n-{-l = a'Xn + ﬂYn + 7Zn)
un-{-l = a’Xn + ﬂ’Yn + 9’2Zu,

un+1=Xn+1 + Yn+1 + Zu+11
Upys = aXn-{-l + |3Yn+1 + 7Zn+li
Upp3= U«’Xn+1 + B’Yn-f-l + 7’Zn+l°

o+ @al+ Qa+ Q= A(a—PB)a—1),
B+ &2+ QB+ Q= B(‘B—a)(ﬂ—y),
Y+ &Y+ Qy+ @=C (@ —a)y —B).

on en conclut ;

Posons encore :

Vou. VIL
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Il viendra:
X,_,,l_ oX,— (AX, + BY, + CZ),
Yoy 2=8Y,—(AX, + BY, 4 0Z,),
Zypr=yZ,— (AX, + BY, 4 CZ).
On tire de 14 :

Yn+1&_ ﬁ_(Ag(?—+B+0gl:—)
Xotr ¥ (4+ B—— + 0--—

avec des formules analogues pour :
Zn-!:l Xn et Zu+l Yn

Xot1 2, Yot1 2,
Il résulte de 1a que l'on peut trouver un nombre ¢ tel que

. Xu Yu Xn Yn : Yn-l-l Xu
m—l_’:’:Y:’Z—,etZ>£ onmtm?ﬂ<l
NP ARV AND ANNTA 1 Zur X,
Lt X7 et Y >e& on ait X1 Z <1
NVl |Z]| |Yal .| Z | Zugr Yu
81 Z s Y. , Z et -X; >8 on ait —?:;-1 Zu <1
D’ailleurs quand n croit indéfiniment, A, B et C tendent vers 0, il en est de

méme de ¢.
Je dis que H sera

une fonction de n qui sera décroissante toutes ]es fons qu elle sera comprise entre

eet 1 .
3
En effet deux cas peuvent se présenter :
Yol | Zn|
0 c— n n
19, H= X > X
X,| 1 Y, Xo| | Xa
LITETECNEL T T
~ Donc )T et par conséquent H est décroissant.
Z, Y,
0 —— n n
2° H= X, > X_,.
X, X,.
i ACdralte

Donc et par conséquent H est décroissant.

%
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11 résulte de 13 que H tend vers 0 comme nous I'avons fait voir dans le

paragraphe précédent, & moins qu'il ne reste constamment supérieur 2 le

. e T . .. .
Si H est constamment supérieur & - Je dis que 7| est une fonction con-

stamment décroissante si elle est comprise entre ¢ et % On a alors en effet:

1° ou bien : YAl 1 Z, Y,
H = z‘- > ? > € ?; > € Z > &
et par conséquent : Za| _Za] | YW
* Xu - Yn Xn > 1 >E’
2° ou bien: _ |2 1 Zn Y,
H —_— 7(; >—€'>E ?. >E 'ZT >8
et par conséquent : [ Ya| _ | Ya| | Za
A iVARS AR b
Dans 'un et l'autre cas la fonction Z?,. est décroissante. On en conclut en
" répétant le raisonnement que nous avons déja fait bien des fois que ?" tend
vers 0 en général et exceptionnellement vers l'infini. i
I1 y a donc trois cas possibles:
G . . . _ . Z, 1 Y, _ o Ungl
cas général lim H= 0 lim !_X': = lim x|= 0 lim ik a.
2“‘0 . . — . nl__1: Z_,. — . Upn 41
cas exceptionnel lim H = lim = lim v.|= 0 lim =
3*"° cag plus exceptionnel encore :
N T Z,, _ . X,. ERT 5 — e Upp1
lim H = lim Y. |=> lim 7 = lim Z =0 hmu—“—y.

Le méme raisonnement s’applique sans difficulté au cas des équations d’ordre
supérieur au 3*™°, Je me bornerai & indiquer ici la marche du raisonnement dans
le cas du 4*™° ordre.

Soient «, 3, ¥, & les racines de I'équation (2) rangées par ordre de module
décroissant. Nous poserons:

Upyr=o'X, + BV, + *Z, + 8T,. (i=0,1,2,8)
Nous démontrerons ensuite qu’il existe un nombre ¢ tendant vers 0 avec 1 et

Jouissant des propriétés suivantes :
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1° la fonctlon

ou ’ X\ en supprimant l'indice n pour abréger, est décroissante

toutes les fois que |5

ol [¥) [z 2 2] ,Ylsontplusgl‘andsquee

Z X
0 a — M = - - — il
2% Il en est de méme de e toutes les fois que lxl’ Zl, Y(’ T Tl
sont plus grands que ¢, et ainsi de suite en considérant successivement les
. T . , . -
fonctions l IY IT, ' 7| qui sont décroissantes & des conditions analogues,

faciles & former par des permutations des lettres.

Cela posé, soit H la plus grande des quantités
7

¥l ¥

et H, la plus grande des quantités :
A
On démontre que H est décroissant quand il est compris entre & et % On en

conclut qu’en général H tend vers 0 et par consequent —; X vers a.
n

Il y a exception quand H est toujours plus grand que —t , Mmais alors on
démontre que H, est toujours décroissant s'il est compris entre e et % On en
conclut qu’en général H, tend vers 0 et ui';;"fl vers 3.

Il y a encore exception quand H, est toujours plus grand que_% , Mais alors

on démontre que IZ

est toujours décroissant s'il est compris entre e et -:— On

T
Z

Enfin il reste un dermer cas plus exceptionnel encore que les deux précédents,

etoﬁ'%

en conclut qu’en général

tend vers 0 et "*? vers y.
U

reste toujours plus grand que % Alors “**! tend vers 4.

Uq
Il me reste & examiner les cas od Véquation (2) a deux racines égales, ou
deux racines de méme module.

Supposons d’abord trois racines a, 3, ¥ dont deux égales, par exemple

a=8  |a|=|B]>]y]
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Nous poserons: u=X,+4+ Y, + Z,,
1
Uy gy — @ (1 + —;) Xn + a'Yn + 7Zn1

Uyqg =a’(1 + %)Xn + a’Yn + 7’Z1n

d,Oﬁ: u,,+1=X,.+1 + Yn+1 +Za+11
"1
Uppyg = @ (1 + m)X».H +a¥Y 1+ yZags

2 L ]
Upys = o (1 + m) X+ Yy + 972, .

Posons maintenant : a4+ Qa4 Qo+ Q= 4,
3a* + 2Q,a + @ = B,
‘}’3+ Qﬁ”"f‘ Q17+ @Q=20,

X = (1 + 71‘“) oX, + 4,

Y.yh=a¥, 4+ B,

Zn«l—l = }’Zn + O,

A', B' et C' étant des fonctions linéaires en A4, B et C, ayant des coéfficients
dépendant de X, Y,,, Z,. A, B et C tendent vers 0 quand n croit indéfiniment,

et on verrait comme précédemment qu’il en est de méme, en général, de 4’, B’ et
C'. 11 en résulte que en général

il vient:

e Yo o T o Upgel
hm?;_hm—-yn_o, lim 2= = a.

Voici maintenant une propriété qui subsiste alors méme que ’équation (2)
admet des racines de méme module et qui par conséquent ne souffre aucune
exception. '

Soit @ une quantité de module plus grand que toutes les racines de ’équation
(2) ; Péxpression % tend vers 0, quand n croit indéfiniment.

La démonstration serait la méme que pour la propriété correspondante des
équations différentielles démontrée 3 la fin du paragraphe précédent.

§3. Transformation de-Bessel. .
"Revenons maintenant aux équations différentielles. © Nous avons vu dans le

§1 que si 'on envisage l'intégrale générale 3 de I’équation

dy __
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étudiée dans ce paragraphe, la dérivée logarithmique

1.4y

y dz
tend vers une certaine limite @, mais qu’'on n’en pouvait pas conclure imméd:-
atement que ye—** tend vers une limite finie et déterminée. C’est pourtant ce qui
a lieu en général; mais pour le démontrer, nous serons forcés d’employer la
transformation de Besset. L"’\"

Voici en quoi consiste cette transformation. On pose
y = [ vedz,

v étant une fonction de z qu'il reste & déterminer et I'intégrale étant prise le long
d’un chemin imaginaire convenablement choisi. L’intégration par parties donne :

my:fvxe"dz:[ve"] -—-‘/‘Z—:e' dz
Le chemin d’intégration devra étre choisi de telle facon que le terme tout connu
de cette intégration par parties soit nul,'sans cependant que l'intégrale y le soit

elle-méme,
On aura ensuite :

z’y:—f%x&"dz—— dzew]+fdz,e;d4,

ou si le terme tout connu est supposé nul:

vy = fda eyl

Et ainsi de suite ; on aura: .
a .
sy=(—1) [Ze"ds (i=0,1,2...p)
pourvu que le chemin d’intégration ait été choisi de telle sorte que les termes
tout connus des intégrations successives par parties:

Z‘;e”’] 0, (i=0,1,2,...p—1).
A . .
De méme, on aura : m,dy=( 1) d‘("z“) e dy,

pourvu que les termes tout connus:

[5e]

soient nuls aux deux limites d’intégration.
Si nous écrivons 1’é quatxon (1) sous la forme :

_ 1=0,1,2,...p
20"“”@—0’ k=0,1,2,.. )
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I"équation transformée s’écrira :
d
(3 2Ca(—11 T3 =0,
Pour trouver les points singuliers de cette équation (3), il suffit d’égalera 0,

P,
le coéfficient de d—z. On trouve ainsi I'équation :

dz?
502 =0,
ok en reprenant les notations du §1:
(2) SAF=0

ce qui est 'équation (2) du dit paragraphe.
11 faudrait ajouter & ces points singuliers le point » ou les intégrales sont
irrégulidres pour I'équation (3) comme pour l'équation (1). Si I'équation (2) n’a

P
pas de racine multiple, ce que nous supposerons d’abord, le coéfficient de gz—; ne

s'annule que du premier ordre en chacun des pqints singuliers, d’oi il résulte que
pour chacun de ces points I'équation déterminante p — 1 racines respectivement
égales 2 0,1, 2,...p— 2, la p*™ étant quelconque. Ce sont donc des points
singuliers regulwrs

11 faut maintenant choisir le chemin d’intégration de fagon & satisfaire aux
conditions que nous nous sommes 1mposées Nous devons choisir les deux limites
de ce chemin de fapon qu’en chacune d’elles on ait:

s — 1=20,1, 2, p—-l
"ﬁ 0, \k=o0 1,2, )
Sl I’'une de ces hmltes est & distance finie, on devra. avoir:
d'y .
3?=0, (¢=0,1,2,...,p—1),

sans que l'intégrale v soit identiquement nulle. Cette limite devra donc étre un
point singulier. Cette condition n’est d’ailleurs pas suffisante. Il faut encore
qu’en ce point singulier, ol comme nous P'avons vu p — 1 des racines de 1’équa-
tion determinante ont pour valeurs 0, 1, 2, ..., p — 2, la p*° racine de cette
équation soit plus grande que p — 1 et de plus que l'intégrale » soit convenable-
ment choisie.
Supposons maintenant une limite 4 distance intinie. On devra avoir
lim %’ e* =0,
et d’abord : ' lim ve” =
C’est le moment de recourir & la proposition établie & la fin du §1. Formons
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I’équation qui joue par rapport & l'équation (3) le méme réle que I'équation (2)
par rapport & 'équation (1). Elle s’écrira:
(4) 30, (—1)z*=0,
en appelant = 'indéterminée qui entre dans cette équation.
L’équation qui donne les points singuliers de 1’équation (1) s’écrit d’autre

part: 3C,xt=0.
Si donc @, a3, . . . @, sont les points singuliers distincts de 1’équation (1), les ¢
racines distinctes de '’équation (4) sont — a;, — a4, .. .—a,. D’ol, en appliquant
les principes du §1, on verra que

lim ve** = 0,

8i z est réel positif et si en désignant par R (u) la partie réelle d’une quantité
imaginaire u, on a: .
R(x)<R(a), Rx)<R(ay),..., R(x)<R(ay).
Si maintenant z est imaginaire et si 'on a:
argz = A.
Rz )< RB(me ™), R@e®)<R(gge™),..., Rlae )< R (ae*),
le produit ve** tendra vers 0 quand z croitra indéfiniment avec l'argument A.
11 est clair d’ailleurs qu’il en sera de méme des diverses expressions :

d'v *
a—;z‘e‘.

Les hypothéses (5) sont donc suffisantes pour que le chemin d’intégration satisfasse
aux conditions que nous nous sommes imposées.

On peut d’ailleurs remarquer que, si le point « est extérieur au polygone
convexe qui, ayant pour sommets certains des points a, laisse tous les autres a
son intérieur, on pourra toujours trouver une valeur de A satisfaisant aux
inégalités (5).

Supposons donc le point = extérieur & ce polygone que j'appellerai P. Voici
quel chemin d’intégration nous ferons suivre du point z. Nous partirons de
linfini avec un argument satisfaisant aux inégalités (5) et aprés avoir décrit un
certain chemin nous reviendrons & V'infini soit avec le méme argument, soit avec
un autre argument satisfaisant également & ces mémes inégalités. Il faudra
naturellement que le chemin ainsi décrit enveloppe un certain nombre de points
singuliers (cest & dire de racines de I'équation (2)); car sans cela, I'intégrale:

y= [ ve*dz,
gerait identiquement nulle.
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Nous pourrons supposer que ce chemin enveloppe un seu! point singulier.
En effet un contour enveloppant par exemple les points singuliers a; et a, peut
toujours se décomposer en deux autres, enveloppant, le premier seulement le
point a, et le second seulement le point a;. Donc les intégrales qu’on obtiendrait
par la considération des contours enveloppant plusieurs points singuliers, ne
seraient que des combinaisons linéaires de celles gque nous allons considérer et
qui sont engendrées par des contours enveloppant un seul point singulier.

Soit a le point singulier enveloppé que nous supposerons d’abord étre une
racine simple de I'équation (2). Son équation déterminante qui est de degré p,
a comme nous 'avons vu p —1 racines égales 4 0,1, 2,..., p—2, la p*™°
étant égale & uzp—1.

Il résulte de 13, que le point-a n'est pas un point singulier pour p — 1 intégrales
de I'équation (3) lindairement indépendantes et que la p*™ intégrale s'écrit :
v, = (z—a)*¢(2),

¢ (z) étant holomorphe dans le domaine du point a, l'intégrale générale s'écrit

donc: v=A(z—ay¢()+ 4 (z2) = 4v, + ¥ (2)

¥ (z) étant holomorphe dans le domaine du point . On a alors:
Si@ed=o,

d'od: Y =fve"dz = Aj.v,e"dz.

Ainsi, si 'on fait abstraction du facteur constant 4, l'intégrale y ne dépend
pas du choix de l'intégrale v.
Qu’ arrive-t-il maintenant si a est une racine double de ’équation (2)?
Alors l'intégrale générale s’écrira :
v=Av, + Bv,_, + 4 (2),
A et B étant deux constantes arbitraires, ¥ (z) étant holomorphe dans le domaine
du point a, et v, et v,_, étant deux intégrales particulires. Il vient alors:

y:j%ﬁh:A v,edz + B [v,_,edz.

Ainsi quelle que soit 'intégrale v choisie, on ne pourra jamais obtenir pour
y plus de deux intégrales linéairement indépendantes.

De méme si a est une racine multiple d’ordre plus élevé.

Ainsi 4 chaque racine simple de 'équation (2), correspond une intégrale de
I’équation (1), & chaque racine multiple d’ordre m, correspondent m intégrales de

cette méme équation. On obtient donc en tout de la sorte n intégrales de
Vor. VII.
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Péquation (1) et comme cette équation est d’ordre n, on en a l'intégrale générale.
11 resterait, il est vrai, & démontrer que ces n intégrales sont linéairement indé-
pendantes, mais clest ce qui ressortira de diverses propositions que nous établirons
plus loin.

Nous n’avons examiné jusqu’ici que le cas ol les deux limites d’intégration
sont infinies; il est aisé de prévoir, d’aprés ce qui précdde, que les intégrales
obtenues, en supposant qu’'une o} deux des limites soient finies, ne seront que
des combinaisons linéaires de celles que nous connaissons déja.

Considérons de nouveau un point @ qui soit une racine simple de (2) et
soient : 0,1,2,...,p—2, u
les racines de I'équation déterminante correspondante. Soit:

v = (z2— a)'¢(2),
une intégrale de (3), ot ¢(z) est holomorphe dans le domaine du point @. Soit:
n= [v,edz, ‘

Vintégrale correspondante de (1), la quadrature s’effectuant le long du contour
défini plus haut, qui enveloppe le point singulier z = a.
Envisageons maintenant 'intégrale :

Y = j: c,‘v,,e"’dz.

Nous supposerons, ce qui est toujours possible, que le chemin d’intégration
reste constamment intérieur au contour le long duquel a été prise l'intégrale y.
Si u>p—1,
lintégrale y, sera finie et sera une des intégrales de 1’équation (1) d’aprés ce
qu'on a vu plus haut. Mais on voit aisément qu’on aura:

1=y (1— ).
Les deux intégrales y, et y, ne différent donc que par un facteur constant.

11 résulte en méme temps de 13 que l'intégrale y, est une intégrale de 1’équation
(1) toutes les fois qu’elle est finie, c’est & dire toutes les fois que :

u>—1.
Soient a,, a3, ..., a, les racines de I'équation (2) que nous supposerons
toutes simples. Soient 0,1,2,..., p—2, y,
les racines de I’équation déterminante relative au point singulier a,. Il existera
toujours une intégrale de la forme :

Vi=(z—a)"¢:(2),
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¢ (z) étant holomorphe dans le domaine du point a,, et on en conclura Pexistence
d’une intégrale de 1’équation (1)

Y.=‘/;°'V.e"dxz,

pourvu que: w>—1.

Supposons donc d’abord que tous les u sont plus grands que — 1, de fagon
que les p intégrales Y, existent, ou mieux encore supposons d’abord que tous les
p sont plus grands que p — 1.

Joignons un point quelconque & & chacun des points singuliers a,, a5, ... a,
par des chemins 4, &, ... %,. Soit c; la valeur que prend au point b la dérivée
I’™ de V, quand la variable va du point a, au point b par le chemin .

- . ]
Posons maintenant : T, = j‘ Ve de,
&

Vintégrale étant prise bien entendu le long de /.
11 viendra, en appliquant & l'intégrale T; la méthode d’intégration par parties,

6) =T, =a™" ‘e”c,o Cade e"cﬂ+w"‘ 3% Ciy. .. = €%C, moy q:‘/‘dmv‘e"dz

Smt maintenant d;.2.q 1a valeur que prend au point b la dérivée Z*™ de

V,#; il viendra de méme :
(7) ™ %z_? =& ' dy g — 2"y g+ . F d"‘fi?‘f)

D’ailleurs il est clair que les d;.; , s’expriment trés simplement & I'aide de &
etdesc, ;.

11 résulte de ce qui précdde que, si 'on substitue T; & la place de y dans
I’équation (1), le résultat de cette substitution s’écrira :
(8) A(T) = Gepr @716 4 g ps@® 36 + . + G0,
les coéfficients g, , étant faciles & calculer en fonctions des ¢, ,. Si n est plus
grand que p on pourra trouver n nombres:

by hyy ..oy b

satisfaisant aux conditions suivantes:

(9) %h,g,,,,:O, (k=0o0,1,2,...,p—1)

e*dz.

Le nombre des solutions linéairement indépendantes des équations (9) sera alors
de n — p.

On aura alors: AZhT) =0,
ce qui veut dire que 34, T est une intégrale de 'équation (1). C’est une intégrale
prise le long d’'un chemin complexe, mais restant toujours a distance finie.
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Il existe toujours » — p pareilles intégrales linéairement indépendantes.
Ces intégrales different essentiellement de celles dont une limite est infinie. Ces
dernidres ne sont valables que si le point x est extérieur au polygone P, d’apris
ce que nous avons vu plus haut; au contraire les intégrales telles que A, T},
c’est & dire les intégrales prises le long d’'un contour & distance finie, sont valables
quel que soit x. De plus elles sont holomorphes dans toute ’étendue du plan.

Posons : -
U= [ Vieds,
d’ou: Y.,=T1,+U0.
Les équations (9) peuvent d’ailleurs se remplacer par les équations plus
simples qui suivent: Shica=0.

I1 suffit pour g’en convaincre de rechercher quelle est 'expression des
coéfficients g, en fonctions desc,;. Mais des équations ainsi transformées on déduit
aisément l'identité suivante : ShYV,;=0,
qui subsiste quel que soit z. On a par conséquent :

iU, =0, 2h T, = ZNY,.

Ces relations montrent d’abord que 1a nouvelle intégrale SA; T, n’est pas
linéairement indépendante des intégrales déja connues Y;; elles font voir ensuite,
que lors méme que tous les u ne sont pas plus grands que p — 1, "éxpression
2h T; reste une intégrale de 1’équation (1) pourvu que les T; et les Y, soient finis,
¢’est & dire pourvu que tous les u soient plus grands que — 1.

Qu’ arrive-t-il entin si tous les u ne sont pas plus grands que —1? La
difficulté est aisée & tourner. Décrivons du point b comme point initial, un
contour fermé revenant au point b aprés avoir enveloppé le point singulier a;.
Opérons de méme pour chacun des points singuliers. Nous aurons ainsi » contours
fermés }, 4, ... 7,. Appelons T7; l'intégrale

S Ve aa,

prise le long du contour [, ou ce qui revient au méme, l'intégrale

fve"dz,

le long du méme contour, » désignant une intégrale quelconque de 1'équation (3).
Appelons ¢, la valeur dont s'accroit la dérivée £*™ de V; quand on décrit le contour
l;, en partant du point b comme valeur initiale et revenant au point  comme
valeur finale ; appelons de méme d, ; , la valeur dont s’accroit la dérivée %*™° de
V,2¢ dans les mémes circonstances.
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8i I'on emploie ces notations, les équations (6), (7) et (8) subsisteront. Par
conséquent si on a n nombres A, satisfaisant aux équations: .
(10) Shie;., =0,
Pexpression Sk, T; sera une intégrale de I’6quation (1). Cette expression jouit
d’ailleurs de la propriété remarquable d’étre holomorphe dans tout le plan.

Or les équations (10) admettent n — p solutions linéairement indépendantes.

Donc st n > p, Dégquation (1) aura n — p intégrales holomorphes dans tout le
plan.

Ce théoréme peut d’ailleurs se démontrer directement.

Je n'insisterai pas davantage sur cette transformation de Bessel qui permet,
comme on le sait, d'intégrer I’équation (1) lorsque p = 1.

§4. Etude approfondie des Intégrales irrégulidres.

Nous allons maintenant nous servir des expressions précédentes des intégrales
de P’équation (1) pour étudier la fagcon dont elles.se comportent quand z croit
indéfiniment, d’'une maniére plus précise et plus approfondie que nous n’avons pu
le faire dans le §1. .

Démontrons d’abord le résultat suivant. L’intégrale :

J = [oed,

(si = est positif et trés. grand, si |v] reste constamment inférieur & une certaine
quantité M et si le chemin d’intégration reste constamment & gauche de 1’axe des
parties imaginaires) tendra vers 0 quand z croftra indéfiniment.

Soit en effet L la longueur totale du chemin d’intégration, et — £ la plus
grande valeur de la partie réelle de z, de telle fagcon que le long du chemin

d’intégration on ait: R(z<—¢&.
11 vient alors ‘/‘ld’zl =1, ler=| < e,
d’ol enfin : |J | < MLe ¥,
et lim J=0, pour & = oo, - C. Q. F. D
Passons maintenant au cas ol le chemin d’intégration restant toujours &
gauche de la droite : R(z)=—E§&,

g'é¢tend & linfini par l'une de ses extrémités. Nous supposerons de plus que,
quand z croit indéfiniment en suivant le chemin d’intégration, on peut trouver un
nombre A tel que lim v = 0.
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Cela est toujours possible comme le prouve le §1, avec les fonctions v que
nous avons & considérer.

Faisons encore une hypothese sur le chemin d’intégration. Nous supposerons
qu'il se compose d’un certain arc de courbe situé & distance finie, suivi d’une
portion de ligne droite s’étendant & l'infini; pour tous les cas que nous avons
déja considérés ou que nous aurons & considérer dans la suite, rien ne s’oppose a
cette hypothése. Dans ces conditions on peut trouver un nombre u tel que

Uintégrale : f| e d|
soit égale & une quantité finie L. On pourra également trouver un nombre M,
tel que 'on ait constamment: [ve | < M.

Nous pourrons toujours supposer A et u réels. On aura alors:

J=fve"‘.e’“‘*"‘“’.e’“dz,

d’ou : |J| < LMe—t@—*=»,
quand x croit indéfiniment, on a donc:
lim J=0. U.Q. F. D.

De méme on verrait aisément que z™J tend encore vers 0, quelque grand
que soit 'exposant m.
Nous allons maintenant étudier l'intégrale suivante :

J=‘/:ve“dz.

La limite supérieure d’intégration peut étre une quantité finie a, ou bien étre
infinie, mais le chemin d’intégration restera toujours & gauche de 'axe des parties
imaginaires. La fonction v sera assujettie aux mémes conditions que plus haut;
je supposerai de plus que dans le domaine du point- 0, la fonction v peut se
développer en série de la forme suivante :
(1) Ay + Ayt 4 Ay t3 4 L
a étant quelconque. '

Je dis que dans ces conditions:

a*t+lJ tend vers — I'(ax 4 1)A4,,

quand x croit indéfiniment.

En effet nous pouvons toujours supposer :

| 4. < up*,

u et p étant deux quantités convenablement choisies de telle facon que le rayon

4 . s 1
du cercle de convergence de la série (1) soit égal & —-
) {)
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Nous pourrons décomposer le chemin d'intégration en deux parties, la 1°*
intérieure & un cercle décrit du point 0 comme centre avec  pour rayon (rp < 1),
la 2% extérieure & ce cercle. Nous aurons alors:

J=K+4 H,

K et H étant les deux parties de l'intégrale correspondant a ces deux parties du
chemin d’intégration. D’aprés ce qui précide, il vient :

lim o*+*H=0.
Il reste & chercher la limite de =*+! K.

Nous pouvons écrire :
v=Ayz+ 4,2+t 4 ...+ A .t + R,

R,, étant le reste de la série (1). Il vient alors:

(2) E=4, [redst 4 [rtiewde+... + A.fz"""‘e"dé+fR,,e”dz,
les intégrales étant prises le long de la premiére partie du chemin d’intégration.
0 : +lpe

n aura IR’.I<"_(’1'P):_’P__|¢:|<1.

Si donc 7 est la longueur de la premidre partie du chemin d’intégration, il viendra :
| [ Ruoas <GP,

On peut toujours prendre m assez grand pour que le second membre de cette
inégalité soit aussi petit qu'on voudra. Mais on peut aller plus loin encore.
Supposons, ce qui est toujours possible, que la premitre partie du chemin d’inté-
gration soit rectiligne, et pour fixer les idées davantage encore, qu’elle se réduit
au segment de droite 0, — . Il viendra alors:

lm"""/o‘_"z‘e"dz < m‘+1./0‘_°z“e"dz‘= I'(a+ 1),

ou m-.+1f_'|z'e'=dz|<r(a+ 1),
0
ou enfin: m‘+lfR,.e"dz <P(a .|.111,,r(;‘,,)-+1.

Comme 7p est plus petit que 1, on pourra prendre m assez grand, quel que soit

x, pour que le second membre de cette inégalité soit plus petit que %, r étant

indépendant de .
Le nombre .m est désormais déterminé et nous allons faire varier . Le
™o terme du second membre de l'expression (2) s’écrit :

T.= 4, ﬁ"zmewdz,

d

q
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Cherchons la limite de T,2*+!; pour cela posons:
U,= A4, _'z"“e"dz; '

-_r

On aura: lim 2*+'U, =0,
dod:  piy g1 T = Lim e+ 4, f'°z-+«e-dz = lim =@t e+ D4,
]

Cette limite est égale & 0 si ¢ est positif et &4 —I'(a + 1) 4, 8i ¢ est nul. Donc
si 'on multiplie par *+! chacun des m premiers termes du second membre de
(2), le premier des produits ainsi obtenus aura pour limite — A,I' (a 4 1) et les
autres 0. Or nous pourrons toujours prendre x assez grand pour que chacun de
ces produits difféte de sa limite d’une quantité moindre que

[

T
On aura alors: |1 K + AT (a + 1) | <,
d’on lim e*+'J = lim "' K= — A, T (a 4+ 1). C.Q F. D
Nous allons enfin considérer I'intégrale suivante :
J=fve"dz,

prise le long d’un contour enveloppant le point 0.

Je supposerai qu’ & l'intérieur de ce contour la fonction v soit partout
holomorphe excepté au point 0 et que dans le voisinage de ce point cette méme
fonction puisse se mettre sous la forme (1). On peut remarquer que, dans cette
expression (1), il n’est plus nécessaire de supposer @ > — 1, comme nous avions
di le faire dans 'exemple précédent.

Nous allons faire croitre « indéfiniment par valeurs réelles positives. Nous
pouvons donc supposer que le contour d’intégration est formé comme il suit :

1° une portion de ligne droite AB venant de linfini et se terminant 4 un
certain point B.

2" un arc de courbe quelconque BC allant du point B au point C = —1r,
r étant une quantité positive trés petite. Ces deux premiéres portions du contour
seront tout entidres & gauche de I'axe des parties imaginaires.

3° un cercle décrit du point 0 comme centre avec  pour rayon, commengant
au point C pour finir au point C.

4° et 5° 'arc OB et la droite BA parcourus en sens inverse.

Nous poserons alors: J=H+ K+ H/,

H se rapportant & la portion ABC du contour, H' & la portion CBA, et K au
petit cercle de rayon 7.
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Il vient alors d’apres ce qui précdde :
lim a*+'J = lim o*+1 K,
On a d’autre part:

#H E= drtt [reode+ ...+ Auzt [rtnerde + [Razrtioeds.
On peut toujours supposer que m est assez grand pour que a + m soit positif.
Dans ce cas 'intégrale : . J‘ Rz +le=ds,
prise le long du cercle de rayon r est égale &:

1 _ellrc -'R a-}-lelzd .
( ) ./; m 2

Elle est donc plus petite en valeur absolue que:
F(a+1) p(rpym+1
Il__e“rcl ( -*1_)_#,_(,)‘0) ,
et elle tend uniformément vers 0 quand m croit indéfiniment, et cela quel que
goit x.

Deméme ona ypy gots fategmaz =0,  ¢>o,

lim &*+! [ 2#e*dz = — (1 — ") ['(a + 1).
On déduit de 1A par le méme raisorinement que plus haut
lim *+'J = lim *H K= (" — 1) 4, (a + 1). C. Q. F.D.
Le second membre prend la forme illusoire 0 X  lorsque a est entier
négatif. Mais dans ce cas il est aisé de voir que la fonction sous le signe f est

méromorphe & l'intérieur du contour d’intégration. On a donc: _
. x'—l—l z—.—-’
J = %n (Ao Cammi T ATt Aeem A).

Pour passer au cas o le point singulier enveloppé par le contour d’intégration
n’est pas 0, mais un point quelconque a, il suffit de changer z en z 4+ a. Pour
passer au cas ol z croit indéfiniment, non plus par valeurs réelles positives, mais
avec Pargument A, il suffit de changer x en x¢* en méme temps que z en z~*.
Les résultats se déduisent immédiatement de ceux qui ont été énoncés plus haut.

I1 est aisé de voir comment ce qui précéde peut s’appliquer aux intégrales de
Péquation (1). Soient: Ay, dgy oo vy Oy,
les n racines de I’équation déterminante relative au point singulier a, et v, I'inté-
grale qui peut se mettre sous la forme :

(z—a)" ¢ (2),

¢, étant holomorphe dans le voisinage du point a,.
Vor. VIL




230 Poixcart: Sur les Equations Lintaires aux Différentielles

Nous allons faire tendre = vers « avec 'argument A. Soit maintenant /, un
chemin d’intégration dont les deux limites sont rejetées & l'infini et enveloppant
le point singulier @;,. Nous supposerons que quand z tend vers 'infini le long de
ce contour, son argument tend vers une limite 2’ telle que :

; 3
S <A+¥<F
par exemple vers % — a.
Soit enfin: . ¥ = [ vie*da,

Pintégrale étant prise le long du chemin /.

Pour achever de préciser le contour /, nous le formerons 1° de la droite
a; + R, a,+ "V, ‘R et ¢ étant des quantités, la preniiére infiniment
grande, la seconde infiniment petite: 2° d'un cercle complet décrit du point &,
comme cenfre avec ¢ pour rayon; 3° de la droite a, + &'*~%, a; + Re'"—* par-
courue en sens contraire. (e contour pourra d’ailleurs étre remplacé par tout
autre contour équivalent.

Dans ces conditions, lorsque x croitra indéfiniment avec l'argument A,
Vintégrale y, se comportera comme

6““‘%—“‘—1,

c’est & dire que le rapport yeHm gttt
tendra vers une limite finie et déterminée.

Tel est le résultat, plus complet que celui que nous avions obtenu au §1, que
nous permet d’atteindre la transformation de Bessel.

On remarquera d’abord le réle important que joue dans ce résultat I'argument
2 avec lequel x croit indéfiniment. On en conclura que les intégrales de ’équation
(1) ne se comportent pas de la méme manitre quelle que soit la fagon dont « tend
vers linfini.

Une autre conséquence importante, c’est que les n intégrales

. . . Y Y« -3 Yn
sont linéairement indépendantes. .

Faisons croitre en effet = par valeurs réelles positives, et supposons que les
n quantités A, gy ..., Oy
soient rangées par ordre de parties réelles croissantes. (On peut toujours supposer
qu’il n’y a pas deux de ces quantités qui aient méme partie réelle, sans quoi on
ferait croitre x indéfiniment avec un argument différent de 0.)

Soit A; = lim e~ %=z ty,, 4,20.
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Supposons qu'il existe une identité linéaire entre nos n intégrales
(3) Cn+GCGys+ ...+ C,y,=0.
Multiplions l'identité par: € S gtat]
et faisons croitre « indéfiniment. L’identité devient & la limite :
C.4,=0, dou C, = 0.
Effacons le dernier terme de l'identité (3), multiplions la par:
e-a._xsxu._1+l,
et faisons x = . Il vient encore :
Coy4,_,=0, d'ou C,_,=0.

En continuant de la sorte, on démontrerait successivement que tous les
coéflicients C sont nuls, ce qui montre que nos n intégrales sont linéairement
indépendantes. La transformation de Bessel conduit donec & l'intégrale générale
de V’équation (1).

Il est aisé d’étendre ce raisonnement au cas ol I'équation (2) a des racines
multiples.

Dans le paragraphe (1), nous avons vu que si

R(a,)> R(a,_,)>R(a,_3)>...> R(a),
il peut y avoir certaines intégrales particulitres dont la dérivée logarithmique
tend non pas vers a,, comme cela a lieu pour l'intégrale générale, mais vers
@,_;, VErs a,_s, ... ouvers a;. Toutefois les principes de ce premier paragraphe
ne nous permettaient pas d’affirmer que ces intégrales particulidres existaient
réellement. Ce que nous venons de dire démontre l’existence de ces intégrales
particulidres. '

Comme application de ce qui précéde, posons nous le probléme suivant:

Reconnaitre si ’équation (1) admet comme intégrale un polyndéme entier.

Pour cela il faut d’abord que l'une des racines de l’équation (2) soit nulle.
Supposons qu’elle soit simple ; soit par exemple :

a,=0.
11 faudra ensuite que la quantité que nous avons appelée u, soit entidre négative.
Quand g, est entier, il n’existe pas en général d’intégrale de I'équation (3) de la
forme : v, = (2 — a,)",; (2),
car le point singulier a, est en général un point singulier logarithmique. Si
lintégrale v contient des logarithmes, l'intégrale :

¥ = J vedz,
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prise le long d’un contour /; enveloppant le point 0 ne peut se réduire & un
polynéme entier. . 4

Mais dans certains cas particuliers, le point singulier 0 n’est pas logarithmique,
il existe une intégrale de la forme :

v = 2¢u(2),

¢, étant holomorphe dans le voisinage du point 0. La fonction ve** est alors
méromorphe & l'intérieur du contour /;, d’olt il résulte que l'intégrale y, se réduit
4 un polynéme entier. '

Ainsi pour que 'équation (1) admette pour intégrale un polynéme entier, il
faut et il suffit:

1° que Véquation (2) ait une racine nulle.

2° que V'une des racines de ’équation déterminante relative au point singulier
correspondant de ’équation (3) soit entiére négative.

3° que ce point singulier ne soit pas logarithmique.

Cela peut d’ailleurs se vérifier directement.

§6. Etude du groupe de U'équation (1).

Chacun sait ce qu'on entend par groupe d'une équation linéaire. Lorsque la
variable indépendante décrit un contour fermé autour d’un point singulier, les
intégrales de 'équation subissent une substitution linéaire et c’est la combinaison
de ces substitutions qui engendre le groupe de 1’équation.

On sait également qu’une substitution linéaire est caractérisée principalement
par ses multiplicateurs et que les multiplicateurs de la substitution relative & un
point singulier, s’obtiennent immédiatement, lorsque les intégrales sont réguliéres
dans le voisinage de ce point. En effet on les déduit aisément de 1’équation
déterminante relative & ce point.

Il n’en est plus de méme quand le point singulier est irrégulier, c’est & dire
quand les intégrales ne sont pas régulieres dans le voisinage de ce point. On n’a
alors pour le calcul des multiplicateurs que des méthodes d’approximation plus
ou moins rapides.

C’est ce qui arrive pour I'un des points singuliers de 1’équation (1), & savoir
pour le point x = . Ce point sera en effet ¢rrégulier en général. Pour qu'il
fiit régulier, il faudrait que, le polynéme P, étant de degré p, le polynéme P,_,
fit de degré p — 1 au plus, le polynéme P,_; de degré p — 2 au plus, ete.
Dans ce cas ’équation (2) aurait toutes ses racines nulles. Si on laisse de c6té
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ce cas trés particulier, on n'a pas de méthode rapide pour trouver les multiplica-
teurs de la substitution § que subissent les intégrales de I’équation (1) quand le
point « décrit un cercle de rayon trés grand.

Le groupe de I’équation (3) est dérivé de n substitutions fondamentales
correspondant aux différents points singuliers de cette équation, c’est & dire aux
différentes racines de 1’équation (2). Si ces racines sont simples, les points
singuliers correspondants sont réguliers. On peut donc trouver aisément les
multiplicateurs de ces substitutions fundamentales, mais pour calculer les coéffi-
cients du groupe lui-méme, il faut employer des méthodes d’approximation.

11 y a toutefois entre le groupe de I'équation (3) et la substitution §, un lieu
que je désirerais fuire ressortir. Sinous supposons connu le groupe de I'équation
(3), je dis que nous connaitrons aussi la substitution §.

Voici sous quelle forme nous nous donnerons les coéfficients du groupe de
I’équation (3). Considérons un point singulier quelconque a, de cette équation ;
soient 0,1,2,...,p—2, i
les racines de son équation déterminante et

Vs.1» Vigy - - oy U p
les intégrales correspondantes de telle facon que :
v¢k=(z_ai)k—l¢(z) (k=112)---1p_1)1

vy = (2 — a9 (2),
¢ (z) étant holomorphe dans le voisinage du point a,. Soit 4, un point trds voisin
du point a;,. Opérons de méme pour chacun des points singuliers; joignons b,b;;
quand la variable z ira de b, en &, en suivant la droite b;b,, les -intégrales v,,
prendront certaines valeurs qui pourront s’exprimer linéairement i l'aide des
intégrales v, ;. '

En d’autres termes, il y aura une substitution linéaire S); qui changera les
intégrales v, dans les intégrales v, de telle facon qu’on puisse écrire avec la
notation symbolique ordinairement employée :

Vi = Vix- & .
La connaissance des substitutions §; suffit pour déterminer le groupe de 1'équation
~ (8). Ce sont en effet les substitutions que j'ai appelées auxiliaires dans mon
mémoire sur les groupes des équations linéaires (Acta Mathematica 4:3, p. 207).
Il est & remarquer que ces substitutions ne sont pas indépendantes les unes des
autres.

On voit aisément que si I'on connait » — 1 des substitutions S (convenable-
ment choisies) on connaitra toutes les autres (loc. cit. p. 207). Nous conserverons
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néanmoins, pour plus de symétrie dans les notations, les n (» — 1) substitutions
S, et Sy.

Nous achdverons de définir les intégrales v, grice & la convention suivante :

1° 8i k= p, ¢ (2) se réduit & 1 pour z = gq;.

2° 8i k< p, ¢ (z) se réduit & 1 et ses p — 1 — %, premidres dérivées s’annulent
pour z = a,.

Cela posé, supposons d’abord x réel positif et trés grand. Supposons que les
droites a;b; qui sont trés petites soient paralleles & 'axe des parties réelles et de
telle facon que: R (b) < R (ay).

Soit D; une demi-droite paralldle & cet axe, partant du point b, et s'étendant
3 linfini du c6té des parties réelles négatives. Soit C; un cercle décrit du point
a; comme centre, avec a,;b; pour rayon. Soit §; un contour formé de la droite D,,
du cercle C; et de la droite D, prise en sens contraire. Soit:

n=J v,edz.
prise le long du contour .
Supposons maintenant un chemin quelconque E; partant du point b, et
g’étendant & 'infini de telle fagon que l'argument de z tende vers la limite x.

Soit Z; un contour formé du chemin Z;, du cercle C; et du chemin E; pris en sens
contraire. Cherchons & évaluer l'intégrale :

J= [ v,e%dz,
le long du contour Z,.

Je puis toujours supposer que le chemin Z ait été remplacé par un contour
E! équivalent; c’est & dire tel que 'on puisse transformer, par une déformation
continue, E; en E sans franchir aucun point singulier. La valeur de l'intégrale-
J n’en sera pas changée.

Or on pourra toujours trouver un chemin E/ équivalent & E; et formé de la
fagon suivante ; ce chemin se réduira & une ligne brisée dont les sommets seront
des points ¢, infiniment voisins de divers points singuliers a,. Le premier de ces
sommets sera b, = ¢,. Le sommet suivant sera ¢;, infiniment voisin d’'un point
singulier a;, mais pouvant étre différent de b,. Puis viendra ¢, infiniment voisin
d’un point singulier a;, et ainsi de suite. Enfin la ligne brisée E{ se terminera
par une demi-droite partant du dernier sommet, paralltle & I'axe des parties
réelles et dirigée du c6té des parties réelles négatives.

Nous pourrons supposer que le contour formé de la ligne brisée E| et de la
demi-droite D; ne contient pas & son intérieur d’autre point -singulier que ceux
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qui sont infiniment voisins d’un des sommets de E/. Il est évidemment possible
de déformer d’une maniére continue ce contour, jusqu’ & ce qu’il aille passer
infiniment prés de chacun des points singuliers qu'’il contient a son 1ntér1eur (et
cela sans lui faire franchir aucun point singulier).

Supposons maintenant que l'on étudie ce que devient l'intégrale v,, lorsque
la variable z partant du point b, décrit la ligne brisée E/. Au moment od nous
arriverons en un sommet ¢, de cette ligne brisée, infiniment voisin d’'un point
singulier a;, et que nous serons par conséquent dans le domaine de ce point
singulier, V'intégrale v;, pourra s'exprimer linéairement & 'aide des p intégrales:

vj.lf vj.l) v ey vj.p
de telle fagcon qu’on aura:

(4) Vo =Alava+Aja0s+ ..+ 4,0,

Les coéfficients 4j ; peuvent étre regardés comme connus, car leur valeur découle
immédiatement de la connaissance des substitutions Sy, c’est & dire de la connais-
sance du groupe de 'équation (3).

Cela posé, nous pouvons décomposer le contour L, de la manidre suivante :
soit A, le contour formé de la ligne brisée E/ et de la demi-droite D,. Nous
remplacerons L, par le contour A,, par le contour /; et par le contour C; pris en
sens contraire. Le contour total ainsi obtenu est évidemment équivalent & L.

I Y .
L’intégrale : ‘/',vw e dz,

prise le long de [, n’est autre que y;.
Si Yon appelle K la méme intégrale prise le long de A;, on aura:
J=K(1—ée") 4 y,.
Maintenant si le contour 2, contient un certain nombre de points singuliers
Ajy Ay Wjory o o«
on pourra le remplacer par [es contours correspondants :
| A P

»
L’intégrale f'v“, & dz,
prise le long de /; se réduit, en vertu de la relation (4) &:
Yedy,,
il vient donc enfin :
(6) J=(1—e"") 345y + v
On voit que si g, est entier négatif et si le point a, n’est pas logarithmique, il
reste : J=y,

quel que soit le chemin L,.
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Cela posé, voyons ce que deviendra lintégrale #, lorsque z, partant d’une
valeur réelle positive trés grande, revlendra a cette valeur aprds avoir décrit un
cercle de rayon trés grand. Pendant que x variera de la sorte, nous serons
obligés de déformer le contour /; le long duquel est prise V'intégrale g, ; car si I'on

ne changeait pas ce contour, quand I'argument de « serait devenu plus grand que
3

2 1
plus grande que toute quantité donnée.

Voici maintenant comment il faut déformer le contour /;; nous conserverons
le cercle C; mais nous remplacerons la demi-droite D; parcourue deux fois en
sens inverse, par une ligne quelconque E; qui partira du point [, et s'étendra &
Iinfini et qui devra étre également parcourue deux fois en sens contraire.

Nous nous arrangerons toujours pour que l'argument de x soit & chaque
instant égal & 7, moins 'argument que prend z en s’éloignant indéfiniment sur.la
ligne E,. De plus il faudra que la ligne E; dérive de la demi-droite D; par
déformation continue et cela sans jamais franchir aucun point singulier.

Quand l'argument de = sera revenu 3 la valeur 0, aprés un cercle complet,
la ligne E; (que d’ailleurs on peut toujours, comme nous l'avons vu, supposer
réduite & une ligne brisée E,') prendra une forme définitive F, et Iargument de 2
3 linfini sur F, sera égal & =.

Ainsi dans la figure (1), on a supposé 5 points singuliers a, b, ¢, d,eet on a
figuré le cercle C,, la droite D, et la ligne F;.

l'intégrale aurait cessé d’étre finie car la valeur absolue de ¢** aurait pu devenir

F;

FIGURE 1.
L’intégrale prise le long du contour formé de la ligne F;, du cercle C; et de
la ligne F, prise en sens inverse, peut se calculer par le procédé que nous avons
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exposé un peu plus haut; elle aura pour valeur:

(1— &) 24 95 + y1,
en conservant les mémes notations qu'au commencement de ce paragraphe.
Mais cette intégrale n’est autre chose que ce que devient y; quand « a décrit un
cercle trés grand.

Nous avons donc la valeur finale de y, exprimée linéairement i l’aide des
valeurs initiales des n intégrales #,, 93, . .., .. En d’autres termes, quand nous
connaissons le groupe de I’équation (3), nous connaissons aussi la substitution
linéaire que subissent les intégrales de ’équation (1), lorsque la variable « décrit
un cercle de rayon trés grand. C. Q. F.D.

On peut d’ailleurs faire la remarque suivante. Si g, est entier négatif et que
le point g, ne soit pas logarithmique, la valeur finale de y, ne différe pas de la
valeur initiale ; cette intégrale n’est pas altérée par la substitution linéaire que
nous envisageons. On devait le prévoir puisque nous avons vu que cette intégrale
se réduit alors & un polynéme entier.

§6. Généralisation des §§1 et 2.
Dans le paragraphe (2) nous avons considéré I’équation aux différences finies:

(1) Pty + Pegtpyr+ ...+ Pyuy + Pou, =0,
ol les coéfficients sont des polynémes d’ordre p en n. Nous avons vu que la
limite du rapport Un 41
u}l
était en général celle des racines de ’équation
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