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MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

SUR L'EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE ANIMEE D'UN MOUVEMENT
DE ROTATION;

Par M. H. POINCARE.

Dans le travail que j’ai récemment publié sur le méme sujet (1),
je n’ai pas donné les détails des calculs. Bien que mon analyse
differe peu de celle qu’a employée M™ de Kowalewski dans ses
recherches sur Panneau de Saturne, il ne sera peut-étre pas inu-
tile de revenir sur ces détails, ne fiit-ce que pour faire voir quelles
sont les sumplifications qui peuvent étre dues aux hypothéses que
l'on a droit de faire sur I'extréme petitesse de certaines quantités.

Il s’agit d’abord de calculer le potentiel du tore. Soient O le
centre du tore, C le centre d'un cercle méridien, M un point quel-
conque du plan de ce cercle, R la distance OC, » l'angle du
plan OCM avec un plan méridien fixe, z et y les coordonnées rec-
tangulaires du point M rapporté a deux axes passant par le point C,
le second parallele a 'axe du tore. Les coordonnées de M rap-
portées a trois axes rectangulaires dans 'espace seront alors

(R+2z)cosw, (R+2)sinw et y.
Nous poserons de plus
Z=pcosy, y=psino

et nous appellerons r le rayon du cercle méridien du tore, de
telle sorte que I'équation du tore, dans ce systéme particulier de
coordonnées, se réduira a o =r.

Pour évaluer le potentiel du tore par rapport au point M, nous
décomposerons la surface du cercle méridien en une infinité d’é-
léments infiniment petits dw’. Chacun de ces éléments engen-
drera, par sa révolution autour de ’axe, un anneau élémentaire.
Soient 2’ et 3’ les coordonnées de I'élément dw’ rapporté aux deux
axes rectangulaires défimis plus haut, di la masse de 'anneaun élé-

(') Bulletin astronomique, t. II, p. 109.
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mentaire correspondant, dV le potentiel de cet anneau, V le poten-
tiel du tore complet. Soient enfin

a=V(@—a) =y b=VoRTz+aR+{y—y)P

la plus petite et la plus grande distance du point M & Panneau con-
sidéré, et M (a, b) la moyenne arithmético-géométrique de ces
deux distances. On trouvera, en conservant les mémes unités que
dans le Mémoire cité,

dp=2n(R+ 2)dw', dV = M( ,b) —de

La théorie des fonctions elliptiques nous apprend que I'on a

1

1 a
1 _I(s,10e%+s
M(a,b) b( 0o p t)’
r r_" ’ h . a
Sy et Sy étant des séries ordonnées suivant les puissances de 5"
La méme théorie nous donnerait également les coefficients de ces
séries ; mais je vais indiquer un autre moyen de les calculer.
Soit
1 A,

_r _100_2 , BO B1a3
M(a,b) & °b " b3

—b——l— —bT+--..

2+é 1

Remplacons dans cette 1dentité a par \/tt_b— et b par

viendra

1 AO a Ala, a B
b 3 gy + =5 logg +

Mais on a

1S
+

M(a, b) = M<\/ab, “jb)-

Les deux séries doivent donc étre identiques; ce qui conduit
aux 1dentités

Bo'———' AO 10g4 +2B0,
0=—A¢+ 44y,
o=—2A,—Aglog4 + 4A,log4—2B;+ 8B;.

On a donc

U A llog o E e L 2
M(a, 5)  °\5 %838 " 5B %555 T B3 )°

en négligeant les termes de ordre de - R '°°ﬁ
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Il reste a déterminer Ay,. Pour cela nous appliquerons un cas
particulier du théoréeme de Green, c’est-a-dire le théoréme du flux
de force. Considérons un cercle de rayon trés petit décrit autour
de I'élément dw'. Ce cercle engendrera par sa révolution un tore
enveloppant 'anneau élémentaire considéré. En un point de ce
tore, a sera trés petit et peu différent du rayon du cercle méridien,
b différera peu de 2(R + z). La surface du tore sera donc

4m*a(R 4 2); Patiraction exercée par ’anneau du sur un point
du tore différera peu de
_ P

. Aodyp. . Aodu
ab — " a2a(R+a)’

ce qui fait pour le flux de force — aw2A,dp. Or ce flux doit étre
égal, d’aprés le théoréme de Green, a 4= du. On a donc

2
1'\0:— — .

Nous poserons, pour abréger,
t=z+2, {=y—y,

et nous trouverons aisément les développements suivants,

L S S G

b~ 2R~ 4Rz 8R3 16R3’
ol _loe L& 8 U
logz =log R — R+t SRz s’
R2 3 32 30
4R2 ¢ 38 3¢

b ~ 2R~ 4Rz 4R® 16Rs’

1 2R £ 382 2 4R2
ZIODT—_AR‘l_‘_ 16 R3 16R3 03’
loe?R__ & 782 &
S T T iR: R 1618

En tenant compte de ces développements, on trouve avec le
R e
méme degré d’approximation que plus haut

I_ — Llooi_ E log a
AoM(a,b) 2R °8R  jRz "®°a2aR
£2 a 4 a a2 a

T 8R3
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On trouve ensuite

V__f4(R +&)dw'  dV 4R+
- AoM(a,b) ° dw —~  A,M(a,b)

On en déduit, toujours avec le méme degré d’approximation,

r2
a a a
— = log— —tlog— + &2 log—~ — = log—
2dw’ g4 2Py °B 2 °ua
a? a n. a e a
~+~ —log— +2x'log- —22't log—-
4 “a 4 o

J'a1 écrit cette dermeére formule, pour abréger, en prenant 2R
pour unité de longueur, quitte a rétablir plus tard '’homogénéité.

Pour obtenir la valeur de V lui-méme, il reste & calculer un cer-
tain nombre d'intégrales doubles de la forme suivante

S ost as

étendue a tous les éléments dw' de la section méridienne du tore.
Une pareille intégrale n’est autre chose que le potentiel logarith-
mique du cercle méridien par rapport au point M supposé attiré
en raison inverse de la distance, et de telle sorte que la densité de
la matiére attirante soit égale a o(«/, y'). Si cette densité est uni-
forme en tous les points également distants de C, le potentiel est
le méme que st toute la masse était concentrée au centre G du
cercle méridien. On a donc

‘ff(x’2 +'?) logg dw' = 10g§ff(z"2+y"3)clm’.

S1 f est nul sur la. circonférence du cercle méridien, c’est-a-dive
pour x'2 4 y'2 =72, I'intégration par parties donne

d a d a
v I2+ I3 o r— 12+ gy o 4
'/dx’ [f(z ol lO"a dw ﬁ(w Y )dx' lobl dw
o oy A a ,, d P i rox 7.t
:ff“”‘”’) dz 108y do'= a;“’gaff(“"”‘)d‘"'
On trouve de méme

m-n p

d'n+n 9 ry a i d 1y 'y '
—[f(#2+y?)] log; dw' = W logaff(x 2+ y'?)dw,

dx'm dy a

(1)

ourvu que f soit nul ainsi que ses m -+ n — 1 premicres dérivées
I
pour ' /2= 2,
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Ces formules donnent
flogf;— dw' = wr? logg,
f (22 4 y'7) logg do' = “;‘i log,
f(aﬂ +y'2—1r?) logg— dw' = — T“:' loggy
f(w"l +y'2— r2)? logg dw' = E; logg-

J’appliquerai maintenant la formule (1) en différentiant la troi-
sieme des intégrales précédentes par rapport & 2/, ou par rapport
a y/, et la quatrieme deux fois par rapport & »’; j'obtiendrai ainsi

Tt coso ur“ sin
xIOO—dw = — J’ 0““ dw' = (P’
> P
=18 cosao
f<x -y — ) logl dw' - § [ @' log T du' = — T Z22E;
o 3 p2

d’ou je tire

a Trt ] 7ré cos?w
f.z;"l log— dw' = log~ — !
« / “a 2

4 12 02
1 a ,, Trt P wré cosy
ytlog— dw' = —logt + — —T.
% 4 o 12 p2

S1 nous supposons que le point M est sur la surface du tore de
telle facon que o =r, ces formules se simplifieront un peu, de
sorte qu’on aura

a r T3 coso
Eloc= dw = wr3cosolog- — — "7,
= ca 1 bd 4

. a ., , r/3 cos20 VA cos2©
E2log— dw' ==nrilog- (- + — (- '),
Sa a \ 4 2 4 3

s

a r/3 cos 2 ,
Clog— dw ==xrtlog- (- — )
aq L\ 3 2

y a 3 ) r
jcﬂ log— dw' = - mrilog- +=wrt,
a %

a wrt r wrt /1 5
re '
x'tlog— dw' = log— — - 4+ — C0s20 }.
f $95% 4 Cua 5 \8 24 !

Toutes ces intégrales sont des fonctions linéaires de coso et

cos29; si nous les substituons dans ’expression de V, nous trou-

verons
V= I‘—.—Gmc;—i—ll COS2T
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F, G et H étant indépendants de ¢; on a, en rétablissant Phomo-
généité,
27r'3 r Tr3
G= R log 22R " 2R’
H= §lt—]_'i ]OWQ‘U'R:

2R2 ° r

w étant une constante facile a calculer d’aprés ce qui précéde.
Quant a I, il n’intervient pas dans la suite et nous n’écrirons que
son terme principal qui est
anrzlog —-
-

Supposons maintenant que la masse considérée, au lieu d’affecter
la forme du tore dont I’équation était p = r, prenne la forme d’une
surface de révolution S, peu différente de ce tore, et ayant pour
équation

p=r—+ Brcos29 + B3c083¢ +...+ Bycosio +....

Nous pourrons alors regarder I'attraction de cette masse comme la
somme de 'atiraction du tore et de la différence entre la surface S
et le tore. Nous appellerons 3V le potentiel di a cette différence,
V le potentiel du tore par rapport a un point de sa propre sur-
face, et V —+ AV le potentiel du tore par rapporl & un point de la
surface S, de sorte que le potentiel total par rapport & un point de
la surface S sera

V+AV+8V:f0—lY—,dw',
dw

I'intégrale du second membre étant étendue a tous les éléments do’
de la section méridienne de la surface S. Mais, les 3 étant trés petits,
nous pourrons, dans le calcul de AV et de 3V, né tenir compte que

.. dav . a
du terme principal de —— qui est — 210g83- Nous trouverons
alnsi
8R .
AV = amr2log SR _ anr2log — == 2nrEf;cosio,

en négligeant les carrés de 3. On trouve encore avec le méme degré
d’approximation :

27
3V=—2rf log
;]

14

o'f .
“ 1 2(Bicosie ) dy,

il siT ¢
4R R
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si l'on observe que, pour les éléments de la différence entre la sur-
face ¢ et le tore, on peut écrire

©—¢

a=/|2rsin

Ia dw' = rdo' S 3;costy’.

On peut écrire également

27T
oV = — 21'f log
0

Cette intégrale peut s’évaluer sans peine. On a en effet

. 6
sin —

5 (EBicosib cosip + EB;sinif sinio)dh.

] I o 3"
S 2 4’
d’out
I 6[!;3

log ——— = —
nl_ei() A 1)

ou, en égalant les parties réelles,

Ca . 0 cosnf
log — — log sin - WM .
2

2 iwd T

On en déduit

2T 0
f log sin — cosib db = —
A 2

~ 3

et
SV — 2i27:r ?:,-.cos L
L

1l reste donc

. (1 '
V+AV 48V =F + Gcoso+Hcos2agp +anrEf;cosie (-L: ——x).

D’autre part, le potentiel dit & la force centrifuge a pour valeur, en
appelant n la vitesse de rotation et en négligeant n*3,

n? n? r2) n?
—(R4+-2)2= — (R‘-’+ ——)+ n2?Rrcoso+ —r2cos29.
2 2 2 4 *

Pour que P'équilibre ait lieu, il faut que I'expression
V + AV + 8V + %(R-a—x)'l

soit indépendante de o, ce qui montre d’abord que, avec le degré
d’approximation adopté, tous les 3 sont négligeables, sauf 3,, c’esl-
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a-dire que la section méridienne peut étre regardée comme une
ellipse dont I'aplatissement
2
3 — 2B,
r

En égalant a o les coefficients de cosw et cos29, on obtient les
deux équations

n?
G+nRr=H—=rd+ —rt=o0
4 ’

d’ot 'on tire
. . 2111“3( S8R 5)
n?= ——|{log — =)

Ces résultats ne sont pas tout a fait les mémes que ceux de mon
premier travail, par suite d'une faute de calcul que j’y avais
commise.

Occupons-nous maintenant du cas ot la masse fluide est répartie
en deux volumes annulaires séparés, peu différents de deux tores.
J'appellerai R et 7 les deux rayons du plus grand de ces deux tores,
R’ et r' les deux rayons du plus petit. Le potentiel, en un point de
la surface du premier tore, sera égal au potentiel di a son attrac-
tion propre, c’est-a-dire a

F -+ Gcosg

(en négligeant H et les termes du méme ordre, c’est~a-dire de

. rk R . A a .
méme ordre que log—;’), plus le potentiel di a I'attraction du

T
R—R
est assez petit. Si’on observe que la distance d’un point du pre-

second tore, que je puis réduire a son terme principal, si

mier tore au second est a fort peu prés R — R/ r coso, on verra
que ce terme principal peut s’écrire

SR’ SR’ 2Tr'2rcosy

w2 — 79 .
2w lOgK—R’—hrcosa‘o 2Er IOgR—R’ R—FR

- . 2
11 faut pour ’équilibre que ce potentiel augmenté de nT(R + x)?
soit indépendant de ¢; on doit donc avoir

amrir

G—i—n-R)‘-—m—,

= 0.
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Si on appelle G’ et n/ les quantités qui sont au second tore ce
que G et n sont au premier, on trouvera de méme

armr2y
G+n2Rr+-"—_ =0
R— R’
On a d’ailleurs
a3 r omr'3 r
G=-—glos;gy O=—g los;p

v étant une constante facile a calculer. Si donc on veut que les
deux vitesses de rotation n et n’ soient les mémes, il faut que on
alt
r2 r r r A r'z 72\
—log— — ——log— = —— ; .
R2 ¢R R'2 vR R—R

En appelant
M =an2(r2R + r'2R’)

la masse totale du fluide, nous pouvons écrire

r2

M:zn‘lRR’(R——R’)(Rglog;)% — %logv—’;{—),

ce qui est la formule que j’avais donnée a la fin du travail cité.

SUR LA STRUCTURE INTIME DE L’ENVELOPPE SOLAIRE;
Psr E.-L. TROUVELOT.

[ Suite et fin (1).]

D’un autre cdté, puisque le réseau sombre de la surface solaire
donne un spectre grisitre continu qui élargit les raies de Fraun-
hofer, tandis que le spectre beaucoup plus péle des granulations
ne produit aucun élargissement sur elles, au contraire, 1l faut bien
que V'absorption exercée par ce réseau soit beaucoup plus forte que
celle qui est exercée par les granulations, sans quoi il n’y aurait
pas renforcement des raies sur son spectre. Ces faits nous indi-
quent avec évidence que le réseau sombre qui sépare les gra-
nulations est la cause principale des phénoménes d’absorption

(') Voir p. 263 et 364 du t. II du Bulletin astronomique.
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