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Sur la représentation des nombres par les formes;
par H. Poincare.

(S¢ance du 28 mars 1885.)

Etant donnée une forme, c’est-a-dire un polynéme, homo-
géne par rapport a plusieurs variables, et a coefficients en-
tiers, donner a ces variables des valeurs entiéres, telles que la
forme devienne égale & un nombre entier donné.

Ce probléme est complétement résolu en ce qui concerne les
formes quadratiques binaires; mais il y a encore beaucoup 3 dire
A ce sujet, cn ce qui concerne les formes plus compliquées.
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PREMIERE PARTIE.
FORMES BINAIRES.

Représenter un nombre entier par une forme binaire, c’est un

probléme dont la solution est contenue explicitement ou implici-
tement dans les travaux de :

MM. Eisenstein (Journal de Crelle, t. 28).
Hermite (Journal de Crelle, t. 42 et 4T).
Kummer (Journal de Lisuville, 2¢ série, 1. XVI).

Dedekind (Mémoire sur les nombres entiers algé-
brigques. Paris, Gauthier-Villars, 1877).

Je crois pourtant gu’il est encore possible d’approfondir et
P q P pPp
d’éclaircir cette solution.
Méthode générale.

Nous adopterons la terminologie el les notations de M. Dede-
kind, que je vais rappeler.
Soit une équation algébrique

(1) M — A =14 Ay gam—2—, . Ajag Ag=o0
a coefficients entiers. Soient
Ay, A2y <oy Am

ses racines. Un nombre entier complexe sera une expression de la
forme
Do+ T 2+ Lo+ Ty 2L,

Nous l'appellerons x pour abréger. Sa norme sera le produit

(@ot+>y a1+ 7o 2+ FT g 27T ( Lo+ Ty T+ T2 2+ T 2P

X (Zo+ T4 Up .o ot Tpg 2 1),
Un module sera le systéme des nombres complexes

sV my+ ¥ my+.. .+ 2 m,,

ol my, ms, ..., m, peuvent prendre toutes lgs valeurs entiéres,
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positives ou négatives. Nous le représenterons par la notation

(1) (2} (n)
{ zy xy R A

x\1) ri2) - z'n
(2) 1 1 1
(1) 2 n

Lin—y 1‘(,,,)_1 LR ‘TSn—)—l

Si = m, la norme de ce module sera la valeur de 'expres-
sion (2) considérée comme un déterminant.

Un idéal sera un module, tel que » = m, et que le produit d’un
nombre complexe quelconque appartenant au module, par un
nombre entier complexe quelconque, appartienne également au
module.

Cela posé, envisageons une forme quelconque

F=Buazm+B_xzm—1y +...+ Byzgym-14 Byym,

et supposons qu’on cherche a représenter a I'aide de cette forme
le nombre entier N.
L’égalité
F=N

peut s’écrire, en posant
Bnz = 24,

"*‘Bm—l-z'i" 1}"" Bm-—2Bmzm— i,
+ BB~ 2 2y ym- 1+ BB tym =B N

Supposons que 'on ait choisi I'équation (1), de telle sorte que
Amt1=Bm_t, An—a=BnuaBm ..., Aj=B;B72 A,=BBn-1.
On cherchera a représenter le nombre B},”' N par la forme
D =amt Ay g2y Ay a2y o+ Ay y Ay
On trouvera par exemple que l'on a
=B !N,

en faisant
r=a, y==5.

On examinera si a est divisible par B,,; s’il ne l'est pas, on re-
jettera le systéme de solutions; s’il I'est, on saura que l'on ob-

tient I'égalité
F=N
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en faisant

a
X = — = l].
B, 7

Le probléme est donc ramené au suivant: Représenter wn
nombre entier par la forme

P=(r+0y)(®+2Yy)...(r+a,y)=norme(r + 21, y).

On résoudra le probléme plus général : Représenter un nombre
entier par la forme
¥ = norme(xy+ a2+ alxy+. ..+ a1z, ),

qui contient m indéterminées o, Xy, Lay «« oy Tm_i-
Supposons qu’on 'ait résolu et qu’on ait trouvé que la forme W
représente le nombre entier proposé, si l'on y fait

[
xt):(eOy 'Z'IZBl- m2=x{321 x3=133v ey -l‘/u--‘l:}im»l-

Si l'on a
132: fa=...= fsm—l:n,
on saura que ® devient égal au nombre entier proposé quand on
y fait

X = 30) Y = )3!)

sinon on rejettera la solution.

Le probléme est donc ramené au suivant : Substituer a la
place de x4, z, ..., Zm_y des nombres entiers, tels que W de-
vienne égal & un nombre donné.

Supposons le probléme résolu, soit N le nombre donné. Soit

W (xg, gy ...y Zm—1) = N.
Le systéme des nombres complexes
(3) (wo+m@y+... .ol lry ) (mp+ 2 my4. o2tV my, ),

ou
Mgy, My ooy Myy_q

sonl des entiers indéterminés, est un idéal de norme N. Ce sera un
idéal principal. On formera donc tous les idéaux de norme N.
Soit

( i) y(l‘“l_:_y(ﬁ Mot __.;_},(Ilt) m

I'un de ces idéaux. On doit chercher si c’est un idéal principal : et
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dans le cas ol c’en est un, on doit chercher i le ramener & la
forme (3); quand-il sera ramené a cette forme, on aura les va-
leurs cherchées de zy, xy, «. oy Zm_s-

La norme d’un nombre complexe contenu dans la formule (3)
est égale a

(5) NY(mg, my, ..., Mp_y).
Quant a
(6) norme (Y py 4+ y@ s ..oy py, ),

c’est une forme de degré m, avec les m indéterminées

By W29 <-0y MBme

Par la méthode de M. Hermite, on reconnaitra si les formes (5)
et (6) sont équivalentes. Si elles ne le sont pas, (4) n’est pas un

idéal principal et il n’y a pas a4 s’en occuper. Si elles le sont, on
passera de l'une a I'autre, en posant

W= )‘l',O my—+ )\[,1 ny + Ai’g mg+...+ )\i m—1 Mp—y.

L’expression (4) deviendra alors
i=m—1

(7) 2 MY Oy o+ D g s ..ot Y A ).

i=0

Les expressions (3) et (7) devront étre identiques, ce qui don-
nera pour les valeurs cherchées de zo, 2,y .+ ., Zm_,

2o =Y ho +FPhee +=yP o+ Y hmo,
zy =y Mo +¥Phae e + 7 X os
........................... ) St ieecesecactssenconanny
Tmoa =yl Mo+ M3 Ago+oiinneen. - ¥ Ao o

En résumé, pour chercher si le nombre N peut étre représenté
par la forme F, on cherchera si le nombre B},™'N peut étre re-
présenté par la forme W'; 4 cet effet, on formera tous les idéaux de
norme B), ' N, et si

Y=yWpu+y@pg+...4+ymu,
est 'un d’entre cux, on formera la forme

normeY
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ct I'on cxamincra si clle est équivalente a

WBH-tN
et quelle est la substitution qui permet de passer de l'une 2
Pautre. La connaissance de cette substitution donne immédiate-
ment la solution du probléme.

Le probléme est donc ramené aux deux questions suivantes :

1° Former tous les idéaux de norme donnée;

2° Reconnaitre si deux formes décomposables en facteurs li-
néaires sont équivalentes.

La deuxiéme question a été complétement résolue par M. Her-
mite. Nous n’avons donc & nous occuper pour le moment que de
la premiére.

Formation des idéaux.

Soit un module quelconque

20 my+ 2@ my +. ..+ 2 m,.
Les nombres complexes x(), (), ..., z* formcnl ce que

M. Dedekind appelle la base de ce module. Ce module s’écrit,
d’aprés la notation convenue,

(2) ()
zi) @ N
(1) (2) (n)
(2) 1 1 1 .
n
zi, xR, ... 2R,

Il est clair qu’on pourrait donner au module une autre base, ct
par conséquent l'exprimer d’une infinité de maniéres sous la
forme (2). On pourra, par exemple, dans le Tableau (2), ajouter
a unc colonne quelconque une autre colonne multipliée par un
entier constant, ou bien encore supprimer une colonne entiére-
ment formée de zéros. On arrivera ainsi, si m << n, & ramener
I'expression du module & la forme simple

a; a; az a,

o b’ b3 bg
( 8 ) o 0O €3 € )
o d;

Fai écrit lc Tableau (8) comme si m était égal a 4. 1l m’arrivera
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fréquemment, quand j'écrirai 'expression d’un module, de don-
ner & m une valeur particuliére, afin de mieux me faire entendre.
Mais il restera entendu que ce que je dirai sera vrai pour toute va-
leur de m.
Quelles sont les conditions pour que le module

a b ¢
(9) o d e
o o f

soit un idéal? Il faut que le produit d’'un nombre quelconque de
ce module par un nombre entier complexe quelconque (par
exemple ) fasse partie du module.

Je dis que «, b, ¢, d, e sont divisibles par f. En effet, si

Ly~ Loy + Ly0d
est un nombre complexe appartenant au module (9), on aura
Ty==0 (modf).
Or les nombres suivants
ax}, ba+ da}
devront faire partie du module, ce qui exige
a=d=o0 (modf).
Il en sera de méme de
(10) ba?+da3, cu+ea}+ fad, ca}+ea}+ fal.
Mais, dans le cas particulier, I’équation (1) s’écrit
af = Aga} — Aja + Ay,
de sorte que les trois nombres complexes (10) s’écrivent

dAo—— dA1 A+ (l)—l—Agd)lif,
on+ (C—f:\l)ﬁl—!—(e +Agf)1“l!,
(/'A2A0+er)+(fA0—fA2A1—eA,)11 -+ (C—-fAl +fA§ +6Az)1‘i,.

S’ils font partie du module (9) on devra avoir

b+MAd=e+Af=c— /A +fA+cAy:=0 (modf).
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d’ot
b=e=c=o0 (modf).

Je dis que a et b doivent étre divisibles par d.
Car, si le nombre complexé

Lo+ Xy %) + TyaF
fait partie du module (g), on doit avoir

L

7 (mod d).

r=e

Or les nombres
axy, bag+ da?

font partie du module (g).

On a donc
d
a=o0, b=e - (modd),
S
« € .
malsf est un nombre entier; on a donc

b=o0 (modd).
De méme, pour que le module (8) soit un idéal, il faut

=z by== by== by = 323 ¢,:==0 (mod d,),
=by==0 (mod ¢3),

A== A 5= A3== Q.

A= A9 == Az ==

aA1== A== 0 (mod b,).

En général, dans un Tableau tel que (8), le dernier chiffre si-
gnificatif de chaque colonne est sur la diagonale qui va de I’angle
supérieur gauche du Tableau a I’angle inférieur droit. Si le mo-
dule correspondant est un idéal, tous les chiffres d'une colonne
seront divisibles par le dernier chiffre significatif de cette colonne,
et le dernier chiffre significatif de chaque colonne est divisible
par le dernier chiffre significatif de la colonne suivante.

Je dirai qu'un idéal est simple si le dernier chiffre significatif
de chaque colonne, sauf la premiére, est 'unité; par exemple,

I'idéal suivant
b o

1 b

o 1

2 0 o 1§
> o o

sera simple.
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Je dirai quil est primitif sile dernicr chiffre significatif des
K premiéres colonnes est un méme nombre a, et si celui des
m — K derniéres colonnes est I'unité.

Par exemple, I'idéal suivant

a o c o o
oa b ¢ o

(1) o o 1 b ¢
oo o 1 b

0o 0 0 o 1

sera primitif.
Envisageons d’abord les idéaux primitifs; je dis qu’un idéal
primitif quelconque

a zx ¢ f 1
o a e k
(12) o o 1 d h
o o 1 g
o o o 1

peut toujours étre ramené a la forme (11). En effet, 2 devant étre
divisible par @, on remplacera « par zéro en retranchant de la
deuxiéme colonne la premiére, multipliée par un nombre enticer.
On peut donc toujours supposer

L= 0.
Le nombre
¢+ bay+ a}

faisant partie de I'idéal (12), les nombres

cay +ba}+ af,

caf+bal+ a}

devront aussi en faire partie. Le module (11) sera donc divisible
par le module (12); or ces deux modules ont méme norme; donc
ils sont identiques.

Cherchons maintenant la condition pour que le module (11) soit
un idéal. Pour cela, il faut et il suffit que tous ses nombres com-
plexes multipliés par a, fassent aussi partie dusmodule (11). Mais
il suffit de vérifier ce résultat pour les nombres de la base, et
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parmi cux pour les nombres
axy, ca}+ baj+ at,

car il est tout vérifié pour les autres.
Donc, pour que le module (11) soit un idéal, il faut et il suffit

que
aa} et ca}+ bay+ 2}

fassent partie de ce module.
Comme on a identiquement

axt=a(c+ bay+ 2}) — b(aa)) —c(a),

le nombre aa} fera toujours partie du module. Occupons-nous
donc du nombre
ca}+ ba} + af.

L’équation (1) s’écrivant ici
af = Ayat — Asad + Agal — Ao+ A,
ce nombre est égal a
Ao+ Ar g+ Agaf+(c — Az)a} + (b + Ay) 2t

S’il fait partie du module (11), il devra pouvoir se mettre sous
la forme

a(ho+ A2y + Agad 4+ Azad 4+ Ayatd )+ (¢ + by + 23) (po—+ 1y %+ pax}),

les X et les i étant des nombres entiers.
Si nous convenons d’écrire
Zo+ 1%+ .. A+ Ty 2Pt =0 (moda)
quand
Ty=xy=...=Tp1=0 (moda),

nous aurons

Ao—Aya+Azal(c—Aj)ai+(b+Ay)ab Q (mod a)
—(c+baj+a}) (po+ p1ag + pea})=o )
ou bien

Ag— Ao+ Agat— Azad + Ayab — af (mod a)
[t
—(c+baj+a})(po+ 1% + peai—al)=o ’

c’est-a-dire que, si 'on envisage la congruence

(l3) 25 - J\', Eb—!— Age"—* A‘zE"’—f—' AIE — Aq\E 0 (mm] (7).
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elle peut se réduire en deux autres, et que 'une d’elles est
(14) g2+bt+c=o0 (moda)

Donc, pour que le module (11) soit un idéal, il faut et il suffit
que le premier membre de (14)soit un facteur du premier membre
de (13), suivant le module «.

Un idéal peut étre toujours mis sous la forme

x“’(mo,, -+ mi,, Ay toeot Myp—11 1;'1—’)—“‘. .

+ 2P (Mo, p—+ My pag .o o= Mg paP1).

Les nombres "), (2, ..., (P forment alors sa trame.
Par exemple, la trame de l'idéal (11) se composera des deux

nombres
a et c+bay+a},

parce que tout nombre entier complexe faisant partie de I'idéal
est la somme d’un multiple du premier et d’un multiple du se-
cond.

Un idéal est déterminé quand on connait sa trame. La trame
d’un idéal principal se compose d’un seul nombre.

On déduit de ce qui précéde la régle suivante pour former tous
les idéaux primitifs.

On remplacera dans le premier membre de (1) a, par § et I'on
considérera I'expression ains: obtenue comme le premier membre
d’une congruence suivant un module quelconque a.

Si cette congruence n’est pas irréductible, on envisagera I'un
quelconque des facteurs de son premier membre

(15) EP+ Bp1 1+ Bpg kP2 .+ Bk + Bo.

On y remplacera £ par o, et 'on obtiendra ainsi un nombre
complexe qui formera avec @ la trame de 1'idéal cherché.

Il faut ajouter aux idéaux ainsi obtenus les idéaux principaux
(ui ont pour trame un nombre entier réel @ et qui s’écriraient

o o 8
© {8 ©
R o 0

Cherchons a appliquer cette régle au probléme suivant :

Former tous les idéaux simples de norme a.
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L’idéal cherché devra étre de la forme

a —t o o 0
o 1 —%¢ o

(16) o o 1 —¢
o o o i —¢
o o o o i

Quant 4 §, ce sera une racine réelle de la congruence
(17) B8 — ALB -+ Agtd— AyE2+ Ayt — Agy=0 (moda).
Tout nombre faisant partie de 1'idéal (16) sera de la forme
(18) amg—+ (o — &) (my + agmo—+ a2 my—+ a} my,).

Si, dans ce nombre, on remplace «, par &, on obtient un nombre
entier divisible par a. Réciproquement, soit

T = X+ X410+ Ty0} + x30}+ x40}

un nombre entier complexe qui devient égal & un nombre entier
divisible par a quand on y remplace «, par §&. On aura identique-
ment

Z = Zo+ 21 E+ 2982+ 23 83+ 2 B
+ (a1 — ) [+ @o (a1 + §) + 23 (23 + 01 E+ E2) +-2 (2} + 2 E+- 2 B2 £3)],

qui devient égal a 'expression (18) quand on fait

1
my= ;(wo+x1&+x2§2+x3£3+ x, B4),

my =z ~+ T § + 2382+ 2,83,
my = o3+ 23k + 2, £,
my = 3+ x,§,

m, = &,.

Le nombre z fait donc partie de l'idéal (16). Nous désignerons
donc souvent cet idéal par la notation abrégée

(a, &)

Considérons maintenant I'idéal (11) et supposons d’abord que «
soit une puissance d’'un nombre premier, et que la congruence

(19) B2+ bf+c=o0 (moda)

ait deux racines réelles &, et &s.
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Tout nombre faisant partie de I'idéal (11) sera de la {orme
a(my+ myay) + (1+ bay+ cal)(mg+ mya + mya3)
et, si 'on y remplace «, par §; par exemple, on aura
a(mo+ my§y) + (1+ b+ cE}) (me+ myby+ mytd) =0 (mod a).

Si donce

r = ‘1:'0+‘T11|+$21? +$31? +.2?b1f
. y
appartient a I'idéal (11), on aura

Zo =+ 211+ 2ok} + 23k} + 2 k=0
o+ 21 by + 2o} + 23k + 2 By =0

(20)

Réciproquement, si I'on a les congruences (20), le nombre x
appartiendra a I'idéal (11), comme il est aisé de le vérifier.

Supposons que la congruence (19) ait ses racines imaginaires;
je dirai encore que, pour que z appartienne a I'idéal (1 1), il faut et
il suffit que les congruences (20) aient lieu. Mais quel sera alors
le sens de ces congruences ou entrent des imaginaires? On rem-
placera les congruences (20) par les congruences (21)

229 +21 (81 +8) + 22§} + E) + 23 (B +-ED) + 2 B +ES) =0
Zo(B1 &)+ &1 (8] +83) + 22 B +ED+ 2 Gt +ED) + 2 B +ES) =0

(21) (mod a).

Si & et £, sont imaginaires, toute fonction symétrique de §, et
£, sera un nombre entier réel. Les congruences (21) ont donc
toujours un sens. Quand &, et &, sont réels, les systtmes (20) et
(21) sont équivalents. Nous dirons qu’ils le sont encore quand §,
et &, sont imaginaires. Dans ce sens, on pourra dire que, pour que
« appartienne & (11), il faut et il suffit que les congruences (20)
soient satisfaites.

Supposons maintenant que @ soit un nombre quelconque; la
congruence (19) peut avoir plus de deux racines réelles. Si l'on
en choisit deux telles que

Rrbi+e=CE—E8)(E—§) (moda)

ce qui est toujours possible; on trouvera encore que la condition
nécessaire ct suffisante pour que z fasse partie de (11), c’est que
les congruences (20) soient satisfaites.
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ProsLiime. — Former tous les idéaux primitifs.

On prendra un nombre quelconque a. On envisagera la con-
gruence

(22) FE)=tm—Ap_fm—14 A, gtm2—. At Aj=0 (moda).
On choisira m racines réelles ou imaginaires

En Eh ey Em

de cette congruence, de telle sorte que 'on ait identiquement

F&)=¢—-ea¢E— E?)'(E - Eln) (mod a).

Parmi ces racines &, §;, ..., Ex, il y en aura d'imaginaires;
mais ces imaginaires se répartiront en cycles, de telle facon que
tout polynéme entier symétrique de toutes les racines d’un méme
cycle soit un nombre entier réel. Si donc I'un des cycles est formé,
par exemple, des racines

& & .o &g
le produit
E—E)E—8&)...(E—&)
sera réel.
Cela posé, on choisira au hasard p racines de la congruence (22),
par exemple

(23) Eh ES, ey gpy

mais de telle sorte que, si uneracine imaginaire fait partie du sys-
téme (23), il en soit de méme de toutes les racines du cycle. On
formera les congruences

\

‘ o+ z1§,+z‘g${+...+ Z‘m_1E"n—IEO '

) zo+ ZrEy+ Tabd . TP =0

(24) (mod a).

( To+ &1 Ep+ 283+ .+ Zmy E =0 s
Si ces congruences sont satisfaites, le nombre
T =T+ 10+ T30} + ... T alt
appartiendra 4 un certain idéal primitif que je désignerai par la
notation abrégée
(a, E.l’ 521 LR EP)'

On obtiendra de la sorte tous les idéaux primitifs.
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Idéaux premiers.

L’idéal
a o o o
o o o
(25)
o 0o a o
o 0o a

est-il un idéal premier? Pour cela il faut d’abord que « soit pre-
mier; car, s'il était divisible par un nombre entier b, I'idéal (25)
serait divisible par l'idéal

b o o o

o b o o

o o b o

o o o b
Il faut en outre que la congruence
(26) Ee— AgB3+ Apt2— Ayt +Ay=0 (moda)
soit irréductible ; car, si 'on avait identiquement, par exemple,
Br— A8 AgB2— Ayl + Ao=(B+ bt + c)(B2+b'E+ ') (moda),
I'idéal (25) serait divisible par I'idéal

a O ¢ o

a b

=]

oo:bi'

o 0o o 1|

Ces conditions sont suffisantes. Pour que (25') soit premier, il
faut et il suffit que @ soit premier et que la congruence (26) soit
irréductible.
A part les idéaux premiers ainsi trouvés, je dis que tout idéal
premier est primitif. Je dis que 1'idéal
abc dba eba ha ma
o ab fba ka na

(27) o o ab la pa
o o [ a gqa
c o o o @

ne peut étre premier.



1° 1l est divisible par

a o0 0 o o
o a o o0 o
o o a o o
o 0 o0 a o
o o0 0o o a

Pour qu’il soit premier, il faut donc d’abord
a=I.

Supposons cette condition remplie.
2¢ Il est divisiblc par I'idéal

b o o h o
o b o k A
(29) o o bl k
o o o 1 I
0 0 0 0 1

En effet, les nombres
b(ag+d)ay, (a}+la2+ kay + h)a,

devant faire partie del'idéai (27), cet idéal divise

bc bd o h

o
o b bd k R
(28) o o ! k
o o o 1 !
o o [

(Je tiens compte de la condition @ =1.)
Mais (27) et (28) ont méme norme; donc ils sont identiques.
Cs il est clair que (29) divise (28).
Donc (27) n’est pas premier. C. Q. F. D.
Considérons donc un idéal primitif quelconque

a o ¢ o

o a c

(30) o o 1 b
0 0 0 I

Que faut-il pour qu’il soit premier?
Il faut d’abord que a soit premier; car, si @ était divisible par p,
X1l 12



— 178 —
(30) serait divisible par

S o ©

1

© o oM
© o N o

o

-

11 faut ensuite que la congruence
24+ bt+c=0 (moda)
soit irréductible; car, si I'on avait, par exemple,

B+bt+c=(E+8)(¢+8) (moda)

(30) serait divisible par

o 1 & o

ces conditions sont suffisantes.

ProsLime. — Former tous les idéaux premiers.
On égalera @ 4 un nombre premier P quelconque; on décompo-

sera le premier membre de la congruence (22) en facteurs irré-
ductibles. Soit

(31) 5P ap g EP - apgbP-t .. .+ ark + ap

I'un de ces facteurs. Supposons que, décomposé en facteurs ima-
ginaires, il s’écrive
(§—E&1)(E—8s)...(E—&p)
Pidéal
(P, Eh Eh ceey 2{’)

sera premier, et I'on obtiendra de la sorte tous les idéauxpremiers.

Tous les nombres appartenant a cet idéal seront compris dans
la formule

P (No+ 11N1+. ..-i—dl;—l Np—l)
(e rap g2 o aga+ @) (Np+ Ny oty + oo+ Ny g atpP1),

ot les N sont des entiers ind éterminés.
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La trame de I'idéal sc composera des deux nombres

p—

Petaf+a,qaf ™ +.. .+ a4+ a.

Puissances d'un idéal premier.

Envisageons I'idéal premier que je viens de définir.
Envisageons la congruence

(32) gm— A, g Em14...2 Ag=0 (mod P}).
L’un des facteurs irréductibles de cette congruence sera congru
(module P) a
P+ ap 1 5PV + ap o kP24 ...+ ay.
Or, on a pu choisir (31) d’une fagon arbitraire, pourvu que
@p_yy Ap_3a, ..., a; donnent certains restes a P. On aura donc pu

le choisir de telle fagon que ce soit un facteur irréductible de Ia
congruence (32).

Cela posé, la puissance Ai*®® de I'idéal premier considéré qui a
pour trame

Petal+ap 2! '+, . +a12+a,

aura pour trame

PN (@l 4+ ap—ya ™' +.. .+ a2+ ay)*
et I'ensemble des nombres
(33) Pe(af+ap 2™ . o ayay+ ay)h B
L’un des communs diviscurs des nombres compris dans I'ex-
pression (33), on

B=1I, 2, «e., A—1,
sera

4 P—1 —
a4+ apq2y +... 4+ ay= 1.

Donc la puissance )im¢ cherchée sera divisible par 'idéal (31),
dont tous les nombres sont donnés par la formule

PM(No+ gy Ny ..+l "' Npy) = P(Np+ Npiq 2y 4. o= Ny aft-rn,

Or elle a méme norme que cet idéal. Elle est donc identique a cet
ideéal.



— 180 —

Multiplication des idéaux premiers entre eux.

Tout idéal primitif ou non primitif peul étre considéré a la fois
comme le produit et comme le plus petit commun multiple d’un
certain nombre d’idéaux primitifs premiers entre eux el puissances
d’un idéal premier.

Nous savons m=intenant former toutes les puissances d’un 1déal
premier. Comment maintenant multiplier entre elles deux pareilles
puissances premiéres entre elles? Soient

pt o o o o
o ph b o o
. 1t a b o
(33) o o o1 a b
(¢} o (] 0 1 a
0 0o o 0 o0 1
p* o o e o o
o pt o d e o
. o o pt ¢ d e
(36) 0o o o 1 ¢ d
o o o 1 ¢
o o o o o 1

les deux puissances & multiplier entre elles. Soit p < Aet suppo-
sons les deux puissances premiéres entre elles; on devra avoir
identiquement

As— A+ A B — AsB+- A B2 — A E+ A,
=+ at+b)(B+ckr+ dE+e)(E—1) (modph).

Le produit aura pour trame

pr+i, pi(at+ 2 a+ b), pMNai+ cal+da -+ e€)

et
(2}+ma+b)(a}+ca}+da+e)=aj+ kaj+ 123+ ma}+ nay+gq.

Il aura pour norme

1,2)\+15y..



— 181 —

“nvisageons le module

pr o bpt o o ¢
o pr apt bpt o n
o o pt apt bpt m
(37)
o o o pt apt 1
o o o o p+ k
o o o o o 1

Il sera divisible par (35) et par (36), et par conséquent par leur
plus petit commun multiple qui est leur produit. De plus il aura
méme norme que leur produit. Donc ce sera leur produit.

Dans le cas particulier A = p, (37) se réduit a I'idéal primitif

pr o o o o ¢
o pr o o n
o o pr o o m
o o o pr o (]|
o o o o pr k
o 0o 0 0 o 1

On ferait de méme pour multiplier entre eux plus de deux
idéaux puissances d’un idéal premier.

Pour nous résumer et pour donner des résultats un énoncé
simple, nous allons donner quelques définitions.

F(a,) sera I’expression

d'ln— Am_] 1'{!—1 -+ Am_2 a'{"” —...= AU»

qui est nulle, comme on le sait, si 'on remplace a; par sa valeur
tirée de I'équation (1).
Nous dirons qu’un nombre complexe

Hi=al+ayaf ™' +.. .+ ap
est un facteur du nombre complexe
Hy= o} + by—ya) ' 4. .+ by,
suivant le module B, sil’on veut trouver un nombre complexe
K= a3 4 oy sl H e

tel que
H,-- H,K

soit divisible par B.
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De méme nous dirons que H, est un facteur de F(a,) suivantle
module B, si I'on peut trouver un nombre complexe

K=o Prc, ygat ¥ ¢
tel que
F(ay) — HK'
soit divisible par B.

Régle pour former tous les idéaux dont la norme est une puissance %
d’un nombre premier p.
Soient
H, un facteur de F(a,), suivant le module p#,
Hs un facteur de H,, ..
H,, un facteur de H,,_,.

Soient y, pa, .., W, les ordres de Hy, H,, ..., H,.
Soit
)‘h )“7, LIUKE )/t, )‘

une série de nombres entiers croissants, tels que
M(m— pg) + ke (g — o) +. oo An(Pnmt— pn) + Aptp = k.

Le module dont tous les nombres complexes sont compris dans
la formule

PP)"HI (Nm+ Np—gag+...+4 Np.,+1 ern—p.,—i)
+ pMHy Ny, + Ny, gy -+ . o~ Nypg ottt
(38) (e e .
+ pH( Ny, + Ny, 12+ oo Ny g affmmetn=1)
+ pM(Np,,~+ Ny, g+ ..+ Nyar™),

o les N sont des entiers indéterminés, sera un.idéal de norme p*
et de plus on obtient par ce procédé tous les idéaux de norme p*.
Il en résulte que le nombre des idéaux de norme p” est fini;
car F(«,) n’admet qu'un nombre fini de facteurs H, suivant le mo-
dule p*, H, n’admet qu’un nombre fini de facteurs H, suivant le
module p#, .. ..
Il est vrai qu’on peut remplacer respectivement

H. Hy ..., H,
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par
H,+ p'K,, Uy-+phK,, ..., H,~+ phK,,

Ky Ky, ..., K, étant des nombres complexes quelconques
d’ordre wy—1, pg— 1, ..., ky— I, sans que ces nombres cessent
d’étre facteurs les uns des autres et de F(«,) suivant le module p*.
Mais, en faisant cette substitution, on ne change pas Iidéal corres-
pondant.

Remarquons que 'on peut disposer de K, K,, ..., K,, de telle
sorte :

1° Que H, soit divisible par H,, H, par H;, ..., H,_, par H,;

2° Que H, soit un facteur de F(a,) non seulement par rapport
au module p*, mais par rapport au module p*, k étant aussi grand
qu’on voudra.

Supposons, pour plus de simplicité, que on ait disposé ainsi de
K, K,, ..., K,. Soit & décomposer en facteurs premiers un idéal
dont la norme est p.

Supposons (ce que nous pouvons toujours faire, ainsi qu’on
vient de le voir) que H, divise H,, H; divise H,, ..., H, divise
H,_,.

Soit

Hy1=H.Ks—y, Hpos=Hp_Kng, .... H = HyK,.

L’idéal (38), qu’il s’agit de décomposer en facteurs premiers, a
pour trame

P)‘7 P)‘"Hn’ P)‘"—‘Hu—h ) P)"sz P)“ H,.

11 sera le produit desidéaux primitifs qui ont respectivement pour
trames

P)"a (P)"—)"y Kl)v (Pl"’_)"v Kz)v ey (P)‘”")'» KIL—l)v (p)‘_)"v “n)-

Il reste & décomposer chacun de ces idéaux primitifs en facteurs
premiers.

Envisageons le premier de ces idéaux, a savoir celui qui a pour
trame ph : c’est la puissance A, de celui qui a pour trame p; pour
obtenir les facteurs premiers de cet idéal, envisageons la con-
gruence

(39) Em—Ap g+ . EAp=0 (modp).
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Décomposons-la en facteurs irréductibles et supposons que, si 'on
remplace dans ces facteurs § par «,, ils deviennent des nombres
complexes /iy, hy, ..., hy. L'idéal dont la trame est p aura pour
facteurs premiers les idéaux dont la trame est respectivement

(P: hl)r (P’ h2); sy (P’ hq)-
Envisageons maintenant 1'idéal dont la trame est
phMy kgt

ce sera la puissance h, — &, de I'idéal dont la trame est

P, kl'
Soit
/L'l = a\; -+ av—‘a‘; V-‘+. ot @
Considérons les facteurs irréductibles de la congruence

BVt @y Bl +...+ay=0 (modp)

et supposons que, quand on y remplace, § par a,, ils deviennent
des nombres complexes
Ky, By ..., By

Les facteurs premiers de I'idéal dont la trame est
P ki
seront es idéaux dont les trames sont respectivement
(P, k), (py By), .oy (P, hY).

On opérerait de méme pour les autres idéaux primitifs, de telle
sorte que I'idéal (38) se trouvera décomposé en facteurs premiers.

Cas exceptionnels.

1 La congruence (3g) est irréductible.
Dans ce casil n’y a pas d’idéal dont la norme est p* si & n’est
pas divisible par m; iln y en a qu’un si A est divisible par m : c’est

celui dont la trame esl.p et c'est la puissance E de I'idéal dont
la trame est p qm est premler.

2 La congruence (39) a des racines multiples.

Dans tout ce qui précéde, an a supposé implicitement que la
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congruence (39) n’avait pas de racine multiple. Remontons en
effet jusqu'au point ol il s’est agi de trouver la puissance Ai¢™ed’un
idéal premier donné.

L’un des facteurs irréductibles de la congruence (32), ai-je dit,
est congrue & (31) (modP). Cela ne serait plus vrai si la con-
gruence (32) ou, ce qui revient au méme, la congruence (39)
avait des racines multiples.

Aiusi la congruence

22— D=0 (mod p?)

admet ou n’admet pas de racines réelles, c’est-a-dire est décompo-
sable ou non en deux facteurs irréductibles, selon que la con-

gruence
£2—d=o0 (modp)

est elle-méme réductible ou irréductible. Cela est vrai toutes les
fois que D n’est pas divisible par p.

Supposons maintenant que D soit divisible par p sans I'étre
par p=®.

La premiére congruence sera irréductible, le premier membre de
la seconde sera le carré du facteur irréductible .

Pour voir comment on devra opérer pour lever cette difficulté,
commencons par un exemple simple; soit

p —& o o

o) o 1 —¢

jo

(o. o o 1 —£
o o o I

un idéal premier simple et supposons que £ soit racine double
de (39).
Cherchons le carré, le cube, etc., la puissance A de (40).
Supposons d’abord, toujours pour plus de simplicité, §= o, ce
qui exige
Aj=Ay=o0 (modp).
Cherchons d’abord le carré de I'idéal donné

p o o o
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Je dis que ce sera

(41)

o ° o
o N
- ¢
© o ¢

o o0 I

En effet, il est aisé de constater que (41) est un idéal. Or le
carré de (40) a pour trame

P pay, af,

et, comme ces trois nombres font partie de (41), (41) divise le
carré de (40). Or ces deux idéaux ont méme norme. Donc ils
sont identiques. C. Q. F. D,
Cherchons maintenant les puissances paires de (40), la puis-
sance 20 par exemple. Cest chercher la puissance a de (41).
F(«,) va admettre comme facteur suivant le module p** un cer-
tain facteur quadratique af + o, A + u, tel que

A=p=o0 (modp).

L’idéal (41) peut s’écrire

p o p o
op 2 p
oo 1 A
00 o0 1

Il a alors pour trame
P et a} -+ Aag+ .
Sa puissance «'*™¢ a pour trame
p* et prB(ai+ Aay+ p)b.
Elle est donc divisible par l'idéal dont la trame est
p* et af- Aoy p.

Or cet 1déal s’écrit
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et a par conséquent méme norme que la puissance a’™ de (41).
Donc (42) est la puissance «i‘™ de (41) et la puissance 2aime
de (40).
Cherchons maintenant la puissance 2a + 11¥™¢ de (40) : c’est le
produit de (40) et de (42); elle aura donc pour trame

po+t, ap%  p(ai-+day+p), (a4 Aay+p).

Supposons, ce qu’on peut toujours faire, que «} + Az, + . soit
un facteur F(a,) suivant le module p2a+t,

pa-l-i o l"' o

o p* A p

(43) o o 1
o o o0 1

sera un idéal dont feront partie tous les nombres de la trame de
la puissance cherchée et qui aura méme norme que cette puis-
sance; ce sera donc cette puissance elle-méme.

Supposons maintenant que

F(a,) = a'{—— A5¢%+ A.3 a?— Ag“% -+ A]GI _— Ao
admette comme facteur suivant le module p
(a3~ Aay + )3

Il admettra comme facteur irréductible suivant le module p*,
h étant trés grand,

at+ Hya} + Hya?+ Hyay + H,,
Ho=p?, Hy=2lp, Hy=XA+ap, Hy=2a) (modp).

Il'y aura alors un idéal premier

P o o o
op X po
0o 0o 1 A p
o o 1 A
o o 0 I
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dont la puissance 22" sera

p%* o o o,
o p* o o H
o o p* o H,
o o o p* Hy
o o o o I

et la puissance 2a + riéme

an—l o wp% o H,

o pr+t )\pm wp* Hy
o o px ipr H
o [} p* H;
o o o o 1

Encore un exemple : supposons que F(«,) admette le facteur

(ar+E)
suivant le module p.
1l admettra comme facteur irréductible, suivant le module p*,
h étant trés grand,
a}+ Hya} + Hyay+ H,,
ot
H,=3% H;=3%, Hi=*£ (modp).

Il y aura alors un idéal premier

pEooo
o1 £ oo
o o tE o
o o0 o0 1 &
0 00 0 I

dont les puissances 3ai®¢, (3a -+ 1)"¢, (3 + 2)¥" sont respecti-
vement

p* o Hy o
o p* o H; H,
o o p* Hy, H; |,
o o 1 H,
o o o o 1



o p'x-o—i DY EP“ H; H,
o o p*r Hy H
o 1 H,
[ o o I

Ces exemples suffiront, je pense, pour faire comprendre com-
ment on devra se tirer d’affaire dans le cas exceptionnel qui nous
occupe.

Multiplication de deux idéaux dont les normes sont premiéres
entre elles.

Soient
abed abcl ab: ay aybye,dy ajbiely a biey ayyy
o abc  abd af o ajbiey  a1b1% a, By
b
o o ab aa o o a by ajuy
o o o a o [ o a,

les deux idéaux a multiplier. Leurs normes seront respectivement
N = a*b3ctd, N,= a}blcid,.

La norme de leur produit, qui est en méme temps leur plus
petit commun multiple, sera

NN, = (aa, ) (bby)3(ce, )2 (ddy ),

N étant premier avec N, et par conséquent a, b, c, d premiers
avec a,, by, ¢,, d,; on pourra trouver des nombres

A, B, T, A E, Z,
tels que

Z=2¢ (modd), Z={¢ (modd,),
E=¢ (modcd), E=z (modcd)),
A=2¢ (mode),” A=23; (modc),
=+ (mod bed), TI'==vy, (mod byc,d;),
B=28 (modbc). B=f; (mod byey).
A=a (mod b), A= 2; (mod by).

v
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Les idéaux sont alors équivalents a

abed abcl abE al abeyd, a;be,Z a bE a,T
o abc abA aB o ajbie; ayb)A aB
o o ab aA | o o a)b, aA
o o o a o o o a,

Leur produit divisera I'idéal

abeda,byc,d;, abcajbyeyZ abaybE aa,T

, o abcajbiey, abab)A aa B
(44) o ) abayb, aa;A
o o o aay

et, & cause de l'identité des normes, sera identique a (44).

ProsLimE. — Former tous les idéaux de norme N.

On décomposera N en facteurs premiers; supposons qu’on ob-
tienne de la sorte
N =p*ph pi-
On formera tous les idéaux de nombre p*, de norme pi, de
norme p’: et on les multipliera entre eux d’aprés la régle précé-
dente; on obtiendra ainsi tous les idéaux de norme N.

ProsLimE. — Reconnaltre si un nombre N peut étre repré-
senté par la forme W(z,, T3, ..., Zm).

On formera tous les idéaux de norme N d’aprés la régle précé-
dente. Supposons que tous les nombres complexes de I'un de ces
idéaux soient compris dans la formule

B:$1+ pzz‘z-i-- «ot Bz,

ot les 3 sont des nombres complexes donnés et les z des entiers
indéterminés. On cherchera, d’aprés la méthode de M. Hermite,
si les formes

NW(zy, #32, «.., Zm) et norme(Biz;+ Byza+...+ Bmzm)

sont équivalentes. Si elles le sont, le nombre N peut étre repré-
senté par ¥.

Si aucun des idéaux ‘de norme N ne donne une forme équiva-
lente @ NW, le nombre N ne peut étre représenté par W'.
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_ Sachant reconnaitre si un nombre entier donné peut étre repré-
senté par ¥, on saura reconnaitre s’il peut 1'étre par F.

Imperfection de la méthode.

Si I'on veut trouver ioutes les représentations de N par F, on
cherche toutes les représentations de Bj,"'N par ¥'; supposons

que I'on trouve que ¥ devient égal & B]:™* N quand on fait

Z‘1=f3n Z‘2=Bzy ooy wm={3m-

On rejettera toutes les solutions pour lesquelles on n’aura pas a
la fois
p;=gb=...=pm=0, p|EO (modB,,,).

S’il en reste une, on saura que F devient égal 4 N quand on fait

On est donc obligé, pour trouver toutes les représentations de N
par F, de chercher toutes les représentations de B),"'N par ¥,
dont la plus grande partie sera en général inutile. On est forcé,
par conséquent, de former un plus grand nombre d’idéaux qu’il
ne serait striclement nécessaire. C’est ce qui nous conduit a cher-
cher quelques simplifications.

Pemiére simplification. — Le probléme de la représentation
des nombres par F se raméne & celui de la représentation des
nombres par ®. Occupons-nous donc de ce second probléme et
cherchons a trouver des nombres entiers &, 7, tels que

*(&n)=N,
N éiant un entier donné.
(On peut toujours supposer que § et 7 sont premiers entre eux ;

car, s’ils ne I’étaient pas, N devrait étre divisible par la puissance
mié™e de leur plus grand commun diviseur d et 'on devrait avoir

q’(—i—; %) = Nd_m,

et le probléme serait ramené a égaler ® 3 Nd=™ en substituant a

. T; .
la place de z et de 1 deux nombres cntiers 57 - premicrs cntre

eux.)
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Si I'on suppose le probléme résolu, les nombres complexes
compris dans la formule

(45) (5 +nag)(my+ myag+ maa}+...+ my_qaf’~t)

forment un idéal de norme N et la méthode générale consiste a
former tous les idéaux de norme N et a chercher s'ils peuvent se
mettre sous la forme (45).

Est-il nécessaire pour cela de former tous les idéaux de norme N?
Non, car je dis que (43) est un idéal simple. En effet, si m =5
par exemple, cet idéal s’écrit

£t o o o Ao
wtE o 0o —An
om t o A |
o o m £ —Asm
o 0 o m E+A

E et étant premiers entre eux; il en serade méme de 7, et § + A7
il existera deux nombres A, et ., tels que

Mn 4+ (E+ Ayq) =1,

On ne changera pas I'idéal en multipliant la cinquiéme colonne
par s, ety ajoutant la quatriéme multipliée par A, et (en méme
temps) en multipliant la quatriéme colonne par £ 4+ A;n et en
retranchant la cinquiéme multipliée par 7; car le déterminant

l )\1 1 .
E+Am —n|
L’idéal devient ainsi
£ o o — Agn? 1 Aoy
1 & o A2 — Ay
o n ¢ — Agm? 1 Aem
0 0o 7 B+ AumE+Asn? ME—pAgy
o 0 o o I |

Lesnombres n et £2 4 A, nE 4+ Ay72 sont premiers entre eux. 1l
existe donc deux nombres J,, W, tels que

Xow - pa(Ba+ Aymt + Ayy2) =1.

On ne changera pas I'idéal en multipliant la quatriéme colonne
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par g2 et-y ajoutant la troisiéme multipliée par Xy, et en multi-
pbant la troisi¢tme par £2+ A;75+ Ag%2 et en retranchant la
quatri¢éme multipliée par 7. L'idéal devient alors

E o Agy? — p2Ao7? 1 Aom
n § — Ay7? peAy7? — tAT
0 7 BHA B+ A+ Aend dof — A2 w1 Ag

o o o 1 ME— Az
o o 0 o 1

Les nombres 7 et &+ Ay nE2+ Ay%25 + Ay7® sont premiers
entre eux, etc.; il est aisé de voir qu’en continuant de la sorte, on
aménera 1'idéal 4 la forme

N a b ¢ d

1 S &

o 1 h k|,
o o o 1 !
0 0 0 0 1

ce qui montre que c’est un idéal simple.
Donc, au lieu de former tous les idéaux de norme N, il suffira
de former tous les idéaux simples de norme N.

Prosrime. — Trouver toutes les représentations de N par ®.

Ce qui précéde nous conduit a la régle suivante :
On envisagera la congruence

(46) Em— Ay EmHl Ay ptm—2— = Aj=o0 (modN).

Soit £ I'une des racines de cette congruence.
Si les deux formes

NW(}’h}’h '--7)/”1)

et
norme[ Nz, + (2 — E) (@2 + T3 % + 2y 2} 4. . .+ 2 ali™2))

sont équivalentes et que I'on passe de la seconde a la premiére en
posant
Ty = 7\1,1}’1 -+ 7\1,2}’2 +eo 7\1,»;}’":,
Ty = X1 Y1 + AeaYe +.o o+ Aeym¥ms
L)y = )\m.l}ﬁ -+ )\m.t]’ﬂ‘*‘- P )\m,m]’m,
XIIE, ' 13
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st l'on a
A3q= )\4‘1 =...= )‘m,l =0,

on égalera ® & N en posant
r = N)\m— E)\z.h Yy = )\2,1,

et 'on obtiendra de la sorte toutes les représentations de N par ®.



