
Sur les Ibnwtions Abe"iennes. 

PAR H. POINCAREB. 

?1. R6duction des Int6grales. 

J'ai donne dans le Bulletin de la Societe Mathematique de France (tome 12, 
page 124) une demonstration et une generalisation de deux theoremes de M. 
Weierstrass. Je veux d'abord rappeler ici succinctement, en y ajoutant quelques 
complements, ce qu'il y a d'essentiel dans cette deemonstration. 

Soient J1, J2,. , J, p integrales abeliennes de rang p. 
Soit x1 2 xp; xf, x2. xP, 

un systeme de periodes normales de J1; 

Yl, Y27 ..* YP; Yl Y2, .. yp 

les periodes correspondantes de J2; 

ti, t21 . t. . tip ti2 I tp 
les periodes correspondantes de J,; 

et enfin 1, U2. , up; U' 2 up 
celles de Jp. 

De telle fagon que lon ait: 
Xiy -xyi + X2y2 - XY2 + *. .i + pyp-xpypyO 

et 1) - 1 autres relations de mAme forme. et 
2e 

Imaginons maintenant que l'on puisse trouver 212 nombres: 

V1 OL 2 V I I I . t2 
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tels que les periodes de l'integrale J, puissent se mettre sous la forme suivante: 
Xi= ka=kgk; ix=ka'ikik 

les 41tp nombres aoy, et a,' etant tous entiers. 
Supposons que l'on ait de meme pour les periodes de l'int6grale J2: 

Y1 = Xaikk7i;i kn- 

(les nlombres aik et a' conservant les menies valeurs que plus haut) qu'il en soit 
de meme pour les periodes des integrales suivantes J3. ... et qu'enfin pour les 
p6riodes de l'integrale J,, on ait: 

ti - 1aikVk; t4l= x,a/7kk 

Nous dirons alors que les y integrales J, ,2, **. . J,,, sont reductibles au 
genre y. 

Nous formerons le tableau des 4yp nombres entiers: 

a,. 1 al.1 a2.1 a2.l .. at,.1 ap,. 

(1) al. 2 a22 a/22 a p.2 a ap.2 

al.2, al. 2E a2,.2. a2.2, a... ap2,, a.. 2,, 

Le probleme que nous nous proposons est de reduire ce tableau a sa plus 
simple expression. 

Voici comment cette reduction peut se faire: 
10. Au lieu d'envisager un systeme de periodes normales 

x1, x2. , xp; Xi, X2 . ,p 

de l'integrale J, et les periodes correspondantes des autres integrales, on aurait 
pu envisager un autre systeme de periodes normales de J1. 

Par exemple: 
xi + xi/, X2, .. , xp x.2 . X 

ou bien -X1,x 2 *,X; -Xi, X2 . . . . . .x 
ou bien -Xi, x2. , x1,p; xi . 2 * * x 

formeront encore trois systlmes de periodes normales de J1. 
II sera donc permis: 
Ou bien d'ajouter dans le tableau (1) aux termes d'une colonne de rang 

impair, les termes correspondants de la colonne de rang pair qui la suit (nous 
dirons pour abreger que ces deux colonnes appartiennent a la meme paire). 

Ou bien-de changer de signe tons les termes des deux colonnes d'une ineme 
paire. 
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Ou bien de permuter deux colonnes d'une meme paire en changeant tous 
les signes de l'une d'elles. 

Plus g6n6ralement on peut faire l'operation suivante que j'appellerai l'opera- 
tion Ai et qui n'est qu'une combinaison de celles dont nous venons de parler: 

Remplacer les nombres aik et a'k par les nombres entiers 3ik et ilk definis 
comme il suit: 

= aiik + bial ; /tk ciai, + djack 
ou (a1, b1, oi, dl), (a2, b2, c2, d2). , (ap, bp, cp, dp) 

sont 4p nombres entiers satisfaisant aux p conditions 
aidi - biCi = 1. 

De meme les p6riodes 
-x2, x1, X3, X4 , xp; . X1, X,3, X4, . .. , X/ 

oubien +I2, x2, x3.- x,; , 2-x3, x .. - xI 

sont encore des p6riodes normales. 
II est donc permis: 
Ou bien de permuter deux paires de colonnes en changeant tous les signes 

de I'une d'entre elles. 
Ou bien d'ajouter la premie%re colonne d'une paire 7 "a la premiere colonne 

d'une autre paire 7' et de retrancher en meme temps la deuxieme colonne de la 
paire 7' de la deuxieme colonne de la paire 7ti. 

Plus generalement on peut faire l'operation suivante que j'appellerai l'opera- 
.tion B: 

Remplacer les nombres aj, et ak par les nombres ik et k definis comme ie 
suit: f3ik Xjajjajk; XA a j lb0ca3k 

les aij et les bj etant des nombres entiers satisfaisant aux conditions suivantes: 
le determinant des a0 est egal a 1 de meme que celui des bij; de plus on a: 

2ia bi= si j>k 
et 2 a =bfj 1 

de telle sorte que les deux substitutions lineaires d6finies, la premiere par les 

p2 nonibres aij, la seconde par les p2 nombres b. soient deux substitutions cor- 
relatives. 

20. Posons maintenant: k a jkAj 

les aik etant des coefficients entiers dont le determinant est egal a 1. Supposons 
de plus que les quantites n', - , , tk 

soient formrees a% I'aide des y . et des r comme les i' sont formnes avec les 0. 
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Par hypothese les periodes de l'integrale J1 oont des combinaisons lin6aires 
a coefficients entiers des quantites f et les periodes des integrales J.,... J, 
serout formees avec les quantites n, . . , ' comme celles de J1 avec les 
quantites i. 

De Meme (et cela se voit sans peine), les periodes de l'integrale J, seront des 
combinaisons lineaires a coefficients entiers des quantit6s i' et les periodes des 
integrales J2, . . . ., J,, seront form6ea avec les quantit6s fl', . . ,, T' comme 
celles de J, avee les quantit6s i'. 

I1 est done permis de faire l'operation suivante que j'appellerai l'op6ration C: 

Remplacer les nombres ai, et a' par les nombres /3k et 3k definis comme 
il suit: = , -a il suit: d~~~ik Aj4kaij; 3!k = ESjajjta' 

les coefficients ajt 6tant 4,s2 nombres entiers dont le d6terminant est egal a 1. 
On peut en particulier permuter deux lignes du tableau (1) en changeant 

tous les signes de l'une d'elles, ou bien ajouter une ligne a une autre. 
En d'autres termes, on conserve le meme systeme de periodes normales, 

mais on remplace le systeme des quautits i auxquelles ces periodes peuvent se 
reduire par un systeme equivalent. 

Le probl1eme que je me propose est de r6duire le tableau (1) a sa plus simple 
expression par le moyen des ophrations A, B ot C. 

Envisageons d'abord le cas ou " 1, c'est a dire o u l'int6grale J1 est redduc- 
tible aux integrales elliptiques. Nous supposerons de plus, mais seulement pour 
fixer les idees, p = 3. 

Le tableau (1) s'ecrira alors: 
|x.1I al . a2.1 a2.I a3.1 ac3,1 
a,2 aj,,2 a2 a/2 a3.2 a3.2 

I1 est clair que les operations A, B, C, appliquees au tableau precedent ne 
changeront: ni la quantite 
(2) a,1a .2 -la/ .2a- . - a2.1a,2- a2.2a ,1 + a3. la'. 2- a3.2a3/ .1 

ni le plus grand commun diviseur des termes de la premiere ligne, ni celui des 
termes de la deuxieme ligne, ni celui des a6terminants formes avec deux des 
colonnes du tableau. 

Cela pose: 
10. On peut, par l'operation A, annuler a'.,, a'. 1, a'.,. I1 est done toujours 

permis de supposer que le tableau (1) s'6crit: 
a|1.1 0 a2.1 0 a3,1 0 

a1,2 a1,2 a2.2 a2,2 a3,2 a3O2 . 
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2?. Appliquons maintenant l'operation B. Les nombres a'.1, a2.1, a .1 ne 
cesseront pas d'tre nuls; mgis nous pourrons nous servir de cette operation de 
fapon a annuler a2.1 et a3.1. I1 arrivera alors que a,., sera le seul terme de la 
premibre ligne qui ne sera pas nul; je puis toujours le supposer egal a 1; car 
s'il ne l'etait pas on pourrait remplacer la p6riode $j par son multiple aj.jfj et 
a,1, deviendrait ainsi egal 'a 1. I1 est done toujours perwis de supposer que le 
tableau (1) s'ecrit: 

1 0 0 0 0 0 
I I 

3 a4,2 a1,2 a2,2 a22a8,.2 3a,2 

30. Appliquons de nouveau l'operation A, mais sans toucher a la premiere 
paire de colonnes; les termes deja annules resteront nuls. Mais nous pourrons 
diriger Iloperation de fa*on a annuler a'..2 et a3.2. Le tableau deviendra: 

1 0 0 0 0 0 

a,.2 a,2 a2.2 0 a3.2 0 

40. Appliquons l'operation B sans toucher a la premiere paire de colonnes; 
les termes deja annul6s resteront nuils, et nous pourrons diriger l'operation de 
facon "a annuler a3.2. 

Le tableau (1) s'ecrira alors, en renlpla2ant les lettres a pourvues d'indices 
par de simples lettres a, b, c, etc.: 

1 0 0 0 0 0 
a b c 0 0 0? 

50. Appliquons maintenant l'operation C en retranchant a fois la 1aro ligne 
de la seconde; le tableau se simplifie encore et s'ecrit: 

1 0 0 0 0 0 
o b c 0 0 

On est ainsi conduit au tlh6oreme de M. Weierstrass que j'ai de6nontre et 
generalise dans la note citee plus haut. 

Mais la simplification peut etre encore poussee plus loin ainsi que M1. Picard 
l'a miontr6 dans le cas de p = 2. 

Le nombre b (que je puis toujours regarder comme premier avec c) est une 
constante absolue a laquelle je ne puis toucher, car ce n'est autre chose que 
l'invariant (2). Mais je vais montrer que je puis en dirigeant convenablement 
les operations rendre c egal a tel nombre entier (premier avee b) que je voudrai 
et en particulier a 1. 
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Je puis en combinant les operations A et B, ajouter a fois la 2`me colonne a 
la troisibme en ajoutant a fois la 4"me colonne a la premiere. Le tableau devient: 

10 0 00 0 
0 b c+ab0 0 0 

Je puis de meme ajouter j fois la 2'me colonne a la quatrieine en retranchant 
fi fois la 3'me colonne de la premiere; il vient alors: 

1 0 0 0 0 0 
|-3c - ab b c + ab j%b 0 0 

Je puis toujours choisir les nombres entiers a et j de telle sorte que le 
plus grand commun diviseur de: 

c + ab et de g3b 
soit tel-nombre d (premier avec b) que je voudrai. 

Appliquons ensuite l'operation A sans toucher a la premiere paire de 
colonnes, mais de fapon a annuler le 46me terme de la 2de ligne; il, vient: 

1 0 0 0 0 0 
- /e-oaq3 b d 0 0 0 

on en ajoutant gc + acb fois la 1re ligne a la 2me: 

1 0 0 0 0 0 
0 b d 0 0 0 

d'o-h il suit que la forme la plus simple du tableau (1) est la suivante: 
1 0 0 0 00 
0 b 1 0 0 0 

Nous allons maintenant passer au cas general. 
Voyons d'abord quels sont les invariants que les operations A, B et C 

laisseront inalteres. 
I1 y a en premier lieu le plus grand commun diviseur des determinants 

obtenus en prenant 2[t colonnes dans le tableau (1). Je pourrai toujours sup- 
poser que ce commun diviseur est egal a 1. 

En effet l'operation C permet de remplacer le systeme des periodes 0 par 
un systAme equivalent. Mais il peut arriver dans certains cas qu'on puisse 
remplacer ce systeme par un autre, non pas equivalent mais plus simple. 

Si par exemple on avait (en faisant pour plus de simplicit6 e 2, It = 1): 
X1 251, Xi=b 2 x2 = 

X3= 0, 

il serait plus simple de poser 2 =1 et de considerer le systeme des periodes 0 
et 02; c'est -d'ailleurs ce que nous avons d6ja fait une fois. 
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Si donc les determinants definis plus haut n'etaient pas premiers entre eux, il 
serait possible de remplacer les periodes g par un autre systeme plus simple et on 
reduirait ainsi a l'unite le plus grand coinmun diviseur en question. 

Cela pose, les y (2y - 1) quantites: 
?kq = - (aika4q -ai,U/k 

ne sont pas alterees par les operations A et B. 
La forme biline6aire 

F== 5*kqFknq 

(ou l'on donne a k et a q les valeurs 1, 2, . . .., 21i en observant que 
=kq - -qk, I?qq 0) 

ne sera done pas alteree par les operations A et B. 
On voit sans peine que l'operation C change cette forme en une autre 

equivalente, au sens arithmetique du mot. 
Soit A2 le determinant des nombres q?g (qui est evidemment un carre 

parfait); ce sera un premier invariant de la forme F. 
Nous allons chercher a reduire cette forme bilineaire F a sa plus simple 

expression par une transformation lineaire convenablement choisie. 
Si A n'est pas nul, la forme F pourra etre reduite ainsi qu'il suit: 

F = ;kAk ($2k -1) n2k - ($2k2k -1) 

ou A1, A2,.. . . , A, sont y nombres entiers tel que: 
A1A2A3.... A =A. 

Il suffit pour s'en assurer de repeter presque sans y rien changer le raison- 
nement de M. M. Clebsch et Jordan (Theorie der Abelschen Functionen, p. 103). 

I en sera encore de meme si A est nul; seuilement un ou plusieurs des 
nombres A, seraient nuls. 

Mais on peut pousser plus loin encore la reduction. Supposons pour fixer 
les idees t= 3, et imaginons (en supposant A diff6rent de 0) que la forme F 
soit reduite ainsi qu'il suit: 

A1 (01j2 - 
$2r1) + A2 (3n4 - ~03) + A3 (0506 - 065) 

Soit A le plus grand commun diviseur des trois nombres Al, A2, A3; soit 
A2B celui des trois produits A,A, AA3 , A,A3; soit enfin 

A1A2A3 = A3B2C = A 

la forme F peut etre reduite encore ainsi qu'il suit: 
A ( 1v72 - 0271) + AB (3n4 K- 43)+ ABC (05r6 - 65) 

Ceci nous fait voir quels sont, outre A les invariants de la forme F. 
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Soit z, le plus grand commun diviseur des mineurs d'ordre i du determinant 
a; ce sera un invariant, et la forme F n'en aura pas d'autres; il suffira d'ailleurs 

d'envisager les mineurs d'ordre iinpair. 
Observons maintenant que les 2y2 quantites , .. , r ne peuvent etre 

choisies arbitrairement. Envisageons en effet la forme bilineaire: 
Zi (xiyi - 4y,). 

Si on y substitue de la place de xi ou de x': 

alx + a2yi + a3z + . .. . + a,,t<, 
a1x'+ a2y'+ a3zi+. ... + a 

et en meme temps a la place de y, ou de y': 
bIxi + b2yi + b3zA + ... + bt 
blxl + b2y' + b3zt + .. + b 

les a et les b etant 21t nombres tout a fait quelconques, le resultat de la substitu- 
tion devra etre nul. 

Si on substitue a la place de x, ou de xl les parties reelles de 
a1x, + a2yz + a3zj + .... + a,t, 

a1x + a2ys + a3zt +.... + a,t 
et a la place de y, ou de y' les parties imaginaires des mernes quantites, le resultat 
de la substitution devra etre positif. 

Reprenons donc la forme 

F(ik, *ik) - [kqgk7q 
Nous devrons avoir: 

F(aji k+ +at,k + a+ k + + + * r+ k) = 0, 

F[R (alk+ a2k+ ... . + a,yf), I (aljk+ a27k+1+ + a,y,k)] > 0 

quelles que soient les quantites a et b. 

Nous designons pour abreger R (u) et 1(u) les parties reelle et imaginaire 
de u. 

Nous pouvons toujours supposer que la forme F est reduite. Nous l'ecrirons 
donc en supposant tt = 3 pour fixer les idees: 

F(k, nk) = Al (01j2 - 02n1) + A2 (3n4 - 04n + A3 (5776 - 06n5). 

Je dis que les trois nombres Al, A2, A3 sont diff6rents de 0. Supposons en 
effet que A3 par exemple soit nul. On pourrait choisir alors. les nombres a,, a2 
et a3 de telle sorte que: 

arg (aje, + a2n, + a3'rl) arg (aji2 + a2v2 + a3r2) 

arg (al3 + a2K3 + a3r3) = arg (a114 + a2n4 + a3er4) 
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Ces deux conditions jointes a A3 =0 entraineraient 
F [R (alk + a27k + a3tk), R' (ajek + a2)?k+ a3rk)] = 0 

ce qui serait contraire a l'inegalite demontree plus haut. Donec A nepeut jamais 
etre nul. 

Cela pose, on voit sans peine que l'on a entre les $, les 5q et les r la relation: 

Al (01r2 - 0271) + A2 (0374 - 04n + A3 (0576 -o65) = ? 

et les deux relations analogues. 
Cette d6emonstration se trouve dans une note que nous avons publiee, M. 

Picard et moi, dans le tome 97 des Comptes Rendus. Dans cette note nous 
avons etabli que toute fonction analytique de n variables et a 2n periodes peut 
s'exprimer A I'aide des fonctions 9. Mais je ne reproduis ici que la portion de 
la d6emonstration qui est utile pour mon objet actuel. 

Revenons maintenant au probleme de la reduction du tableau (1) et suppo- 
sons pour fixer les idees, It = 2, p = 4. 

Nous commencerons au nioyen de l'operation C par reduire la forme F a sa 
plus simple expression. Nous ecrirons donc: 

F = a (-jn4 -i4n) + ab (2K3 - 032) 

a et b etant deux entiers diffrents de 0; cela est toujours possible d'aprAs ce 
qui precede. 

Nous avons vu en traitant le cas particulier de y= 1, qu'on peut par les 
operations A et B faire disparaltre tous les termes de la Pbre ligne du tableau 
(1), sauf le premier; qu'on peut ensuite par les operations A et B, et en ayant 
soin de ne pas toucher a la premiere paire, faire disparaitre tous les termes de 
la 2de ligne sauf les trois premiers. Nous opererons de meme ici et nous ferons 
disparaitre tous termes, sauf le ier de la i8re ligne, les trois premiers de la 2de, 

les cinq premiers de la 3"me et les sept premiers de la 4ame. 

Le tableau (1).s'ecrira alors: 

1 0 0 0 0 0 0 0 

al.2 a a2.2 0 0 0 0 0 

a,,3 a1 3 2.3 2a3 0C3 3 0 0 0 

a,1.4 al 4 a2.4 a24 a3.4 a3.4 a4.4 0 

Nous n'avons employe que les operations A et B; la forme F n'a donc pas 
change et l'on a encore: 

F= a(la - i41) + ab(0203 -02) 

VOL. VIII. 
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On a donc: 
4)1.2-a/. 0, =IN3 3aL- = 0, 

Dl 4- =a/ = a, 2 .3a2. 22 .3= ab. 

De plus a2.2 doit etre egal a 1 sans quoi le plus grand commun diviseur des 
determinants formes avec 4 colonnes du tableau (1) ne serait pas egal a 1. 

Le tableau (1) peut donc s'e6crire: 

1 0 0 0 0 0 0 0 

a.2 0 1 0 0 0 0 0 

al13 0 a2.3 ab a3,3 0 0 0 

al.4 a .2 4 C2.4 a3,4 0(3.4 a4,4 0 

Retranchons maintenant la 1lre ligne, a, 2 fois de la 2de, a,. 8 fois de la 3eme, 
aC,14 fois de la 4ame; puis la 2de ligne a2.3 fois de la 3ame et a2.4 fois de la 4'me, le 
tableau (1) deviendra: 

1 0 0 0 0 0 0 0 

ibis 0 0 1 0 0 0 0 0 

O 0 0 ab O3 .3 0 0 0 

O a 0 a2 .4 a(3,4 a3,4 a4.4 0 

Ici deux cas sont a distinguer suivant que a est egal a 1 ou n'est pas egal 'a 
1. Supposons d'abord a = 1. 

iRetranchons la deuxkbme colonne a2.4 fois de la 44me et ajoutons en mreme 
temps la troisibme colonne a'24 fois a 1re (operation B). 

Retranchons a34 fois la 2de colonne de la 5'me et la 6ame de la lre (operations 
A et B). 

Retranchons enfin a4.4 fois la 2de colonne de la 7'me et la 86'ne de la 16re. 

Le tableau 1 devient alors: 

1 0 0 0 0 0 0 0 

a2.4 0 1 0 0 0 0 0 
O 0 0 b a3*3 0 0 0 

-a/a3.4 1 0 0 0 0 0 0 

On peut ensuite en retranchant la 1 re ligne un nombre convenable de fois de la 
2de et de la 4nme, amnener le tableau (1) a la forme: 

1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 b a3,3 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 
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Enfin une derniere simplification est encore possible. Les nombres 1) et a3.3 

sont premiers entre eux, et on peut en operant coinme nous l'avons fait dans le 
cas particulier de tt = 1, reduire a3 a l'unite. 

Le tableaui (1) est alors ameene a sa forme definitive: 

1 0 0 0 0 0 0 0 
O 0 1 0 0 0 0 0 
O 0 0 b 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 

Supposons maintenant que a ne soit pas egal a 1 et reprenons le tableau (1) 
sous sa forme (ibis). 

I1 est clair que ab et a3.3 sont premiers entre eux; on pourra donc, en 
operant comme nous I'avons fait dans le cas particulier de y = 1, reduire (X3.3 a 
l'unite. 

Comme nous avons applique plusieurs fois l'operation C, la forme Fa ete 
changee en une autre forme e&quivalente, mais elle a dtu rester 4ivisible par a. 

Donc =I2.4= a'.4 et =F3 4=a3/4 (puisquex3.3= 1) 

doivent etre divisibles par a. Soit donc: 
a/ =aa/ ad 

c2.4-ac 3 .4=ad. 
Nous retrancherons ensuite la 3ame ligne a3.4 fois de la 4ame et le tableau 

(lbis) deviendra: 
1 0 0 0 0 0 0 0 
O 0 1 0 0 0 0 0 
O O 0 ab 1 0 0 0 
O a 0 ac' 0 ad a4.4 0. 

ou c'= c- ba3 4. 

Retranchons maintenant c' fois la 2de colonne de la 4ame en ajoutant c' fois la 
36me a la Pre. 

Retranchons d fois la 2de de la 6 en ajoutant d 5me la Pro. 

Nous avons introduit ainsi dans la 11ro colonne le terme c' a la seconde ligne 
et le terme d a la 3amt; nous les ferons disparaitre en retranchant c' fois la lro 

ligne de la 2de et d fois de la 3ame. Le tableau (1) deviendra alors: 

1 0 0 0 0 0 0 0 
O 0 1 0 0 0 0 0 
o O 0 ab 1 0 0 0 
O a 0 0 0 0 a4.4 0 
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Enfin une derniere sinmplification est encore possible; il est clair que a et 
a-4.4 sont premiers entre eux; nous pouvons donc operer comme nous l'avons 
fait dans le cas de t = 1 et comme nous l'avons fait deux fois dans le cas actuel 
et reduire a4 l'unite. Le tableau (1) prendra alors sa forme definitive: 

1 0 0 0 0 0 0 0 
O 0 1 0 0 0 0 0 
O 0 0 ab 1 0 0 0 
O a 0 0 0 0 1 0 

On peut generaliser; j'ecrirai le tableau (1) reduit 'a sa plus simple expres- 
sion en supposant p = 6, t = 3: 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
O 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
O 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
O O 0 0 0 abc 1 0 0 0 0 0 
o O 0 ab 0 0 0 0 1 0 0 0 
O a 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

I1 reste maintenant a ecrire le tableau des periodes sous la forme habituelle; 
nous le ferons dans les quatre cas que nous avons choisis plus haut pour exemples, 
c'est a dire quand: y- 1, p=3, 

tt 2,p- 4, a-= 1, 
y- 2, p=4, a>1, 
It 3, p_6-, a> 1. 

Nous supposerons que le tableau (1) a ete reduit a sa plus simple expression 
comme il a ete dit plus haut, et nous ferons: 

Dans le premier cas: = 

Dans le second cas: 

04 = 1, $3 - 70 j 4 - ?3 

Dans le troisienme cas: 

a ' ab 
Enfin dans le quatri&rne: 

$a 0 ? $4 0, a 

n6 = ? n 5 - b'Y74 - ab 

76 ,5 0 T abc. 
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Cela est toujours possible en choisissant convenablement les integrales J1, 
J2 * . . 

Il resulte de la et de la forme du tableau (1) que les periodes xl, xl, .. 

de J1 sont toutes 6gales a 0, excepte une qui est egale a 1. De meme des 
periodes correspondantes de J2, ...., J. En d'autres termes, J1, J2, ...., J, 
sont des int6grales normales. On y'adjoindra p - I autres integrales normales et 
on ecrira le tableau des periodes sous la forme habituelle, c'est a dire dans l'ordre 
suivant: 

x1, x2. @@, xp, x1, x2 . . . , Z 

Yi1 Y2. . . . . YP7 Yi, Y2. * - Yp 

Ui, 62. U. , U, Ul . U2. , U.. . 

On obtiendra ainsi les tableaux suivants: 
ler Cas. t = 1, p 3, 

1 ? 1 0 ? 
b 

0 1 0b G H 

0 0 1 0 H G'. 

2rme Cas. y -2,p=4, a 1, 

1 0 0 0 1 02 0 0 

0 1 0 0 'Y 72 b 0 
1 

0 0 1 0 0 - G H b 
0 0 0 1 0 0 H G'. 

3^eCas. t 2,p 4, a > 1 

1 0 0 0 $ 0 $2 0 
a 

0 1 0 0 0 72 - 0 

O 0 1 0 0 G H 
ab 

O 0 0 1 0 H G'. a 
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4"meCas. I=3,P 6,a>1, 

1 0 0 ? ? ? 0 0 ? a 
0 1 0 0 0 0 17i 42 t3 0 0 

ab b 

0 0 1 0 0 0 0 a H 0 0' 
abc 

0 0 0 0 1 0 0 0 H"I GI H 

0 0 0 0 0 1 0 0 H' H G", a 
a, b, et c sont des entiers; il est clair d'ailleurs qu'on doit avoir: 

L'inspection de ces tableaux montre que s'il y a y integrales reductibles au 
rang i, il y en aura p - It r6eductibles au rang p - . 

? 2. Cas singzliers de re6duction. 

Nous allons desormais nous restreindre au cas oiu une ou plusieurs des inte- 
grales abeliennes considerees sont reductibles aux integrales elliptiques. 

Soient J1 et J2 deux integrales abeliennes reductibles aux integrales ellip- 
tiques. Soient: 

xi = aii + f102, X- = a%i + 3222 * x2 ap.i + .p021 
X/ = aOj + f'2 X -= a2i1 + /l202, . . .., Xp-aOi+ 3pi2' 

les periodes normales de J1 et 
Y1-r Pi + 72 .* Yp - i + Apt2h 

Y1 in, + *....... Yp- lypfl+ pl2, 
les periodes normales de J2. Les a, fi, y et 8 seront des entiers. 

On devra avoir 
(x,y - yjx4) 0 (i 1,2,. ,p) 

et par cons6quent 
(1) 01A$j + B$1n2 + C$2n1 + D@2t2 = 0, 
ou A z (os4 a*ys), 

B=2 (asA'- a4A 
c = (13 4' - 1), 
D = 2 (g3i - g36j) y 

A, B, C et D sont des entiers. 
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Cela pose de deux choses l'une: 
Ou bien l'egalite (1) n'est pas une identite, ou bien elle est une identite, de 

sorte que A=B= C=D=O. 
1?. Supposons d'abord qu'elle ne soit pas une identite. 
Je dis alors qu'il y aura une infinite d'integrales de la forme 

J1 + XJ2 
qui seront reductibles aux integrales elliptiques. En effet pour que J, + XJ2 
soit reductible, il suffit qu'il y ait entre les quatre quantites: 

i1, 2 2, Xn1, Xn 

deux relations lineaires et homogenes a coefficients commensurables que je 
pourrai ecrire: $1 = + (6e1 ? 042), 

$2 x (bWni + c'n2), 
b, c, 6', c' etant commensurables. 

L'elimination de X entre ces deux equations donnera la condition: 
6 $x41+ C&$in2 - b$241 - C$242 = 0. 

Cette condition sera satisfaite si l'on pose: 
b'=-A, c'=YB, b=-_ C, e=-6 D, 

' etant un nombre commensurable quelconque. 
On aura alors: 

y (C41 + Dn2) 
Si donc nous posons $1 = 

6n1 + D2-h 

l'integrale: J1 + IthJ2 
sera reductible toutes les fois que y sera commensurable. 

On peut toujours supposer que h = 1; cas si cela n'etait pas, on remplacerait 
l'integrale J2 par l'integrale hJ2 qui n'en differe que par le facteur constant h. 
On a alors: { = Cn, + Dn2 

2 =- (An1 + Bn2). 
2?. Supposons maintenant que la relation (1) soit une identite. Imaginons 

que le tableau des periodes ait ete reduit comme il a ae dit aix paragraphe pre&e- 
dent et qu'il s'ecrire (en supposant p = 3 pour fixer les idees). 

1 0 0 $ 0 periodes de l'integrale J1, 

(2) 0 1 0 - 
G H periodes d'une integrale que j'appelle J., 

0 0 1 0 ii G' periodes d'une integrale que j'appelle J', 
a etant un entier. 
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Si donc on pose: =1 

on aura: 
a,= 0, O2 =1 a3=O; a'= a, a2/o a/=O, 

(3) lB 2 23? 1- 2-? 
3 

? 

I1 viendra alors: 
A- ~ay, +,y; B- aS1 + ; C=l D=61. 

Pour que la relation (1) soit une identite, on doit donc avoir: 

yl = 81 , y2l ayi, &= Ji 

ce qui entralne evidemment 
y ?=O Y2ay1. 

Or si l'integrale J2 qui doit etre une combinaison lineaire de J1, J2' et J3' 
s' ecrit par exemple: 

J2=hJ, + kJ2 + IJ3 
on aura: ylh, y=k h2+ a ; Y2-k 

Les conditions precedentes equivalent done a la suivante 

h-=O. 
On a done J2 =kJ2 +lJ3. 

Revenons maintenant au cas otu la relation (1) n'est pas une identite, mais 
en supposant que le tableau des periodes ait ete ramene a la forme (2) de fa?on 
que les a et les i3 prennent les valeurs (3). 

On aura alors une infinite d'integrales r6eductibles 

J, + y J2 

ouy est un nombre commensurable quelconque. 
On aura d'ailleurs: 

$1=-- C41+ D62-l+ 2 =yD 

La premiere periode de l'integrale J1 + yJ2 (dans l'ordre du tableau (2)) est alors: 

4 + =1 -F a 

Nous pouvons donc choisir le nombre commensurable I, de telle sorte que 
cette premiere periode soit nulle; il suffit pour cela de poser: 

it -a . 

On a alors: J1 -aJ2k =JU + IJ3 

k et I etant des co6fficients numeriques convenablement choisis. 
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Si donc parini les integrales abeliennes: 
hJ1 + 2J2 + lJ4 

il y en a une (autre que J1) qui soit reductible aux integrales elliptiques, ou bien 
ht sera nu], ou bien il y en aura une infinite d'autres comprises dans la formule 
generale suivante: 

yhJ1 + UJ2 + IJ31 

(ou tt est un nombre commensurable quelconque) qui seront egalement reduc- 
tibles. En particulier: 

kJ2 + lJ4 
est une integrale reductible. 

Si done on designe par 
Y17 Y2i Y3; Y y Y27 /3 

les periodes de cette integrale 
kJ2 + lJ3 

on devra avoir =y0, Y = ay, 
ce qui prouve que pour cette integrale la relation (1) est une identite. 

D'oiu la consequence suivante: 
S'il existe deux integrales reductibles J2 et J1 pour lesquelles la relation (1) 

ne soit pas une identite, il y en aura uine infinite d'autres et parmi celles-la, il y 
ein aura encore une pour laquelle la relation (1) sera une identite. 

Je vais maintenant demontrer le theoreme suivant: 
Si dans un systeme d'integrales abeliennes de rang p, il y en a p-1 

lineairement independantes qui sont reductibles aux integrales elliptiques, il y en 
aura une pme qui sera egalement reductible. 

En effet ces p-1 integrales abeliennes lineairement in(lependantes et reduc- 
tibles aux integrales elliptiques, peuvent etre regardees coinirie formant un 
systeme de p 1 integrales reductibles au genre p 1. Donc d'apres le the- 
orame enonce a la fin du paragraphe pr6c6dent, il devra y avoir une p?me integrale, 
lineairement independante des p 1 premieres, et qui sera reductible au genre 1. 

C.Q. F.D. 
Je dis maintenant que si l'on a y + 1 integrales reductibles aux integrales 

elliptiques (et que ces t + 1 integrales ne soient pas lineairement indepen- 
dantes) il y en a une infinite. 

Soient en effet: 
Y1, Z2. ., 

tt integrales reductibles lineaireiiient independantes et: 
J-aCIY1 + Oa2Y2 + * a,. + , 

VOL. VI1I. 
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une i + 1"me integrale qui est une combinaison lineaire des tt premiere.s et que je 
suppose egalement reductible. 

Les periodes de .l'une qielconque des It int'grales Yi, Y, ...., y,, celles de 

y, par exemple, devront etre des combinaisons lineaires a coefflicients entiers de 
deux quantites que j'appelle if et > et qui sont les p6riodes de l'integrale elliptique 
a laquelle peut se reduire y. 

I1 resulte de la que les periodes de 
J aly + cc2y2 +.... + y. 

seront des combinaisons lineaires a coefficients entiers des 21z quantit's 

ain, 2n2... I ' an* 

Pour que cette integrale J soit reductible aux integrales elliptiques, il faut et il 
suffit qu'il y ait entre ces 2yu quantites, 2t - 2 relations lineaires homogenes a 
coefficients entiers. 

Supposons qu'il en soit ainsi, et soient: 
1, f2 ' 

X 1 - 

yI nombres commensurables quelconque6 differents de 0; il y aura alors aussi 
2- 2 relations lineaires a% coefficients entiers entre les 2tt quantites: 

Ocdigii OC29202 * a# 9 #,a 4L 

ai{i171, a2n2,* . , 

et par consequent l'integrale: 
alclyu + ac22y2 + * . . + a,43y, 

sera reductible quels que soient les nombres commensurables #j, 2, .... Ol. 
C.Q.F.D. 

Si en particulier il y a plus de p integrales reductibles, il y en aura une 
infinite. 

Et en effet, entre p + 1 integrales il y a toujours une relation lineaire, 
puisqu'un systeme d'integrales ab(eliennes de rang p ne contient que p integrales 
lineairement independantes. 

Dans un memoire insere aux Acta Mathematica, Mmee Kowalevski etudie le 
cas de reduction des integrales de rang 3 au rang 1, en supposant que le nombre 
caracteristique de la reduction que nous avons ici appele b soit egal a 2. 

Dans un cas remarquable, elle trouve 4 integrales reduietibles et n'en trouve 
que 4; il n'y en a que 4 en effet ofd b soit egal a' 2, mais il y en a une infinite 
pour lesquelles b est superieur "a 2. 
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Je vais enfin pour terminer ce paragraphe demontrer que tout systeme 
d'integrales abeliennes diff6re infiniment peu d'un systeme reductible. 

Voici ce que j'entends par la: 
Soit (en supposant p = 4 pour fixer les idees), 

1 0 0 0 'rl. 1 'r2. 1 'r3 . 1 'r4. 1 

0 1 0 0 'r.l2 '2 .2 'r3.2 er4.2 (rik =ki) 

o 0 1 0 'r1 .3 3'2.3 'r3.3 14.3 
0 o 0 1 'r1 .4 'r2.4 4 '3.4 .r4.4 

le tableau des periodes normales d'un systeme d'integrales abeliennes. On 
n'obtiendra un systeme d'integrales abeliennes proprement dites, c'est a dire un 
systeme engendre par une courbe algebrique, que s'il y a une certaine relation 
entre les p; car le nombre des modules d'une courbe de rang (4) etant 9, est 
inf6rieur a 10, nombre des r. 

I1 convienlt toutefois de s'affranchir de cette difficult6, et pour cela il suffit 
d'etendre un peu le sens du mot int6grales abe6liennes. 

Soient x1, X2, X3, x4, X5, cinq fonctions abeliennes (8 fois periodiques) de 
quatre variables u1, U2, u3 et Ui4. 

I1 y aura entre ces cinq fonctions une relation algebrique: 

(X1, X2, X3, X4, 5)-O 

et il est aise de voir que u1, u2, u3. et u4 sont des integrales de diff6rentielles 
totales dependant de xl, x2, x3, x4 et x5. On aura: 

=t - Idxl + 4'2dx2 + 43dX3 + r44dX4, 

oU 4/, 42, 43 et 4'4 sont des fonctions rationnelles de x1, X2, X3, x4 et x5. 
Nous conviendrons d'appeler encore int6grales abelienines les integrales de 

diff6rentielles totales ainsi engendrees. 
Alors quels que soient les r (pourvu qu'ils satisfassent a certaines inegalites 

et sans qu'ils soient assujettis 'a aucune egalite) ils pourront etre regardes 
comme les periodes d'un systeme d'integrales abeliennes et la difficult'e signalee 
plus haut disparaltra. 

Considerons donc le systeme suivant de periodes: 
1 0 0 0, 'ri. + rE1.1, 1r,2.1 + rE2.1, r3.1 + rE3., 'r4.1 + rE4.} 

0 1 0 0, 'r1.2 + re1*.2 1'2.2 + re2.2, 'r3.2 + re3.2, 'r4.2 + nE4.2 
0 0 1 0, ';1.3 + rel3, 'r2.3 + re2.3, r3.3 + rE3.3 r4.3 + rE4,3 

0 0 0 1, 1.4 + rEl.4, 'r2.4 + E2.4, 'r3.4 + rE3.4, r4.4 + rE4.4 
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Ici r est une quantite positive doinene. Quant aux E ce sont des quantites 
satisfaisant bien entendu a la condition: 

Eik Eki 

et que j'assujettis de plus aux in6galites 

|EI<1. 
Laissons r constant et faisons varier les E en leur donnant toutes les valeurs 

compatibles avec les inegalites precedentes. Nous obtiendrons ainsi une infinite 
de syst0mes d'integrales abeliennes. 

Parmi ces systemes, il y en aura, quelque petit que soit r, une infinite qui 
contiendront quatre integrales reductibles au rang 1. 

C'est ce que j'entendais en disant que tout systeme d'integrales ab6liennes 
est infiniment voisin d'une infinite de systemes reductibles. 

Le resultat que je viens d'enoncer est presque evident. En effet une 
integrale sera evidemment reductible au genre 1 si toutes ses periodes sont de 
la forme a + f3-1, 

a et ,3 etant commensurables; si en d'autres termes, toutes les periodes sont des 
nombres complexes commensurables. 

Mais parmi les nombres 
rik + rEfik 

qui satisfont a la condition Sik < 1 

il y aura, quelque petit que soit r, une infinite de nombres complexes commen- 
surables. 

On peut donc choisir les Ej d'u.ne infinite de manieres et de telle fa&on que 
les quatre integrales normales soient reductibles aux integrales elliptiques. 

Je pourrais ajouter que l'on peut choisir les eik de telle sorte qu'il y ait une 
infinite d'integrales reductibles, mais je n'ai pas besoin pour inon objet de cette 
extension du resultat precedent. 

? 3. Generalisation du Thtortme d'Abel. 

Je suis oblige ici de faire une digression et de donner ava4t d'aller plus 
loin, une generalisation du theoreme d'Abel qui me sera utile dans la suite. 
Soit: 

(1) f(x, y) 0 
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une courbe plane quelconque. Soit u (x, y) une integrale abelienne de j re espece 
attach6e a cette courbe. Soit c une courbe variable de degre donn6e m qui coupe 
la courbe (1) en q points variables: 

x1, Yi; x2, Y2i . X. , Yq 
La somme 

U(x1, Y) + u(x2 Y2) + * . + "(Iq, yq) 

sera unle constante (quelle que soit la courbe c, pourvu toutefois que son degre 
m ne change pas). 

Tel est le theoreme d'Abel que je me propose d'etendre aux surfaces. 
Je vais d'abord l'etendre aux courbes gauches. 
Soit c une courbe gauche quelconque et X, y, z un point mobile sur cette 

courbe. Nous pourrons mettre l'equationi de cette courbe c sous la forme 
suivante: f(x y)=0, z 

(X 'y) 

f, q et 4 etant des polynomes entiers en x et en y. L'intersection complete des 
deix surfaces: 1=0, 4/z- p=0, 

se compose alors de la courbe c et d'un certain nombre de droites paralleles a 
l'axe des z et qui sont les droites communes aux trois cylindres: 

f(x,y)=0, '(x,y)0, p(x,y)O0. 

D'ailleurs toutes les droites communes aux deux premiers de ces cylindres, 
doivent egalement appartenir au troisieme. Je renverrai pour plus de details 
au Memoire de 1IN. Halphen sur les Courbes gauches algebriques, couronne par 
l'Academie de Berlin. 

I1 existera un certain nombre d'int6grales: 

it (x, y, z) -fR(x, y, z)dx 

(oui R est une fonction rationnelle de x, de y et de z; y et z etant definis en 
fonctions de x par les equations de la courbe c) qui resteront finies en tous les 

points de c. 
Ce seront les inltegrales de 1lre espece attachees 'a la courbe c. 
Le theoreme d'Abel s'applique 'a ces integraleK ( Considerons une surface 

algebrique d'ordre m qui coupe c en q points: 

(xI, Y7, z1), (x2, Y2' Z2). * * * , (Xq, yq, Zq) 

la somme U (xl, Yi, Z1) + U (X2 t Y2' z2) + - * - * + U (Xq, Yq, Zq) 

restera constante quand on fera varier cette surface, pourvu que n reste 
constant. 
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Cela est presque evident et pourrait se demontrer dirdetement par le meme 
procede que le theoreme d'Abel relatif aux courbes planes. On peut aussi le 
deduire aisement de ce theoreme: 

L'integrale u peut se rmettre sous la forme: 

fR [x, y, P (Z' Y) dxfR (x, y) dx. 

R1 etant rationnel en x et en y. O'est alors une integrale abelienne attachee a 
la courbe plane f = 0. 

Soit maintenant 

(X, y, Z} = Zm + 01 (X, y) zm-l + 02 (X, y) zm-2 + + 0 (X, ) 0 

l'6quation d'une surface quelconq-ue S d'ordre m. 

Si on y remplace z par sa valeu-r P, il vient: 

(2) tpm + O04'cpm-1 + 02'P2m -2 + m + mf = 0. 

Si l'on appelle n et n + 1 les degres des deux polynomes i et cp, I'equation 
(2) sera l'equation d'une courbe plane de degre m (n + 1). Cette courbe plane 
coupera la courbe f= 0 en un certain nombre de points. Parmi les points 
d'intersection, il y en aura q 

(xi, Y1), (x2, Y2) . 9 (Xq, yq) 

qui correspondront aux q points communs a la courbe C et a la surface S. Les 
autres correspondront aux droites communes aux trois cylindres: 

f=0, q-=o, _=o 

la trace de chacune de ces droites sur le plan des xy comptant pour m points 
d'intersection. 

Les points d'intersection de la premirere sorte sont mobiles, les autres sont 
fixes. Mais dans l'application du theoreme d'Abel aux courbes planes les points 
d'intersection fixes ne doivent pas intervenir. Nous pouvons donc ecrire: 

u (x1, y1) + u (x, Y2) +.. .. + (xq, yq) const. 
C. Q F. D. 

Supposons en particulier que la courbe C soit l'intersection complete de 
deux surfaces algebriques: 

fd(s, y, d) orm, lo(s, ye i)-a 

de degr'es m et n. I1 est ais'e de former alors les int'egrales de llr" esp'ece. 
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Supposons que la courbe C n'ait pas de point singulier, ce qui veut dire que 
les trois determinants fonctionnels: 

df dq dfd pdfIdq dfdq d dcp df dp 
dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 

ne peuvent pas s'annuler a la fois en un point de la courbe. 
Je dis que l'integrale: 

r e(XI Y, Z) dx 
Jdf do_ df d ( 

dy dz dz dy 

ou P est un polynome quelconque de degre m + n - 4, sera de premiere espece. 
En effet elle reste finie quand x, y et z deviennent infinis; elle ne pourrait 

donc devenir infinie que si le denominateur 
df dp df do 
dy dz dz dy 

s'annulait. Mais on a: 
-r Pdx r Pdy -,p Pdz 

U J dfdc dfdq J df d dp dfdcp dfdo dfdp 
dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 

L'integrale u ne p-ourrait donc devenir infinie que si les trois determinants 
fonctionnels s'annulaient a la fois, ce qui n'a pas lieu, par hypothese. 

Donc elle restera toujours finie. 
C. Q. F. D. 

Passons maintenant aux surfaces. Soit: 

f(x, y, z) _ o 
une surface algebrique S. 

M. Picard a demontre qu'il n'existe pas pour toutes les surfaces d'integrales 
de diff6rentielle exacte de lre espece, c'est 'a dire d'integrale de la forme: 

U =f (Rdx + Bldy) 

qui reste toujours fiinie, otu la quantite sous le signe Jest une diff6rentielle 

exacte, ou enfin 1 et R1 sont rationnels en x, y et Z. 
Je dis que dans ce cas le theor"eme d'Abel est encore applicable. 
Voici ce que j'entends par la. 
On sait que pour definir une fainille de courbes gauches, il ne suffit pas de 

s'en donner le degre, mnais qu'il faut connaitre egalement plusieurs autres nombres 
caracteristiques. Je renverrai d'ailleurs pour plus de details au Memoire cite de 
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M. Halphen. Quoi qu'il en soit, nous dirons que deux courbes gauches, sans 
point singulier, appartiennent a la meme famille quand tous les nombres definis 
par M. Halphen seront les inemes pour les deux courbes. On peut alors passer 
de l'une a I'autre par variation continue. 

Soit alors une courbe gauche C qui varie, mais de fa?on a appartenir 
toujours a la meme famnille. Soient: 

(x1 YI1 Z1) *.... (Xq, Y1q Zq) 

ses q points d'intersection avec la surface S. Soit u1, u2, . , U les valeurs 
de l'integrale u en ces q points. La somme- 

U, + U2 + q 

sera une constante. 
Commen9aons par envisager le cas particulier oiu la courbe C est l'intersection 

comnplete de deux surfaces algebriques d'ordre m et n, et que j'appellerai S 
et S2. Alors les q points d'intersection de C et de S seront les q points com- 
muns aux trois surfaces: 

8, S1, S2. 

L'intersection de S et de S, est une courbe gauche et l'integrale u d'apres 
sa definition mneme, sera une integrale de lre espece attachee a cette courbe 
gauche. Nous pouvons donc faire varier la surface S2 sans que la somme: 

U,+iu2+ . . . . + uq 

varie. Pour la ineme raison, cette merme somme ne variera pas quand on fera 
varier S,. Donc quelles que soient les surfaces S, et S2 on aura: 

U + U2+ ...+ Uqk; 

k etant une constante. 
C. Q. F. D. 

En particulier, si m = n 1, la courbe C se reduit a une droite, et on a 
pour toutes les droites de 1'espace 

U1 + u2 + ....+ q = zk; 

k etant une constante. 
Je dis maintenant que k = mnk. 
En effet faisons degenerer la surface S, en m plans et la surface S2 en n 

plans; la courbe C degenerera en mn droites. La somme u e6tant egale a k 
lorsqu'on envisage une droite isolee, devra etre egale a mnk quand on envisagera 
tin syst'ene de mn droites. 
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Envisageons maintenant une courbe gauche de degre d qui ne soit pas une 
intersection complete. Son equation pourra toujours s'ecrire: 

F(x,y)=O, + (x,y)z-cp(x,y)=O. 
F, + et qp etant des polynomes dont le degre est respectiveinent d, n et n + 1. 

Les deux surfaces algebriques 
F=O, Az-p=o 

sont de degre6 d et n + 1. Leur intersection compl'ete se compose de la courbe 
C et de nd droites paralleles a l'axe des z. Soient: 

(xi, Yi Z1) ).., (Xq, YqI zq) 
les q points d'intersection de C et de S et 

(Xq_+_l yq+11 zq+')l ., I (Xpl yp, Zp) 

les p - q points d'intersection des nd droites dont je viens de parler et de S. 
On aura alors d'apres ce que nous venons de voir: 

U (l,( 1YI IZI + U (X2, Y2 0ZO + -. . . + b(x,y , zp) =(n + 1) dk. 
D'autre part -ti aura pour les nd droites 

? Z(Xqq+1 Yq+1)+1) + u(Xq4-2) Yq+2 -q+2) + * +u(xp, yp, zp) = ndk. 

On a donc: 

U(Xi, Y1, Z1) +U(X 2,Y2, Z2)+ * * .+U(Xq, Yq Zq) = dk. 
C. Q. F. D. 

Cela montre en mieme temps que la somme Vzu est la meme pour deux 
courbes de meme degre, quand meme ces deux courbes n'appartiennent pas a la 
neme famille. 

On comprendra, sans que j'insiste d'avantage, que le theoreme d'Abel 
s'applique encore aux integrales de 1lre espece de diff6rentielles totales de la 
forme: 

fRidxi + R2dx2 + .... + R1dxo, 

ou les R sont des fonctions rationnelles de x1, x2, .. .1, x, et z, et o-i z est defini 
par une equation algebrique: 

F1, (Xi * -. , xn z) O. 

Je vais maintenant, quoique cela ne soit pas necessaire pour mion objet 
principal, montrer comment et dans quelle mesure le theoreme d'Abel peut 
s'etendre aux surfaces qui n'admettent pas d'integrale de Pro espace. 

VOL. VIII. 
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En ce qui concerne les courbes planes, sans point singulier, ce theor6me 
peut s'enoncer de la fapon suivante: 

Soit f = 0 une courbe alg6brique de degre m; soient (p = 0, (p + e4=0 

deux autres courbes alg6briques de menie degre et infiniment peu diff6rentes 
l'une de l'autre. 

Soient (xl, yi), (x2, y2)., (Xq yq) les q points d'intersection de f = 0, 
(p = 0; soient (xl + dxl, yj + dyl), . . , (xq + dx,, yq+ dyq) les q points d'inter- 
section de f = 0, p = e4 = 0. On aura: 

P(x ?x,) 
dx, dfy v - dy 

P est un polynome quelconque d'ordre m - 3. 
De meme, en ce qui concerne les courbes gauches, sans point singulier, le 

theoreme d'Abel peut s'enoncer comme il suit: 
Nous ne considererons qu'une courbe gauche, intersection complete de deux 

surfaces algebriques: 

f=o, 1i0, 
de degres m et n. 

Soient encore (p = 0, cp + s; 0, deux surfaces algebriques infinimnent 
voisines l'une de l'autre. La courbe gauche coupe la surface (p = 0 en q points 
(xv 1yy ZV) et la surface (p + e4 0 en q points (x,+ dxv, y.+ dyv I zv+ dz^) 
et l'on a: P (x, y^, zv) Zv >2 dfjy, ~d~= 0. _4 df d_; dj; df f 

dy, dzv 
- 

dy, dzv 

P etant un poly nome quelconque de degre m + n -4. 
Passons maintenant aux surfaces; soit f= 0 une surface algebrique d'ordre 

m. Considerons son intersection avec une courbe gauche variable, intersection 
complete de deux surfaces (p = 0, q- = 0 d'ordres n et p. La surface f= 0 

coupera une de ces courbes gauches C en q points (x,, yr, z,) et une courbe 
gauche C', infiniment voisine de C en q points (x, + dx,, y, + dyv, zp + dzv). 

Soient (p = 0, p-=0 les equations de la courbe C et (p + e4= 0o, (p + e41 0 

les equations de C', e etant infininient petit. 
Nous envisagerons la courbe C" qui a pour equations 

(P+e40, (1= 0 
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et nous appellerons 
(xV + SSvX Yv + SYV z, + Sz,) 

ses q points d'intersection avec la surface f = 0. Nous poserons ensuite: 

dxV =&V+ ax,V dyv = Syv + aYv, di.- Szv + azv. 

Les deux courbes C et C" etant sur la meme surface qp = 0, on aura: 

dol zXv + dp sYv + -41 szv =0. 

De meme les deux courbes C" et C' etant sur la meme surface (p + Eo =0, 
on peut, en negligeant s, ecrire: 

(2) dcp axv+dcp ay+ dZP azV= o. 

Appliquons le theoreme d'Abel a l'intersection de la courbe gauche f 0, 
+1 = 0, avec les deux surfaces infiniment voisines (p = , p + 84 =0. 11 viendra: 

'Pvxv -0. 
a (f, (Pi) 

Dans cette equation P. designe un polynome de degre m+ p -4, oiu x, y, z 
* J.* ~ ~~~~~a (f (pl) J ont ete remplaces par x., yv t Z. et a(/'fZ) represente suivant l'usage le deter- 

minant fonctionnel de f et de (p par rapport a y. et a zv. 
Mais on a identiquement: 

c Xdp Sx + dy Syv + d Sz __v 
___ __ __z__ dx, y d- 

(f) (P,) (fa (P, m) - fa (P, f) - - I (P , )- 
a(y I ZV) 0(%v$ v) a(xv,yv) a(xv, Yv Zv) 

Je designerai pour abreger par A4 le denominateur de la derniere de ces 
fractions. 

On aura alors: 
q 

P 
(dV sxv + dyp SYV + 

d(p 
Szv) _o. 

v=1 

Mais on a de meme, a cause de (2): 

A.( dx a v + 
y- ayV + dz az,) 0 
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I1 vient donc: 
PV d4 + dcp d!p\ 

dx, dy,, dy,v + dzd ) 0; 

c'est la generalisation du theoreme d'Abel. 
On trouve de meme: 

Q 
v 

d4p 

v 
dx d(pl d 

, 
+ ddml dzv ) ? v + w+ 

dPi,) 

Q. etant un polynoine de degre m + n- 4. 
Un cas particulier interessant est celui oii la surface f= 0 se reduit a un 

plan; si (p = 0, tp, = 0 sont deux courbes planes de degre m se coupant en M2 

points (xv,, yv) et si deux courbes de degre m infiniment voisines se coupent en 
mns points (xv + dxv,, yv + dyv), on aura: 

P (xv IYv) 
d 

(+ 2d01) dx + d(cp+2 p) dyv P(x,,y,,) dx,, dyv, - 

do dcp, dpidc 
dxv dtyv - dcxv dyv 

P etant un polyn6me quelconque de degre m -3 et X etant une constante 
quelconque. 

? 4. Fonctions intermediaires. 

Envisageons un systeme de fonctions abeliennes 'a n variables xl, x2 .- . . , 

et 'a 2n periodes. A l'exemple de MM. Briot et Bouquet, j'appellerai fonction 
intermediaire toute fonction entiAre des n variables qui se reproduit multipliee 
par une exponentielle quand les n variables augmentent d'une periode. 

Soit par exemple: alk, a2k, . . . . ank une periode. Une fonction entiare D 
sera une fonction intermediaire si l'on a: 
4 (xl + alk, X2 + a2k I . * * *, x. + a7k))=F (D (xl, X2. Xn) ealkXl + +k2 ank+n +1k 

(les a et les y 6tant des constantes) et cela pour toutes les perio.des. 
Je vais supposer pour fixer les idees qu'il_n'y a que deux variables x et y; 

j'appellerai les periodes fondanientales 

a,, a2, a3, a4 

b1, b2, b3, b4 

et les multiplicateurs correspondants seront: 

eat? + py + IY ea2X + 2Y+2 ea3X + 3y + V$ e4xP4 + 4Y + 4 
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Si l'on augmente x et y d'abord de la periode (a,, bl) puis de la periode 
(a2, 62), les deux multiplicateurs successifs ont pour exposants d'abord 

(a2x + gtY + r2) puiS (a1x + gl3y + y, +ala2 + 31b2). 

Le resultat devant etre le meme dans les deux cas, le nonmbre: 

a2a+ +32b1- aja2- 9hb2 = Ml. 2 

devra etre egal a un entier multiplie par 2in. I1 en sera de meme des expres- 
sions analogues XMik OU les indices i et k ou des valeurs quelconques. 

Considerons en particulier iine exponentielle de la formne suivante: 
e' oui P = A x2+ 2Bxy + Cy2+ 2Dx + 2Ey + F. 

;Si l'on augmante x et y de a et de b, l'exponentielle se trouvera multipliee par: 
eam+ P1y ? V 

75-it a = 22 a + 2Bb, 
,fl 2Ba+2Cb, 
y=Aa2+ 2Bab + Cb62+ 2Da + 2Eb. 

II vient donc: 

2 R= (Aai + Bb,) a, + (Bai + Cbi) b,- (Aak+ Bbk) a,- (Bak+ Cb,) b4 = 0. 
Ainsi pour une exponentielle eP, tous les Mi sont nuls. I1 est aise de voir 

que ces exponentielles sont les seules fonctions .intermediaires qui jouissent de 
cette propriete. Car si une autre fonction intermediaire FD en jouissait, on 
pourrait trouver une exponentielle e-P telle que la fonction 1?e1P, qui est egale- 
ment intermediaire, eut tous ses multiplicateurs egaux a 1. I1 en resulterait 
que cette fonction 4'e-P qui est entire serait quadruplement periodique; elle se 
reduirait donc a une constante, de sorte qu'on devrait avoir: 

oF Ce1'. 
C. Q. F. D. 

Supposons maintenant que les periodes: 
a1, a2, a3, a4 

bl, b2, b3, b4 

que nous considerons soient des periodes normales, de sorte que l'on ait: 

(1) alb3- a3b, + a2b4- a4b2 = 0. 
Posons: 

a1 a3 a3 a a2=a4 a4-a2 

bl=b3 b3- bl b2= b4 bl=-b2. 
On aura alors: Saa abf = 0. 
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Je dis maintenant qu'on a: 
(2) ZikMi (a4b' - ab') = 0, 

la somme etant etendue aux 6 combinaisons possibles des nombres i et k. 
En effet cela peut s'ecrire: 

EZkMAkatbk = 0, 

ou cette fois oni donnera a i et N a, independamment-l'un de l'autre les valeurs 
1, 2, 3, 4; cela fera donc en tout 16 termes dont 4 seront nuls parce que 
Nii = 0. 

La relation precedente devient alors: 

Zik (atak + ib - aka- f3kbi) a/bl = 0 
ou bien 

Xi (aia2kakbk) + i ( - b (b,b,aaa!)- k (df5biaa) = 0. 

La relation est donc verifiee, puisqu'on a: 

Zkakbk = 2kbkb = 2iaja = E;b,a 0. 
Cela fose, de deux choses l'une, ou bien les relations (1) et (2) sont 

distinctes, ou elles ne le sont pas. 
Je ne veux pas demontrer ici que ces relations ne seront jamais distinctes a 

moins que les integrales abeliennes considerees ne soient reductibles aux inte- 
grales elliptiques. La demonstration serait sans doute fort longue. 

Laissons de cote ce cas exceptionnel et supposons que les deux relations ne 
sont pas distinctes, et par consequent que les Mik sont nuls, a l'exception de M1 .3 

et de 1A.4 qui sont egaux entre eux. 

M1.3-M2.4= 2mim. 

Le nombre m devra toujours etre de rneme signe; il sera positif si comme on le 
suppose d'ordinaire, on a: 

aa 
- aoa? + a2al - a2a?> 0 

en designant par a? et a! les parties reelle et imaginaire de ai. 
Nous dirons alors que la fonction interrnediaire envisagee est d'ordre m. 
La fonction intermediaire sera une& fonction ? d'ordre m si les quatre 

multiplicateurs sont: 
1, 1 emx + 73 emY + y4 

les huit periodes etant: 
pour x: 2in 0 G H, 
pour y: 0 2inz H G'. 
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II est ais6 de voir: 
1?. Que toute fonction intermediaire peut etre regardee comme le produit 

d'une fonction e et d'une exponentielle de la forme eP. 

20. Que toutes les fonctions 8 d'ordre m qui ont memes multiplicateurs sont 
des fonctions lineaires de m2 d'entre elles. 

I1 en resulte que toutes les fonctions lineaires qui ont memes multiplicateurs 
sont des foilctions lineaires de m2 d'entre elles. 

Cela pose, on peut definir le multiplicateur correspondant a une periode 
quelconque (a,b) en se donnant les trois nombres (a, , y). 

Si par exemple oni a: 

(D(x+a, y + b) = (I(x, y)ea+?P+y 
le multiplicateur serait defini par les trois normbres (a, tB, y). Mais il est 
pref6rable d'envisager trois autres nombres (a, ;, S) dont le dernier S est defini 
comme il suiit: 1 (am ? 

ou plutot S-Y- 2 (aa + (mod. 2i7t). 

Car on peut evidemment augmenter S d'un multiple de 2in sans changer le 
multiplicateur. 

Soient donc (a, b), (a', b') deux periodes quelconques. Les multiplicateurs 
seront definis par les deux systemes de nombres (a, 2, y), (a', 3', y') ou bien 
encore par les deux systemes de nombres (a , g ), (a, 1', 3') en posant: 

^ = Y 2(aa + b, '- 2(a'a'+b') 
Considerons imaintenant la periode (a + a', b + b'); le multiplicateur corre- 

spondant sera defini par les trois nombres (a", [3", y") ou bien encore par les 
nombres (all, (3", Y'), on trouve aisement: 
all a + a7', fY'=3+ {', 
7"y +y'+ a'a + b'3 + y'+ aal + b3' (mod. 2i7t), 

- [a"' (a + a') + 3" (b + 6')]-^ + ' + 2 (aa+ bf3'-au'-b3). 

Or d'apres. ce que nous avons vu: 
a'a + b'g3- aa'- b3' 27ki7, 

k etant un entier. On aura donc, selon que 1'entier k sera pair ou impair.: 
~// + y1 

Oherhn dn1 + c' + ia m (mod. 2im)r . 
Cherchons donc a de'terminer le nombre k. 
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Supposons que l'on ait: 
a - jaj + 02a2 + 03a3 + 04a4 (les g et les r etant entiers), 

a- nial + 2a2 + n3a3 + 4a4 

et de meme pour b et b'. II viendra: 
1k - m (-ln3 -3 1 + 2K4 - $4f2). 

Si donc m est pair, on aura touj ours: 

Si au contraire, m est impair, tout depend de la parite de la parenth'se. 
Considerons donc une periode quelconque 

a = j1aj + 02a2 + $3a3 + $4a4, 
b-=1b1 + 2b2 + $3b3 + A4b4, 

et proposons nous de trouver le multiplicateur correspondant (a, , ^). On 
trouvera aisement: 

a -1a1 + $2a2 + $3a3 + $4a4, 

30 = $31+ 02/2 + '3/38+ 0494 

On aura de plus: 
$-'3A + W232 + W3Sa + $4W4 (mod. 2i7), 

si m est pair ou si 0153 + 0204 

est pair. 
On aura au contraire: 

= - 11 + W282 + W383 + W4 + i7, 

si m et 0103 + {204 sont impairs. 

Nous allons maintenant introduire six nombres (3): 

(a , a) ,(a , g), (a, S), (b , a) , (b,2 ,) (b,S 

definis comme il suit; considerons la forme bilinCeaire 

X1Y3- X3Yl + x2y4- x4y2 

et substituons a1, a2, a3, a4 a la place de x1, X2, x3, x4 et a1, a2, a3, a4 a la place 
de Yl; Y2, y3, y4; nous aurons (a, a); de m'enre pour les autres. 

Nous poserons de plus 
(a, ^)~ = Wt 
(b, S)- 2Sin. 

Nous conviendrons d'ecrire: 
of, y sr un poy) 

lorsque la diff6rence x' x, y' -y sera une p'eriode. 
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Si done on augmente chacun des ' d'un multiple de 2i7t, ce qui ne change 
pas les multiplicateurs, les nombres R et S deviendront R' et S'; mais on aura: 

(R', St) =_ (RI S) . 
Voyons maintenant ce que deviennent nos 6 nombres (3). 
1?. Quand on change de variables. 
20. Quand on change de periodes. 
30. Quand on multiplie la fonction internlediaire par une exponentielle de 

la forme eP. 

10. Citangement d'origine. 
Imaginons qu'on pose: 

x=' +h, y=y'+k, 
quels seront les 6 nombres relatifs aux nouvelles variables x', y'? 

I1 est evident que les 4 nombres 

(a, a), (a, /3), (b, a), (b6 ) 
ne changeront pas. Quant a R et a S, ils augmenteront respectivement par 

i [h (a, a) + k (a, P)] et 2i [h (b, a) + k (b, 
2i7Z /3 )+(b 6)] 

20. Changement lineaire. 

Posons: x' = x + (y, Ax= t1x- Y y, 
Y-=a1x+UY, Ay= - 21x + xy, 

A =-y1 - Xy 

On aura alors, en appelant a', b', a', /3' les nouvelles valeurs de a, b, a, g: 
a' = Xa + itb, Aa' =la --X1/3, 
b'-=t1a +llb, A3'=- Ita++ Xf 

Si nous formons alors les nouveaux nombres: 

(a', a'); (a', /'), etc., 

il viendra: (at, a') = 1(a, a) + w (b, a) _XI _ 1tX1 (b, XB) 

et de meme pour les trois autres. 
Les quatre nouveaux nombres tels que (a', a') s'exprimeront done lineaire- 

ment en fonctions des anciens. 
VOL. VIII. 
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Voici le tableau des coefficients: 
(a, a) (b, a) (a,/3) (b,3) 

(a', a') -x1 - xl 
(b', P') - + -I X21 

(b/X I ) 1 '~ -1 2k1 

Ce tableau montre imm'ediatement que: 
(a,a)+(b,f) 

est un invariant et il est aise de voir en effet que cette expression est egale a: 

M1. 3 + M1. 4= 4mimci. 
Mais il y a plus. Supposons que l'on ait 

(a, a) (b, f3)=2miiz 
et (a, 0- (b, )=O, 

le tableau precedent montre qu'on aura encore: 

(a', a') (b', 13') 2min 
et (a, (') = (b, a') 0. 

Nous allons voir maintenant que les quatre nombres (a, a), etc., ont effec- 
tivement les valeurs que j'indique plus haut. 

Pour une exponentielle de la forme eP, on voit aisement que ces quatre 
nonibres sont nuls. 

Pour une fonction ? les quatre periodes ont pour valeurs respectivement: 
2in 0 G I 

0 2irt H GC 
et les nombrcs a et 3 ont pour valeurs: 

O 0 m 0 
O O 0 m 

I1 en resulte que l'on a 
(a, a)-(b, 6 _ 2mit, 

(a, f) =(b, a) 0. 
Ces valeurs resteront encore les memes quand ont multipliera une fonction 

E0 par une exponentielle e-; elles ne changeront pas non plus (ainsi que nous 
venons de le voir) quand on changera de variables. Elles sont donc les memes 
pour une fonctiona interm4diaire quelconque. 

Qu'arrive-t-il maintenant des nombres R et S? 
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I1 est aise de voir que par suite du changement lineaire que nous envisa- 
geons, les r et les S ne changent pas. On aura done, en appelant R' et S' les 
nouvelles valeurs de R.et de 8: 

R' = XR + yAS, 
St = XIR + #18 . 

Revenons au changement de variables que nous avions envisage d'abord, 
c'est a dire au changement d'origine. Nous avons vu que R et S auginentaient 
respectivement de 

1 [h (a, a) + k (a, 3)], 

2i [h (b, a) + hk(b, l7 

Ces deux quantites, en tenant compte des valeurs des nombres (a, a), etc., se 
reduisent a: mh et mk. 

Si done on change de variables en posant: 
&= 2x + ILy + I, 

y = lx + Ytly + k, 
il viendra: 

R'= A7? + yS- mh, 
S' = XjR + tS - mk , 

ce qui peut s'enoncer ainsi: 

Les nombres - R et subissent le mTeme changement que les variables elles- 
nm nM 

melmes. 

3?. Changement de periodes. Supposons que l'on remplace le systeme des 
periodes a,, a2, a3, a4, 

bl, b2, b3, b4, 

que nous supposons etre un systeme de periodes normales, par un autre systeme 
equivalent et egalemeiit forme de periodes normales. 

Les inouvelles valeurs des nombres a et / seront formees avec les anciennes, 
comme les nouvelles p6riodes avec les anciennes et il en sera encore de meme 
des nouvelles valeurs des nombres z a un multiple pres de i7t. 

I1 en resulte que les nouvelles valeurs des quatre nombres (a, a)., (a, /3), 
(b, a), (b, /3) sont les memes que les anciennes; et que les nouvelles valeurs de 
R et de S sont aussi les memes que les anciennes a une demi-periode pres. 

C'est cette demi-periode qu'il faut mainteiiant chercher a determiner. 
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Pour cela il faut envisager les changements simples de periodes qui sont 
le6 suivants: 

10. Permutation de a, et de a3 en chaingeant le signe d'une des deux periodes. 
20. Changement simultane des signes a1 et a3. 
30. Permutation des deux paires de periodes (a,, a3), (a2, a4). 
40. Changement de a, en a, + a3. 
50. Changement de a, en a, + a3 et de a4 en a4- a3. 
Les trois premieres operations ne peuvent alterer les nombres R et S. I1 

n'en est pas de meme des deux dernieres. 

Si l'on change a1 en a,+Ca3, & va se changer en &1+ + 1- M-M1 3 ou en 

81 + ^3 + mi. De sorte que le nouveau & sera congru t &1 + & OU + 3 + in 
selon que m sera pair ou impair. Si on appelle R' et S' les nouvelles valeurs de 
R et de S, on aura: 

(RI, SI)_-(R, S), 
si m est pair, et 

(R', S') _ (R + a. S _+ 

si m est impair. 

Dans la 5"ine operation, le nouveau 8, sera 61 + 64 + 2 MK1 4 et le nouveau 64 

sera 64 - - 2 M3. 

Mais comme on a M1 ,4 AM4. 3= 0, on voit que cette cinqui me operation 
n'altere pas R et S. 

Ainsi donc dans le cas oiu m est pair, on a toujours 

(R`'I SI)-(R,I S) 
et l'on a dans tous les cas possibles: 

(2R', 2$')-(2R,I 2S) . 

40. Multiplication par une exponentielle. 
Supposons que l'on multiplie la fonction intermediaire envisagee par 

1'exponentielle e', oiu 
P =Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F. 

Nous avons trouve pour l'exponentielle: 
a= 2Aa + 2Bb, 

= 2Ba + 2Cb, 
= Aa2 + 2Bab + Cb2 + 2Da + 2Eb, 
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et par consequent = = 2Da + 2Eb, 

ce qui montre que les 6 nombres (a, a), (a, p3), (a, S), etc., sont tous nuls. 
On ne change donc pas ces six nombres en multipliant une fonction inter- 

m6diaire par une exponentielle. 
On voit donc dans quelle mesure nos six nombres peuvent 8tre regardes 

comme des invariants. 
Ces resultats se generalisent immediatement et s'etendent au cas des fonc- 

tions ab6lienlnes de plus de deux variables, mais il est tout a fait inutile que 
j'insiste sur ce point. 

? 5. Transformation. 
Soit: 

(1) aT1, a2, a3, a4, 

bl, b2, b3, 64, 

un systeme de periodes normnales, tel que: 

a, b3-a3, b1 + a2, b4-a4, b2= O. 

Envisageons maintenant un second systeme de periodes: 

(2) C1e C2, C3, C4, 

d1, d2, d3, d4, 
qu'on obtiendra en posant: 

Cd - b~1ikak (i, k= 1, 2, 3, 4) 
les Xik etant des nombres entiers. 

Nous supposerons que ces nombres entiers X aient ete choisis de telle sorte 
que l'on ait identiquement: 

cld3 - c3d, + c2d4- c4d3 = It (alb3 - a3bl + a2b - a4b2). 

Le determinant des ? sera alors egal 'a ~2 et l'operation par laquelle on passe 
du systeme des periodes (1) au systeme (2) s'appellera une transformation 
d'ordre I. 

I1 est evident que toute fonction qui admettra le systeme de periodes (1), 
admettra egalement le systeme (2), d'oiu il suit que les fonctions abeliennes 
engendrees par le systeme (1) ne sont que des cas particuliers de celles qui sont 
engendrees par le systeme (2). 

Si l'on considere une fonctioni iiitermediaire relative au systeme (1), ce sera 
aussi une fonction intermediaire par rapport au systenie (2), inais la reciproque 
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n'est pas vraie. Une fonction intermediaire relative au systeme (2) n'est pas 
toujours une fonction intermediaire par rapport au systeme (1). 

Soit eax + y + y 

le multiplicateur d'une fonction intermediaire relative au systeme (1) par rapport 
a la periode (ai, bi) et eazx++ -A 

son multiplicateur par rapport a la periode (ci, di). 
Nous poserons comme dans le paragraphe precedent: 

'Y =--- (aiai + bi3,); Sy= - +(cia + dig3), 
et il viendra 
(3) ai XikaA;l3 -%ikgk 

(4) =S -VkSJk (mod. in). 
I1 en resulte que si l'on forme les six nombres: 

(c, a'), (c, '), (c, S'), (d, a'), etc.; 
on aura: (c, a') = u (a, a), (c, ')-t (a, O), etc. 

On en conclut que si tine fonction interni6ediaire est d'ordre m par rapport 
au systeme (1), elle sera d'ordre mlt par rapport au systeme (2). 

Posons maintenant: 

RI i (c, 1 (d S); 

on trouvera: (2R1, 2S1)-( 2 R, 2yuS); 
c'est a dire que les nombres R1, S, ne difflreront des nombres yR, 1uS que d'une 
demi-periode du systeme (2). 

Cela pose, imaginons qu'on se donne les a', les /3' et les S' et qu'on se pro- 
pose de determiner les a, les / et les (S. Les a et les /3 se calculeront sans 
ambiguite par le moyen des equations (3). Pour determiner les S, il faut mettre 
les colngruences (4) sous une forme plus pr'ecise. 

Nous les ecrirons: 
(4) (S' - XkS + Ei (mod. 2inz) 
ei ne dependra que des Xi et sera egal tantot a 0, tantot a izt (cf. ?? precedent). 

Nous n'avons besoin de connaitre les S qu'a un multiple pres de 2iz7t. I1 est 
aise de conclure que les congruences (4) coiiportent un nombre de solutions egal 
au determinant des 2, c'est a dire 'a 2. 

Je vais maintenant resoudre deux problkenes inverses. 
1?. Former les fonctions intermediaires du systeme (2) a l'aide de celles du 
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Nous nous donnons les nombres a', ,3' et Y correspondant a un systeme de 
fonctions intermediaires d'ordre ,I, relatives au systeme (2). 

Des egalites et congruences (3) et (4) nous deduirons I2 systemes de valeurs 
des nombres a, J3 et S. 

A chacun de ces systemes de valeurs, correspondront m2 fonctions interme- 
diaires d'ordre m relatives au systenie (1). 

Par rapport au systeme (2), ces fonctions intermediaires seront d'ordre mti 
et correspondront aux nombres donnes a', (3', S. 

OIn aura donc en tout mi2,u pareilles fonctions d'ordre mLt qui seront lin'eaire- 
ment independantes et a l'aide desquelles toutes les autres pourront par conse- 
quent s'exprimer lineairement. 

20. Former les fonctions intermediaires du systeme (1) a l'aide de celles du 
systeme (2). 

Nous nous proposons de trouver une fonction d'ordre m admettant pour 
chacune des periodes du systeme (1) un multiplicateur defini par trois nombres 
donnes (a, , ). 

Pour les periodes du systeme (2), le multiplicateur sera defini par les trois 
nombres (a', g', S') que l'on peut deduire des relations (3) et (4). 

Toute combinaison des periodes (2) est aussi une combinaison des periodes 
(1); mais la reciproque n'est pas vraie. Parmi les combinaisons des periodes 
(1), on peut en choisir U2 que j'appellerai periodes principales et qui jouiront de 
la propriete suivante: 

Une periode quelconque, je veux dire une combinaison quelconque des 
periodes (1), est touj ours egale a une periode principale, augmentee d'une com- 
binaison des periodes (2). 

Soient alors: 
(O,I O), (a//, bll) , (a//, b2'),.., (a"', bll) 

les tt2 periodes principales (v = 2 1) et 
(O I 0 0) (a"l, (a//, gl' al, 2 1 ,2)***XX(avvd ^ 

les nombres qui definissent les multiplicateurs corr'espondants. 
Quant aux multiplicateurs eux-me'mes, nous les appellerons pour abreger: 

1, Pi, P2,....,P* 

Cela pos6, soit c1 (x, y) une fonction intermediaire d'ordre my par rapport 
au systeme (2) et admettant pour les periodes de- ce systeme- les memes mnultipli- 
cateurs (a', p' Y) que la fonction qu'il s'agit de construire. 
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Les fonctions suivantes: 
P?(D x- a"',y -b"'), P,4(D x a"/, y- b'), .. P,(D(x - a//,y -b'), 

admnettront les m'enes multiplicateurs que la fonction cD elle-meme. II est aise 
de voir alors que la fonction: 

F (x, y) + ,P,$ (x - ', y b-'), 

est une fonction intermediaire d'ordre m par rapport au systeme (1) et admettant 
les multiplicateurs (a, g, 6). 

Le probleme propose est donc resolu. 
Nous allons mainteinant etudier plus particulierement le cas oiu les integrales 

abeliennes qui ont donn6 naissance au systeme de fonctions abeliennes envisagees, 
sont susceptibles d'etre ramenees aux integrales elliptiques. 

Supposons pour fixer les idees qu'il n'y ait que trois variables x, y et z et 
6crivons le tableau des periodes sous la forme suivante: 
pour x: 1 0 0 G H" H', 
pour y: 0 1 0 H" G' H, 
pour z: 0 0 1 H' H G". 

La variable ax + gy + yz aura alors pour periodes: 
a , 7 y, (a G + t3H" + yH'), (aH" + 1 G' + yH), (aH'+ 3H+ y G"). 

Si ces six periodes se r6eduisent a deux, nous dirons que la variable 
ax + (y + yz est reductible. Les variables reductibles correspondent ainsi aux 
integrales abeliennes reductibles aux integrales elliptiques que nous avons 
envisagees dans les ??1 et 2. 

Supposons qu'il y ait une variable reductible; je puis toujours par les 
procedes du ?1 ramener le tableau des periodes a la forme: 

pourx: 1 0 0 G - 0, 
a 

(5) pour y: 0 1 1 G' H (a etant un entier), a 
pourz: 0 0 1 0 H GC" 

de telle sorte que la variable reductible soit precisement x. 
Supposons maintenant qu'il y ait une autre variable reductible; il y aura 

certainement une 3ame variable reductible, d'apres les conclusions dui paragraphe 
2, et de plus, ou bien ces variables seront de la forine: 

fy + yz, y3'y + y'z, 
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ou bien elle sera de la forme generale 
ax + gy + yz, a'x + /3'y + 'z; 

mais il y aura une infinite d'autres variables reductibles parmi lesquelles les 
deux suivantes: /3y + yz, /31y + y'z, 
ne dependront que d'y et de z. 

Dans tous les cas, s'il y a trois variables reductibles, ou s'il y en a une 
infinite, l'une de ces variables sera x,, et 'deux autres seront des combinaisons d'y 
et de z seulement. 

Cela pose, reprenons le tableau des periodes (5) et multiplions les 4"me, 5'me 

et 6'me periodes par a. Cette operation sera une transformation d'ordre a. Le 
tableau des periodes deviendra ainsi: 

1 0 0 aG 1 0, 
0 1 0 '1 a G' aH, 
0 0 1 0 aH a G". 

Retranchons maintenant la I"re periode de la 5eme et la 2amfl de la 4eme, le 
tableau des periodes se simplifiera et deviendra: 
pour x: 1 0 0 aG 0 0, 
pour y: 0 1 0 0 a G' af, 
pour z: 0 0 1 0 aHt a G". 

Les periodes de x sont ainsi rendues independantes de celles d'y et de z. 
La lre et la 4ame periodes appartiennent a x seulement, les quatre autres periodes 
a y et a z seulement. 

Les deux variables: f3y + y'z, /'y + y'z, 
resteront d'ailleurs reductibles. II en resulte que si nous envisageons le systeme 
de periodes suivant: 
pour y: 1 0 aG' aH, 
pourz: 0 1 aH a G", 
qui n'est plus que de genre (2), le systeme d'integrales abeliennes correspondant 
admettra encore deux integrales reductibles aux integrales elliptiques. 

On pourra donc d'apres les principes du ?1 reduire le tableau des periodes, 
en prenant pour nouvelles variables: 

y1 =A3Y + yZ, z1 = 'y + Y'z 
On trouvera ainsi: 

poury1: 1 0 GI h ' 

pour zl: O 1 b Gl' (b etant un entier). 
VOL, VIII. 
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Le tableau coinplet des periodes sera alors: 
pour x: 1 0 0 aG 0 0, 

pour y1: 0 1 0 0 G - 1 

pour z1: 0 0 1 0 6 G1'. 

Faisons ensuite l'operation suivante qui est une transformation d'ordre b: 
Multiplier les trois dernieres periodes' par b; puis retrancher la 2"me de la 

6'me et la 3'me de la 5'me 

Le tableau des periodes devient ainsi: 
pourx: 1 0 0 abG 0 0, 
pour y1: 0 1 0 0 bG1 0, 
pour zl: 0 0 1 0 0 b G1'. 

On voit que les periodes des trois variables x, yj et z1 sont ainsi rendues 
inde pendantes. 

On reconnalt sans peine comment le raisonnemennt precedent s'etend au cas 
general et on peut enoncer le rsiiltat suivant: 

Si dans un systeme de variables abeliennes de genre p, il y a p variables 
reductibles, on peut par une transformation d'ordre convenable, simplifier le 
tableau des periodes de maniere a rendre independantes les periodes des variables 
definitives. 

Nous avons ete obliges de faire dans le raisonnement precedent p = 3 et noln 
p = 2, parce que la generalisation en partant du cas de p = 2 aurait pu presenter 
des difflcultes. 

Nous allons revenir a l'hypothese p = 2 et supposer de nouveau qu'il n'y a 
que deux variables x et y. 

Considerons en particulier le cas oiu les periodes.de x et de y sont indepen- 
dantes et o'u le tableau des periodes s'ecrit: 

2i7t 0 G O, 
0 2in 0 G'. 

Cherchons a former toutes les fonctions E) d'ordre m qui admettent pour 
multiplicateurs relativement a nos quatre periodes: 

1, 1, 6mx + -9)XM 
+ IN. 

On pourra former m fonctions e elliptiques, dependant de la variable x, admet- 
tant les deux periodes: 2it et G 
avec les multiplicateurs 1 et em?+ v3. 
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Soient: E01(x), 02G(x) . . . , (X) 

ces m fonctions. 
On pourra de nieme former m fonctions 0 elliptiques, dependan-t de la 

variable y, admettant les deux periodes: 
2i7% et G' 

avec les multiplicateurs 1 et emY +Y4. 

Soient: 0(g), e2(y). , 

ces m fonctions. 
Les m2 produits: Oi (x) ((y) (i, k= 1, 2. , m) 

seront alors des fonctions 0 d'x et d'y, a I'aide desquelles toutes les autres 
s'exprimeront lineairement. 

Une fonction 0 quelconque d'ordre m est alors egale a: 
X;AikE)i (X)E)k (Y) i 

oii les Aik sont des constantes num6riques. 
Une fonction intermediaire quelconque sera de la forme: 

XA7keP0i (x)E) 
I 
(y) 

oii P est un polynome entier du 2de degre en x et en y. 
Supposons maintenant que les periodes de x et de y ne soient plus indepen- 

dantes, mais que les deux variables: 
ax+3y, a'x + 3'y, 

soient reductibles. 
On pourra alors en prenant pour variables nouvelles, 

x' = ax + fy, y = a'x + 93'y, 

et en operant sur les periodes une transformation d'ordre It, rendre independantes 
les periodes de x' et de y'. 

Les fonctions intermediaires d'ordre m relatives au premier systeme de 
periodes seront des fonctions intermediaires d'ordre my par rapport au systeme 
transforme. 

I1 en resulte que toute fonction intermediaire d'ordre m par rapport au 
premier systeme pourra se mettre sous la forme: 
(6) .Aik,ePE)i (ax + gy) e0 (aox + /3y). 

Les Aik sont des constantes; les indices i et k varient de 1 a my; les EO* et les 03 
sont des fonctions 0- elliptiques d'ordre my; P est un polynome du second degre 
en x et y. 
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Une expression de la forme (6) n'est d'ailleurs pas toujours une fonction 
intermediaire relative au premier systeme de periodes. 

I1 faut pour cela qu'il y ait entre les Aik 

m2 (Y2- 1), 

relations lineaires qu'il est aise de former. 
Ces resultats s'etendent imme6diatement au cas de p variables. 

?6. Somme des zeros. 

Soient cp1,cF2. , (DP, p fonctions intermediaires de p variables xl, x2, .... ,xp 

admettant les memes periodes et etant respectivement d'ordre mi, m2. , mp. 

Considerons les solutions commnunes aux p 6quations simultanees 
(1) - 1 42 (3 ..., 14p= = 0. 

Soit: xi Y1, x2y2, * . . , xp - yP, 
un systeme de solutions des equations (1). Soit: 

a,, al., * , ap, 
une des periodes. 

Ii est clair que 
xi=y, + a,, x2 =2 + a2, . xp=yp + ap., 

sera un autre systeme de solutions. Mais nous ne regarderons pas ces deux 
solutions conime distinctes. 

Dans un travail ins6ere au tome X du Bulletin de la Soci6te Mathematique 
de France, j'ai determine le nomibre des solutions distinctes et demoiitre qu'il est 
egal ': N= p! ml. m2. . ... . n,. 

Soit maintenant: 
Xi=y,,k, (i= 1, 2. , p;k 1,22 . , N), 

un quelconque de ces Nsystdmes de solutions. 
Je me propose de deternminer la somme de ces solutions, c'est a dire de 

calculer les p quantites: 
N N N 

HI = Ylk, H2= Y2 Hse ,p Ypk 
k=l k=l k-1 

I1 est clair que ces quantites H ne pourront etre deterniinees qu'a un multiple 
pres des periodes. En effet lnous ne regardons pas comme distiirctes les deux 
solutions: MAk I YU 2k , * tp7 
et ylk + a,, Y2k + a2 . , !yk + a-P. 
Mais si on les remplace l'une par l'autre: 

H1,1 2. H, 
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se chailgeront en: 
H1 + a,, 1 + a2 .... , + 

Les H nous seront donc donnes non par une 6galite mais par une congruence. 
Je vais maintenant montrer que les Ii ne depenident que des periodes et 

des multiplicateurs. 
Pour cela nous allons, pour fixer les idees, supposer qu'il n'y a que (leux 

variables x et y. 
Nous aurons alors deux fonctions intermediaires (J) et (?2 d'ordre ml et m2 

et nous envisaoerons les deux equations: 

(DI= (2= 0 

qui oiit 2mlm2 solutions distinctes. 
Soient alors: 

a,, a2, a3, a4, 
(2) b1, b2, b3, b4, 
les periodes et 

(al, 91, l (a2, g2, ^2)7 (a3 , 93, 3), (a4, 94, k4)7 

(a/ ', 7,S) (a', ', N2) ((x/, gl, &3), (aI,/ 8) 

les multiplicateurs de I:, et de (D2, en conservant aux lettres a, d8 et S la meme 
signification que dans les deux paragraphes precedents. 

Je dis que H1 et H2 ne dependront que des a, des b, des a, des 3 et des S. 
Soient en effet (DI et (DI deux fonctions intermediaires admettant respective- 

ment les mnemes multiplicateurs que 'IN et :2*. Formons les equations 

(3) (DI + X14:' = )2 + 2@2 = ?, 

qui auront 2m1m2 solutions distinctes; faisons la somme (IIi, i2) de ces 2m1m2 
solutions. Je dis que H1 et H2 ne dependent pas des X. 

Soient D"' une fonction intermediaire ayant manmes multiplicateurs que I:l 
et <'Ix, et que F' une fonction internm6ediaire ayant memes multiplicateurs que 
(I2 et (Ix. Alors les quotients: 

(I1 + 2,('IN et (D2+ 2?2I 

seront des fonctions abeliennes. 
Soient maintenailt X, Y et Z trois fonctions abeliennes quelconques admet- 

tant les periodes (2); il y aura entre ces trois fonctions une relation algebrique 
que j'ecris: 

(4) F(Xt Y, Z) = ion 
et toute fonction ab'elienne sera une fonction rationnelle de X, Yet Z. 
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I1 en sera ainsi en particulier des six derivees partielles: 

dX d Y dZ dX dY dZ 
dx' dx dx dy dy dy' 

ce qui permet de poser: x = (AdX+ BdY), 

y =f(A1dX+ B1dY). 

A, B, A1, B1 etant des fonctions rationnelles de X, Y et Z. 
En d'autres termes, si l'on regarde X, Yet Z comme les coordonnees d'un 

point dans un plan, l'equation (4) represente une surface algebrique et x et y 

sont des inte6grales de diff6rentielles totales de J9re espAce attachees 'a cette 
surface. 

De plus je pourrai ecrire: 

__ _ + -4)l P1 + 2lP' (F2 + a2(k2 P2 + 2P2 

?1 Q1 q2/ Q2 

P1, P1, Q1, P2, P. et Q2 etant des polynomes entiers en X, Yet Z. 
I1 en resulte que les equations (3) equivalent aux suivantes: 

(3bis) P,+2Pl P2+ 2P2=O. 
Ces dernieres representent une courbe gauche algebrique, variable avec les para- 

metres 2, et X22 

Pour avoir H1, il faut envisager les diff6rents points d'intersection de cette 

courbe et de la surface (4), et faire la somme des. diff6rentes valeurs que prend 

l'integrale de 1mre espece x en ces diff6rents points: 
Le theoreme d'Abel generalise, nous apprend que cette somme est une 

constante. Donc H1 ne depend pas de Xi et de %2. 

C. Q. F. D. 

Cela pose, proposons nous d'evaluer cette somme en fonction des a, des b, 
des a, des t et des A. 

Commenpons par le cas des fonctions elliptiqucs et imaginons que l'on ait 

deux periodes: a1 et a2 

avec les multiplicateurs (a1, 7'), (a2, 72), ou eucore 

(al, 81) (a2 , 32) 

les nombres a, y et z ayant meme signification que plus haut. 

On trouve aisement que si m est le nombre des z6eros de la fonction interme- 

diaire envisagee et Hleur somme, on aura: 
2m7t a2a, - aja2 

ata2 ala 2 
et 2 Hi,i- - a21 +a,a 1a-2 l 2 +2a1 2 
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ou en tenant compte des relations 

Y 8+ 2faa, 

211i7t ( a2ai - a2a2 ) (a1 + a2) + 82ai-Xa(2, 
on ~ ~2H= j (a2a+ a,) (2a, - , ,j-6 2 2~~~~22 

ou H= 2 (a, + a,) + '62a, 
- 

61a2 

Si m est pair, on obtient ainsi: 

H= _ 2a1- 01a2 (mod. a,, a2), 
2in 

et si m est impair: 

H= 3aj-27jaZ2 + a + a2 (mod. a1, a2). 

Revenons maintenant au cas de deux variables, mais en supposant que les 

periodes de x et de y soient independantes. Soient alors: 

pourx: a1, 0, a3, 0, 

pour y: 0, b2, 0, b4, 
les 4 p6riodes et 

(al, iB, 91 1) , (a2 (g2, 7 2) , (a3 , 3 y k) (a4 , 4' k4) 

les multiplicateurs correspondants. On aura: 
a2a1 - /3b2 = MA. 2= 0, a3a, - aja3= A21. 3 = 2mi7, 
a4a 1-/Ab4= 0, a2a3 -/3b2 ?, 
42- A2b4 = 2m, /33b4 - a4a3 = 0, 

ce qui permet de poser, It etant une constante convenablemenit choisie: 
a2 = pb2, a4 = pb4, 31 = Ita1, /3 = Ia3 

Multiplions maintenant notre fonction intermediaire par: 
e- -Y 

a2, a4, /1, /3 s'annuleront et les autres nombres a, 3, S ne changeront pas. 
Nous ne changerons pas d'ailleurs les zeros de notre fonction intermediaire. 

Nous pouvons donc toujours supposer que l'on a: 

a2 = a4= 1 /3 0- 

Soient maintenant '1 et 4?' deux fonctions intermediaires d'ordres m et m' 
ayant respectivement pour multiplicateurs: 

(a,, 0, s), (0, /2, 62), (a3, 0, k) (0, /' Ml 
(1 n ! 0A t ,Yta^ nA ! 
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et envisageons les deux equations: 
(5) -4 = (V = 0, 

qui ont 2mm' solutions distinctes. 
I1 existe m2 fonctions intermediaires qui ont mernes multiplicateurs que cD, 

et mn"2 fonctions qui ont m'enes multiplicateurs que i'*. Mais d'aprbs ce que 
nous venons de voir, H, et H5 ne dependent que des multiplicateurs et ne 
changeront pas si on remplace i) et i)' par d'autres fonctions intermediaires ayant 
nlemes multiplicateurs. 

Parmi les fonctions qui ont me'mes multiplicateurs que cD, il y en a qui sont 

de la formne: (x) ()2 (Y); 

cPI(x) est une fonction interm,ediaire elliptique, admettant les periodes a,, a3 et 
les miultiplicat'eurs (a,, &1), (a3 , U3). 

De meme (cP (y) a pour periodes b2, b4 et pour multiplicateurs (fl2, (2), 

(1S4, S4). 
Je pourrai de meme remplacer ,(' par le produit: 

o?1 (x) IN (y); 

i)'(x) aura pouir periodes a,, a3 et pour multiplicateurs (a', 8)-, (a', 3) et V2(y) 
aura pour periodes b2, b4 et pour multiplicateurs ( , M ( 

Nous renmplacerons donc les equations (5) par les suivantes: 

i1) (x) <>2 (y) = (1) (x) i)2 (y) =0, 

ou ce qui revient au merne par les suivantes: 

(6) (DJ(x)= =1V(y) =0 et V1(x) =ci)(y) 0. 

Soit 7k,, 3, 2 hl, 7il la somme des zeros de (DI, i)2, ci)?, ci 

Je dis qu'on aura H, = m'ht + mhl, 

21= m'h2 + mh2. 

En effet enu-nerons les 2mm' solutions des equations (6). 
On les obtiendra: 
1?. En coinbinant les m zeros de (i) avec les m' zeros de ()D2. 

20. En combinant les m' zeros de (DI avec les m zeros de D2. 

Done chacun des zeros de i), paraltra m' fois et chacun des zeros de (I) 
paraitra m fois. C'est pourciuoi l'on a: 

HI= m'hl+ mhl. 
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Nous aurolns d'autre part: 

hl 3a -i Sla3l + m a, + a2, 

2in 
+m 'a,- &a3 +mt a,+, 

d'oiu H1 2in (3a1 - ja3) + 2 (&3a - 3), 

le terrne 2mm' (a1 +2 2) disparait comme etant un multiple des periodes. 

Posons maintenant, en reprenant les notations des paragraplies precedelnts: 

(a, ) =a3 - a3 + a& -4S2 =a13 - a31 (puisque a2 a4 = 0), 

(a, S)= 2Rit, (b, ^) = 2Si7, 

(a, So)2R'i7t (b o'.2S'in. 

I1 viendra H1 m'R + mR', 
et de meme: A2-m'S + mS'. 

Nous pouvons donc ecrire plus succinctement et conformement aux notations 
adoptees plus haut: 
(7) (H1, H2)-(m'R + mR', m'S+ mS'). 

Cette formule est demontree pour deux fonctions intermediaires quelconques, 
toutes les fois que les p6eriodes de x et de y sonlt independantes. 

Passons mnaintenant a un cas plus general, et supposons que les periodes de 
x et de y nie soient plus independantes, mais que parmi les variables de la forine 
cx + dy, il y en ait deux qui soient reductibles. 

Nous supposerons d'abord que ce soient x et y qui soient reductibles et que 
les periodes s'ecrivent: 

pour x: a,, a2, a3, a4, 

(8) pour y: b6, b2, 63, b4, 

de telle fitpon qu'il y ait deux relations lineaires a coefficients entiers entre 
a1, a2, a3 et a4 et de ineme deux autres relations-semblables entre bl, b2, b3 et b4. 

On pourra alors, par ane transformation d'ordre It amener les periodes de 
x et de y a etre independantes et remplacer le systeme des periodes (8) par un 
nouveau systeme (9) de pe6riodes iindependantes. 

Soient alors cD et FD' deux fonctions intermediaires d'ordres m et m'. 
Envisageons eglcore les equations: 

= q = 0. 
VOL.VIII- 
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Soient R, S et R', S les noinbres R et S relatifs aux deux fonctions () et (<P. 

Par rapport au nouveau systeme de periodes (9), (P et (DI seront des 
fonctions interme6diaires. d'ordres mlt et m'la et par rapport a ce niouveau systerme, 
leurs nonmbres caracteristiques seront devenus respectivement R1, S, et R', S1. 

On aura d'ailleurs (cf. ? precedent): 

(2R1, I2S,) -7(21tR I 2j8), 
(2R', 2S11)=-(2yR', 2tS'), 

par rapport aux periodes (9) et a fortiori par rapport aux periodes (8). 

Les equations '( ( = 0 

auront 2mm' solutions distinctes par rapport aux periodes (8); la somnie des 
2mm' valeurs de x sera H1, celle des 2mm' valeurs de y sera 112. 

Ces meines 6quations auront 2y2mM' solutions distinctes par rapport aux 
periodes (9); la somme des 2y2mm' valeurs de x sera k1, celle des 2t12m)n' valeurs 
de y sera 72. 

On aura d'ailleurs evidernment: 

(k., 7 7,2)_(j2H1, tt2H2), 

la congruence etant prise par rapport aux periodes (8). 
Nous pourrons appliquer au calcul de k1 et de kc2 la formule demnontree 

pr6cedeinnient pour le cas oi' les periodes x et y sont inid6pendantes, ce qui donne: 

(kl, 2) _ (tm'Rh + ymR, tym'S1 + ImSI), 
ou (2k1, 272) -(2i2 [mn'R + nR'], 2u2[tn'S+E iS'])m 

ou enfin 

(10) (2lt2lH, 2ji2H2) -(22 [m'R + mR'], 2y2 [m'S+ mS'I]). 

Envisageons donc le syst'eme des deux quantites: 

H r-m'R--mR', 12-m'S-mS'. 

D'apres la congrueince (10), ces deux quanitites devronit toujours etre egales a 

une periode divisee par 2,a2. Or ces deux .quantites sont evideinment des 
fo-nctions continues des z et des S'. Ce Tie peuvent donc etre que des constantes, 
ce qui nous permet d'6crire: 

(HI17 H,2)-(m'R + mR' + Al, m'S + m S' + A2), 

A, et A, sont des constantes ne d&pendant que des periodes a et b, des a et des , 
mais independantes des 6 et des cY. 



POINCAUE: S&r 1es Fonctions Abeliennes. 339 

I1 reste a determiner ces constantes. Pour cela, j'envisagerai un cas partic- 

ulier, celui oiu les 6 et les Y' sont tous nuls. Dans ce cas on a: 

R-= R'= S S'= 0. 

De plus la fonction D(x, y) aura mremes multiplicateurs que (- x, - y) et par 
consequent que: 

,D(x, y) + x(-, -y), 
qui est une fonction paire. 

Cela nous permet de supposer que dans les equations 

CD = (V= 0, 
(D et W' sont des fonctions paires. 

Si alors: x x0, y= Y0 

est une solution de ces equations, iH en sera de mreme de 

XZX-o, Y=-Yo 

Si ces deux solutions sont distinctes, leur somme est nulle; elles entrent 
toutes deux dans l'expression de H1 et de H2 et elles s'y detruisent. 

Si elles ne sont pas distinctes, une seule d'entre elles devra entrer dans 
1'expression de H, et de H2 et ce sera evidemment une demi-periode. 

Ainsi dans le cas qui nous occupe (H,1, H) est toujours une demi-periode et 
comme on a dans ce cas: 

(Hf, I 2) - (Al 7 2) 

on voit que (Al, A2) est aussi une demi-periode; on a done dans le cas general 

(2Hf, 2H2)=(2mn'R + 2mR', 2mn'S+ 2mS'). 

Cette formule subsiste encore quand on fait un changemnent lineaire de variables, 
ou un changement de periodes (cf. ? 4). 

Cette formule est ainisi etablie pour tous les cas ou iH y a deux variables 

reductibles; mais il est aise de l'etendre au cas le plus g6n6ral. 
En effet, d'apres un theoreme demontre au ?2, tout systeme de periodes 

differe infiniment peu d'un syst'eme correspondant 'a un cas de reductibilite. De 
plus iH est clair que H, et H2 soAt des fonctions continues des periodes. 

La formule precedente doit donc s'appliquer quelles que soient les periodes. 
C'est ainsi que si f(x) et D (x) sont deux fonctions continues de x qui sont 

egales pour toutes les valeurs commensurables de x, elles seront encore egales 
pour toutes les valeurs inooinmensurables. La fa?on de raisonner est toute 
pareille dans les deuLx cas. 
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Ainsi dans tous les cas la difference 

(H1 m'R -mR', H2- m'S- inS'), 
est toujours une demni-periode. 

Ceci permet d'ecrire: 

(H, I H2) (m'R + n MR'+ 2 (via,+ v2a2 + ?3a3 + '4a4), 

m'S + minS+ 2 (r ibi + 1'2b2 + v3b3 + v4b4)J, 

les v etant des entiers. 
Par raison de continuite, les entiers v devront avoir toujours la meme 

valeur, ou plutot puisqu'il s'agit, non d'une egalite, mais d'une congruence, v, 
devra toujours etre de iieme parite; de m8me pour r2, '7'3 et v4. 

Pour determiner la parite des nombres v, il suffit donc d'envisager un cas 
particulier. Or quand les periodes de x et de y sont independantes, nous avons 

trouve: (1, H2) -(m'R + mlR', m'S + miS'). 

Cette formule subsiste donc da.ns le cas general. 
Ainsi, si l'on envisage les deux equatiorns: 

m(D , y)-= 45'(x, y)-= 0, 

otu 4 et (V' sont deux fonctions intermediaires d'ordres m et m', elles auront 2mm' 
solutions distinctes. La somme des 2mm' valeurs de x sera egale a m'R + mR', 
et celle des 2mnm' valeurs de y sera egale 'a m'S+ mS' a un multiple pres des 
periodes. 

Envisageons en particulier la fonction 0 de Riemann, c'est a' dire la fonction 
0) dii 1er ordre. 

Soit donc: 0 (X, y) = mx? + ny (Am2+2umn +4vn2) 

ce qui nous donne pour les quantites a, b, a, I, y, o les valeurs suivantes: 
Valeurs de a b a 3 r 

2n79 0 0 0 0 0, 
0 2it 0 0 0 0, 

X 1 ? 2 ? 

y 1 O 1 2V 0, 

On a donc aussi: R= S= O. 
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Considerons maintenant la fonctioni: 

9(x-h, y-k). 

Nous avons vu au ?4 que si l'on faisait subir aux variables x et y un certain 

changement lineaire, les nombres - Rm subiraient precisement le memne 

changement, d'o'i il suit que R et S qui avaient pour valeurs 0 pour la fonction: 

O(x(, y), 

auront pour valeurs h et k pour la fonietion: 

0(x-h, y-k). 

Considerons alors deux equations simultanees: 

OF)(x-h, y-k)=_E)(x-h', y Y)=O . 

Ces equations auront deux solutions distinctes. La somme des deux valeurs de 
x sera It + h!, celle des deux valeurs de y sera k + k' a un multiple pres des 
periodes. 

II serait aise de voir comment ces resultats peuvent s'etendre au cas oiu il y 
a plus de deux variables. 

Supposons- d'abord qu'il y ait trois variables x, y et z et trois fonctions 
intermiediaires FD, D' et c' d'ordres mn, m' et n". 

On formera pour chacune d'elles trois nombres analogues 'a R et S que 
j'appellerai R, 8, T pour la premiere, R', S', T' pour la seconde et RI", S", T" 
pour la troisieme. 

Si l'on appelle H1 la somme des 6mrn'm" valeurs de x, H3 celles des 6mm'm" 
valeurs de y et H3 celle des 6mm'sn" valeurs de z qui satisfont aux trois equations: 

= D ' = I = 0, 
on aura: 

(Hl, 112, 113) -(2m'rn"R + 2mm"R' + 2mm'RJ", 2m'm"S + 2n7m"S'+ 2mm'S", 
2m'm" T + 2mm" T' + 2mm'T") . 

Soient en particulier trois fonctions e du ler ordre. Supposons que l'on ait 
les trois equations: 
E)(x-h, y-k, z-l)= (x-h', y-k, z-l')=0(x-h", y-ld', z-l")=0. 
Elles auront 6 solutions distinctes. La somme des 6 valeurs de x sera 
2(h + h' + h"), celle des 6 valeurs de y sera 2 (k + k' + k") et celle des 6 
valeurs de z sera 2 (I + P + 1") a uni multiple pres des periodes. 
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Plus generalement. Soit: 
?(x1, x2. , @XZ) 

une fonction 9 a p variables. Formons les p 6qivations: 

(11)~ ~ ~ E (x -X hl-k 7 X2 -- h2.kx * p 
- 

hp X p7 k) = ? 

(k=-1, 2,....,p). 
Elles auront p! solutions distinctes. 

Si on n6glige les multiples des p6riodes, la somme des p! valeurs de, x, sera: 
(p - 1)! (hi.+ h2+.. .. + h.p). 

Si les p fonctions 0 qui entrent dans les equations (11) sont toutes paires ou 
impaires, tous les h sont des demi-periodes. La somme des valeurs de xi sera 
done une demi-periode si p = 2 et si par coinsequent (p - 1)! est impair. Si au 
contraire p > 2 et si par consequent (p - 1) ! est pair, la somme des valeurs de 
xf sera une periode entiere. Or nous n'avons determine cette somme qu'a un 
multiple pres des periodes; on peut done la regarder comme nulle. 

Si done p> 2 et si l'on forme p equations en annulant p des 4P fonctions E0 
paires ou impaires, la somme des p! solutions distinctes de ces p equations sera 
nulle. 

PARIS, le 13 Juin, 1886. 


