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MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

SUR UNE METHODE DE M. LINDSTEDT;
Par M. H. POINCARE.

L’équa tion sulvante

(1) g + nRix = 2 (T e+~ T20 ... 2P O,),

oli o est tres petit et ol @y, s, - .., ®psont des sommes de termes
trigonométriques en ¢, a été 'objet de travaux nombreux et appro-
fondis, parmi lesquels je citeras une méthode d’intégration de
M. Lindstedt (Beitrag zur Integration der Differentialglei-
chungen der Storungstheorie, Mémoires de ’Académie de Saint-
Pétersbourg, t. XXXI, n°® 4; analysé dans le Bulletin astrono-
mique, 1, p. 302). Je demanderai la permission de rappeler
briévement cette méthode, en la présentant sous une forme parti-
culiére.

Posons

(2) r=x)+ 2r;+...+ 272,
Toy Lay »++, Ly btant des sommes de termes de la forme suivante :
Acos(mw + ht + h).

Dans cette expression, m est un entier et v est une variable auxi-
liaire égale 4
w = ut-+w,

ou w est une constante d’intégration et ol

U= o+ A+ ..+ AT Wy

)

Jedis qu'il sera possible de choisir les fonctions trigonométriques
Zoy Lay «+ -, Zq €t les constantes g, k4, « - ., 4y, de telle sorte que,
si 'on substitue dans I'équation (1)lavaleur (2) de x, la différence
des deux membres de cette équation contienne en facteur af*!,
ou, en d’autres termes, que cette équation soit satisfaile aux termes
prés d’ordre g + 1 , @ étant du premier ordre.
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58 MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

En effet, on trouve d’abord aisément
To= COsW, o = 2.

Jicrivons maintenant l'équation (1) sous la forme suivante, en
mettant en évidence les dérivées partielles de z par rapporta fetaw,

‘[-lz—ai—l— i d>x 4+ 2 vz
de 2 Trdw v dw?

= a(xo+ 229+ .. XPOp)= aF.

(3)

S; dans F nous remplacons z par sa valeur (2), nous pourrons
développer cette fonction F suivant les puissances de a, et il viendra

F :F0+ 1F1—}—12F2+...- '

Il est clair que F, dépendra seulement de z,, F, de z, et de x4,
F, de z,, z, el Z2, . . .. Posons

U2 = vo-+ Wy -+ aZva—t....

lci encore v, dépendra de o, vy de o €t tyy o v -
Posons encore, pour abréger,

Ay d2u d?u s d?u+ )
AY = ——= 2 ———— + N 5 N,
di? dtdw dw? ’
d?zy A2z
Ai k 3

— oy e Vi =
g S dtdw dw?

B/i = A]J;;l -+ i&g,[;_g—'r‘. .. Ak_j’1.

Nous aurons alors, pour déterminer successivement les z et les 1,
la suite d’équalions suivantes :

Az —vq cosw = Fo,

ATQ - Bg—‘lg COS{w — F17

Az~ Bj—vpcosw = Fry.

Si Zo, X1, «+ -5 Lx_y SONL conNUS ainsi que froy Pas =+ oot
on connait Fy_, et B qui sont des séries trigonométriques. On dé-
terminera ensuite [Lx et par conséquent v, de telle facon que Péqua-
tion

Azp= Fp_y+ vicosw — By
puisse étre satisfaite par une série trigonométr—ique Lk
Telle est la méthode trés simple de M. Lindstedt. Il est aisé de
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MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 59

voir comment 1l faut déterminer v;; en effet, pour que I'équation
Au=W,

ou le second membre est une série trigonométrique en ¢ et w
puisse étre satisfaite par une série trigonométrique u, il faut et il
suffit que W ne contienne ni terme en cosw, n1 terme en sinw.
Or nous pouvons disposer de vx, de fagon a détruire les termes en
cOS v ; mais nous ne pourrions pas de méme détruire les termes en
sinf, s'il y en avait dans F;_; — B;.

On voit immédiatement qu’on ne peut en rencontrer dans les
premiéres approximations; mais il n’est pas évident qu’il eun serait
de méme dans les approximations suivantes. Aussi M. Lindstedt
croyait-il que sa méthode n’était apphcable jusqu’au bout que s’il
n’existait aucune relation linéaire i coefficients entiers entre les
coefficients du temps dans les divers termes de 9, @3, ..., 9.
Cette restriction, qui serait trés génanle, est inutile; je vais le dé-
montrer en m’appuyant sur le théoréme de Green. Pour cela, je
supposerai d’abord que ¢,, 9,, ... mne contiennent qﬁ’un seul
argument, c’est-a-dire (en choisissant convenablement P'unité de

temps) que
o= SAcos(mt+ 1) (m étant entier),

op{t 4+ 2m) = or(2).

Posons
. dr
Y==a’

I3
{
~

-

et regardons z, y et 3 comme les coordonnées d’un point dans
Pespace. Posons encore

X =y, Y=—nr+a(zo+...+~xPpp), Z=1.

Soit S une surface fermée quelconque, dw I'élément de cette
surface, a, b, c les cosinus directeurs de la normale. Le théoréme
de Green nous donnera

/(Xa+Yb+Zc)dto:0,~
S .

car on voit aisément qu’on a

dX ‘ dY N dZ

-+ —— -+ —5— = 0.
dr  dy ds
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6o MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

Revenons a la méthode de M. Lindstedt et supposons qu’apreés
avoir conduit avec succes les & premiéres approximations, on soit
arrété a la (k- 1) par la présence d’un terme Ssinw dans
Fs_1— Bx. Nous résoudrons alors ’équation

A;z",;_—_ Fk—l‘“ Vi COSWw — Bk— Ssinw,

en choisissant v; de facon a détruire les termes en cosw dans le
second membre. Alors z} sera une série trigonométrique en ¢ et (.
Posons maintenant

x=f(t,w)=xg+ a1 +...+ 2k 1z + akz],

y=4t, =L w oy
Si nous faisons parcourir & £ et & & toutes les valeurs comprises
entre o et 2%, le point z, y, 5 parcourra une certaine surface X;
cette surface ne sera pas fermée, mais elle sera hmitée aux deux
plans 5 = o, 5 = 2=. Pour achever d’enclore un volume, 1l faudra
adjoindre & la surface T une portion de chacun de ces deux plans;
nous aurons alors une sorte de cylindre, avec sa surface latérale =
sa base B dans le plan 5= o0, et sa base B’ dans le plan z =am.
L'intégrale
f(Xa+Yb+Zc)dm,

étendue a la surface totale de cette sorte de cylindre, devra étre
nulle. Mais les intégrales relatives aux deux bases se détruisent,
puisque x et y sont des fonctions périodiques de ¢ avec la période
2w; donc I'intégrale étendue & la surface X est nulle.

Evaluons cette intégrale d’une autre facon.

Posons, pour abréger,

1 df> A\ fdf dy  df db\?
M \dw) " \aw) " \wt dw " dw di)’

%

Il viendra alors

Xa—‘.—Yb-‘:—ZC:C—Zj—(Y djf_ w, d?‘f‘_'gdgf)wl

dw di? i dtdw & dw? /
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MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 61
avec
Y=—nf+a(for+ 29 +...4 fPo,).
Sil’on développe X @ + Y b + Zcsuivant les puissances croissantes
de «, 1l viendra

Xa+Yb+Zc=—aFMySsinzw + ah+10; 4 ak+20, -

oir §;, 0,,... sont des séries trigonométriques qu’il est inutile de
déterminer davantage, et ol

1
sin?2 w -+ n2coszw

1\10 =

est le premier terme du développement de M suivant les puissances
de a. .

Notre intégrale devant étre nulle, quel que soit a, les coeffi-
cients des diverses puissances de o dans le développement de cette
intégrale devront étre nuls, et ce sera vrai, en particulier, du coef-
ficient de 2;: on devra donc avoir

/MOS sin2w dw = o,

el, comme M, sin2w est essentiellement positif, cela ne peut avoir
lieu que st S est nul. Donc, dans la méthode de M. Lindstedt,
aucune des approximations n’introduira de terme en sinw; donc
la méthode n’est jamais en défaut.

Jaisupposé, il est vrai, que les séries trigonométriques o, 9,,. ..
ne contenalent qu'un seul argument; mais il est aisé d’étendre le
résultat au cas général. Si, en effet, il y en avait deux par exemple
et que les termes des o fussent de la forme

A cos(mBt + nyt + k),

m et n étant entiers et 3 et v deux constantes, et s'il s’introduisait
un terme S sinew ala A*"¢approximation, S devrait étre une fonction

B

continue de {3 et de y; mais cette fonction est nulle si = est com-

mensurable, c¢’est-a-dire siles deux arguments se réduisent a un
seul; elle est donc toujours nulle.

La méme analyse pourrait s’étendre aux équations plus géné-
rales considérées par M. Lindstedt, mais j'ai & peine besoin de
dire que la question de convergence est loujours réservée.
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