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REDUCTION SIMULTANEE D'UNE FORME QUADRATIOUE

ET

IYUNE FORME LINEAIRE;

Pae M. H. . POINCARE.

"

Dans un Mémoire précédent ('), a1 étudié les questions relatives a la ré-
duction et & I’équivalence des formes cubiques ternaires. I'ai appliqué,
pour cela, & ces formes la méthode qui avait conduit M. Hermite a des ré-
sultats si intéressants, en ce qui concerne les formes quadratiques et les
formes décomposables en facteurs linéaires; H étant une forme algébri-
(uement équivalente a F et la plus simple parmi ces formes; T étant une

substitution linéaire telle qque la forme quadratique définie
(x® +y*+ )T

soit réduite; jappelle ferme reduite Ia forme HT. On reconnait aisément
que, en général, toute forme est arithmétiquement équivalente & une ou a
plusieurs réduites, et (ue denx formes données seront équivalentes, pourvu
que le systéeme des réduites de la premiére soit identique an systéme des
réduites de la seconde.

Une pareille méthode est applicable a la forme la plus générale, quels

R
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que soient son ordre et le nombre de ces variables. En ce qui concerne
les formes cubiques ternaires, y'ai fait

H=2(s* 4334+ 33)+ 6PBx)yz quand le diseriminant n’est pas nul.

H—=ox(x*+ )+ 652y
quand le diseriminant est nul et que de plusSSo,

ou o
TS o et que la forme est indécomposable.

H—=oxd+3axy?+ 35225+ 33y%=

11 — 33?2;}, 4 ¥
posable.

H=2:+6Bxy:
quand S$o, TS o et que la forme se décompose en

un facteur quadralique et un facteur linéaire.

¥
i quand S==T =0 sans que la forme soit 1ndécom-
Oou )

H—az®+ 3323+ 332

H{ — Xy ng T . P
adxty + 33y en un facteur quadratique et un facteurlinéaire.

l quand 3 =T=—o0 et que la forme se décompose

Quand une forme cubique ternaire n’est pas décomposable en facteurs
et que S et T ne sont pas nuls a la fois, cette forme ne peut dériver de I
(que par un nombre fini de transformations linéaires; pour constater I'e-
quivalence de deux pareilles formes, il suffit par conséquent de calcoler
les coelficients d’un nombre fini de substitutions, et de constater si ces
coefficients sont entiers. La considération des réduites n'est done pas né-
cessaire et on se trouve en présence, non plus d'une questton d’Arithmé-
tique, mais d’une question d’Algebre.

Constater si deux formes F et I”', qui sont indécomposables et ou S et
T sont nuls & Ia fois, sont arithmétiquement équivalentes, ¢’est encore une
question d’Algebre; constater s1 I'on peut trouver un coefficient constant
o, tel que F et wl’ solent équivalentes, c’est au contraire une cuestion
d’ Arithmélique, et j'ai fait voir, dans le Mémoire dont je parle, comment
on pouvait la résoudre en comparant les deux réduites extrémes de I’ et
de I’. Mon intention n’est pas de revenir en ce moment sur ce point.

Si maintenant on passe & 1'équivalence des formes décomposables en
un facteur quadratique et un facteur linéaire, on se trouve en présence
d’une véritable question d’Arithmétique, sur laquelle je veux insister un
peu. Fai fait voir qu’on rencontrait dans ce cas des chaines indéfinies de
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réduites se reproduisant périodiquement ainsi qn’il arrive pour les fornes
(quadratiques binaires indéfinies.

Remarquons d’abord que le probléme de 1'équivalence de deux pareilles
formes se ramene & celui de I'équivalence de deux systemes comprenant

chacun une forme quadratique et une forme linéaire. Solent en eflet

S et Ji9,

les deux formes : nous suppasons que fet f, sont linéaires, ¢ et ¢, (ua-
dratiques. Pour (ue ces deux formes soient équivalentes, il faut et il suffit
que les deux systemes

I
A
et
I
S R
ou X eti. sont des constantes choisies de telle sorte que

discriminant de ¢ = discriminant de p.o,

solent arithmétiquement équivalents.
L’étude des formes ternaires de cette sorte est donc ramenée a celle
d’un pareil systeme. C'est ce qui m’a déterminé a entreprendre ce travail.

INVARIANTS DU SYSTEME.

Je dis que le systeme d’une forme quadratique ternaire et d’une forme
linéaire a deux invariants indépendants. En effet, soient

JSir,x,2) et p(x,,2)
les deux formes du systéme; on peut toujours poser
o = of? -+ gh,

oLl get/ sont lineaires pendant que o. est une constante. Solent maintenant

.f;(mnyn zi) el ?‘(J‘I,'}’,, ZI)
LVIe Cahier. o
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un nounveau systeme analogue : on pourra poser

o, = fi+gh.

Il est clair que, si

% =4,,

On dura

=0, =),
pourvu que I'on ait entre x, y, z; x,,7,, z, les relatious lindaires

=/

5=51:
h=h,;

¢'est-a-dire (ue, si ¢ est le déterminant des coefficients des trois fonctions
linéaires £, g, #; &, le déterminant des coefficients de

S o s

le systeme f,, @, dérivera du systeme £, 3, par une substitution de déter-
)
minant <
0

Done, pour que les deux systémes soient algébriquement équivalents, 1l

faut et 11 sultit que

*—=1u9%,,
;. )
=10,

¢'est-a-dire qu’il y ait deux invariants indépendants.
Pour ces deux invariants, on peut prendre :
1° Seit le diseriminant de @ et 'invariant S de la forme cubique fo;
2 Soit le discriminant de ¢ et celni de ¢ + mf*, m étant un entier quel-

COI](,ILI@.
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REDUCTION DU SYSTEME.

Voici la regle que, dans le Mémoire cité, javais adoptée pour la réduc-
tion d’un pareil systeme.

On peut toujours poser
® = Cl.fz —+ g/t,

o. étant une constante, g et & des fonctions linéaires.

Je considérals alors la forme quadratique définie
‘. i
S+ )\.’g2 ~+ -ﬁ/f,

ou A est un parametre arbitraire, et la substitution hnéaire 'I' qui rédanit
celte forme. Le systeme

ST, T

était alors le systeme réduit équivalent a
S ¢
It est elair que, X étant arbitraire, il peut y avoir dans chaque classe
plusieurs systemes réduits. Mais Je montrais ue, si les coefficients de f et
de ¢ sont entiers, ces systémes sont toujours en nombre fini.

Je erois qu’il y a avantage a modifier un peu cette regle.
Si, en effet, g et & sont réels, ona

gh = k*— 2,

en posant

)(,.:g_l_h, Z———g_!&)
2 2

et par conséguent
0= Ot.‘fa—l-ﬂ‘!—— I3

On aura de méme

[ 2 1 2
| kg—f—ih b — -ik

@:mf2—|— ——

l

2 / g}

ou A est arbitrare.
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Supposonsque o soit positif; on considérera la forme quadralique de-

finie

1 2 [ 4
)g—l—ik lg-—-ib>
b

mf? : 2 : 2

/

et la substitution T cui la réduit.
f.e systeme

oT, ST

sera le systeme réduit de ¢, f.
Si, au contraire, o est négatif, on envisagera la forme quadratique dé-

finie

P\ 2 1, 2

N ~ 7 1__

A (el B (it
L ] 2 ! 2

et la substitntion T qui la réduit.
¢'l', /T sera encore le systeme réduit de g, /.
Supposons maintenant que g ct £ sotent imaginaires conjugués,
On pourra, d’une infinité de maniéres, décomposer g/ en une somme
de deux carres.
Soit
gh=Fr+1;

on envisagera la forme

[ -]

s1 &L > 0,

o/ + kP41
— a4 s1 o < 0,

ainst (ue la substitution I qqui la réduit.
¢'l', /I sera le systeme réduit de @, /.
Voiel quels avantages présente ce mode nouveaun de réduction
On sait que, sil on envisage une forme (uadratique indctinme ternaire,

cette forme peut s'ecrire

X2a4-Y*'—72 ou X*—Y:-77,
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ou X, Y, Z sont linéaires, et que les formes équivalentes
(X4 Y*'—Z5)T ou (X*—Y*—-7/%T
sont dites réduites si la forme quadratique définie

(NP Y2 4+ 7247

est elle-méme rédnite.

85

Cela posé, il est clair que, d’apres le nouveau mode de réduction, ¢’
sera une réduite de ¢ quand 9T, /'I' sera un systeme réduit du systemes, f
et, par conséquent, la nouvelle régle de réduction est plus avantageuse

au point de vue des applications de la théorie (ui nous occupe anx ques-

tions les plus générales relatives aux formes quadratiques indéfinies.

Soit
o= Ax'+ Aly' + A" +a2lyz+ 2Bz aBay,
JS=rr—+ ny+vz.

Soit ¢, la forme adjointe de ¢.
Sotent a, b, ¢ des quantites définies par les équations

o.{a,b,c) =2,

les quantités a, &, ¢ seront commensurables.

Cela posé, on sait que la forme

;((z?;—{— btp;,—l— (::p;)” — ofa, b,eyo(a,y,s)

a pour disecriminant o et est, par conséquent, décomposable en deux fac-

teurs hinéaires.
De plus,
' L [] F - »
209+ by ;) =/
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On a done
= ij'E —+ g/&,

ol
0o, —= |
) p(a, b, c)
St I'on pose
ay —bxr—=r=x, cr—az=y,, bz —c)y=ux,,
on aura evidemment
(2) ami+byl+czi:n?

et, 'autre part, on trouve, par un caleul facile,

Hav,+ b9, + co.) —o(a, b,e)o(x,y,5) =9, (2, ¥, 5,)

On a donc

Cp: ?(a’b’c)fn—f_ ?(a,bjc)cpi('xiﬁyw;:)‘

Quant a g, (x,,¥,,5,), on peut le ramener a une forme binaire 4 'aide de
I'tdentité (2) qui donne

ax, + b‘}f* )
¥
¢

c?i('rnfu

et rien n’est plus facile ensuite que de décomposer g, en deux factenrs li-
neaires, ou bien encore de le décomposer en une somme de denx carrés
ou en une différence de deux carrés.

Premier cas.

! . 4 a_
<(a, B, ¢) > 0, et ¢, se décompose en une somme de deax careés positifs.
1 k)

Lia forme o est alors quadratique définie et n’a, par conséquent, en gé-
néral, qu’ane réduite.

l.e systeme f, ¢ ne peut alors se réduire que d’une senle maniere, i sa-
voir par la substitution qui réduit o.
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Deuxieme cas.

[

o 55 < 0, el 0, se décompose en une somme de deux carrés positifs.
" *

La substitution, quiréduit le systéme f; o, est celle qui réduit la forme

—o(r,y, 3)

(qui est quadratique déhnie positive.

I.e systéme f, ¢ n'a done, en général, qu’un systeme réduit.

Troisieme cas.
©, s¢ décompose en une somme de deux carrés négatifs.

Supposons, pour fixer les idées,

v(a, byc)

&, —

> 0.

Comme on u

?=0f 4 g,
011 aura

o =af?— ok — al?,

k et [ étant deux fonctions linéaires, et, par définition, la substitution qui
réduit le systeine f, o sera celle qui réduit la forme quadratique positive

% f? 4kt .

[cl encore le systeme /) o n'a, en général, qu'un systeme réduit.

Quatrieme cas.,

©, se décompose en une différence de deux carres, c'est-a-dire en un
produit de deux fonctions linéaires réelles; ces fonctions linéaires ont des
coefficients commensurables entre eux.

Dans le Mémoire cité, )'ai fait voir que, dans ce cas :

1° L’invariant 485 est une puissance quatrieme parfaite;
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2° [.es systemes réduits forment une chaine limitée a ses deux extré-
mités, et, pour sassurer de I'équivalence de deux systemes, il suffit de
constater U'identité des systémes réduits extrémes.

Ces résultats, démontrés pour Pancien mode de réduction, subsistent
encore pour le nouveau mode.

Cinquieme cas.

o, est décomposable en une différence de deux carrés ou en un produit
de deux fonctions linéaires réelles dont les coefficients sont incommensu-
ables entre eux.

Jal fait voir que 'invariant 45 n’est pas puissance quatrieme parfaite,
et que les systemes réduits forment une chaine indéfinie ou ils se repro-

dusent périodiquement, ainsi qu’il arrive pour les réduites des formes
quadratiques binaires indéhnies.

Ces resaltats subsistent encore avee le mode nouveau de réeduction.

lls permettent de définir des transformations semblables du systéme f, ©
en lui-méme.

Sirieme cas.
¢, est un carré parfait.
Dans ce cas,
¢ (a, b, C) = 0,

d’ou
On ne peut donc plus poser
¢ — ? *Q,;

mals on pourra toujours poser, et cela d’une infinité de maniéres,

® :.:fg ~—+- ibg,

g et /i etant des fonctions lincaires de 2, y, =.
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Dans ce cas, la forme f'>< o, qui est cubique ternaire, est de la sixicme
famille (wour le Mémoire cité), et ses invariants S et T sont nuls.
Nous dirons que le systéme 7, ¢ est réduit par la substitution qui réduit

LI 8 e

‘l-}
)h. 2 2

[ 14

Si fT, ¢'T est le systéme réduit de f, o; 9T sera I'une des réduites de
o définie & la facon ordinaire; or ¢ n'a qu’un nombre fini de réduites;
done le systéme f, © n’aura qu’nn nombre fini de systémes réduits.

Ces systemes formeront, non pas une chaine, mais un résean arfalogue
a celul que 'on rencontre dans 'étude des réduites d’une forme quadra-
tique ternaire indéfinie, mais moins compliqué.

Je n’ai rien a ajouter sur les trois premiers cas ou le probleme est ra-
mene¢, comme on 'a vu, a Ja réduction d'une forme (uadratique ternaire
définie ; mwais je crois qu’ll y a lieu de faire des trois derniers cas une

étude plus approfondie.

ETUDE SPECIALE DU QUATRIEME CAS,

Je suppose que 'on ait mis la forme ¢ par le procédé indiq:_lé plus
haut sous la forme
o )+ gh.

Je suppose que « soit une constante positive et (ue g et /i soient deux
fonctions linéaires dont les coefficients soient commensurables entre eux.

[.e systeme
‘f‘T, q;rl1,

sera reduit, st la forme

o I
! 9 | - a h . I I
4 .:(a.f R e ol I ) 1

est reduite elle-méme.
Nous dirons, avec MM. Korkine et Zolotarelf, que la forme « estré-
LVIe Cahier. [2
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duite s1 elle peut se mettre sous la forme
‘ , ral
b=u, (4 y +§,2)+ u, (r+%,2) + u,z3%,

ous,, L, et {, sont plus petits que + en valeur absoluc, et ou ., est le
minimum absolu de la forme ¢ et ou ., est le minimum absolu de la

forme
ty (r + §y2)" 1,2

Il est clair que, sil’on fait varier & depuis o jusgu’a 'infini, on trouvera
pour Iés coefficients de T différentes valeurs qui donneront différents
systémes réduits du systéme £, . Mais nous nous bornerons & considérer
les systemes réduits qu'on obtient pour Atrés grand et pour % trés petit.

Supposons done A tres grand. Soit

== (x +my —+ nz, [, m, n étantentiers premiers entre eux,
o=x{l,x+my-+nz), Ly m,, n, » »
It =6, + m,y + n,z), lys My, 11, » »
Soient

b, —ml, = DN,
mn, — nm, = DL,

nl, — ln, =DM,

D étant entier et L, M, N étant entiers premiers entre eux.
Je dis que le minimum absolu de la forme

s obtient s1 A est assez grand pour

m]_;, J:]\I, ZxN.

En effet, on a toujours
@f?> ou =0,
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A MOINs (que

tx +—my + nz—=o,

s .

)2;—’—- 0l :}..27
) 2 > ‘.?.?

e

4 MMOIns que

[, x+mYy—+nz—
Soit

(L, L+ m,M + n,N)= A,

et supposons que A 501t assez grand pour gue

1 A2
L i
et
- o " 1 Al
juzL = T "
2 > 2 2
Pour
J":.[;:, f':i“, ,?,IN,
On a
9__ L &3
T A2 o

Six, y, z sont entiers sans (ue

(% +my + nz=o0,
on i

[

-

L

Six, ¥, z sont entiers sans (ue

L x+m,y+nz=o,
on &

Si x, ¥, 2 sont entiers sans ¢tre ¢gaux a L, M, Net si l'on a

lx +my +nz=I0l,x~+my+nz—=o,
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on aura

v=tl, y=tM, z=1IN,

ou ¢ est entier et plus grand que 1.
On aura done

[ 153

) 1At
i=1 bR >}.22

[ =

A2
o

Donc le minimum absola de § s obtient pour
x—=1., y=»M, z = N. C. Q. F. D.

Poursuivons la réduction de §.
Sotent L,, M,, N,; L., M,, N, six nombres eutiers tels que

L 1, I,
(3) M M, M,|=1.
'N N, N,

Posons
L — Lg +LIT1 —+- Lzz-:?
y=Ms+ M, + M,
z=N{+N,7+N,C,

el appelons T, la transformation

I, I, 1L,
M M, M,!:
N N, N,

O aura

T, = LA + o L(l L,+mM+aN)s+{lL,+~mM, +n \r)C]

A% g

12

A2

—+ (L, +~mM, +nN)n4 ({1, +mM,+n N,)C|.

2 L

[.es deux derniers carrés ne conticnnent plus que 5 et Z; ils forment
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done une forme binaire. Réduisons cette forme binaire et pour cela cher-
chons son mmimum absolu,
Soient

{ L, +~mM, + 0N —=

- 7

[ L,+m M, 4+ n N,—--D.
Je dis que les nombres P et () sont premiers entre eux ; en effet, puisque
[ L+m M-+ n N=o,

et que le déterminant (3) est égal a 1, le plus grand commun diviseur de
P et de Q diviserait {,, m,, r, qui sont premiers entre eux.
Je dis (que le minimum de la forme binaire

or_,‘(ZL' +mM, +aN))n -+ (L, + mM, + JI?L\TQ)-Z:J2

ST Qi — PY =5

2

s obtient st A est suffisamment grand, pour

1, = P, C=Q.

Je dis que
({L, +~mM, 4+ naN)P+ ({L,+ mM, + ILN;)Q ===,

car un caleul tres simple montre que cette expression est égale au deter-

minant
.. M N nn,—mn, In,—nl, ml —Im,
DL, M, N I= [, M, N, 5
., M, N, L, M, N,

ou a ce déterminant changé de signe.
Donc, pour

—_
f
N
T
|
Ao

ona

9, =— o D3
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Supposons que % soit assez grand pour que

12?2

> ).

2
Sil’on n’a pas
Qr — P{=o0;
on a

QTI '“"' p‘:il g

puisquer, et £, P et Q sont entiers et par conséquent

| B

6,2"27 > 0.D?,
2
Silon a
Qri — P{: — 0,
$ANS AVOIr
=P, L=Q,
on a
i — p‘f: Z:Qti

t étant un entier plus grand que 1 et, par conséquent,
9, — a.t?D? > a3
Donc a.D? est le minimum absoln de 6, et, si 'on pose
=P+, + P,
;';"_'—Q.TH _I—Qlcl?

ou P, et Q, sonttels que
le — p!Q =1,
stl'on appelle T, la substitation

I O 0
O P l] ’

o Q Q,
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la forme 6T, T, pourra s’écrive
A s - o . AL 2
f’*l('ﬂ+°|fac+°iC4)2+:J‘n(ﬁ|+safl) —|—E-La:1,

ou 1., estle minimum absolu de la forme ternaire pendant que ., est le

minimum absolu de la forme binaire

., (n, 4,0, -+ 11,05

Posons
5 e N Ny
;l :‘:.2'_’_' 01 rll +01 o
. . y Z:
iy — gt G54,
oo 7
-y 9

1

ou 6,, %, 9, sont des nombres entiers déterminés, de telle fagon que

1

i ~ .
'—"§<02+°2<E?
1 Y , B |
3 N - 1
— 1B, 4 <l

ce qui est toujours possible; appelons T, la substitution

T

-

—

oY
[

Il est clair que la forme quadratique définie
6T, T, T,
sera reduite, et que, par conséquent, le systeme réduit cherche sera
ol, T, T,, ST, TQ’I:S.
On peut simplifier ce calcul, Suppoéons, en effet, que la substitution

TITQT:I
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équivaille a la suivante

- " - 4
[l +my+nz= H, <,
{x -+my + nz — He,+¢,%,,
Lo +-my +un,z=H,2,+ 24,4+ 8,
il est clair que I'on devra avoir
_ A
]_11:‘:]: H:D, I{E:::*Ja

et, pour que les coefficients de la substitution solent entiers, il faut et il
suffit que I'on ait

[—eli=m—cm=n—z:n =0 {(modD)
et
g " &4 Ea , € £, %, ; .
[ — 1/ 2 sV =m.— m- ' e Ym
: i T A : — [ ) | AN
| (mml_).
=¥/ L {32 S e, =0 ‘ ’
=D D )=

Je dis que les trois premiéres congruences peuvent toujours étre résolues.
Les trois nombres /,, m,, n, étant premiers entre eux, on pourra tot-
jours trouver trois nombres 2, 1.,, v,, tels que

L, =mw, +=nv ==1.
Les trois congruences donnent alors
gy, =LA+ mu, - nv, (modD).

On trouvera aisément un nombre ¢, satisfaisant a cette condition, ainsi
(qu'aux inégalités

D )
__._2_ <E’:z<;'

L N

Je dis que ce nombre satisfera aux trois congrnences

| —eli=m-—¢m=n—en =0 (modD).
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On a, en effet,

| —e,l,=1— I\ ~+mp,+nv,)l, (modD)
ou

l—ed,=1—1{{,\+mp,+nv,)+p (ml,—Im) +v, (0, —In)

ou

{—edl,=0—~1—p,DN+v,DM=0 (modD).

Soit donc
[ —e,l, =D, m—eg,m —=m,D, n—en,—n,D.

Je dis que les nombres I, m,, n, sont premiers entre eux; en effet, leur
plus grand commun diviseur devrait diviser L., M, N, qui sont premiers
entre cux.

Les trois dernieres congruences deviennent

a !2—5{13——5"2,Emg—-eima——s:,m, (mod%—)-

=n,~— €& N,—E N,==0

On pourra toujours trouver trois nombres %,, w,, v, satisfaisant aux
conditions

}‘3 Zl -+ ;u'ami ~ V3n4

o,

|

M4+ wm +v,n,— 1,
d’ou
M+, m—+v,n=D,

Les trois congruences (4) donnent alors
(5) (}‘322+ }L3m2-1—v3722):—_’:€2,
(6) (MbL,-+p,my+4-v,n) —e (A, +uwm4vn)=c¢ (mo(%—)

La congruence (5) donnera ¢, et la congruence (6) ¢ ; on anra soin de
choisir ces denx nombres de telle facon que leur valeur absolue soit plus

: . A
. ’ !
petite que la moitié de =

LViIe Cahier. 13
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Cela pose, le systeme reduit s'éerira

™ &f-" r ot
O:‘(D'ﬂz_l— 522’:2)2—;—-}"0(?;2%— S P ol W
. v
D%_I‘ €9 %2-

Les caleuls de réduction du systeme se partagent done en trois par-
ties :

1° Caleul de o, v, 8, L, m, n, {,, m,n,l,,m, n,4A D,oulonse
borne a des opérations purement algébriques et & des recherches de plus
orand commun diviseur;

2° Caleul de d,, v.,,v,, A, w,,v,, oul'on aarésoudre des congruences
linéaires trés simples ;

3° Caleul de ¢, ¢,, ¢, ou l'on n’a qu’a chercher les restes de trois -
visions de nombres entiers.

Dans tout ce qui précede, nous avons supposé que o était positif et que
[, m, n €taient premiers entre eux,

Si o. était négatif, on changerait le signe de o.

S1 4, m, n avaient un plus grand commun diviseur D), on poserait

S=/'D,
d’ou
© = szf& e gi&,

et de toules facons on serait ramené au cas que nous avons étudié.

Remarque. — Les considérations qui précedent montrent suffisamment

u'un parei systéme n’est reproduit par ancune substitution linéaire.

Exemple. — Soit & rédaire le systéme

CP______rE__iH“'},.‘E _""‘lflzz,
f::: N 3_)"-———22:.
Iet Ton a
[=1, m==23, n==— 2;
¢ on

=1, b =0, c==1.
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On trouve aisément
99 — f? =+ (x — 22)(8x — 6y +- 203z);

d’ou
—....-.-II .\"-\_"—2'
U‘"“']}"J fo_:.;a
flxl, m,—ao, i, — — 2,
ZEZ/., m2=—3, n,==10,
== — 2, M=o, Ne——1, D=3:
A
__:-_'18.
J

LLa transformation T,T','T, s’écrira alors

Cas

!|°r+ m,)’—l— H{Z:—“
31, + ¢€,8,,

lr +my —+nz =
- -
Lo +-m,y +n,z=—182,+ ¢, 7,+ ¢ (;;

¢, sera déterminé par les trois congruences

i

B

[—e !, = 1— ¢eg,=o0
3 =20 ; (mod3).

m-—azm,:
— 2 1 2:’:22 O

n-—g,l,

-

Il n”’est pas besoin ici de chercher les nombres A, w,, v,, pour voir

(Jue ces congruences se redulsent a

(mod 3},

e, =1
Ou
8221.

Quant 4 /,, m,, n,, on trouve immédiatement

13:0,
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di 4 .
ou les trois congruences

h— ¢ =
—3— ¢ =0} (mod18),
10 + 2€, == 0
d’ou
S’i::ﬁi, 6{::—-—3.

Le systeme reduit cherche est alors

. P A ’
x (DT*2+ s2cﬂ)2 +T0Z2 (?5‘- E-ﬂ —+ &, & Cz)

?ﬁ

D”!12 €954,

¢ est-a=dire

ou, revenant aux variables x, v, z, ¢'est-a-dire changeant £, en z, =, en y,
.
S, €nz,
— bz -ty -2
3y +

on trouverait de méme le systeme réduit extréme qui correspond aux va-
leurs tres petites du parametre arbitraire A et I'on arriverait au résultat sui-
vant :

Pour que deux systemes se composant chacun d'une fonction linéaire
et d’une forme quadratique, ayant mémes invariants et rentrant tous deux
dans le quatriéme cas, soient arithmétiquement équivalents, 1l faut et 1l
suffit qque les deux systémes réduits extrémes de 'un (trouvés comme 1l a
été dit plus haut, I'un pour les valeurs trés petites de A, 'autre pour les
valeurs trés grandes de ce paramétre ) solent identiques aux deux systemes
réduits extrémes de 'autre,
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-

ETUDE SPECIALE DU CINQUIEME CAS.
Supposons que ¢ se mette sous la forme
af®+ gh,

ou g et % sont des fonclions linéaires dont les coefficients sont réels, mais
non commensurables entre eux.

Pour réduire le systeme f, ¢, on cherche la transformation qui réduit la
forme définie

92

(6) @f?+ = g"+ #/ﬁ:@;

et pour cela 1] faut d’abord chercher le minimum absolu de cette forme.

Je dis que, quels ue solent X, g, 4, et f, on peut toujours choisir «
assez petit pour (ue ce minimum absolu s’obtienne en faisant

ou bien, s

(ou 1,, ., ¥, sont des entiers premiers entre eux), en faisant

X==A,, ¥y =u,, Z ==V,
Si en effet
S=le+my+ nz,
ll,—l—i’?’c‘{L,——I— ‘?3\"1:31 Zlg —}—7?2:.1.2—{-!2‘}2::32, Z}-s—i—mcu‘s —{_'an:i&a&

la valeur de la forme (6) pour

X=X, Y = U L =Y,
sSera

o A2,

Supposons maintenant que le plus grand commun diviseur des coefhi-
cients de gk soit F.. l.e produit g/z. ne peut devenir nul pour des valeurs
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enticres de g et de & que si g et /i s’annulent a la fois, et si cela n'a pas
lieu, il est au moins egal a E.

Donnons done i x, y, = des valeurs entieres différentes de A

1 E‘Li et Vi;

si g et t ne s’annulent pas a la fois, on aura

I

Az,
9> ;g +2_1'5/t2>gh> Ii.

Si g et A s’annulent a la fois, on aura

a’:::?xlt, )’:*::L‘t, ::V*!-',

ot ¢ est entier et > 2, d'ou
0 = A% > oAl
St done o, est assez petit pour que

aA?* < K,

le mintmuam de 0 sera o2,

Cela posé, prenons un systeme f, © quelconques; il pourrase présenter

deux cas:
Premier cas.
o A? < K,

Dans ce eas le minimum de 0 se trouve immédiatement, ainsi qqu’on vient
de le voir.

Deuxieme cas.
aA*>E ou =:K.

Dans ce cas on remarquera que I'on peut remplacer le systéme donné
/, @ par le systeme
2
S o+

ou 1 est un nombre quelconque.

Iin effet :
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1° Pour que deux systemes f, ¢ et f,, @, soient ¢qnivalents, 1l faut ct il
suffit que les deux systemes

1 ~ a9 ¥
Sy gHw et Sy g uf,

solent équivalents.

2° Les transformations linéaires que reproduisent le systéme f, ¢ sont
les mémes cue celles ui reproduisent le systeme, fet o + w./*; de sorte
(que, au double point de vue de I'équivalence des systemes et des transfor-
mations semblables, il est indifl¢érent d’cnvisager le systtme £, © ou hien

et ' 2
le systeme f et o + />,

On choisira alors u. de telle sorte que

(oo +w)A* < K,

et I'on sera ramene au premier cas.
Revenons done au premier cas:

Le minimum absolu de 9 s’obtient pour
$:)\{? J/'_—_.::J,l, Z::_"‘JI.

Soient done A,, 1.,, ¥,, A, I,, ¥, six entiers tels que

A, A, A
B, M, My | = 1.
vl vﬁ.‘ v3

Posons
r=2A G4+ A+ %,

Lo
Y= th, &+ yh ~+ 14, C,

] z Ly 1
Z2=VY, G \Jg fl“l"‘*'ac-;

et appelons T, cette transformation linéaire.

. On aura
0T, = a.[AE+ (Al e v, n)n 4 (A L+ 1 m v, 1) ?:3]

Az, 1 -
+(;g-+ “_-.aa’ﬂ)li
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oT, = a[AZ + (0l 4+ pom + v,n)6 + (Al + pym + vor)i|* +ghT,.

[.es formes

(%;g” + —{;/za)Ti et gh'l,

ne contiennent (ue 7 et { et sont par conséquent binaires.
Pour achever la réduction, 1l faut:
1° Chercher une transformation T, de la forme

E: ;‘:4 -i" ]"071; _!_]{'OCI,
]“l'ﬂl+ ]':1 Cl‘?
Z«.z.-qi +]f’ﬂcj'}

1)

¢

]

telle que la forme

soit réduite, et que

— 2 Ak, - Ak, - AR, < 2,
A A

— D ALK MK, AK, <

ce (ui est tonjours possible;

2® Appliquer cette transformation T, au systeme

ST, 9T,

Cherchons donc la substitution T,.
Pour caleuler £,, il suffit de chercher un nombre entier qui soit egal a

Ak + Ak,
A

R pres. On calculerait de méme ff'u.
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Il reste a calculer les quatre coeflicients

k, k&,

(qui forment une substitution linéaire binaire entre v, {etw,,C,; cette
substitution, nous Pappellerons t.
Elle doit étre telle que la forme binaire définie

';g -+ IE [ iT
soit réduite, c’est-a-dire que la forme binaire indéfinie

gh'l', T
soit réduite.

l.e probleme de la réduction du systeme f, ¢ est donc ramené a celui
de la réduction de la forme binaire

ghT,,

et 'on trouve

systéme réduit du systéeme /f;
== le systéme formé de AZ, 4+ (A k, Ak, + Ak,),
+ (8, F A K+ AR)C, etde afAL, 4 (A k, + Ak, + Ak,
+ (A K+ AK + AR, T
~+ réduitede gAT,.

CALCUL DE g.A.T.

Le caleul de o, de A, w,, v,, Xy, $;, Yo, Ayy Py ¥y, ko, b, ne présen-
tant pas de difficnlté, je passe immédiatement au calcul des coefficients de
la forme binaire g/ T.

Soient

o =Ax’+ A'y*+ A"z 4+ 2Byz + 2B'xz 4 2By
LVIe Cahier. 14
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106
et

¢, = forme adjointe de @,

0, =A, 2+ Ay +A 2+ 23,3"3—1— 2B xz + 2l xy;
d’ou

Al = AN — B,

A =AA—-DB, A =AA D",
B == BB — A”B".

B,=BB —AB, B =B'B—A'D,

On sait que nous avons défini a, &, ¢ par les conditions

0. (a, b, c) = 2l

¢, (e, b,c)=1am,

¢, (a,b,c)=an;
on en tire aisément, pour les valeurs de «, b, ¢, les expressions suivantes,

en appelant H le discriminant de o,

aH=A {4+ B m+ B «,
bH=DB{+A m-+ Bn,
cH = B:[ 4~ B, m -+ Ahln.

Si 4, est le plus grand commun diviseur de aH, JH et ¢H, on aura

= &H g o=0H el
T L N

et les valeurs de A,, v,, v,, %,, 1,, v, s’en déduiront aisément.
On sait que la forme

(lx+my +nz)—9(x,y,z)9(a, b, )
se (décompose en deux facteurs linéaires et est égale &

— gho(a,b,c).

O
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Or, d’autre part, cette forme s’écrit

A, (bz—cy)*+ A (cx + az)*+ A (ay + ba)?
+ 2B(ay — bz)(cax — az)
+ aB(ay — bx)(bz — cy) + 2B (bz — ey} (cx — az),

ainsi qu’on I'a vu plus haut, ou bien

¢ [(bz —cy), (cx — az), (ay — bx)];

d’ou 'on tire

9 [(bz—cy)y(cx—az),(ay —bx)]
' ¢$(a,b,c)
g [{piz—viy), (vie— A2}, ny —pix)] .
CE’()qa JE ”1)

g!&:

Une premiere remarque importante, ¢ est que

o, ({,m,n)H
@()"H[}"HVJ)ZJ ( ) "

i Bf
Posons done
[ [ SRR
[?(J-uP-ts Vi) =T
Considérons la transformation
PR VY %
1 — | %y Mo g |y
1\"’l v? vﬂ

et appelons L,, M,, N, les mineurs qui correspondent a %, w,, v,, de
telle sorte que

}‘lLl +E‘L|Iui +“'1N1:: 1,
12 l-_J‘ —I— !L2BI’ —I—Vz N! — 0,
}.3L| —+- p.sﬁl, —I—V3N4= 0
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Appelons de méme L,, M,, N,; L, M, N, les mineurs, tels que

)“l I—‘:—F:Lihlz‘_}‘ ‘J|N2=O, }‘ILs_:_?‘ilws_}_"iNa: Q,
AL, + M, +v, N, =1, ALy 4~ v, M, + v, N, = o,
ALy, +w, M, 4-v,N, = o, ALy 4w M, v, No= 1.

On aura évidemment
E-L’z —_— Vi J""‘._"'Z IJJ 'ﬁ —_— I12 P-.:,
7, (L'—}\l 5 == Ma'ﬂ — I\I,_,f:,
}\‘y__' E-Llet‘:: Ngrf. — Nac;
d’ou

ghT,=7ve.[(Lyn— 1,0, (Myn — M, 0), (N;v — N, 7).

Supposons que
gh'l', =P+ 20Q+L + R,

il viendra

P=vo,(L,,M,N,),
R =79, (L,,M,,N,),
2(Q) = T[La o (T, M,,N,) M, cp'[y(Lz,MQ, N,) -+ N, 9'1;(712,)-'12,N'2)].

CALCUL DU DISCRIMINANT (Qf — RD.
On a

r

%(Lacg_,m-i— Matp'v.—i— N, 9,.)?
—o,{L,,M,, Ny)o, (I.,, M,, N,).

] 9 .
% (Q'—RP) =
Remarquons que I'on a identiquement

forme adjointe de ¢, = ¢H.
On a done, d’aprés une remarque déja faite,

I

?E(Q’-——- RP)=Hg¢[(N,M,— N,M,), (I, N,— L,N,), (M,I., — M,L,)]
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ol
T g H>?
F(Q — RP) =Heo (A, n,,v,) = ra?cp,(l,m,n)
ou enfin
0,
Qﬂ_RP: 'TH:-G—

s1Q,({,m,n)=0.

Calculons maintenant le plus grand commun diviseur de P, Q, R. Si E -
est le plus grand commun diviseur des trois nombres entiers

o, (L, M, N, ¢, (L,,M,,N,)},
%[Ln CP;:c([J3? 1\13? N3) —+ ‘:“2 <P'.I) (L3s 1“33 Na) -+ N2 CPJIz(]-‘a‘.I Ma: Ns)J?

vE sera le plus grand commun diviseur de P, Q, R, de sorte que le dé-
terminant de la forme primitive ¢ de laquelle gh'T, est dérivée s’écrira

(e determinant doit ¢tre un nombre entier.
Une fois les coefficients de gh'l', connus, les procédés ordinaires de ré-
duction des formes binaires donnent immédiatement les coefficients de la

substitution 7, ce qui permet d’achever completement la réduction dn
systeme.

TRANSFORMATIONS SEMBLABLES.

I.'un des prohlémes les plus intéressants que peimet de reésoudre la re-
duction des formes ou des systemes de formes est la recherche des substi-
tutions semblables.

Soit £, ¢ un systeme de formes quelconques, algébriquement équivalent
a un systeme canonicgue quelconque F, ¢, de telle sorte que

f:FT, (P:@T

Dans certains cas, les seuls qui soient intéressants au point de vue arithmé-
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tique, on pourra trouver une infinité de substitutions T qui permettent de
passer du systéeme F, @ au systéme f, ¢; supposons donc qu’on ait a la
fois

f:FT,, (‘?
S=Fr, ¢

(I)";”

ik

2'

Soient T, et T, deux substitutions a coefficients entiers, telles que les
formes ¢uadratiques définies

]

(£ 4y +2%) 7,1,
(2% +y" 2% 7, T,

soient réduites ; les systemes

ST, T,
JT,, oT,

seront par définition des systemes réduits du systeme f, ¢.
Si ces deux systémes sont identiques, de telle sorte que

S =/T,, oT,=¢T,,
il est clair que
fT, 17 =/, o1, T, =g,

de telle sorte (que
T,T;"
sera une substitntion semblable du systeme /, o.

Si donc, dans la réduction successive d’un systeme, on rencontre deux
systemes réduits identiques, on pourra en déduire une substitution sem-
blable.

Je dis que, réciprogquement, on obtiendra ainsi toutes les substitutions
semblables. En effet, soit S une pareille substitntion; on a, par hypo-
these,
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Soit
f: FTH C?""_— ‘st
et

forme (v + y*+ 2%) 7, T, = réduite,

de telle sorte que f'F,, ¢'T', soit un systeme réduit de f, o.
On aura évidemment
f=Fr,5, o =7, S;
la forme
(x® 4~y +2")7,5.87'T,
sera réduite, et, par consequent, le systeme

FS'T,, ST,

sera réduit. De plus, 1l est clair qu’il sera identique a f'',, ¢, ¢’est-
a-dire que la substitution S pouarra s’obtenir par le procédé exposé plus
haut.

Appliquons done ce procede au cas qui nous occupe. Soient

STy T,
VA PTE 2 I

deux systemes réduits de /, ©. L.e premier de ces systemes réeduits s’ écrira
y P y ;

en conservant les anciennes notations,

AL 4 (A k, —+ Ak, + Ak 1, + (A, k- Ak, M) G
et

(A2, 4 (A, A, 4+ 3k, + AR 7, + (A k4 A&+ M) G P+ gh'T 7,

ah’l', 7 étant une des réduites de ghT,; le second s’écrirait d'une facon
analogue

My (A K, MK AR 1,1 (LK A K ) T,

et

[AZ, 4+ (A5 A K - AR o, + (AR 4+ AR+ AR) L 1P+ gh'l 77,
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a/'l', 77, étant une autre reduite de gh'T,, telle que la substitution s'é-
crive

=K 1,-+ k¢,

(= Ky K

32"

Pour gue ces deux systemes réduits soient identiques, il faut et il suffit

que
(gh)' V', v = (gh) T, 7,

Ak Ak, M= Ak + ALK, + Ak,
AME A K A= A K ALK 4 AR
d'ou
Mk Ak, = AK + ALK

A).
L ALK =8 AR (mod &)

Cherchons d’abord les substitutions qui reproduisent (gh) T, ~.
(gh) T, T est une forme binaire indéfinie; supposons qu’elle soit égale
a un coefficient constant multiplié par une forme primitive

b=pad+oqnC +ri.

Il est clair que la forme !.Ia, et par conséquent la forme (gh)T, T, sera re-
produite par la substitution

1, = (t — qu) 7, — rul,,

qupu'ﬂz : (t | qu)cﬂi
ou t et 1z sont des entiers satisfaisant a

t* — (g —rp)u’ =1,

si la forme | est proprement primitive, et ou 2¢ et 2u sont des entiers sa-
tisfaisant a

4 — 4 (¢*—rp)u’ =4,

si la forme ¢ est improprement primitive.
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St 'on applique cette substitution a

(A k, = Ak n, - (A K - Ak
il vient
[(Ak, Ak (6 — qgu) + (A F + AR pu] .,
+ [(A,F = A& (¢ + qu) — (M k, + Ak, ree] 5

d’ou

(3ah = A3k,) (2 —qu) + (3, K + A,k ) pu = Ak, 4+ A k)| (mod 4)
) ) mod
(A h -+ A k) (6 + qu) — (Ak, + Ak, ru = Ak + Ak

ou, posant
Ak, 4+Ak =y, ALK +A K =w,
on doit avoir

vt u(pw —qv)=v (mod A).

I

i

Wt - 10 (g — rv)

Soit o le plus grand commun diviseur de ¢, & ¢t A; soit 5 celui de ¢
et de w. Ces deux congruences pourront étre remplacées par les sui-

vantes :

1 T

p [

;(t—qu)—{—-;pu:; ) A
f kmod 7)-

145 g

g

v W L
A ;(t—l—gu.):

Multiplions la premiére par ru, la seconde par t — qu et ajoutons; mul-
tiplions de méme la premiére par ¢ + gu, la seconde par — pu, et ajou-
tons. En remarquant que

& — (g —rplut =1,

Nnous aurons

Vr. _I_T{-" t _h__'l'v

- i G'( —qlé):; A
(mod —>,

(t + () Y opu=" °

u'( qu c-p =

LV Cahier. 15
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Fon

Py — gy ¢ — 1y A
21t _q — oy ™ =9 (mod )
J -~

T

Soit 9 le plus grand commun diviseur de

Y — — A
F QW" C]V pIV et -
I’ oy F

Ces denx congruences se réduiront a

A
20 =0 (mod —)-

o
Premier cas.

Ce A . )
l’ ' e a; 2 » B » ¥ * " ]
[ forme px® 4+ 2qxy 4 ry” est proprement primilive; p est mpar,
it et £ dolvent étre entiers. Dans ce cas les congruences se réduisent i

A
iw=o0 [(mod=),
ob
d’ou
Y — W Y — DWW : A
- v =y P¥ — o (mod = ):
"y L)y ::i
iy w
t—= - \
(mod —)
o d
=~
T T /
on

A
t =1 (luod;)-

Denxiemne cas.

. -y A :
La forme px®+ aqry + ry* est proprement prinntive; — est pair.

k
Dans ce cas, « et ¢ doivent étre entiers, et 'on doit avoir

= o0 (nmd 3—),
2 5)
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d’ou
re — g qy — pey ( A )
I7 = u = 0 mod =
3 T 2.‘?,
et
A
{ == (mod —)
20
De plus
2. o Qp[j ry — quv
1 (¢ I)G_ et ——u—yp

et, d’'antre part,

20, ¥ 208 gv— pw
A (t l)f.r et A u 54

doivent étre de méme parite.

¢ w R . A 'Y — g ) —— PV
Or - et — ne peuveul; etre pairs tous deux : de méme . et 9 P
o3 a ? ] =)

ne peavent étre pairs tous deux.

Cela posé, il peut se présenter deux cas :

1% 1" — g5y
ID —_ et __q_.
5 g

et, d’autre part,
v gy — pv

& et ol

sont de méme parité, et alors les congruences se réduisent &

A
t—1=ull=o (modi} t—i1=ub (1110(:]——-);
20 P

2° Ou hienles nombres

W Py — v
—_— et ______g__._,
T Fex?,
ou les nombres
$/ e 1%
— et ‘?—f_
o ol

ne sont pas de méme parité, et alors les congruences se réduisent a

R
t —1=ull=o (mod;)-
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) LR |
Trowsieme cas.

[La forme pa® + 2gxy -+ ry® est improprement primitive. Dans ce cas,
an et 2¢ sont entiers, et I’on trouve immédiatement

-

2l =a(t—1)=o (mod—j—‘),

o

B=1 (mod2), g —rp=1 (mod 2).

Mais cela n’est pas suffisant, il faut encore que les parites de 24 et de
o satisfassent 2 certalnes conditions.

Pabord 2« et 2¢ doivent étre de méme parité; car

48 — 4 —rp) =4 =0 (mod2);
d’ou

At*=AQu* et ot = au.

NDeux cas a considérer :

b I A » L A b LY
1° S P est pair, 2u et 21 doivent étre pairs, a cause des congruences

2l =2(t—1)=o0 (modé);

L

et ces congruences se réduisent a

b

A
Wi=t—1=o (mod-—)-
20,

Fnvisageons maintenant les congruences

|_§(t 1) 7] Aol

(S) ' * ’ ) (\mod#%)-

I

5
N: !
W v—Im =
— (¢ 1) -+ 20 7 =0 ‘
3 ‘ af J
Puisque
p=r=o0 (moda2), g=1 (mod 2),
i’_ . I?EV — ff"' (I’ o q'lV -_— .
e e I (mod 2).
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Posons done

A A
}—1= —7, 1wl = —uy,
20 20

ces congruences se rédniront a

v o
;(T*{—-‘U):

)

(T+v)=0 (mod2)

. 13 w .
O, l}lllSqlle — ¢ —sont pl'emlers entre eux,
G‘ -

T=v (mod 2)
ou

rd

t — 1 =16 (modé.)-
g

.- A . . A . . .
27 D H.E est impair, 2¢ et 2 penvent etre pairs ou mpairs, et par con-

séquent t et n peuvent étre entiers ou fractionnaires.
Les congruences

. __ 1 AN
2l =2(t—1)=o (moda)

LI

éqniva]ent aux suivantes

z(t—l);—}—zu@pwp_quo

] QQ A
(l]]O{l—):
iv T —— I ;
z(t——-l)——l—zuﬁq — O £
T )

/

lesquelles équivalent anx congruences (Z), pourvu que les nombres

(¢ — 1) =+ af L2215,
T 76
(t—1)2 210
T 79
- soient entiers, ce qui exige que
v pw—agv __
‘ —— U TR
2(t —1)= + 20— =0,
v qw —ry ‘
z(t—l);—i—auﬁ 5 =0 (mod 2),
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O

vV

—|a2(t —1) + 24l = %’[i(z‘—— 1} +2ufl| =0 (wmod2)

)

g

2(t—1)y=240 (mod2).

Résumons-nous. Le probleme des transformations semblables se ra-
niene au caleul de nonibres ¢t et u satisfaisant & certaines conditions.

Cing cas peuvent se présenter, puisque le deuxieme et le troisieme cas se
snbdivisent. Soit

q* — rp = Q.

Premier cus.
{ et i« sont enthiers :

2 / A® A
P — Qu* =1, U=9o kmod—-), I =1 (mod—)-
po P

Deuxieme cas.

t et 1 sont entiers:

12— Qu=—=1, t—1=ul=o (nlD(li)a

20
‘&
t— 1 =19 (morl )

2

Trotsieme cas.
i et @ sont entiers :

2 - A
1 — =1, t—1=ull=o ("md?)'

Quatrieme cas.
t et 1 sont entiers :

2 - A
—Qut=1, t—1=ufi=o (mod—),

% 6

A
{— 1= uf (mmlg)- :



REDUCTION SIMULTANEE D UNE FORME QUADRATIQUE. 11

Cinquieme cas.

2t et 2/ sont entiers et de méme parite :

40— 4Qu* = 4, 2(t—1)=2ubl=o0 (mod%)-

Nous allons maintenant discuter ces conditions.

Considerons les nombres complexes de la forme

a—{—b\/E!.

On sait que les nombres entiers de cette forme, qui satisfont 4 la con-
dition

@' — =1,
sont les puissances d’'un certain nombre entier complexe

a,+ b, \/ﬂ

Dans le cas particulier ou Q est impair, il peut acriver aussi ut'un
nombre complexe fractionnaire

c4+d y’fﬁ.

3

ala

b

ou ¢ et d sont entiers, mais impairs, satisfasse a la condition
¢+ d*Q=4.

Dans ce cas, tous les nombres complexes entiers de la forme « -+ & ‘/m,

: . . ¢+ d\/Q
ou [ractionnaires de la forme v

, sont les puissances d'un meénie
nombre fractionnaire
e, + d, \/.(_.).

2

Nous retrouvons, en passant, une remarcue deja faite autrefois par Ei-

<y -+ f/i Vrfi

sentein. Je dis qu’en supposant que ce nombre existe, 1l est la
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racine cubique de a, + b,\/ﬁ. En effet, a,+ b,1/Q est une puissance de
c, + d; \JQ

y et c'est la plus petite de ses puissances qui solt uh entler com-

plexe.
. = d, JQ : :
Or, puisque ’1+;' V> est fractionnaire et (que
¢ —d*(l =4, Q=1 (moda),
on aura
c,=d, =1 (moda).
De plus
01+d{\fﬁ -_ Cﬂ-l—-dg.ﬂ C4d1
(aEdaB) A al | edy g,
or

¢c,d,=1 (mod 2);

done la deuxieme puissance est fractionnaire.

Au contraire,

N d 2\ B3, 20 3 d + 0 =
("' '\/>—__—"* e

2
cette valeur se simpliﬁe a cause de

¢ = § + d?Q,

ce qui donne

¢i(1+42Q) " d(3+ d7Q) \/ﬁ
- i

2

Or 1l est clair que

1+ dQ=3+d Q=0 (moda);

dong la troisiéme puissance est entiére. Done elle est égaled a, + b,4/Q.
C. Q. F. D.

C.‘+(I|VIIE

2

Cette remarque permettra toujours de reconnaitre sile nombre

existe.
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En résumé, les nombres ¢ et « seront tels que le nombre complexe

t—{—u\/ﬁ

soit 1ne puissance suivant les cas de

a.,—{—f),\/ﬁ ou de et dive

2

Nous allons voir commentla théorie des congruences complexes permet
de trouver toutes celles de ces puissances qui remplissent [es autres con-
ditions auxquelles sont assujettis les nombres ¢t et .

DES CONGRUENCES COMPLEXES.

Nous dirons que deux nombres complexes 2z + b \/ﬁ et ¢ + d\/ﬁ sont

congrus, par rapport au double module o + £41/Q et ¥ + 64/Q, et nous

SeTIrons
a+b\Q=ec+ d\/ﬁ [mod(tx. _ ﬁv@, Y+ 3\/@)]

quand on aura

r

¢~ am—+vn,

o
f

d—~+ [Sm—+on,

m et n étant des entlers.

Si I'on représente le nombre complexe a -+ b /2 par un point dont les
coordonnées sont @ et b, si I'on divise le plan en parallélogrammes ayant

pour somm_ets

.
om—+yn, Em-—+ on,

& des nombres congrus correspondront des points correspondants de ce
réseau parallélogrammatique.

leprésentons ce réseau par la notation

LVI Cahier. G
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de maniere a pouvoir ecrire

— _ oL
a—l—b\/!_.!:c—l—d () (mod N ,
VI
\ i
ce réseaun peut étre remplacé par un réseau équivalent, et, parmi les re-
seaux equivalents, il y en a toujours un plus simple que les autres et (ui

est de la forme

o
| (0 <o)
L o

| voir mon Mémoire Sur un mode nouvean de représentation des formes
giadratiques définies ow indéfinies (X1.VII® Cahier du Journal de { ' Feole
Polytechnique)|. .

Par rapport & un réseau quelconque, les nombres entiers complexes se
repartissent en un nombre fim de classes.

Deux congruences complexes peuvent toujours étre additionnées si elles
ont lieu par rapport au méme réseau.

Si une congruence complexe a lieu par rapport i deux réseaux diffe-
rents, elle a lieu par rapport a lear plus petit commun multiple.

Telles sont les ressemblances des congruences complexes et des con-
gruences ordinaires; voict une différence importante : une congruence
complexe ne pourra pas toujours étre multipliée par un nombre entier
complexe. 1l fant, pour cela, ue le réseau qui sert de module soit un
nombre complexe idéal.

De méme, pour que I'on puisse diviser une congruence complexe par
un nombre entier complexe, il faut et il suffit que le module soit un nombre
complexe idéal et soit premier avec le nombre entier complexe par lequel
on veut diviser la congruence.

Pour toutes ces propositions, je renvoie aun Mémoire cité plus haat.

Done, en résumé, si le module est un nombre complexe idéal, le caleul
des congruences complexes est le méme que celui des congruences ordi-

naires.
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Rappelons enfin les conditions pour qu’un résean

soit un nombre complexe idéal; ces conditions sont

rv=vy=o0 (modf), alyy (mod%)-

[N
[

Une proposition importante :

Puisque le caleul des congruences complexes ayant pour module un
nombre complexe idéal est le méme que celui des congruences ordinaires,
les résidus des puissances d’un nombre entier complexe (par rapporta un
nombre complexe idéal premier avec lui) se reproduisent périodiquement.

CALCUL DE ¢ ET DE .

Nous pouvons maintenant calculer ¢ et #; nous savons que

lf—l—-u\/ﬁ:: (ﬂl—]— Z),\/ﬁ)m ou t—f‘”\/ﬁ:(cu_*—di\/g)m’

m étant un entier, et cet entier va étre deéterminé par une congruence
complexe. Examinons successivement les cing cas qui peuvent se présenter

et que nous avons enuméres plus haut :

Premier et troisieme cas.

On a
- A
t —1=ul=—o (mod;)-

On peut donge écrire la congruence complexe

O

t—l—u\/ﬁ:——-jl mod

A
5

Le module de cette congruence est un nombre complexe idéal; car 9 di-
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vise {}, et, s1 @, + b, \/ﬁ est le plus petit nombre entier complexe dont la
norme soit I'unité, on aara
f + u \/ﬁ:: (a, + b,\/ﬁ)m;
d’ou la congruence
(ai —+ b,\/ﬁ)’nz 1.

Si l'on fait varier m par valeurs enticres, on verra les résidus de
(@, 0, V()" se reproduire périodiquement; si & est le plus petit nombre,
tel que
(a,, + b, \/Q)EE 1,

la condition nécessaire et suffisante pour que

(a, ~+ b, \/ﬁ)mz I

sera
m=o0 (mod#).

De plus, on verrait, comme pour les congruences ordinaires, que £ est

un diviseur du nombre des residus premiers avec le nombre ideal

A
0 —

p
A O
pﬁ

De méme on sait que, si @ est premier avec b; si k est le plus petit nombre,

tel que
ad=1 (modb),

k est un diviseur du nombre des résidus (pris par rapportab) et qu sont
premiers avec . Nous avons icl un résultat analogue qui se demontrerait

identiquement de la méme fagon.

Deuxieme et qzmtri&m.e cas.

On a

A A
t —1=ull=o (mod—), ! — 1 = ul (mod—)?
2P P



REDUCTION SIMULTANEE D UNE FORME QUADRATIQUE. 125

ce (qui equivant a la congruence complexe

_..}_ A
— 210
z—[—u\/LlEI mod R P

I.e module est-Il un nombre complexe idéal ?
[.es conditions énoncées plus haut se réduisent ic1 A

0°=CQ (mod 26)

Ol

95%? (mod 2).

Dans le quatriéme cas, la forme px®+ ag.xy + ry® est improprement

L] * L] - * L [ ] L} Q
primitive : son diseriminant Q est donc impair; donc § et 7 sont tous deux

impairs, ¢'est-a-dire que la condition est remplie.
Résumons les hypothésces relatives au deuxieme cas :
La forme p2® + 2gxy + ry® est proprement primitive;

A -
P_9 est pair;

(35 v — g A = r
—et - qﬂl -sont de méme parite;

7

Y ot qy — pwv

s 7h

On peut faire sur les parités de p, ¢, r les hypotheses suivantes :

sont de méme parité.

p=qg=r=1 (moda2a),

p=r=i, g=o0 (mod32),
pP=g=1, r=o0 (mod2),
g=r=1, p=o (mod 2},
p=1, g=r=o0 (moda),
r=1, g=p=o0 (mod2).

Dans les hypothéses 2, 3, 4, on a

Q=1 (mod2);
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d’ ou

0=

(mod 2).

I

| §

Dans 1'hypothese 1, on peut supposer

e =o0 (mod2);

_'_"'..l’

« | T

mais alors

qp_;pw =1 (mod :2.),-

r V qV'—P"v - A - r
et, par conséquent, = et =——— ne seraient pas de méme parite.
? ' s ol

Cette hypothese doit donc étre rejetée, ainsi que
—_— e ]
~=1, -=0 (mod 2).

‘On doit done supposer

1w

if
if

1 (mod2);

d’ou

v — g — Py
P =T"F" =6 (mod2);
T 3

v — qﬂ)

d’ol1, puisque =1 (mod 2),

=0 (mod2).

Dans I'hypothese 5, on a

gy -—pw __

|
alE
E]

-

<9
s

T

et

Y —gqw ___

|
o
El
=
=3
=

a

On ne pent donc supposer

10

If

1, =o0 (mod 2).

Qi<

7
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Soit
v W
- =1, —=0 (mod 2).
On aura
Gy — pw __ gy — pw __ | '
—— =0, = (mod 2),
d’ou

f=o (mod 2).
Soit maintenant

; = | (ﬁlod 2).

i

On aura

ry — gw 4y — pw
— = o,
5 o)

=1 (mod2).

Cette hypothése doit donc étre rejetée.
Dailleurs, il est clair que'hypothese va se traiter comme ['hypothése 5.
’ou il résulte que denx cas peuvent se présenter :

Premiere hypothése :

Seconde lypothese :

= o, =1 {mod=2).

[

Dans la premiere hypothese, le module de la congruence complexe étant
un nombre idéal, tout se passera comme dans le premier et le troisieme cas.
Dans la seconde hypothése, 1l s’agit de résoudre une congruence com-

plexe
A A
20 p

A
_— 0
:ap’)

(u, - b, \/ﬁ)m: t 4 e \/ﬁ =1 mod

dont le module n'est pas un nombre 1déal.
Soit

t—1—~u\/§§1, t’—l—u'\/.(..lzl.
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Quelle est la condition pour que

(t—l— w\/ﬁ)(t"“i— u’\/ﬁ) =1/

On aura
, A
wl=uwb=o (mod—) ;
2p
' ’ A
t — 1= ub, ' —1 =" (mod;)-
Soient
> — o) —a), 0= wf
;_O-—é"—"“gd’. ZJ-—OL.., H»--U..;, ....—-—-—(.’J.

Pour que
(t —+ \/Q)(t’—l— u,'\/ﬁ) =1,

il faut et 1l suffit que
ful + d'th = o (mod i)

2
et
A=t +udQ —¥ul) —td/'l —(=o [mod(g = 2&.9)].
Or
A==t(t'—1) +(t — 1) + Wb — ab ('L 4+ %)
on

A == ot + alfh 4+ 220l — al (¢4 + 1), )
‘ (mod 2a9),
A=odn(1 — '+ alwl) = a*000 (0 — §)

de sorte (ue la condition cherchée

A=o (modi\)
F

se rédnit a

oA (0w —B)=0 (mod 2).

i

Or, par hypothese,
w—0=1 (moda2).

Il faut done et il suffit que 'un des trois nombres a, %, A" soit pair. Or, st
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A est pair, on aura

p A
° 7

t - \/Q.E I mod N
\ Ea O

En résumé, si deux nombres complexes sont congrus a 1 par rapport
an module

N
s
o

| ou

S=0+1 (moda),

de telle facon que le module ne soit pas un nombre idéal |, pour que leur
. . P 4 . . A . .
produit soit également congru a 1, il fant et il suffit que —; soit pair ou

209 ‘
cque I’un des deux nombres donnés soit congru a 1 par rapport au module

A
Q —
e

A
F—ﬂ O

Cela pose, nous pourrons, dans I'hypothese qui nous occupe, distinguer
deux cas :

A t pair
Eﬁ €5 Ia.

Alors le produit de deux nombres congrus a 1 est toujours congru a 1,

Si donc £ est le plus petit des nombres m qui satisfassent a la congruence

4 A
(a,—}-b'\/ﬁ)mz ! mod QAF ] ,
-;56 O

LVIe Cahier, 17
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tous les autres sont des multiples de #, c’est-a-dire que tout se passe comme
si le module était un nombre complexe idéal.

. - - - - . LY

Nous devons toutefois faire une distinction importante. Dans le cas ou

le module était un nombre complexe idéal, les nombres

(a,—f—b{\/‘:’)m et (a,-{-bi\/ﬁ)mj‘

étaient congrus entre eux quel que soit m.
Ici cela n’aura plus lieu en général, 4 moins que

A
03
-\ k {
(a,'—|— bi\@) =1 mod . .
= 0
pﬂ
mais on aura toujours
A A
( b fﬁ)m—-— ( b T}')m+2k d 2.3 P
a,+ b, \/Q) = (a,+ b,/ mod| | :
— 0
2 ch

de sorte que la période sera, en général, non pas k, mais 24, De plus, 4
est un diviseur du nombre des résidus pris par rapport au nombhre idéal

A
O ——

P
- O
el

et premiers par rapport a ce nombre idéal.

. A L
2 -2—@- est mpair.
Soit
A A
D P m_ : QP p
(25) ((tl-l—b{\/‘....)) =1 mo¢l \
— 0
gpfl

une solution quelconcue de la congruence. Cette solution nous fournira
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une substitntion semblable du systeme f; 0. Le carre de cette substitution

sera également une substitntion semiblable, de sorte qu'on devra avoir

aa
(a,+b, \/ﬁ)m—zl mod 2: ]
. 2 50 0

Or, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, cela ne peut avoir lieu que sil’'ona

’ O .g. Ry
(26) (¢, +5,(/Q)"=1 [ mod|
E;._[j 0

On peut donc remplacer la congruence (25) par la congruence {26) dont

le module est un nombre idéal; on est donc ainsi ramené aux cas déja
examinges.

Cinquieme cas.

at et 2u sont entiers et de méme parité.

41 — JutQ =4, 2(t—1)=2ub (mndg)-

Ict le nombre ¢t + « \/ () peut ne plus étre entier complexe; mais les nom-
bres de la forme a -+ b\/ﬂ, tels que 2a et 26 solent entiers et de méme
parité, jouissent de propriétés qui les rapprochent des nombres entiers.

Nous les appellerons, pour cette raison, nombres integres.
La somme ou le produit de deux nombres intégres est un nombre in-

tegre.
Cela posé, on devra avoir

A
/ o = |\

— 249

t 4+ u\/Q = mod '
+ uy/ )

2 o]

cetie congruence pouvant étre résolue, soit en nombres eutiers, soit en
nombres intégres.
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Je dis qu'une congruence prise en nombres Integres par rapport au
module

A
0 -

20
A 0
zpﬁ

peut ¢tre multipliée’ par un nombre intégre quelconque. 1l suffit, en effet,
de faire voir qu’on peut la multiplier par

V&j et lfkvﬁj.

2
Soit, en effet,

a +b\/ﬁ:——:0;
oh aura

A A
4 == .— E}*'__—f',-—r)
29 zpi

r . A A A + r
o et {J étant entiers pendant que «. et 5~ sont de méme parité.
)

Iin multipliant par \/ﬁ, il vient

fﬂAQ;ma\/i

i
295 20

|

= 0.

Je dis que cette congruence est vérifiée; en effet,

A A
v {)=o0 (mod—),
293

2p

L] &-]l ’ + A
puisque {3 et ¢ sont entiers; de méme

A A
o—=0 (mod—]},
29 2 o)

puisque & et § sont entiers.
1 +/0

2

A /B o« A /LF ab\ o
;—EJ'(‘FJ+5>+;—P§(;+T>\/--:0

s 1l vient

En multipliant par
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Ponr que cette congruence soit vérifiée, 1l faut et 1l suffit que

g%+m5ﬁ+m950 (mod 2);

or, pulscgue

Il
I}

=] {2

1 (moda),

il faut et il suffit que

2+a=o0 (moda2).

* L] L A & » - L]
Or, puisque, dans le cinquiéme cas, 5 est impair, et ue 'on doit supposer

I b~

[:’:iza,

3 (mod 2),

s

ceite condition sera toujours remplie.

G’est dire que toute congruence en nombres integres, prise par rapport
ai1 module

A
O —_—
20
A . ’
apﬂ

peut étre multipliée par un nombre integre quelconque, ¢’est-a-dire qu’elle
Jouit des mémes prc:-priétés que les congruences complexes en nombres
entiers prises par rapport a un nombre 1déal.

Cela poseé, la congruence qu’il s’agit de résoudre pour avoir ¢ et «
s’écrit

— 0 —
— ’ A WVONT 2
t—l—u\/ﬂ=(ci+ A ) =1 mod d .
2 A
—_— O
zpﬂ

La discussion de cette congroence est absolument la méme que celle que
nous avons faite dans le premier et dans le troisiéme cas.

S1 4 est le plus petit nombre qui, substitué a m, satisfasse a cette cou-
gruence, les autres seront ses multiples.
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De plus, on aunra, quel que soit m,

(c., +d, \/ﬁ)mH_ (c. +d, ;/ﬁ)m
3 L]

[P

2

Urnie fois m connu, on aura sans peine ¢ et «, et la connaissance de ¢ et de
« permettra d’éerire immcédiatement les substitutions semblables du
systeme £, o.

Remarque. — Au commencement de ce travail, j'avais défini de la
facon suivante les systemes réduits formés d’une forme linéaire et d’une

forme quadratique :
« On dit que le systeme £, ¢ est réduit, si I'on peut écrire

to=of"+ gh,

g et L étant linéaires et o positif, et si I'on peut choisir & de telle sorte

que la forme définie

)o lfzs A iy ;
. 8+ 3 53

er | .'
a 2

soit reduite. »
On a vu que, si % est suffisamment petit, cetle définition revient 4 la

suivante :

On dit que le systeme f, ¢ est réduit quand g/ est une forme binaire
réduite en y et en z et quand les coefficients de y et de z dans _f'sont plus
petits en valeur absolue que la moiti¢ du coefficient de x.

De plus, on a va qu’'une transformation tres simple permet de rendre
% aussi petit que I'on veut. Il est donc plus logique et plus simple de s’en
tenir, quel que soit o, a cette seconde definition; c’est ce que nous ferons
toujours.

Mais ce n’est pas tout. Dans cette seconde définition, j'ai dit que gk
doit étre une forme binaire réduite et y’ai entendu par la une forme telle

que

) 2

1 r
lg—l—ih lg—ih

. 2

soit réduite.
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Mais 1l y a une infinité de manieres de définir les formes binaires ré-
duites indéfinies, et & chacune d’elles va correspondre une facon nouvelle
de définir les systemes reduits tels que /; ©.

Cette définition nouvelle conviendra aussi bien que celles qui précédent
4 I'objet que nous nous proposons, c'est-i-dire a la recherche des condi-
tions d’équivalence des systémes et de leurs substitutions semblables. On
pourra done choisir dans chaque cas particulier celle qui conduira aux
calculs les plus rapides.

Par exemple, on pourra appeler forme réduite toute forme binaire
indéfinie dont les coefticients extrémes sont de signe contraire. On peut
alors, par un caleul trés simple, déduire d’une forme réduite une forme
réduite équivalente et contigué, de sorte qu’on arrive trés rapidement a
écrire toutes les réduites d une forme donnée.

Clest de cette derniere définition que nous ferons usage dans I'exemple
numérique qui va suivre.

E.remple numerique. — Soit

S=x+y+z,
¢ ="'+ 4y’ — 3"+ 22y + 223 + 2¥z.
On a
l=me=—n=1;
d’ou les trois équations
a+ b+ c¢=—1,
a+4b-+ Se=1,
a—5b—13c=1;

d’ou 'on tire

a=1I, b — C—0
et, par conséquent,
G, =1,
}H:I! Ly =0, v, = 0,
A, = 0O, h,—=—1, v, =0,
hy == 0, Uy == O, Y, = 1,

L=
|
HLP
|
L=
|
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On a, d’autre part,
o(a, b, ¢)=1;

d’ou
—gh=19 — f*=3y"— 2z’
I.e probléme est donc ramené a la réduction successive de la forme

3y*— 22%;

3y* — 23 est elle-méme une reduite, et 'on trouve immédiatement que
la serie des reduites de cette forme s’écrit comme 1 suit :

Jy*— 2z,
y'—4yz— 22°,
y*— 2yz — Hz?,
y'—62,
y*+ 2yz — 52°,
¥ hyz — 23,

2

Jy? — 2z?,

et se reproduisent ensuite périodiquement. Dans ce tableau, chaque ré-
duite se déduit de la précédente par I'une des substitutions

ou
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Soit
ko &
k, &,
I'une de ces substitutions.
l.a substitution correspondante
S
o k, Kk |
o k, £k

(qui réduira le systeme f; ¢, devra satisfaire a la condition

— 2 <Ak A Ak, AR, < 2
ou
*_;- < kl +k2+ko< '_;-1
d’ou
k,=— (k,—+£k,).

De méme

ky=— (k,+£,),

de sorte que la suite des substitutions qui réduisent f, ¢ est

I — I —1 r —2 —1 I — 2
0 I o |, 0 I o |, 0 I
0 0 1 0 I L 0 1
t —o —5 I —2 —7 1 —2
0 I 2 |, 0 I 31, 0 I
0 1 3 0 1 4 0 |

1 —I1 —g

0 5 4 ;

0 6 5

Lvre Calier.

18
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’ou, pour les systemes réduits de £, o, le tableau suivant :

X, £ — 3y <+ 2z’

x, x* — y* 4 4yz -+ 23°,

x, x*— y*+ 2yz + 537,
: x*— y? 4 622,

: x?—y*—oayz—+ 5z,

X, at— iy — Ayz + 23°,

x, x®— 3y* + 2z°.
De plus, si
I —7  —1 [ —11 —Q
T=1]o0 1 o |, T, =}o 5 41,
0 ) 1 0 6 5

les substitutions semblables du systeme f; ¢ seront les puissances de

1 —10 —8
T,T'=1lo 5 4 .
0 § 51

On aurait pu arriver au méme résultat directement.
Kn effet, 1c1

et 'équation

1 — Qu* =
admet, pour sa solution la plus simple,
=23,

it =2,

ce qui conduit, pour la substitution semblable la plus simple de g4, a

54'

6 5
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’on autre cdté, les congruences auxquelles sont assujettis les nombres ¢

lﬁ . + « g - . .
et & ayant pour module =, qui est ici I'unité, sont toujours satisfaites. Done
P

les nombres
t =3, == 2

sont bien ceux qui correspondent a la substitution semblable la plus
simple du systeme f, ¢; c’est dire que cette substitution est de la forme

1k, K,
o 5 4 |
o 6 5
et, comme elle doit reproduire
x4y -+,
elle aura pour coeflicients
ko_—_-—-—m, 5‘0:—8.

C. Q. F.D.

Deuvxieme exemple. Soit a trouver les substitutions semblables du

systeme
14x 4y —+ 2z,

r:— 062",

Ona
Q =06,

et les substitutions semblables devront étre de la forme

. vk, K
o t Oul,
O i 4
{)il
(t—{—u\/ﬁ)z(ﬁ—{—g (i)m,
pulsque
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=2 est la solution la plus simple de
1*—0ut=1.
On est donc condnit aux congruences suivantes

t +2u=1 (modi4).

G+ 2t —o,
el
¢ =1, w—= 2,
A
¢C=1I, P:I:- '—:lda
£
' — ' T — DWW
7T =6, TPy 0 = 2,
o a
A

—=7=1 (mod 2).

De plus, la forme est proprement primitive, de sorte qu’on est dans le
premier cas et que les congruences se réduisent &

4

i

I (mod 14},

=0 (mod 7 ).

f

On peut d’aillenrs retrouver ces congruences directement.
Reprenons

I + 2u

f

I
(mod 14).
bu+4-2¢t =9

Multiplions la premiere par — 6u, la seconde par ¢ et ajoutons; il
vient

»

2(52—I6M2)Eﬂt———6u (mod 14).
Multiplions de méme la premiére par ¢, la seconde par — w; il vient
t* — 6=t — 20 (mod14).

A cause de larelation
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ces congruences se réduisent i

i

2t — On
(mod 14),

t— 22U

l

(jui, Jointes aux premieres, donnent

12u=4u=o0 (mod14)

ol

7/

Il

o (mod 7),

su=o0 (mod14),

i

t =1 (mod14).

[.a recherche de t et de 1 se ramene donce a la résolution de la con-

gruence complexe

t—l—-lt\/6=(5—|—2\/6)m51, mod

7 O

Or on trouve que, par rapport i ce module qui est un nombre complexe
1deéal,
)= 7464/,
54 21/6)' = 9-+2y6,
)

— 1,

ot
+
b
<_
<l
I

tl

[ §
+
[
<
if

L |
_}_
W
S
=3
il

T T e e e

[
T+
H -
S
-y
pa—

L1

if

oy |

(%)
=

)
_|_
v
=
\-_.-‘\,__.:\-._..r‘
It
L =~}
A
S

et que par conséquent on aura, simet wsont des entiers quelconques,

(5 + 2 \/G)'"HP'E (5 - 2\/6)'".
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[.es valeurs de ¢ 4+ u\/6 nous est donc donnée par

(5 -+ 2\/6)32 460Gg201 +- 18819920\/3.

La substitution semblable la plus simple du systeme est done de la
forme

I k K

0 Q

o Aboggao1 112919520 |,

o 18319920  40609g201

et, comme elle doit reproduire

1jx 4y ~+ 2z,

on aura
1 =144, + 83739041,
2 =14k, + 205117922;
d’ou
k, = 5931360,
k= 14651280.

U

Doue, les substitutions semblables du systeme

142 +y —+ 2z, y*— bz
sont les puissances de

1 5918360 14651280

o 46ogg2o1 112919520 |.

o 18819920 46oggao1

gt (- Mt —_—



