
soit réduite; j'appelle forme réduite la forme HT. On reconnaît aisément

que, en général, toute forme est aritliniétiqueinent équivalente à une on à

plusieurs réduites, et que deux formes données seront équivalentes, pourvu
que le système des réduites de la première soit identique au système des
réduites de la seconde.
Une pareille méthode est applicable à la forme la plus générale, quels

(') Journalde l'ÉcolePolytechnique,LI»Cahier.

MÉMOIRE
SUR LA

RÉDUCTIONSIMULTANÉED'UNEFORMEQUADRATIQUE
ETT

DUNE FORME LINÉAIRE;

Pau M. H. POINCARÉ.

Dans un Mémoire précédent ('), j'ai étudié les questions relatives à la ré-
duction et à l'équivalence des formes cubiques ternaires. J'ai appliqué,
pour cela, i ces formes la méthode qui avait conduit M. Hermite à des ré-
sultats si intéressants, en ce qui concerne les formes quadratiques et les
formes décomposables en facteurs linéaires; H étant une forme algébri-
quement équivalente à F et la plus simple parmi ces formes; T étant une
substitution linéaire telle que la forme quadratique définie
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que soient son ordre et le nombre de ces variables. En ce qui concerne
les formes cubiques ternaires, j'ai fait

quand le discriminant n'est pas nul.

quand le discriminant est nul et que de plusSJo,
T^o et que la forme est indécomposable.

quand S T = o sans que la forme soit indécom-
posable.

quand S go, T cet que la forme se décompose en
un facteur quadratique et un facteur linéaire.

quand S = T = et que la forme se décompose
en un facteur quadratique et un facteurlinéaire.

Quand une forme cubique ternaire n'est pas déeomposable en facteurs
et que S et T ne sont pas nuls à la fois, cette forme ne peut dériver de H

que par un nombre fini de transformations linéaires; pour constater l'é-

quivalence de deux pareilles formes, il suffit par conséquent de calculer
les coefficients d'un nombre fini de substitutions, et de constater si ces
coefficients sont entiers. La considération des réduites n'est donc pas né-
cessaire et on se trouve en présence, non plus d'une question d'Arithmé-

tique, mais d'une question d'Algèbre.
Constater si deux formes F et F', qui sont indécomposables et où S et

T sont nuls à la fois, sont arithmétiquement équivalentes, c'est encore une

question d'Algèbre; constater si l'on peut trouver un coefficient constant

a, tel que F et a,F' soient équivalentes, c'est au contraire une question
d'Arithmétique, et j'ai fait voir, dans le Mémoire dont je parle, comment
on pouvait la résoudre en comparant les deux réduites extrêmes de F et
de F'. Mon intention n'est pas de revenir en ce moment sur ce point.
Si maintenant on passe à l'équivalence des formes décomposables en

un facteur quadratique et un facteur linéaire, on se trouve en présence
d'une véritable question d'Arithmétique, sur laquelle je veux insister un

peu. J'ai fait voir qu'on rencontrait dans ce cas des chaînes indéfinies de
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réduites se reprodnisant périodiquement ainsi qu'il arrive pour les formes

quadratiques binaires indéfinies.

Remarquons d'abord que le problème de l'équivalence de deux pareilles
formes se ramène à celui de l'équivalence de deux systèmes comprenant
chacun une forme quadratique et une forme linéaire. Soient en effet

les deux formes: nous supposons que~et~, sont linéaires, o et o, (ju:)-
draticlues. Pour que ces deux formes soient équivalentes, il faut et il suffit

que les deux systèmes
r

où AetjJt. sont des constantes choisies de telle sorte que

discriminant de Àtp= discriminant de [Acp,

soient arithmétiquement équivalents.
L'étude des formes ternaires de cette sorte est donc ramenée à celle

d'un pareil système. C'est ce qui m'a déterminé à entreprendre ce travail.

INVARIANTSDUSYSTÈME.

Je dis que le système d'une forme quadratique ternaire et d'une forme
linéaire a deux invariants indépendants. En effet, soient
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c'est-à-dire qu'il y ait deux invariants indépendants.
Pour ces deux invariants, on peut prendre
i° Soit le discriminant de cpet l'invariant S de la forme cubique f<f;
•à"Soit le discriminant de cpet celui de cp+ mf, m étant un entier quel-

conque.

le système, cp,dérivera du système/j tp, par une substitution de déter-

illiti~ilit e~.minant 4-o
Donc, pour que les deux systèmes soient algébriquement équivalents, il

faut et il suffit que

un nouveau système analogue on pourra poser
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UÉDUCTIONDU SYSTÈME.

Voici la règle que, dans le Mémoire cité, j'avais adoptée pour la réduc-
tion d'un pareil système.
On peut toujours poser

11est clair que, 1 étant arbitraire, il peut y avoir dans chaque classe

plusieurs systèmes réduits. Maisje montrais que, si les coefficients dey et
de 9 sont entiers, ces systèmes sont toujours eu nombre fini.
Je crois qu'il y a avantage à modifier un peu cette règle.
Si, en effet, g et h sont réels, on a

on A est arbitraire.



H. I'OINCAUÉ.

ainsi que la substitution T qui la réduit.

<pT,y'T sera le système réduit de <p,
Voici quels avantages présente ce mode nouveau de réduction

On sait que, si 1 on envisage une forme quadratique indéfinie ternaire,
celte forme peut s'écrire

et la substitution T qui la réduit.

cpT,/T sera encore le système réduit de cp,
Supposons maintenant que g et h soient imaginaires conjugués.
On pourra, d'une infinité de manières, décomposer gh en une somme

de deux carrés.
Soit

Supposons que < soit positif; on considérera la forme quadratique dé-
finie

sera le système réduit de cp,f.
Si, au contraire, ocest négatif, on envisagera la forme quadratique dé-

finie
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est elle-même réduite.

Cela posé, il est clair que, d'après le nouveau mode de réduction, cpT
sera une réduite de cpquand çT,/T sera un système réduit du systèmecp, f
et, par conséquent, la nouvelle règle de réduction est plus avantageuse
au point de vue des applications de la théorie qui nous occupe aux ques-
tions les plus générales relatives aux formes quadratiques indéfinies.
Soit

a pour discriminant o et est, pur conséquent, décomposable en deux fac-
teurs linéaires.

Deplus,

on X, Y, Z sont linéaires, et que les formes équivalentes
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On a donc

et rien n'est plus facile ensuite que de décomposer cp,en deux facteurs li-

néaires, ou bien encore de le décomposer en une somme de deux carrés
ou en une différence de deux carrés.

Premier cas.

–, – r – >>o,
et <p.se décompose en une somme dedeux carrés positifs.<s,(a,b,c) Ti 1 1

La forme est alors quadratique définie et n'a, par conséquent, en gé-
néral, qu'une réduite.
Le système/ cpne peut alors se réduire que d'une seule manière, à sa-

voir parla substitution qui réduit cp.
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Ici encore le système/ o n'a, en général, qu'on système réduit.

Quatrième cas.

cp, se décompose en une différence de deux carrés,, c'est-à-dire en un

produit de deux fonctions linéaires réelles; ces fonctions linéaires ont des

coefficients conimensurables entre eux.

Dans le Mémoire cité, j'ai fait voir que, dans ce cas

i° L'invariant 4 S est une puissance quatrième parfaite

Deuxième cas.

t < o, et cp,se décompose en une sommede deux carrés positifs.
La substitution, qui réduit le système/ », est celle qui réduit la forme
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j." Les systèmes réduits forment une chaîne limitée à ses deux extré-

mités, et, pour s'assurer de l'équivalence de deux systèmes, il suffit de
constater l'identité des systèmes réduits extrêmes.
Ces résultats, démontrés pour l'ancien mode de réduction, subsistent

encore pour le nouveau mode.

Cinquième cas.

:p, est décomposable en une différence de deux carrés ou en un produit
de deux fonctions linéaires réelles dont les coefficients sont incommensu-
rables entre eux.
J'ai fait voir que l'invariant 4S n'est pas puissance quatrième parfaite,

et que les systèmes réduits forment une chaîne indéfinie où ils se repro-
duisent périodiquement, ainsi qu'il arrive pour les réduites des formes

quadratiques binaires indéfinies.
Ces résultats subsistent encore avec le mode nouveau de réduction.
Ils permettent de définir des transformations semblables du système^ o

en lui-même.

Sixième cas.

o, est un carré parfait.
Dans ce cas,

g et Aétant des fonctions linéaires de x,y, z.



REDUCTION SIMULTANÉE d'une FORME QUADRATIQUE.

LVIe Cahier. 2

Dans ce cas, la forme/" x cp,qui est cubique ternaire, est de la sixième
famille (voir le Mémoire cité), et ses invariants S et T sont nuls.
Nous dirons que le système f, cpest réduit par la substitution qui réduit

Si/'T, cpT est le système réduit def, cp cpT sera l'une des réduites de

définie à la façon ordinaire; or cpn'a qu'un nombre fini de réduites;
donc le système/ cp n'aura qu'un nombre fini de systèmes réduits.
Ces systèmes formeront, non pas une chaîne, mais un réseau atfalogue

a celui que l'on rencontre dans l'étude des réduites d'une forme quadra-
tique ternaire indéfinie, mais moins compliqué.
Je n'ai rien à ajouter sur les trois premiers cas où le problème est ra-

mené, comme on l'a vu, à la réduction d'une forme quadratique ternaire

définie; mais je crois qu'il y a lieu de faire des trois derniers cas une
étude plus approfondie.

ÉTUDESPÉCIALEDUQUATRIÈMECAS.

Je suppose que l'on ait mis la forme cp par le procédé indiqué plus
haut sous la forme

Je suppose que a. soit une constante positive et que g et h soient deux
fonctions linéaires dont les coefficients soient commensurables entre eux.
Le système

est réduite elle-même.
Nous dirons, avec MM. Korkine et Zolotareff, que la forme']< est ré
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Il est clair que, si l'on fait varier depuis o jusqu'à l'infini, on trouvera

pour lès coefficients de T différentes valeurs qui donneront différents

systèmes réduits du système y, tp.Mais nous nous bornerons à considérer
les systèmes réduits qu'on obtient pour Xtrès grand et pour 1 très petit.
Supposons donc Xtrès grand. Soit

dnite si elle peut se mettre sous la forme

oùet, Ç,let £2 sont plus petits que en valeur absolue, et où [/ est le
minimum absolu de la forme fy et où u,2 est le minimum absolu de la
forme
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i, moins que
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Les deux derniers carrés ne contiennent plus que r, et'(, ils forment
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donc une forme binaire. Réduisons cette forme binaire et pour cela cher-
chons son minimum absolu.

et que le déterminant (3) est égal à I le plus grand commun diviseur de
P et de Q diviserait m,, n, qui sont premiers entre eux.
Je dis que le minimum de la forme binaire
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Je dis que les trois premières congruences peuvent toujours être résolues.
Les trois nombres mn «, étant premiers entre eux, on pourra tou-

jours trouver trois nombres )," v4, tels que
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La congruence (5) donnera e,, et la congruence (6) s'( on aura soin de
choisir ces deux nombres de telle façon que leur valeur absolue soit plus

A
petite que la moitié de y

·

Je dis que les nombres Z3,m3, n, sont premiers entre eux; en effet, leur

plus grand commun diviseur devrait diviser L, M, N, qui sont premiers
entre eux.
Les trois dernières congruences deviennent
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Les calculs de réduction du système se partagent donc en trois par-
ties

i" Calcul de OC, y, 3, m, n, lt, m,, nn Z5, m2, /?2, A, D, oh l'on se

borne à des opérations purement algébriques et à des recherches de plus

grand commun diviseur;

2° Calcul deX,, u., v, a3, v,, où l'on a à résoudre des congru ences
linéaires très simples
3° Calcul de e3, s,, t\, où l'on n'a qu'à chercher les restes de trois di-

visions de nombres entiers.
Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que oc.était positif et que
m, n étaient premiers entre eux.
Si oc,était négatif, on changerait le signe de o.
Si m, n avaient un plus grand commun diviseur D, on poserait

Cela posé, le système réduit s'écrira

et de toutes façons on serait ramené au cas que nous avons étudié.

Remarque. – Les considérations qui précèdent montrent suffisamment

qu'un pareil système n'est reproduit par aucune substitution linéaire.

Exemple. – Soit à réduire le système
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On trouve aisément
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on trouverait de même le système réduit extrême qui correspond aux va-
leurs très petites du paramètre arbitraire ~het l'on arriverait au résultat sui-

vant
Pour que deux systèmes se composant chacun d'une fonction linéaire

et d'une forme quadratique, ayant mêmes invariants et rentrant tous deux
dans le quatrième cas, soient arithmétiquement équivalents, il faut et il

suffit que les deux systèmes réduits extrêmes de l'un (trouvés comme il a

été dit plus haut, l'un pour les valeurs très petites de 1, l'autre pour les
valeurs très grandes de ce paramètre) soient identiques aux deux systèmes
réduits extrêmes de l'autre.

d'où les trois congruences
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Supposons maintenant que le plus grand commun diviseur des coeffi-
cients de gh soit E. Le produit gh ne peut devenir nul pour des valeurs

ÉTUDE SPÉCIALE DU CINQUIÈMECAS.

Supposons que ç se mette sous la forme

où g et h sont des fonctions linéaires dont les coefficients sont réels, mais
non commensurables entre eux.
Pour réduire le systèmc/j cp,on eherche la transformation qni réduit la

forme définie

et pour cela il faut d'abord chercher le minimum absolu de cette forme.
Je dis que, quels que soient A, g, h, et f, on peut toujours choisir a

assez petit pour que ce minimum absolu s'obtienne en faisant
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entières de g et de h que si g et As'annulent à la fois, et si cela n'a pas
lieu, il est au moins égal à E.
Donnons donc à x, y, z des valeurs entières différentes de ~k, jx( et v,

si g et li.ne s'annulent pas à la fois, on aura

où u.est un nombre quelconque.
En effet:
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i° Pour que deux systèmes/ tp et/ cp,soient équivalents, il faul et il
suffit que les deux systèmes

soient équivalents.
2° Les transformations linéaires que reproduisent le système/ cp sont

les mêmes que celles qui reproduisent le système, /'et cp + a/2; de sorte

que, an double point de vue de l'équivalence des systèmes et des transfor-
mations semblables, il est indifférent d'envisager le système f, cpon bien
le système/" et cp+- i^2.
On choisira alors a de telle sorte que

et l'on sera ramené au premier cas.
Revenons donc au premier cas
Le minimum absolu de 9 s'obtient pour
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ne contiennent que yjet £ et sont par conséquent binaires.
Pour achever la réduction, il faut:
i° Chercher une transformation T2 de la forme

à ±i près. On calculerait de même Jî0.
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Il reste à calculer les quatre coefficients

qui forment une substitution linéaire binaire entre /], et r,t, £, cette

substitution, nous l'appellerons T.
Elle doit être telle que la forme binaire définie

CALCULDEg.h.T.

Le calcul de a, de \n ;x,, v,, (i2, v2, a3, p.3, v3, /“, Aone présen-
tant pas de difficulté, je passe immédiatement au calcul des coefficients de
la forme binaire ghT.
Soient

soit réduite.

Le problème de la réduction du système f, est donc ramené à celui

de la réduction de la forme binaire

et l'on trouve

système réduit du système/ <p
= le systèmeformé deAc;,+ (A,&(+ A3£2-4-AA,)^,
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Ce déterminant doit être un nombre entier.
Une fois les coefficients de ghT connus, les procédés ordinaires de ré-

duction des formes binaires donnent immédiatement les coefficients de la
substitution T, ce qui permet d'achever complètement la réduction du

système.

TRANSFORMATIONSSEMIÎLARLES.

L'un des problèmes les plus intéressants que pei met de résoudre la ré-
duction des formes ou des systèmes de formes est la recherche des substi-
tutions semblables.

Soity, ©un système de formes quelconques, algébriquement équivalent
à un système canonique quelconque F, <L>,de telle sorte que

Dans certains cas, les seuls qui soient intéressants au point de vue arithmé-
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tique, on pourra trouver une infinité de substitutions T qui permettent de

passer du système F, $ au système f, <p; supposons donc qu'on ait à la

fois

sera une substitution semblable du système f, 9.
Si donc, dans la réduction successive d'un système, on rencontre deux

systèmes réduits identiques, on pourra en déduire une substitution sem-
blable.
Je dis que, réciproquement, on obtiendra ainsi toutes les substitutions

semblables. En effet, soit S une pareille substitution; on a, par hypo-
thèse,
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sera réduit. De plus, il est clair qu'il sera identique à/T,, <pT,, c'est-
à-dire que la substitution S pourra s'obtenir par le procédé exposé plus
haut.

Appliquons donc ce procédé au cas qui nous occupe. Soient
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«•AT.ttt, étant une autre réduite deghT,, telle que la substitution s'é-
crive

si la forme<j>est improprement primitive.

Cherchons d'abord les substitutions qui reproduisent (gh) T,t.
(g^A)T,t est une forme binaire indéfinie; supposons qu'elle soit égale

à un coefficient constant multiplié par une forme primitive
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Si l'on applique cette substitution à

.Multiplions la première par ru, la seconde par t – quel ajoutons; mul-

tiplions de même la première par t -+-qu, la seconde par pu, et ajou-
tons. En remarquant que

Soit p le plus grand commun diviseur de v, w et A; soit n celui de v
et de w. Ces deux congruences pourront être remplacées par les sui-
vantes
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La ïovme px* iqxy-ryï est proprement primitive; – est pair.
Dans ce cas, n et t doivent être entiers, et l'on (toit avoir

Deuxième cas.
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doivent être de même parité.
O A' t d lA qii, t?~–Or et – ne peuvent être pairs tous deux de même jr-?– et – jp –

ne peuvent être pairs tous deux.
Cela posé, il peut se présenter deux cas
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Troisième cas.

La forme/j.r2 -4- 2 iy,r/ -+- rj" est improprement primitive. Dans ce cas,
sk et 2t sont entiers, et l'on trouve immédiatement

Mais cela n'est pas suffisant, il faut encore que les parités de 211et de
•).tsatisfassent à certaines conditions.
D'abord 111et 2t doivent être de même parité; car
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2° Si – est impair, it et lu peuvent être pairs ou impairs, et par con-

séquent t et u peuvent être entiers ou fractionnaires.
Les congruences
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Résumons-nous. Le problème des transformations semblables se ra-
mène au calcul de nombres t et u satisfaisant à certaines conditions.

Cinq cas peuvent se présenter, puisque le deuxième et le troisième cas se
subdivisent. Soit
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Nous retrouvons, en passant, une remarque déjà faite autrefois par Ei-

seutein. Je dis qu'en supposant que ce nombre– '– existe, il est la

Dans ce cas, tous les nombres complexes entiers de la forme a -4-b y'w,

on fractionnaires de la forme – sont les puissances d'un même
nombre fractionnaire

Cinquième cas.

•itt et iu sont entiers et de même parité
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racine cubique de a, + bt \JQ. En effet, a, + bt y/Q est une puissance de

-1 et c'est la plus petite de ses puissances qui soit un entier com-

plexe.

donc la troisième puissance est entière. Donc elle est égale à a, + /;(yD.
c. q. f. D.

Cette remarque permettra toujours de reconnaître si le nombre – –
existe.
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INousallons voir commentla théorie des congruences complexes permet
de trouver toutes celles de ces puissances qui remplissent les autres con-
ditions auxquelles sont assujettis les nombres t et u.

DESCONGRUENCESCOMPLEXES.

Nous dirons que deux nombres complexes a -t- b\Jll et c -+- d\Jïl sont

congrus, par rapport au double module a. -h [i y/0 et y -f- oy/D, et nous
écrirons

met n étant des entiers.
Si l'on représente le nombre complexe a -b \Jù par un point dont les

coordonnées sont a et b, si l'on divise le plan en parallélogrammes ayant
pour sommets

à des nombres congrus correspondront des points correspondants de ce
réseau parallélogrammatiqne.
lieprésentons ce réseau par la notation

En résumé, les nombres t et u seront tels que le nombre complexe
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| voir mon Mémoire Sur un mode nouveau de représentation des formes
quadratiques définies ou indéfinies (XIjVII0 Cahier da Journal de l'Ecole

Polytechniqué)\.
Par rapport à un réseau quelconque, les nombres entiers complexes se

répartissent en un nombre fini de classes.
Deux congruenees complexes peuvent toujours être additionnées si elles

ont lieu par rapport au même réseau.
Si une congruence complexe a lieu par rapport à deux réseaux diffé-

rents, elle a lieu par rapport à leur plus petit commun multiple.
Telles sont les ressemblances des congruences complexes et des con-

gruences ordinaires; voici une différence importante une congruence
complexe ne pourra pas toujours être multipliée par un nombre entier

complexe, 11faut, pour cela, que le réseau qui sert de module soit un
nombre complexe idéal.
De même, pour que l'on puisse diviser une congruence complexe par

un nombre entier complexe, il faut et il suffit que le module soit un nombre

complexe idéal et soit premier avec le nombre entier complexe par lequel
on veut diviser la congruence.
Pour toutes ces propositions, je renvoie au Mémoire cité plus haut.

Donc, en résumé, si le module est un nombre complexe idéal, le calcul
des congruences complexes est le même que celui des congruences ordi-
naires.

ce réseau peut être remplacé par un réseau équivalent, et, parmi les ré-
seaux équivalents, il y en a toujours un plus simple que les autres et qui
est de la forme

de manière à pouvoir écrire
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Une proposition importante
Puisque le calcul des congruences complexes ayant pour module un

nombre complexe idéal est le même que celui des congruences ordinaires,
les résidus des puissances d un nombre entier complexe (par rapport à un
nombre complexe idéal premier avec lui) se reproduisent périodiquement.

CALCULDE t ET DE u.

JNoiispouvons maintenant calculer t et n; nous savons que

m étant un entier, et cet entier va être déterminé par une congruence
complexe. Examinons successivement les cinq cas qui peuvent se présenter
et que nous avons énumérés plus haut

Premier et troisième cas.
On a

Le module de cette congruence est un nombre complexe idéal; car 9 di-

Rappelons enfin les conditions pour qu'un réseau
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vise Q, et, si a, + b, \/il est le plus petit nombre entier complexe dont la

norme soit l'unité, on aura

k est un diviseur du nombre des résidus (pris par rapport à b) et qui sont

premiers avec b. Nous avons ici un résultat analogue qui se démontrerait

ideutiquement de la même façon.

Deuxième et quatrième cas.
On a

Si l'on fait varier m par valeurs entières, on verra les résidus de

(a, + b, \/il) se reproduire périodiquement si k est le plus petit nombre,
tel que W k
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Dans le quatrième cas, la forme px"-h iqxy + rj2 est improprement

primitive son discriminant 0 est donc impair; donc 9 et -wsont tous deux

impairs, c'est-à-dire que la condition est remplie.
Résumons les hypothèses relatives au deuxième cas
La forme /?#s -+-iqxy -+-ry' est proprement primitive;

ce qui équivaut à la congruence complexe

Dans les hypothèses 2, 3, 4, on a
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Dans la première hypothèse, le module de la congruence complexe étant
un nombre idéal, tout se passera comme dans le premier et le troisième cas.
Dans la seconde hypothèse, il s'agit de résoudre une congruence com-

plexe

Cette hypothèse doit donc être rejetée.
D'ailleurs, il est clair que l'hypothèse va se traiter comme l'hypothèse 5.
D'où il résulte que deux cas peuvent se présenter
Première hypothèse



H. l'OIMCARÉ.



RÉDUCTION SIMULTANÉE D'UNE FORME QUADRATIQUE.

LVle Cahier. 17

-1~

de telle façon que le module ne soit pas un nombre idéal], pour que leur

produit soit également congru à i il faut et il suffit que – soit pair ouP
que l'un des deux nombres donnés soit congru à i par rapport au module
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tous les autres sont des multiples de k, c'est-à-dire que tout se passe comme
si le module était un nombre complexe idéal.
Nous devons toutefois faire une distinction importante. Dans le cas ou

le module était un nombre complexe idéal, les nombres

une solution quelconque de la congruence. Cette solution nous fournira
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une substitution semblable du système/ <p.Le carré de cette substitution
sera également une substitution semblable, de sorte qu'on devra avoir

cette congruence pouvant être résolue, soit en nombres entiers, soit en
nombres intègres.

Ici le nombre t -+-u \JQ peut ne plus être entier complexe; mais les nom-
bres de la forme a -+- b\Jû, tels que 2a et ib soient entiers et de même
parité, jouissent de propriétés qui les rapprochent des nombres entiers
Nous les appellerons, pour cette raison, nombres intègres.
La somme ou le produit de deux nombres intègres est un nombre in-

tègre.
Cela posé, on devra avoir

On peut donc remplacer la congruence (25) par la congruence (26) dont
le module est un nombre idéal on est donc ainsi ramené aux cas déjà
examinés.
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La discussion de cette congruence est absolument la même que celle que
nous avons faite dans le premier et dans le troisième cas.
Si Â-est le plus petit nombre qui, substitué à m, satisfasse à cette cou-

gruence, les autres seront ses multiples.

Pour que cette congruence soit vérifiée, il faut et il suffit que

peut être multipliée par tin nombre intègre quelconque, c'est-à-dire qu'elle
jouit des mêmes propriétés que les congrueiices complexes en nombres
entiers prises par rapport à un nombre idéal.
Cela posé, la congruence qu'il s'agit de résoudre pour avoir t et u

s'écrit

cette condition sera toujours remplie.
C'est dire que toute congruence en nombres intègres, prise par rapport

<i u module
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Une fois in connu, on aura sans peine t et u, et la connaissance de t et de
Il permettra d'écrire immédiatement les substitutions semblables du

système/, tp.

Remarque. – Au commencement de ce travail, j'avais défini de la

façon suivante les systèmes réduits formés d'une forme linéaire et d'une
forme quadratique
« On dit que le système/ y est réduit, si l'on peut écrire

soit réduite. »
On a vu que, si a. est suffisamment petit, cette définition revient à la

suivante
On dit que le système f, est réduit quand gh est une forme binaire

réduite en y et en z et quand les coefficients de y et de z dans /"sont plus
petits en valeur absolue que la moitié du coefficient de x.
De plus, on a vu qu'une transformation très simple permet de rendre

a, aussi petit que l'on veut. Il est donc plus logique et plus simple de s'en

tenir, quel que soit a,, à cette seconde définition; c'est ce que nous ferons

toujours.
Mais ce n'est pas tout. Dans cette seconde définition, j'ai dit que gh

doit être une forme binaire réduite et j'ai entendu par là une forme telle

que

soit réduite.
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Mais il y a une infinité de manières de définir les formes binaires ré-
duites indéfinies, et à chacune d'elles va correspondre une façon nouvelle
de définir les systèmes réduits tels que/ ç.
Cette définition nouvelle conviendra aussi bien que celles qui précèdent

à l'objet que nous nous proposons, c'est-à-dire à la recherche des condi-
tions d'équivalence des systèmes et de leurs substitutions semblables. On

pourra donc choisir dans chaque cas particulier celle qui conduira aux
calculs les plus rapides.
Par exemple, on pourra appeler forme réduite toute forme binaire

indéfinie dont les coefficients extrêmes sont de signe contraire. On peut
alors, par un calcul très simple, déduire d'une forme réduite une forme
réduite équivalente et contiguë, de sorte qu'on arrive très rapidement à
écrire toutes les réduites d'une forme donnée.
C'est de cette dernière définition que nous ferons usage dans l'exemple

numérique qui va suivre.

Exemple numérique. Soit
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d'où, pour les systèmes réduits de f, ç, le tableau suivant
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d'un autre côté, les congruences auxquelles sont assujettis les nombres t

et u ayant pour module – qui est ici l'unité, sont toujours satisfaites. Donc

les nombres
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