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RECHERCHES

SUR LES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE

A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES (1);

Par M. MOUTARD.

INTRODUCTION.

Les difficultés dont le probléme de I'intégration des équations aux dé-
rivées partielles d’ordre supérieur continue a rester entouré, malgré les
efforts d'illustres géometres, paraissent tenir surtout & Pabsence d’une
méthode synthétique qui perhlette de construire @ priori toutes les formes
imaginables d'intégrales, de les discuter et de les classer, et de pénétrer le
lien qui les unit aux équations différentielles correspondantes. C’est cette
lacune qu’ Ampere a cherché & combler dans son célébre Mémoire de 1814
(Journal de U Ecole Polytechnique, t. X). Aprés avoir défini Vintégrale

générale par ce caractere qu’

établir, entre les variables indé-

(*) Nous croyons devoir reprpd

re la Note ’&l Moutard insérée dans les Comples
rendus de ' Acadéemie des Scie g‘é !

du 8 ai‘\ lar[uelle se reportent les auteurs des
deux Mémoires suivants, Le N -m elle fc-} IIntroduction a été approuvé par

’Académie, sur le Rapport de M\Hg land ct dev re mséré dans le Recueil des Savants
étrangers; mais, le manuscrit ay l‘%&: détr u1L accidentellement, auteur, jugeant les indi-
cations de lmtroductmn suffisantes pagr perm e de reconstituer les deux premiéres Par-
ties'du Mémoire, n'en a refait que la troisicine Partie, qui a été publiée dans un précédent
(Cahier de ce Journal. o (Note de le Rédaction.)

LYV Calier. ' J




2 MOUTARD.

pendantes, la fonction et ses dérivées a I'infini, d'autres relations que celles
(qui sont exprimées par l’.équation différentielle proposée et les écuations
qu’on en déduit par différentiation, il conclut de cette définition que toute
intégrale d’une équation différentielle aux dérivées partielles, qui n’est pas
composée d'un nombre infini de termes, ne peut étre générale, a moins
de contenir des arbitraires dont le nombre augmente lorsqu’on différentie.

La question acquiert par la une certaine précision, mais la difficulté de
découvrir toutes les expressions susceptibles d’augmenter en nombre par
la différentiation subsiste tout entiére.

En ne considérant que les fonctions arbitraires proprement dites, dé-
gagées de tout signe d’'intégration, et ce qu'il appelle les wtégrales par-
tielles, contenant des fonctions arbitraires, cette dénomination étant prise
dans un sens analogue a celui qu’on donne au mot dérivées partielles,
Anipére néglige une classe illimitée d’arbitraires susceptibles d'étre définies
par voie de récurrence, au moyen d'arbitraires d’especes inférieures. Que
I'on congoive, en effet, une équation différentielle renfermant expheite-
ment des arbitraires d’une certaine espece, et qui puisse étre considérée
comme d’un moindre degré de complication que les équations mémes qu’on
se propose d’intégrer, soit parce qu'il n’y entre pas de dérivées d’un ordre
aussi €levé, soit parce que les dérivées ul y entrent ne portent pas sur un
aussi grand nombre de variables indépendantes, la fonction définie par
une pareille équation constituera généralement une nouvelle espéce d’ar-
bitraire dont I'introduction pourra permettre I'imtégration des équations
plus complexes.

Rien n’indique que dans cette voie il y ait de terme oti 'on puisse s’ar-
réter. Néanmoins la question, telle qu’elle est posée dans le Mémoire de
1814, reste encore bien étendue, me‘st\pas a cause de son défaut de
generalité que la tentative o’ Anql;‘el en'a pfgﬁ%qu ici produit, au point de
vue purement analytique, les g t‘l‘ands résultats qée son incontestable valeur

: . , By 4,
plillosophique permet d’en E‘S{)erer ("). II'séemble, au contraire, (ue, dans

*-/

(') Depuis que ces lignes ont é1é écritagy-M. Dm])ouuc a pul)he, dans les Comptes rendus,
deux Notes sur une extlension de la méthodé-de Monge, qui parait constituer un progres

considérable dans la voie ouverlLe par Ampére,
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I'état présent de l'analyse, il y ait encore avantage a diviser le probleme
et & compléter la monographie des cas les plus élémentaires. Les résultats
les plus particuliers, lorsqu’ils ont acquis un degré suffisant de nettete,
deviennent quelquefois 'origine de conceptions vraiment fécondes, et les
efforts des plus modestes travailleurs peuvent ainsi faciliter, dans une cer-
taine mesure, F'eeuvre de ceux auxquels est réservée la construction des
théories génerales. |

Dans cette pensée, j’ai entrepris I'étude minuticuse de la forme la plus
élémentaire dout soit susceptible I'intégrale générale des équations aux dé-
rivées partielles du second ordre & deux variables indépendantes, asavoir :
celle qui consiste en une relation unique entre les trois variables, denx
{onctions arbitraires de quantités distinctes formées explicitement avec les
trois variables, et les dérivées en nombre limité de ces fonctions arbi-
traires, les arbitraires n’entrant d’ailleurs sous aucun signe d’'intégration.
Xn écartant ainsi non senlement les arbitraires qui dépendent d’intégra-
tions partielles préalables, mais encore les fonctions arbitraires qu’Ampere
nomme implicites, et qui sont composées de uantités dont la valeur en
x, ¥,  varie avec la forme qu’on donne a ces fonctions arbitraires, on
restreint le probléeme plus encore (ju’on ne s’y attend au premier abord.

On peut démontrer, en effet, et c’est i I'objet de la premicre Partie de
ce Mémoire, que les senles équations aux dérivées partielles du sccond
ordre et & deux variables indépendantes, susceptibles d’admettre une mté-
grale générale de cette espéce élémentaire et (ui ne sont réductibles, par

un changement de variables, ni aux équations linéaires de Laplace, ni a

. : - : d?z
I'équation de M. Liouville -—- = ¢’, sont toutes, en exceptant deux cas

particulierement simples, réductibles a la forme

2z L il
dudv — du

(Aet) — -+ (Be™),

ol A et Bsont des fonctions des seules variables indépendantes, assujetties
elles-mémes & vérifier certaines conditions.

De plus, l'intégration de cette équation est ramenée a dépendre uniqgne-

ment de celle d’une équation linéaire de la forme considérée par Laplace,
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A SAVOIT :

Ay dlA z _
didy dy du - A

Malgre le caractere restreint de ce premier résultat, j'espére qu'il ne
sera pas sans intéret pour les géometres, parce qu’il permet de reconnaitre
en quelcue sorte, a premiére vue, si une équation donnée admet ou non
une integrale générale de la forme élémentaire, et de calculer cette intégrale
lorsqu’elle existe. Mais le probleme n’est pas borné a I’établissement des
conditions auxquelles doit satisfaire I équation différentielle ; ces conditions
etant exprimées par des équations aux dérivées partielles d’un ordre d’au-
tant plus élevé qu’on admet un plus grand nombre de dérivées des fone-
tions arbitraires dans |'équation générale, on est naturellement amené a
chercher un moyen de former les équations mémes qui satisfont a ces con-
ditions. Par cela seul que I'intégration de I'équation la plus générale

d?z L d 2 d —z
duds = @ \Ae) — 7 (Be7)

dépend uniquement de celle de I'équation

d?a dlA dax
didy dv du

-ABOL:'_ a,

la question sera résolue complétement lorsqu’elle le sera pour les équa-
tions de Laplace. Je crois avoir atteint ce but, en montrant, dans la seconde
Partie de ce Mémoire, comment on peut construire Péquation linéaire la
plus générale, susceptible d’étre intégrée entierement, sous forme finie,
avec deux fonctions arbitraires et leurs dérivées en nombres déterminés
netn.

Parmi les équations linéaires, celles qui sont réductibles & la forme

Pz Au,9)z

didv

ont une mmportance particuliere, a cause du réle qu’elles jouent dans de
nombrenses recherches géométriques. Le probléme qui a pour objet de
construire une pareille équation, par la condition qu’elle admette une in-
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tégrale générale renfermant n dérivées des fonctions arbitraires, n’est pas
un cas particulier du probleme plus géneral dont il vient d’étre parlé, et
la solution dépend alors d’une seunle équation aux dérivées partielles
d’ordre 2, qui se réduit a 'équation de M. Liouville pour n=1. Je suis
parvenu a obtenir, par voie de récurrence, l'intégrale générale de cette
ecqquation, en mettant a profit une remarque rencontrée dans le probleme

de (zéométrie sulvant :

Transformer une surface de maniere que les éléments linéaires corres-
pondants de la surface donnée et de la surface transformée soient dirigés

a angle droit.

Je me réserve de faire de ce probléme, intimement lié a la théorie de
la déformation des surfaces et a la théorie des lignes asymptotiques, I'objet
d'nne etude spéciale; mais la partie analytique de cette étude se confond
entierement avec celle de I’équation

iz

i dv

pa— I\z,

et rentre ainsi dans le cadre du présent travail, dont elle constitue la troi-
sieme Partie. |

in examinant la méthode qui conduit & ces résultats, on est naturelle-
ment amené arechercher dans quelle mesure elle peut s’appliquer a I'étude
des integrales d’une forme moins ¢lémentaire. Lorsque, par exemple,
Fintégrale ne renferme, sous forme finie, que I'une des deux fonctions ar-
bitraires, I'autre pouvant étre engagée sous unsigne d’'intégration partielle,
la méthode s’applique évidemment d’une maniére immédiate aux pures
equations linéaires, parce qu’alors les parties relatives aux deux fonctions
arbitraires peuvent étre séparces l'une de 'autre; mais, sil'on se pose la
(uestion d’une maniére plus générale, une analyse entierement différente
doit étre employée. Je réserve pour un travail ultérieur le développement
de cette analyse, et I'étude du cas ou les deux fonctions arbitraires ne sont

- pas composées de quantités distinctes.

e OO —— e -






SUCR LES

FORMES INTEGRABLES DES EQUATIONS LINEAIRES

DU SECOND ORDRE;

Par M. R. LIOUVILLE,

Ingénicur des Poudres ct Salpétres.

Ce travail est consacré & une premiere étude des équations linéaires du
second ordre, ou nentrent que deux variables indépendantes; Les pro-
priétés qu’il a pour but d’examiner sont tout i fait générales, mais leur
application la plus immeédiate a lieu pour les équations d’une certaine
espece, celles qul se résolvent par une formule contenant I'une des fone-
tions arbitraires, au moins, dégagée du signe J. Ce cas est, sans doute, le
plus simple (qu’on puisse rencontrer, c’est done celui dont 1l etait naturel
de s’occuper d’abord. Les équations pour lesquelles 1l se présente consti-
tuent une classe bien distinete; nous indiquons plusienrs moyens de former
explicitement toutes les équations qui y sont comprises et d obtenir, en
conséquence, leurs intégrales.

Une équation étant donnée, la transformation de Laplace permet, on
le sait, de reconnaitre si elle se trouve parmi celles dont il s’agit, mais le
probleme, qui consiste i déterminer d’avance toutes les équations pour les-
uelles cette transformation réussit, semblait offrir plus de difficultés. En
ce genre de recherches, la voie a été ouverte par M. Moutard, dontle tra-
vail présenté en 1870 a I’ Académie et approuvé par elle n’a point été pu-
blié duns son entier. Le fragment inséré au XLV® Cahier du Journal de
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I’ Ecole Polytechnigue se rapporte aux seules équations de la forme

pour lescuelles il fait connaitre un théoreme élégant et simple, résolvant
d’une maniére compléte la question proposéé.

Déja une Note, imprimée le 18 avril 1870 aux Comptes rendus de U Aca-
démie des Sciences, avait donné ce théoreme et annoncait, en outre, I’exis-
tence de propositions semblables pour toutes les équations linéaires du
second ordre, a deux variables indépendantes. Mais, sur ce point, 'ana-
lyse et les conclusions mémes de M. Moutard n’étalent pas connues; aussi
ne semblait-il pas indigne d’intérét de reprendre, a 'aide de considérations
nouvelles, I'étude des (questions résolues par I’éminent géometre. Voici, .
en résume, les principes dont nous avons fait usage et les résultats obtenus.

La varation des constantes arbitraires, imaginée en 1773 par Lagrange,
pour intégrer les équations aux dérivées partielles du premier ordre, peut
aussi s’employer pour celles du second; mais les difficultés qu’on ren-
contre sont alors telles que I'illustre anteur avait jugé lu-méme sa méthode
plus curieuse qu’utile pour rechercher les intégrales d’une équation de
cette nature. Cependant cette méthode offrait, a un [J;TJi!lt de vue différent,
des avantages précieux dans d’autres (uestions, et c'est par elle que nous
somimes parvenus aux résultats que nous rapportons d’abord. Pour cela,
nous considérons une équation linéaire sans second membre, et nous en
supposans données cing intégrales particuliéres, au moyen desquelles il
est tonjours facile de former une solution complete. Puis, faisant varier
les constantes 4 la maniére de Lagrange, chacune des fonctions qui se
substituent & elles satisfait aussi 4 une équation linéaire aux dérivées par-
tielles du second ordre. l.es coefficients de cette équation dépendent, en
general, des solutions qu’on a choisies; seuls, les coefficients des dérivées
les plus élevées ontleurs rapports invariables : ce sont ceux des coefficients
homologues dans I'équation proposée. Tonte intégrale connue de cette
derniére correspond a une intégrale égalen;eut connue de I'équation
nouvelle et wice versa, et la transformation de I"une en 'autre se fait

par des formules en évidence. Ces déductions n’obligent & ancune hypo-
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thése sur les propriétés de l'équation proposée; il n’en est pas ainsi des
sulvarntes.

Pour abréger, lorsqu’une équation admettra une intégrale générale ou
figurent, aun moins, avec une fonction arbitraire dégagée du signe [, les
dérivées de cette fonction jusqu'a un ordre n déterminé, je diral que
I'equation considérée appartient a I'indice n. En adoptant ce langage, il
est aisé de reconnaitre que, si 1'équation choisie pour étre étudiee ap-
partient & I'indice n— 1, parmi les cing transformées qu’on en déduit
a la fois, il y en a toujours au moins nne appartenant a I'indice n + 1;
réciproquement, i toute équation de cet indice, on en pe‘ut assocter
(quatre autres, de telle facon qu'elles solent, prises ensemble, les cing
transformées déduites a la fois d’'une méme équation dont I'indice est
n—1.

Comme conséquence, étant donné le groupe entier des équations qui
appartiennent 4 l'indice o, ¢’est-a-dire satisfont a la premiere condition
de Laplace, on saura former explicitement le groupe des équations appar-
tenant a I'indice 2, puis a I'indice 4 et enfin & 'indice arn; d’atllears, un
eroupe d'1ndices impair quelconque ¢tant toujours contenu dans celui d'in-
dices pair immédiatement supérieur, ce procédé fournit bien tountes les
equations admettant une intégrale générale, ot I'une des fonctions arbi-
traires, au moins, est dégagée du signe . Mais, bien que leur formalion
successive par 'emploil de cette méthode ait lieu sutvant des lois peu com-
phiquées, il est possible de réduire tout a des caleuls encore plus siniples,
pourvu que, au lieu d’angmenter I'indice de deux unités par chaque opé-
ration, on se contente de l'augmenter d’une seule.

[.e résultat dépend ici d’'une remarque dont nous n’avons point encore
parlé : c¢'est que les transformations mentionnées plus haut peuvent tou-
jours se décomposer en deux, qu’il faudrait appliquer 'une apres Pautre
pour les reproduire elles-mémes.

[.’étude de ces transformations conduit sans peine aux deux propositions
sulvantes, qui terminent toute cette théorie, en tant du moins qu’il s’agit
senlement d’examiner les formes intégrables des équations aux dérivées

partielles du second ordre.
LVIe Caliier. o

v
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1 Ltant donnée sous la forme
s+Pp+Qg=o

une équation dont toutes les solutions se réunissent en unc intégrale géné-
rale contenant «w moins une fonction arbitraire dégagée du signe [, avec ses
dérivées jusqu’a U ordre n, sil’on désigne par z,,z,,2, trots de ses solutions
choisies & volonté et par C,, L, les rapports des deux premiéres & la troi-
sieme, par [%,,%,] le déterminant fonctionnel de ces rapports, Uéquation

suwvanie
dlog /2,[ L0, La]\ | dlog /280 La I\
S—l—/)5P } dy ?L()‘?:., :l J-l-'(j Q | dr }[gé’.-.. : l:(}
e ) )
.)_ . L f

admet ausst une intégrale générale de la forme indiquie; mais la jonc-
tion arbitraire, dégagée du signe [, y figure avec ses dérivées jusqi’ a
Uordre n—+1. Cette intégrale résulte avec faciité de celle de Uéquation
proposée; st cette derniére représente Uune quelconque de celles quu ap-
partiennent ¢ {indice n, la précédente peut représenter toutes les équa-
tions qui appartienncnt & lindice n 1.

2° Etant donnde sous la forme

()('}?P) ()(3’«7)
d}f dx

=0,

admissible sans nulle réserve, comme on le verra plus loin, une équation
linéaire du second ordre dont toutes les solutions se réunissent en une in-
tégrale générale contenant, aw moins, une fonction arbitraire dégagée du
signe [, avec ses dérivées jusqu'a l’ordre n, si ondésigne par v', v deux

de ses solutions prises @ volonté, ['équation suvante

i [ I

3] ? : Q| or

dy du’p dr]l 71—
P o

admet ausst une intégrale générale de la forme indiqué:, maus la fonction

arbitraire, dégagée di signe [,y figure avec ses dérivées jusqi’a Uordre
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n—+ 1. Cette intégrale est lide par une quadrature a celle de U éguetion
proposée, e, quand cette derntere peut etre choisie sans restriction parmi
toutes celles qui apparticnnent a indice n, sa transformée peut repreé-

senter {iine que!conque de celles qui appartiennent a {indice n+ 1.

Les résultats qu’il nous reste a énumerer découlent de considérations
bien distinctes des précédentes. Elles se lient aux propriétés remarquables
’une forme particuliere qu’on peut toujours attribuer aux équations li-
néaires du second ordre, savoir celle qui suit

ou 9 et v sont des fonctions linéaires de I'inconnue principale et de ses
dérivées partielles du premier ordre. Quand une équation n’est pas a
I'avance donnée sous cette forme, il suffit de la multiplier par un certain
facteur pour la Ini donner. Tous les facteurs qu'on peut employer a cet
usage satisfont a une équation linéaire aux dérivées partielles du second
ordre que, pour la brieveté du langage, y'appelle adjointe de I'équation
proposée : I'opération par laquelle on passe d'une équation 4 son ad-
jointe, répétée deux fois, ramene a l'équation primitive.

Apres avoir indiqué les propriétés les plus simples des couples d’équa-
tions adjointes, je cherche quelles sont, pour une équation donnée cuel-
conque, toutes les formes des fonctions ¢ et 4 qui lul correspondent :
1°lorsqu’on s’astreint a ne pas changer 'inconnue principale; 2%lorsqu’on
prend une inconnue nouvelle, égale au rapport d’une intégrale quelcongue
de I'équation donnée a une autre intégrale, choisie & volonté. Dans les
deux cas, on parvient 4 des formules commodes, dont se déduisent ensuite
ces deux théorémes, relatifs aux formes intégrables des équations linéaires
du second ordre :

¢ L’équatz’on
i o/

et —_—
(E—t)s 4 5P — 571=

powvant représenter 'une quelconque des équations qui admettent une
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intégrale générale d’indice n et \ et 1. les fonctions ainst définies

ad | v du d |edu o
dy | dx | dx d}f 7

lz—f q’d—Hdw—r-Edu {)”]

on peut représenter sous cette forme

de A4 v , v }.-}-e_u.(
dy l-i—ey./ dx }.—l—ﬂ’lul

(e —")s =0
l'ensemble des équations dont il existe une wntégrale géraérafe d’indice

n--1.
° §i léquation

oep) o)
dy ox

représente l'une quelconque de celles qui appartiennent & 'indice 1, {

{une de ses solutions pri&e a volonté et v la Jonetion gui en depend par

U_ﬁ/[ed?’ ’OF’d)]

on peut représenter sous cette forine

0[ P9 7 |-,
dy | e& — v dx | n'&—v |

Uensemble des équations dont il existe une intégrale générale d’indice
7 -+ 1.

cette quadrature

Ces deux théorémes sont corrélatifs, et I'un d’eux peut étre regarde
comme une véritable transformation de Pautre. Aucun ne permettait

d’obtenir directement, pour les équations de la forme
05' —_ )'5Z’

le beau théoréme découvert par M. Moutard, cette forme disparaissant par
I'application des propositions précédentes. Mais, en combinant d’une cer-
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taine maniere les deux procédés, on peut, au contraire, retrouver ce théo-
reme, ce (ui termine notre travail et en donne la vérification la plus
facile.

Les principes dont nous avons fait usage ne conviennent pas seulement,
1l est aisé de s’en apercevoir, aux équations linéaires du second ordre, ou
n‘entrent que deux variables indépendantes. Nous réservons pour un
prochain Mémoire I'étude des résultats auxquels ils conduisent, pour les
équations aux dérivées partielles non linéaires a deux variables indépeun-
dantes et pour les équations linéaires du second ordre ou figurent pius de

deux variables indépendantes.

I.

Soient, avee les notations habituelles,
f2r ;s Iy 5y 2

les dérivées partielles des deux premiers ordres d’une certaine fonction z,
assujettie 4 rendre identique une équation lincaire, telle que celle-ci :

(1) Hr 4-2Ks + Lt +Pp -+ Qq -+ ZLz=o.

Cette équation est supposée contenir les variables indépendantes x et y
d’nne maniere tout a fait arbitraire, et, par z,, z,, ..., z,, on désigne cing
de ses solutions particuliéres choisies & volonté.

[, expression
(2) z_.—_-a:,z,+a222—i—aaza+aﬁzi+a53522aiz£,

(&)

oua,, ..., a; sont des constantes, satisfait aussi, comme 1’on sait, i I'équa-
tion (1) et prend le nom de solution compléte s'il arrive que, parmi les
équations des deux premiers ordres, la proposée seule soit par elle iden-
tiquement vériliée.

Cela etant, nousimaginons toujours les fonctions z; déterminées de telle
facon que. la formule (2) représente en effet une solution compléte de
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I'équation (1), et nous nous proposons d’examiner conunent on en conclurait
toutes les solutions possibles par la variation des constantes arbitraires. A

cet effet, d'aprés Lagrange, on peut poser les relations suivantes

p=ap+aup, . ap= ¥ ap;
(£}

(3) gza,q,—l—aﬂqg—k.‘..—+fr5f;522a¢-gi,
(£}
\ N\
r=Zafr,., § =Z a;s;, t:Z a;t;
(&) (t) (¢)

qui définissent les cinq fonctions inconnues a,, a,, ..., @,.

L’étude de V'équation (1) se trouvant par la ramenée a celle de ces cing
fonctions, qui toutes s’expriment linéairement au moyen de z et de ses déri-
vées des deux premiers ordres, la méthode de Lagrange peut étre regardée
comme une transformation si ’on démontre le théoréme suivant ;

L’une quelcongue des_fonctions a; satisfait a une équation lincaire aux

dérivées particlles du second ordre, et toutes les autres §'en déduisent en-
suite par des quadratures.

Pour le prouver, nous observons que, a cause des relations (3), ona

2- z,da,= o,
(2)
Zp,- du,== 0 = Z g, da,,

ty ()

(4)

et ces éuations permettent d’exprimer trois des différentielles da; en fone-

tion des deux autres; c'est ce que l'on peut indiquer en posant, par
exemple,

da,= A da, + 1. da,,

(%)

(len'}:)i =N d(‘(.' —- ‘uf a.’an,

da, =V da,+ 1" da,;
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. 44 4 -
alors les fonctions &, ., ..., 4", u’ satisfont, comme conséquence, aux
équations suivantes, par ou elles se trouvent définies,

! rr
LL54+{J.Z === 0,

b &

z,+ Az, + Nz, 4 4z, = 0O, Zy~ L3,
* - - f I/ ! i
(6)  p,+Ap,+Np,+ N p,=o0, Dot Up, 4+ p 4+ 0 p, =0,

/)

- - ’
g, 4+ g, + g, + N g, = o0, (,+ Mg, + g, +w1'g =o0;

mais les formules (5) ne pourralent subsister si leurs seconds membres ne
satisfaisaient aux conditions d’intégrabilité, qui s’expriment ainsi

dr OGa, 1 du day dr Jda, du Oduy

| oy 9x T 9z T dx oy  odx oy
- ! f}}f d{l; ] 0#." 01‘?2 ()k’ ()ﬂq dE.I.’ dfl'-g _
(/ ) | ;)5 dx = dy dx dx dy di dy = 0,

" da, du” da, ar¥ da, du! da, o
d 0r Oy oz dx oy ox gy O

ces trois €quations ne sont point entre elles sans liaison, car on conclut des

formules (G)

R
“sgx  Rigr T Rige T O
(8) a o Y

de sorte que, en multipliant la premiere equation du systeme (7) par z,,
la denxiéme par z,, la troisieme par z, et ajoutant les trois produits,

on {orme une pure identite. Ce systeme se réduisant donc a deux équations

()fxﬂ d(zq

distinctes, on peut, par son moyen, representer 7z ¢t ";j‘,‘ en fonction li-
= J )e , : o
neaire de dif et %:—' » ce qui se fait de cette manieére
day . da, " dea
| dxr " x V!
(9) *
C}ag {()ﬂl ;da,
5= =& 5= T 5
dy dx dy
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Il reste a exprimer que ces relations définissent bien une fonction a, des
deux variables x et y, et, pour cela, on doit avoir

10} A (9 'drz,) 0 (s 9e ,,r;da,“ .
( dy ox -+ ﬁ(b’ ox dx 0}’)-——

Cest 'équation du seeond ordre a laquelle nous voulions parvenir. Les

fonctions ¢, 7, €, 7/, qui y figurent, s’obtiennent en comparant les équa-

tions (g) et (7), d’ou I'on conclut

A | E()p‘. ro eI O _du
dy Ty “or T O oz TNy ﬁq} — O
o0

dj" I (,1}" —- dr’ _— ’ -- ........... S e kot ’
g . ()#ﬁ N {):uﬂ — 0

d)r o~ C)'}" - [),I_' — P T e T .

Mais a ces formules on en peut substituer de plus convenables, a 'aide des
considerations suivantes. Les deux relations distinctes, auxquelles se ré-
dmit le systeme (7), se présentent sous une forme commode si I’on multi-
plie par p,, p,, p, ou q,, q,, q,, respectivement, les équations de ce
systeme et qu’on fasse ensuite la somine des produits; en écrivant, pour
abréger,
A ai’ ai’ ank
P55 _1_!74@ -+ P @ :Zpﬁ-t-a@._’
(%)

on trouve ains!

(}ﬂq Z N ()(zi (k)
ox FPi+a *‘r)‘)f dy Z Fras e

(&) (&)
dieq o dutk da, Julh)
+ 0 P gy Dl i = ©
: | (k) (k)
11 {
( ) da, 2 | JAR) dety O OniK)
or T rsa (b- d‘), Z @ a3 or
(&) (A)
20Ny R dey Ny P
0 Qi3 d.}' d_,), Z Dira s O

(4) (#)
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e

or les équations (6) nous donnent

dath) ®”
( ) Z pk+3 dr — (Z }"(Mrk-i-:l -1~ rl)'}
12

et, en éliminant %, ¥, 1" entre ces équations (6) elles-mémes et les préceé-
dentes, supposé que A désigne le déterminant

Ly, q,r, 8,1,

et que

( 3 07.(%) J2 A
Y I e I T
(A}
Pres g = 7 05, 0¢
(k)
~ _d‘).f"ﬂ > oaE J2 A
3 oo g =5 D P g = —
(13) | W ()
\ o duf® o du k) 2 A
~— = =
02 Prss Jy “'2 Thvs )5 or, o’
(%) (k)
> _” Jitlo J2A
? Dirs _dj)_ T drs Js
(&)
SZ . dlu_“l'} L b a
Trea dy ar, ds

Introduisant ces expressions dans les formules (11), on peut y supprimer
le facteur ¢, commun & tous les termes, et il reste alors

9’7 da, 4 da, d? QA Jda, d* 4D dug — 0

dty Or dx dss Ot dy + at, or ox Jds, 0t dy —

>4 da, 0?4 da, = 1A da, d*A da, |

dry ds dx dry 9t dy ' Ory ds Ox at, or ﬁ:f — 0,
LVie Cahier. 5

(11)




1 8 R, LIOUVILLE.

ces équations, comparées a celles qu’on a marquées (qg), donnent ensuite

oA O SEL S
“ot, Or ds, ot ' dyor
(14) _02A 924 0na

r‘dtldr ‘dc.dc T ds

et nous avons ainsi tous les éléments nécessaires a la formation explicite
de 1'équation (10).

Le caleul peut encore étre abrégé, si I'on tient compte de la proposi-
tion suivante :

Dans I'équation a laquelle satisfait la fonction a,, les coefficients des déri-
vées les plus élevées sont proportionnels a ceux des dérivées de méme espece
dans I'équation proposée. Ce théoréme s’établit trés simplement ainsi :

Considérons les six équations obtenues en substituant |'une apres P'autre
les cinq solutions données z,, ..., z, et une solution (uelconque z dans
I'équation primitive (1). On peut, entre ces six équations, linéaireset
homogdnes, éliminer H, K, L, P, Q, Z et en déduire

A = o.

Cette équation, d’ailleurs, n’¢tant autre que la proposée, on a, comme
conséquences dignes d'étre notces,

JdA 0A JdA JA dA dA
ar s ot . -Jp_ E oz

T K- L P QT 7

mais, entre les mémes équations, si 'on élimine seulement P, Q, Z, il se
présente les deux relations que je transeris ici :

A 2 A JIA
. H ﬁ_—d_ Q'K dt,dr - L dry ds — &
(15) | RA A
- [
Honat 2K 5 Lo;gas‘“o’

et, ~omme les formules (14) permettent d’écrire
J2A 7 di A / J* A

f dry Js = (e—) dt dr - ds, dt = 9;
. d‘]A ot {):‘!& ) f)ﬂiﬁ .
f dr, 0s + (5 — %) Ay e T ode,adt T 9
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on en conclut evidemment

—¢ E— ¥/ v,
(16) =K T 0

—
L8

ce qu’il s’agissait d’etablir.

A l'aide de ces résultats, on acheve aisément I'étude de I'équation (10),
en laquelle s’est, en définitive, transformee I'équation proposée (1).

Tout d’abord, 1l convient de remarquer que, si cette derniére est quel-
conque et ses cing solutions z,, . . ., ;, choisies & volonté, |'équation (10)
aussi demeure arbitraire, parmi celles ot n’entre pas I'inconnue prinei-
pale, c’est-a-dire que :

A une équation linéaire et du second ordre, ou I'inconnue ne figure que
par ses dérivées, on peut toujours faire correspondre une autre équation
du méme ordre et linéaire, dont elle dépende, comme I'équation (10), de
celle dont on Fa tirée.

Pour le prouver, prenons une équation linéaire et du second ordre, ne
renfermant pas la fonetion inconnue, mais, 2 ces conditions, ahsolument

quelconque ; on n’ajoute aucune hypothese aux précédentes en donnant a
celte équation la forme particuliére

J Eda, - da, d E,dul | T,f)a, o
(17) dy dr ! fldf o de T dy = 0.

Il est visible, en effet, que toate équation peut étre ainsi présentée,

pourvu gu’on la multiplie par un certain facteur. Nous aurons a revenir

plus tard sur ce point; I'on y parvient par un caleul si simple qu’il est per-
mis de |'omettre ici.

Imaginons maintenant qu’on définisse deux fonctions nouvelles % et u.,
par les relations simultanées

di. | du Efdlu._o
dy ' cd‘)f‘ dr 7
()); ;dlu *(}P-__

5}“4—71 a*;—ﬂa‘;—oa
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ou, ce (ui est la meme chose, par ce systéme
J d‘u ! O %, ; op. du
(18) dx ( d.r) B; (‘ﬁ ox K d)-‘) =0

(19) f[(f. oy 'g#) dr + (s" g:: sgj) ({y],

d’apres lequel on peut déterminer séparément la fonction ., en résolvant

une équation du second ordre et par une quadrature en déduire la fonc-
tion % correspondante. Soient w., v/, " trois solutions de I'équation (18)
et, X', 1" les expressions fournies pour chacune d’elles par la formule (1g).
Si Pon définit les rapports des trois fonctions z,, z,, z, par les deux équa-

tions suivantes

. ! . i .
(20} 2 55 2 gy H A gy =0
20
du d}jf o d'rx”
2y d) —+ 2, ) “5 dy = 0,

et qu’on écrive ensuite

5,—1—z7\—}—z7\’+zz\ = 0,

(21)

(zﬂ—kzsp,#lfz&y.—kzﬂ;. === 0,

les cinq fonctions z,, ..., z,, dont I'une est prise & volonté, satisfont a
une méme équation linéaire du second ordre. Ses coefficients, en conser-
vant nnos notations antérieures, sont alors donnés par les proportions

H 2K L L/

allei—

dA T 0A T dA T m dA T 9A’

[ — e

dr s Jt (]p dq oz

et I'équation (17} déhinit précisément toutes les fonctions par lesquelles
on peut remplacer une constante arbitraire @, dans la solution complete

2=a,%, + %, +...+ a,z,
de I'équation

Hr+2Ks+Lt+ Pp+Qg+Zz=o,
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lorsqu’on en veut déduire toutes les solutions par la méthode de
Fagrange.

Pour se convaincre que ces conclusions sont assurées, il suffit de
reprendre I'analyse par laquelle a été établie I'équation (10) : les ¢qua-
tions données a cette occasion se trouvent toutes vérifiées a l'avance, en

vertu des relations (18), (19), (20) et (21), supposées satisfaites.

I1.

Lorsqu’il s’agit d'intégrer les équations linéaires aux dérivées partielles
du second ordre par des formules ou une fonction arbitraire au moins est
dégagée du signe [ et n’apparait qu’avec ses derivées jusqu'a un ordre
deéterminé, les liens entre les équations (1), (10) et (18) de l'article pré-
cédent entrainent des conséquences dignes de remarque.

Il est clair, en effet, que sil'équation (1), savoir

(1) Hr+2Ks+ Lt+Pp+ Qg+ Zz=o0,

a toutes ses intégrales données par une formule de I'espece indiquée, il en

est de méme de I'équation transformee

7 0% a, 0%n, )2,

=B / _— —_—
( ) {_H 0.132_’—(“ n)().rdj’—l’—‘n ()b')?'
2 ;
e 4 de de'\ day J; o'\ da,
dy ox)dz  \oy ox)oy O

i laquelle conduit Uapplication de la méthode de Lagrange; car, en vertu

des relations numérotées (3) dans I'article premier de ce travail, on peut,

par exemple, écrire I'équation suivante

| 9A 22A 2A Ao
, dsoz, “ T osap T T 0s9g, T avar, T oo,
(‘;) a, — In )
s

dont le second membre contient, en méme temps qu'il en est ainsi pour z,
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une fonction arbitraire débarrassée de tout signe d’intégration. Mais la
proposition précédente a sa réciproque, c’est-a-dire que :

SiI'on peut obtenir sous la forme indiquée déja une intégrale générale
de 'équation (2), la fonction z s’exprime également par un ensemble de
termes ou 1’une des fonctions arbitraires au moins n’entre qu’avec ses de-
rivées jusqu’a un ordre déterminé.

Pour le prouver, représentons par «, la somme des termes, appartenant
a |'intégrale générale de I'équation (2), ou figure seule la fonetion arbi-
traire qu’on suppose dégagée du signe [ou bien I'une de ses derivées, et
posons

(4) r= Y AU,

osisn

U, étant la fonction arbitraire dont on a parle, U, U%, ... ses déri-

vées successives relativement a la variable unique dont elle dépend;
celle-ci, fonction donnée de x et y, est désignce par w.
Je dis qu'adoptant pour a,, ..., a; les définitions admises a V'art. |

et, par suite, ayant les relations

dﬂg — ¢ 001 | o aﬂ|

5 o o Ty
) dﬂﬂ E’aa{ ;31’2.
dy ~— “dx U "oy’

a la portion &, de l'intégrale @, répond dans a, une portion d’intégrale o,
de forme toute semblable.
Ecrivons en effet, pour abréger,

0A; ou OA; du
6 &,,,—¢E (dx —+ Ai+! 5;.) -+ (}F —+ A:’+l 'Q_};) 3
{
( ) ) rf 0A; du 1 9A; A due
h Xy =— dr | M gy -+ 7 —('?:—y_ + Ay a,. ?

de sorte que, en raison des équations (5), on doit avoir

( ) da; die _ da N E)_t_z_
7 @ —+ Ay a')’ — or P d.x"
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D’ailleurs a, , == 0 = a,,,,, et par conséquent, en prenant i =n -1,
I’équation (7) se réduit a celle-ci

(8) a‘3'13'1+| . da::,+|

dy or

c¢’est-a-dire que I'on peut ainsi définir une fonction nouvelle H,

. JH JH :

(9) d_;: Ay —BE_E — iy
Mais, a cause des relations (5),

(10) ty= N [, dx -+, dy) U,

—1<i<n
Or le dernier terme du second membre
fU,(a,., de+a,, dy)
s'integre par parties et donne
S U (a,,  de+a, dy)=HU, — [HU" du;
cela fait, dans I'équation (10) le facteur de U" sous le signe [ est égal &
a,dx -+ a dy — H, du,
et, comme on a pour conséquence des relations (7) et (8)
3 ) o

on peut poser évidemment

du dil
a, —H, o= 02
| I
(1) g e oM,

ce (ui donne sous cette forme

.-
i,

HU"— [H,U"du,
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un nouvean terme de «,. Continuant de méme, il est clair que I'on doit
trouver en définitive

(12)  a,= ¥ HUD— [0 (a,dz + o, dy — H,du);

ajoutons encore que, 4 cause de ces deux equations, déduites comme les
précédentes du systeme (6),

d all,
30—-11”?::: d.:_{?
a —H %= M

la derniére quadrature se transforme en ceci

(13) [0 qH

n+1"*

En désignant par ¢ la variable indépendante qu'il faudrait joindre & u
et substituer avec cette derniére a x et y, si I'on voulait ramener I'équa-
tion proposée a ne plus renfermer qu'une dérivée du second ordre,

du  Ou

o y i
dy  du dv  du v’ gy~ Ou dv  Ou v’
ox dy  dy dx dx dy  dy dx

et l'on voit qu'l est satisfait a I’équation

, du du

M,,, ‘ooz oy
dv  dudv dude

dx dy dy dr

d’apres laquelle H,,, ne dépend pas de v. Intégrant alors par parties
Pexpression (13), on la change en celle que voici :

d* Hr:+l.
du®

0Hﬂ+l

13) T U

n+2
e e Boss 0, i,

()un+2

Au reste, U, étant arbitraire, 11 est permis de lui substituer une autre
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fonction

(14) Uﬂ—_—-_fdnﬂﬁ“' U du.

()“u+2
Nous aurons alors

()H+2 l]h'-{- i
1 yret?

(15) UE;}:: [}

et nous en ponvons conclure I'expression de o, par la nouvelle fonction
U, et ses 7 + 1 premieres dérivées.

Ainsi donc o., se laisse représenter par une formule semblable &4 (4).
Par suite, toutes les fois qu'on suppose a, susceptible d'étre représenté
en général par une formule contenant une fonction arbitraire au moins
dégagée du signe [ avee ses dérivées jusqu’d un ordre déterming, il en
est de méme pour «a, et, comme conséquence, pour a,,

o . Kt puis-

qu’on a enfin
(!) z:a'z,-—!—agze—l—-“—l-ﬂsfra,

la fouction z s’exprime aussi de la méme maniere, ce que nous voulions
démontrer.

Pour compléter 'énoncé précedent et lui donner toute la précision
qui convient, quelques considérations nouvelles sont nécessaires. Sous le
nom d'indice minimum de Vintégrale «,, nous désignerons le moindre

nombre qUil faille accepter pour n dans 'équation (4)
r (n—i
(_’i) o, == 2‘ Al.Ui_n ‘),
o<E<n

admettant au surplus que si cet indice n’est pas le méme pour =,
gy - - -, 1€ plus grand est celui de o.,. Cette définition une fois adoptée,
on doit observer ue les fonctions arbitraires de u, correspondant
aux indices minima dans o, o,, ..., peuvent n’étre en aucune facon
les mémes. 1l ressort cependant de I'analyse employée plus haut que les
fonetions «,, o,, ... peuvent bien s’exprimer toutes & Paide d'une

meme arbitraire et de ses derivées ,jusqn’:?i un ordre déterminé.
LVIe Calier.

L=
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Prenons en effet U, pour fonction nouvelle dans 'expression de o,
et, grace a la formule (15), il est évident (ne le resultat cherché sera
obtenu, du moins en ce qui concerne o, et «,; mais &, se deduirait de «,
comme 2., s'est deduit de a,; nos conclusions s’étendront donc a cette
troisieme fonction o, pourvu qu’on adopte une fonction nouvelle U,
lie a U, par une équation semblable a (15); et, en continuant ainsi, on
met hors de doute la proposition géncrale.

Soient alors désignées par ¢, ¢, v, ¢ les quatre quantités définies par
le systeme de relations

g + ¢ o =1, e) + ¢ = o0,
F Vi

s A r" f._. dl-‘ .
9 +149 —0, Wy + 1Y =1,

ce qui permct d’ecrire ainsi | equatmn satisfaite par a,

( 6 i (){IE ' r"da"!\ J | ()ﬂ: RN ()H-_l L
o) P TPy ) Tam\rar T )T o

L'indice minimum de «, étant par hypotheése égal ou inférieur a #, il en

résulte qu’on peut prendr‘e

(17) Ly = 2 Bfol"*i),

U,; étant une fonction arbitraire nouvelle i correspond a 'indice ».

Nouns conviendrons encore des notations suivantes

dN3; du JB; Ju
g by = (37 + B a—.,) +9 ("a; + Ba, 7})

(l 8) ’ _ le_; -tlu- ny dB; i
hi_H T (r}.x' T B“” A Y dy + Be., dy }

—1<tL<n-+1,

a l'aide desquelles on peut renfermer dans ces formuales

C dby; I du  db; L du
(19) dy + Dy 0.)” dxr -+ Db, ('):L‘,

—<i<n--1,

toutes les conditions a remplir par l’expression (17) pourvu qu’on § O-



FORMES INTEGRABLES DES EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE. 27

blige a remplacer par zéro toutes les qnantités B ou b dont I'indice sorti-
rait des limites fixées; on comprend qu'il y a entre les fonctions ¢, o,
v, o et quelques-unes de leurs dérivées une relation et une seule, celle
qu'il faut supposer satisfaite lorsqu’on représente ., par une formule de
I'espece indiquée. Llle s'obtiendrait en particalier s1, dans ['équation sa-
tisfaite par les dérivées partielles de B, on introduisait pour cette quan-
tité I'expression tout explicite fournie par les transformations de Laplace
apphquées a I'équation (106).

Si l'on se reporte maintenant au second membre de la formule (12),
on voit qu’il se partage en une quadrature

U

IR |

non effectuée et une somme de termes déji intégrés

. i (n-4+-1)
(20) DH, U,

0<i<n

Les termes de cette somme composent un ensemble de la forme (17),

satisfitisant aux conditions rePrésentées par ce systéme

(J[L],-!_j 0” aHu_z' ()H
h‘:’+t T CP( Jdx - Hr¢—£+| ﬂ) -+ c?r(ﬁ_c}), - Hn—-f+l (_b)’

Lo

; (H‘I“__f | i 7 ()H,,_" | due
(:‘“) /']’z'-H r‘;“( o ! Hn—:‘+| Eﬂ) +- “:" ( ' Hu—i+| a‘j)’

dy
i, du _ Oy . O,
\ ?);__’_ tz'+13;.'“_ dr ! "f+~|€T.£.7

|

cclui-ei ne différerait, en réalité, du groupe (18), (19) que par la substi-
tution de H,_; ala place de B, sil’on avait
dH,,,=o.
Mais, en désignant par
- L f
(), (w)
ce que deviennent g, % lorsqu’on prend « et ¢ pour variables au lieu de &

et y, cette condition équivant, comme il est facile de le voir, a celle qui suit

ir & : J{E) —_—
(23) () 'd_“_f[an_,. i ] —o.

0sIsn
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[ équation précédente suftit pour que les équations (2) et (16) appartien-
nent au méme indice ; or on peut démontrer qu’elle est en wéme temps né-
cessaire, quand z, est choisie comme il convient, de sorte qu'elle résulte
alors de nos hypotheses (').

Ceci conduit i 'égalité

B,=H

¢ n-{?

dont la signification est (ue o, est susceptible d’étre représenté par la for-

mule

(23) o, = 2 H, U,

DS

On peut done exprimer a, et o, a I'aide d'une seule et méme fonction
arbitraire et de ses dérivées, sans gue Uindice de o., surpasse celui de w.,.
l.e méme raisonnement s’appliquant aux fonctions o, &,, &, toutes ces
fonctions s’expriment encore conmme les deux précédentes, sans introduire
ancun indice supérieur a 2. 1l est aisé d en conclure la proposition suivante::

Sl entre dans a, les dérivées de la fonction U, jusqu’a lordre a2, il
n’entre pas dans z celles dont 'ordre dépasse n — 2.

Pours’en convaincre, soient, comme plushauat, A, A, .. les coefficients
de U™, UE"“” , .- dans expression de a, etrespectivementB,,B,,...,C,,
C,, ... ceux des mémes dérivées dans les expressions de a,, a,, .... Je

suppose, d’aillears, que l'expression de a, soit réduite i son indice mini-

('} 5 Péquation (22) n'est pas supposée, son premier membre est égal a une fouction de

iy dailleurs on peut remplacer cette condition par une autre

I
0 —

W E-51 at ]'} (E) _—
(_' l) ; Y—i — O,
da’ L (i
0 i<
qui, eu ¢gard a Pexpression de (&)
Jd*a g% A
g- = 0,

Jar,ds 07y 05

esl pour 3, unc relation hindaire;al est aisé d’apercevoir ce qu'elle signifie, et la proposition
énoneée s’en déduit d'une facon immédiate,
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mum. Je dis que d’abord on a la condition suilvante
(+4) Avz, + B,z, 4+ Cyzy Dy5, 4 By 3, = o,
d’ﬂprés laquelle UE"'] disparait de l’équation (qui donne z.

Selon les relations (5), en effet,

° dx

(25) B du:Ao(ah—}-T-—-)

et de méme, a cause des formules (5) de I'article précédent,

[ - Jis B i’ i di ]
\ Loﬁ == L(l —+ &) o T U 7 A,,

(Q.G ¢ du ey Jut e ]
) D, T (3 —+ epf)d—_; -+ 1, ar A,

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

Il en résulte, comme il est clair, I'équation

due ) _
;}E[Anz; _i_Buzg“_}‘Cﬂ;a-f— DHZ&—I—LOZBJ
du N iy -y
— .}a‘a‘:[Z,—[—;’sA—l—ziA—i—zﬁA]

ox

Ju du / P
+Aﬂ(e | ﬁ(b_)[zg+53fla+3_,{$“1—zﬁfl-J1

dont le second membre s’évanonit, en vertu d’équations déja ¢tablies, ce
qui rend évidente la relation (24).

Mais, de plus, on a cette seconde équation
(27) Az +Bz,+0C,z,+ Dz, +E, 5, — o,

cqul élimine UE"’—") de la formule de z; car les relations (25) et (26) per-
mettent d’écrire évidemment, en méme temps quel’équation ( 24), les deux
stvantes
Ap,+Bp,+Cp,+Dp,+Ep,—o,
Ayqg,+Byg,+C,q, + Dyg,+ Eo(}s =0
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et, par conséquenl, aussi

_ dA, . dB3, . dC, Do dD, _ ok, L
(28) S"'*E %297 TR gr TR0z + S or O
2
()Aﬂ f}])“ (}Cn - f)])n L - ()En.

&, —— - o =—= 0,
gy TRy TR T ARG T RGO
comme, d’ailleurs, on a encore

' OB, du . JA, dit 0A, du
(29) _O}-_I_B'-d_.i_cﬂ“(()x: +A‘ﬂ>+ (0J+A’d]>

et, pour G,, D,, E, des équations toutes semblables, ou ¢ est remplace par
A~ ew, r,par wr et By par G, ..., on trouve, en multipliant ces équations

paf Tay gy 0. €L ajoutaut les pmduits,

C0B, G, | _ oD, . OB\ , ou .
(-..-2 oxr I L q dx I 5"1: + 5 g ) E o (B ,u + (J Dl %z, —+- l‘i" ,u:j)
dA

= = ez 4 (b em) s+ (W ep)z, + (0 + )z, |

()AD " L - r‘,r 1 ""'r
A+ gy (83 g+ pne, 4 )

die -
+ A, = [ez,+ (h+ep)z, + (N + ez, + (W +en’)z, |
Adu__’ o " .
-+ 4@ N2y + W65, + LG5, + L ﬂzs]'
. ol . ’ » ’ . ()Ao
I.es relations (25) de l'article premier annulent le coefficient de o
Py . dA, . . du :
réduisent celui de ~— & — 3z, et a —z, 7 celm de A,; enfin le premier

membre se simplifie, en vertu des équations (28), et, ces réductions ter-
minées, il reste

dA dit dA _ du
z, d; | (B z,+ C,z,+ D, 5, <4 E,za)::—--(': 2 —E‘Awa‘(ﬂ)’

~*y d'x

ce qui donne bien la formule (27).

Ainsi I'expression de z est, relativement aux fonctions arbitraires,
d’ordre moindre que celle de a,; la différence des ordres est de deux
unités; 'équation (3) wontre I'impossibilité qu’elle soit plus grande,
I'expression de @, devant étre tenue pour irréductible,
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En outre, ayant choisi pour a, une équation quelconque parmi celles
qui appartiennent & un certain indice, on peut toujours déterminer une
équation, telle que (1), dont I'indice soit de deux unités moindre; il suffi-
rait, pour I'établir, de montrer qu’on sanra toujours trouver pour «,,-
@y, ... a, des fonctions appartenanta 'indice de @, . Afindene pointséparer
deux discussions entiérement semblables, les preuves de ce théoréme se-

ront données an commencement du § 8, nous I'admettons pour un moment.
Les résultats obtenus permettent de former toutes les équations linéaires

du second ordre qu’on peut résoudre par des formules générales, oul'une
des fonctions arbitraires, au moins, ’entre sons aucun signe d’intégration,
mais seulement avec ses dérivées jusqu’a un ordre déterminé.

On voit, en effet, qu’il suflit de construire, parmi toutes ces équations,
celles qui ont des intégrales intermédiaires et dont les coelficients satis-
font, en conséquence, a la premiere condition posée par Laplace. L'une

de ces équations étant prise pour celle que nous avons ainsi représentée
(1) Hr+2Ks + Lt + Pp+ Qg +7Z:=o,

avec cin( de ses solutions arbitrairement choisies, on composera la trans-
formée correspondante (2) en «, : celle-ci ne peut satisfaire qu’a la troi-
sieme condition de Laplace et y satisfait, en effet, certainement.
D’alleurs, comme nous 'avons montré, de toute équation, telle que (2),
on peut deduire, par une transformation inverse, une équation semblable
a (1), c’est-a-dire immédiatement intégrable. Le mode de construetion in-
dique fait done connaitre toutes les équations linéaires, ou n’entre pas la
fonction inconnue et dont les coelficients vérifient la troisieme condition de
Laplace. Avec celle-ci, en appliquant encore la méme méthode, on com-
posera toutes les équations satisfaisant a la cinquieme condition de Laplace,
puis & la septieme, ete. Ces conditions, d'autre part, sont telles que la
troisieme contient la deuxieme comme cas particulier, et de mémela qua-
trieme est contenue dans la cinquicme, etc. Nous savons done, en défini-
tive, former toutes les équations du second ordre, linéaires et debarrassées
de I'inconnue principale, dont la résolution est possible par des formules

générales, ou I'une des fonctions arbitraires, an moins, n’entre sous aucun
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signe d'intégration; il faut seulement connaitre toutes les équations de
cette espece (ui ont des intégrales intermédiaires, ce qui n’offre auncune
difficalté. 1l n’y a enfin nulle restriction provenant de ce qu’on a seules
considérées les equations ou manque I'inconnue principale. On sait, en
effet, que toute solution d'une equation linéaire a di permettre d’en €h-
miner précisémenti'inconnueelle-méme; cette remarque soffit ponr donner

a nos conclusions toute la généralité ql.l"e]les comportent.

111

Bien (ue liée d'une maniere intime a celle dont nous avons déja fait
usage, la méthode (ue nous allons présenter conduit a des theéoremes sou-
vent plus simples et par 1a dignes d'étre remarqués.

IEn conservant les notations dont nous nous sommes servis plus haat,

1l est fuclle de vorr qu’une solution quelconque = de I'équation proposée

(1) Hr+oKs+ Lt +Pp+Qqg+Zz=o0
peut s’exprimer ainsi qu’il-suit :

K

. — [zsf(a,dl—]—flz a.)
(2) }

+z, f(a, dl + a, dp’) + =, [(a, )+ a, dp")].

Ll |

Si I'on se reporte, en effet, aux équations (2) et (5) du §1, on en de¢-
duit
==, 3, (,3,+ 3, [(hde, + 1L da,)
o g, [(Wda, + 1da,) + 2, (W da, + v da,)

ou bien, en intégrant par parties,

- I/

t=ua, (3, + %3, + Nz, 4 1"3,) 4~ a, (2, + vz, + Wz, + 1'z,)
— |z, [(a,d) + a,din) +z, [la, dV —+ a,dw’y + =, [(a,dX 4 a,dn”)|

et, en tenant compte des relations bien connues

(3) 5 i 72y + )‘,54 + W'z, =0,

! 4 _
Ty WS, 3, WD, = 0;
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cecl n'est autre chose que I'équation (2), qu’il s’agissait d’établir. Posons,

pour abréger,

5 v+ [(a,dh +—a,dn) =o,
v, —l—f(a,dl’ —+-a, rff.b’) = 0,
0+ [ (@, dN - a, diu”)

(4)

|
s

ce qui donne
(5) z=2z,¢, +3,¢, + 3.9,

En différentiant cette formule et faisant usage des équations (3), on

trouve
(6) dz=v,dzy + v,dz, + v, dz,, z,dv, + z,dv, + z,dv, = o;

on en conclut, entre les dérivées partielles du premier ordre de ¢, ¢,, ¢,,

les denx relations

_ Oy dvy, ~  dvy
" Loz TRy T gy = O
/ ’ - C)l"| f)Vg ()V;;

By TRy TE g 7O

Formons encore les quantités

v, g dvy dv, dv,

2 dvy
N Q"}T_l*p&@_l_psﬁf o et '?3()—x+q-iﬁ+q:s§;——ua
comine elles sont toutes deux égales et de signes contraires a celle-c

Ry d2 vy s 02y
%3 oxdy 2 dxd} s (),rdy’

en vertn des équations (7), elles sont aussi égaies entre elles et 'on peut

joindre au systenie (7) l"équation sulvante :

8 (}V' di’l ()()2 dpz | ()U;] dl—":}
(8) Pa"@""%}ﬂ"‘ﬁtdf 1 o 'Ps}}?—%[j}f:o'
. . ) iy . dl-"g di-’;; T p ' .
It est facile d'en éliminer — et — a I'aide des équations de ce systeme
dx ~ dy

LVIe Cahier, 3
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et st 'on pose ensuite

D=YX=xzp.4,,
on aura evidemment
JdD dv, | an dvs ab dv, [ al) dv,
(9) opy O i 7y EJ—# T dp, du ' dq, 9y

De la formule (5) déduisons maintenant les expressions de p, ¢, r, s et t,
et introduisons-les dans I'équation (1), ¢n nous souvenant que z, z,, 2, la

rendent identique ; nous trouvons ainsi

0w, dv, dvy
73 I +/) + s 5o oz

K dv, gv, avs v, o dv, vy
—+ p“.(?_):-l-q“dr +p4(b (1504’ Pso 'I"(/s(h_

I oV, dvy
-+ L ‘735 "}“fh()} —+ g tfb == 0.

dv dv,

Cette nouvelle équation jointe 4 (g), apres en avoir éliminé +, ¢t PI

1l est elair (que 'on en peut tirer

r gvg . dv, ~ vy
(10) Jor = ¥ ox oy’
10
d¢q ’ (}V! ~ O
\ df | (}.:Cq dv}"

b '\ . *
et I'on aura entre v, .. .. 6" les relations suivantes :

{0;)3 b dgy ;J_p—_,,}

(1)

~ d Y JdD dl'}
7 |
d’i d'jfi

——

;q | _,dD D

dpy

, an N L/ dD oD aD LODN
! (091 ‘%) +R (Ta,;;, (o ;},T;> =+ L((@;) = 0,

(12) | _
! i1 d ™ ™y

dy 4 Opy dq dq, dyry dpy
| | - dl) al
En remplacant dans les deux dernieres opy og, par teurs expressions
]
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tirées de (11), il en résulte

~ db -~ dD . D W1 [ al) | 9D
H(G ops I 00‘73 'f)’h) &h(‘ d?a) | L(‘ df’3>wos

s oDY on oD oD, aDN
_H(Odf?s) | 21{( 0;—*)_'_['( Ips ! Ips ‘f’f?a>_0

aD  ah
dp;,? dq:;,

ou bien, en réunissant les facteurs de

| (HE+Ly) 50 — 2Ky + H(y —¥)] 5=,
) 1[QKB—L(.—a’)](%};———(ﬂa—[—[q")%zo;
et, comme on a I'identité évidente,
3 SH [aKe — L(y—2d)] —2K (Hé+LY)
( + L[2Ky +H(y—7d)] =0,

. 3b

les trois équations (12} et (13), linéaires et homogénes relativement aux

trois quantités
'ZKa — IJ (T 3’),
2Ky +H(y —9),

H a —+- LT!,

montrent que ces quantités sont nulles, toutes les fois que le déterminant

oD oD
()"33 d(}'J 0
oD oD on \ 2 oD JD D \?
= n(3R) =K L ()
° Ips 994 ’H(dva) gKf’m 0Fx 9P
H —aK L

est différent de zéro, ce que nous supposons. On peut donc substituer aux

equations (12) celles-ci, beaucoup plus simples,

(14) __7,_,7'_6"_._

qui doivent étre prises avec (11) pour définir v, ¥, ¢ et ¢,
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A cause des formules (10), nous voyons en outre que v, satisfait a

I"équation sinivante du second ordre et linéaire

- f) ar ()V| '\0{-’1 0 " di"| | 7 (JV| _
(15) EE(‘_&E_!"OQ}-) ().r(‘ =+ P — 0.

\ .

Lorsque I'eéquation (1) admet une intégrale générale on 'une des fone-

tions arbitraires au moins n’entre point sous un signe {, il en est de méme
e I'équation précédente (15).
l.es relations (5) et (6) donnent en effet

‘ T =20, 5, ¢, + 3,9,
(10) Cp=p,0, Py, Piv,,
{ q ="y T Vs 59,
el, par conséquent,
dlogD  dlogD dlosD
(17) N e P Ty P oy, O

d’ou I’on conclut fe résultat énoncé.

Inversement, si I'équation (15) admet une intégrale génerale de la
maniere déja indiquée, 1l en est de méme de I'équation (1), et I'indice
minimum de z est infériear d’une unité a I'indice minimum de v,.

Ce théoreme sera établi si 1'on observe d’abord que v, v,, ¢, s'expri-
ment toujours & la fois par des formules ot I'une des fonctions arbitraires.
au moins ne figure sous aucun signe d’intégration : deux de ces quantités
sont données par des quadratures quand la troisieme est connue, ce que
monltrent, par exemple, les équations (10).

n outre, d'apres la définition méme de v,, on a

par suite, l'indice minimum de a, est tout au plus égal i celui de ¢, ang-
menté de I'unité; il est d'ailleurs de deux unités supérieur a celui de z, ce
qui démontre la proposition dont il s’agissait.

(e qui précede conduit & conclure que, I'équation (1) étant une quel-



FORMES INTEGRABLES DES KQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE. 37

conque de celles dont les coefficients satisfont a Ia premiere condition de
Laplace et z,, z,, =, trois de ses solutions choisies a volonté, I'équnation (15)
est aussi I'une quelcongne de celles dont les coeflicients rendent iden-
tique la seconde équation de Laplace. Nous avons done ainsi un nouveau
moyen de construire toutes les équations résolubles par une intégrale gé-
nérale ou une des fonetions arbitraires n’entre (u’avec certaines de ses
dérivées. Mais les résultats auxquels nous sommes parvenu peuvent dtre

exposés d’une facon plus claire si 'on réduit 4 la forme suivante
(18) s+Pp+Qg=o

I'équation proposée, avant de lui appliquer la substitution (17).
Iin ce cas, i cause des relations (14), [, et H étant nuls, v et 5 le sont

aussi et I'équation transformée en ¢, devient

19) v % I W,
(19 ddy (y—09')dy dx (y—10")de dy 7’
tandis que 'on a

g g JD  JD
T = T
(30} f~
( ~Ns 2]D, 1))
6 — = —
Ay 3 0,
posons alors
- e o L P A a
»-H-——:._J '-_2——;: 5—;;:'
d’ou 'on déduit
ow, I 08, |~ 0%
oy T =% Tt orT
et, par conséquent,
o 2[4 6]
(21) {0 = m_';()?_)_’
s
oy ror

en désignant par | 3,, &, | le déterminant des fonctions £, , de z et
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On en conclut ausst

! {)Eﬂ d;;' d:’zg ()tg ()2{‘
0-1, Jr q)f dy 2 d Y 0y
' — )
(7—0")dy 0% (&0 8]
. i
(22) J “) |
0o [O0. 0280 O 420,
—ad¢' dy | dx dx* T dx dx? )
(y—9")dx 4 A ’
'k J.x

. 4 ) # '
remplagant maintenant z par z, dans Uéquation (18), on trouve

. at4 di( 1 dlogz;j) 1 ()Z( dlogz;\
(23) s ta\Pr— )ty QT =) =

Y

et cette équation nouvelle doit admettre pour solutions {, et {,.
Comme conséquences,

( d[tl?{ﬁ] \ Z C . Q | dlogg;; — ()Zg 02Z| f)é" dié.u,
(24 ox PoLE R ' ox dy dx? dy ox*
2 {
Volornal L rr rfp o dowss\ _ o e at o,
\ dy LT B ' dy dr Jy? dx Jy?

La premiére de ces formules fait connaitre une expression du produit

I 2
-2 d 1

9y ox*’

laquelle, étant introduite dans la derniére équation (22), lui fait prendre la
forme

'r 02¢,

do’ oG, 8] Q dlog z, x?

(y—28)dx ~ [&,G]ox L dr 0,

(25) ox

=Q+ 2 log (z"[{"&])

dr o7
ox
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on aurait (e méme, par une transformation analogue,

/ dT . J v {25 [CH }‘;2]
(26) B UT ]
dy

1. écuation {1 yeut done s’écrire
i 9) 1

'r,- dzl’l ' di«’| '0 Z2; [Zi: t.’.]
dxdy | Ox [p + g7 log (=57
N dy
(19) "- -
B d z5 [Chy&a) v,
f —+ Q —+ T IOg 052 ;‘))—f — O.
B dr

D'ou ce théoréeme :

Etant donnée une éga:ation lineaire et di second ordre
s+ DPp 4 Qg =o,

dont toutes les solutions sc réunissent en une intégrale générale conte-
nant aw moins une fonctlon arbitraire dégagée du signe [ avec ses déri-

* - 5 " 3 L] ’ 2 . * - -
vées Jusqid a Lordre n, st {on désigne par z,, z,, z, trots de ses solutions
choisies ¢ wvolonté et par ,, £, les rapports des deux premiéres a lu
troisieme, par [C,, C,] le déterminant fonetionnet de ces rapports, Uéqua-
tion suivante

O

s —+ P—+—%|0g I KT p+1Q—+ %IOU(Z:‘[{"E‘E]k -(1:0

admet aussi une intégrale générale de la forme indiquée, mais la fonc-

tion arbitraire dégagée du signe [y figure avec ses dérivées jusqit ¢
Uordre n -+ 1.

Avant de terminer ce paragraphe, il convient de noter encore ces deux
points :

1° [Jéquation (19) étant donnée, on en déduit sans peine toutes
celles qui lui correspondent de la méme maniere que I'équation (18). A
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cet effet, nous continuons a écrire

N I G - __ 7 .
z"““"':"’s'.l By == oy <51 ~y T Ny

comme nous I'avons fait plus baut; les formules (20)sont alors, suppres-
sion faite d’un facteur commun a tous les termes,

.\,dé"} 1 061 - \"d?;'l 1 ai:' -
(27) oy Ty T % Yoy T =%

de sorte que {, est une intégrale quelconque de I'équation adjointe a
(19), tandis que {, en dépend par une quadrature. 1l est clair (jue I'équa-
tion suivante

dy 0, ac’ d7,
[ dx 0 ¥y dy  da

(28) . P';.t-—-g" a7y q?-—a’ d74 =9
dr dy

a pour solutions & la fois £, et {, et qu'elle joue vis-a-vis de I'équation
donnée le role qui appartenait a I'équation (18), résolvant ainsi le pro-
bleme que nous avions en vue.

2° Ala connaissance de I'équation (1g)se rattache avec simpheite celle
des equations satisfaites par les fonctions «,, a,, ..., définies au para-
graphe précédent. Soient en effet v , ¢ ; v, v, deux systemes de solu-
tions des équations

(}I-’g . (}V| di"g Nt fJV|

(19) dr oz’ dy ()_:y,

etdéfinissons deux fonctions nouvelles J,, {, par les formules

[ af N N a : N

( ) ;);—3:(0{91_02) dxr’ B}?:(Tpl_—p2)ﬂ(j};’
39 4

()z Ny oo " d?_; {) , ar ot " (}{2.

‘—(}_?= G’Ui——{"z)(—)i, “'()%E (lvi_p_)}_{?ﬂ

elles satisfont 4 I'équation (28), dont elles déterminent, sous cette forme

(30} a|c3+aﬂzﬁ+a'3C1+ (1-43:2—?—*(25,
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une solution compléte; et, si I'on pose d’abord

o=2C, +{,r + WV,
) _(]C; : (}E" (){2 ¢
(dl) ¢ 0= oxr 0.1:)\_}‘%7\’
(0 — % dt'?x—l—

(J}f ' d) dy

puis ensuite

o=, +{p +Lp +p
, df.:_g f)? (]E U,
(32) o=ttt el
? — 75 , J T dZs !
() — t‘)}” I f{}" e "a)_ i

les fonctions a, et @, sont données, nous 'avons vu, par ces relations

. ——

da, _da, dity r0a,
(33) = oy Ty

ou I'on doit prendre

o, M

0 ox
(51) = =g

rbf or

Mais il est visible que l'on a

(35) n=r,, A=y,
et I'on en tire
dv, v,
33/ da, dy du, da, dx Jda,
(" ) dx dv, Ox ’ TJ/_ T v, dy
d)f Jdx

Ces équations sont bien sous la forme cherchée, leurs coefficients ne
dépendant plus que des éléments fournis par I'équation (1g).
De la se déduirait un nouveau moyen de construire toutes les équations

résolubles par une intégrale générale, ou figure au moins une fonction
LVIE Cahier, 6
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arbitraire dégagée du signe [. [.a discussion de ce sujet, qui d’ailleurs
n'a plus aucune difficulté, pent ¢tre omise et nous ajouterons seulement

- + L) bl N . ()(I (}f?
que si l'on veut se donner ¢, v, c’est-a-dire les coelficients de d—;: ﬁ}—'

dans les relations (33'), la fonction nouvelle v,, ainsi définie

dV;

l’)l«’, L di);l 'C f)l’
dx

(36) _l"(?’ _""”/ >f}x Jy + {6, + ‘/:2) dy — 0,

pourra, sans cesser de correspondre i des relations telles que (16), étre

choisie a volonté parmi celles qu’on obtient en attribuant & {,, Z,, toutes

les expressions permises par les formules (27). Nous aurons par la suite
| /

a faire usage de cette remarque,

V.

[L.es résunltats suivants sont en substance éqmvalents a ceux que nous
venons d’obtenir, mais ils sont déduits de principes tout différents.

Les équations lincaires du second ordre, ou n’entrent que deux va-
riables indépendantes, peuvent étre mises sous une forme intéressante
que nous avons déja rencontrée (17, I). Il convient de commencer, par
nne étude sommaire de cette forme et des propriétés quis’y rattachent, les
recherches que nous allons présenter.

Litant donnée une équation linéaire (1), aux dérivées partielles du se-
cond ordre, on peut toujours trouver un facteur propre ¢ lui donner la
Jorme réducte

/¥ Jd
" 2 _ %

9 et  étant fonctions linéatres de z et de ses dérivées du premier ordre.
Ce facteur lui-meme satisfait ¢ une équation linéaire du second ordre,

dont toutes les solutions joui&sent e lu propriété énoncee.

Posons en effet

_6
l

—_— ov/) _._l___ rj(/ _I__-u.-z’

L=
II

o P4~ 1 r/—f—'*' z,
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et désignons par . le facteur cherché, de sorte qu’on ait

g Hu == —a,
(2) caRy =a-— [,
( IJ:L-—'—-{E:;
" . do .
e -/
\P““'@r PR
. | - B a3
(‘3) }Q.U"—d), dic e
dy dv'
| ZI‘L__- dJ’ ().'L".

[.a premiére et la troisiéme équation (2) font connaitre o et £, ce qui
permet de changer les deux premieres équations (3) en les suivantes

d{Hp) e ’

A — : — ™
() D= +5 =7
v o . vy o ()(IJ:U.) f)ﬁ' | e
(D) Qil“'—' dj o T g

et, en tirant encore {3’ de la deuxitcme des équations (2) et le portant dans
la derniere des précédentes, on trouve
(K u) .

. (L) . o
(6) Qu= dy 2 dux de 'V

II ne reste plus qu’a différentier par rapport a y I'équation (6), par
rapport a & I'équation (4) et ajouter les deux résultats, en tenant compte
de la derniére équation ( 3 ); on obtient ainsi

() a[au&)} , HB o) ()m}{ a[dumﬂ PH]+_Z%__U’

ay d_)f dc ~ o dx
ou bien
o @(Hp)  _0*Kp) | *lLp)  d(Pp) 3(Qp) | .
( / ) ox? — 2 or d_r 1 Jy ? oL oy TN/ L 0.

(Vest, pour déterminer le fucteur u., une équation da second ordre et
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linéaire ; de plus, les coeflicients des dérivées les plns élevées y sont pré-
cisénient cecux qu’avaient dans I’équation proposée les dérivées de méme
espece.

Au reste, on voit sans peine qu'une fonction ., définie par I'équation
précédente et substituée dans les formules (2) et (3), rend en effet leur
integration possible et par de simples quadratures. Pour abréger, il est
commode d'appeler multiplicateurs d'une équation linéaire du second
ordre les fouctions (. par lesquelles on doit la multiplier pour loi donner
la forme (1). L'équation (%), qui détermine ces multiplicateurs et I'écua-
tion (1), a laquelle ils se rapportent, peavent alors étre désignées ensemble
sous le nom d'équations adjointes. Elles jouissent en effet de la propriété

dont volel 'énoncé :

L adjointe d’une équation quelconque die second ordre, linéaire et sans
second membre, a pour multiplicateurs les solutions de cette derniere

équation, meme.

Pour établir le résultat dont il s'agit, il suffit de former l'adjointe de
Péquation (7'), ce qui se fait sans nulle difficulté et ramene i I'équation (1);
on en déduit la conclusion précédente. Une équation donnée du second
ordre peut étre mise sous la forme (1) d'une infinité de manieres diffe-

rentes; voici sur ce sujet une proposition utile a mentionner :

Sout une équation linémire du second ordre qur, ne renfermant pas la

Jonction inconnue, soit en outre de la forme. (1), c'est-a-dire

} )
(1) 5y (&P 1) — g (€p+1'q)=o;

st 1. désigne, comme plus hawt, Uun quelconque de ses multiplicateurs et
A Lintégrale suivante

- —— ol o O L1 0u \ ) E_;t)‘u, dp.
(8) )\_f[dx(n‘bf g M_) | d‘)("dx:“ EQ}’)]’

toutes les représentations possibles de Uéquation (1') sous la forme indi-
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quée sont contenues dans cette formule

} - J ;7 - ’
(9) %V[IL(&P +0g)+ pl— mle(Ep+7q)+2g]=o.

C’est a quoi 'on parvient ainsi.
Soit
() - ) () L iy L
TJ-(;I}? -+ {‘”(j) T -d__c(:'ip + ﬁl(/:) =0
une nouvelle maniére d’écrire I'équation (1) et dont 1l résalte en conse-
(quence les relations de ce systeme

E,:J‘ e Erl y ( z Jgz - _i! . f_«}::i ,
, , A\ dy dx ) O dy Jux
(E—'ﬁ):!..zﬁi—-——-'ﬂ’ ' _ '
’ (d‘q f)‘ﬁ) __ dn, o,
hh =1, oy J.x dy x’

"~ -~ ! - 4

:' _ :.L; — ﬁl — ‘U;fl »
fJ d‘U ;(){..L
— (g, — ) == 17 T
d;r.'( ! v ) ‘dy‘ " ox’
1) (_. y __) _ du du
dy V! VLT Ox oy ’

ce qui conduit aux conclusions deja signalées.

Un couple d équations adjointes, ot les inconnues n'entrent que par

Hleurs dérwées, se transforme par un changement quelconqgue des variables
indépendantes en un couple d équations adjorntes.

[ une des équnations donnees étant (1), il est clair que son adjointe se
réeduit a ceci

J J ,
(10) {}7(*&(]-—'ﬁ’p)—a(ap—msq):o.
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[.’existence d’'une fonction «,, définie par les formules suivantes

da, . da, . det,
(1) dr —  dx ' dy’
b ‘

dag L e,r 0(?1 \ 'ff(}a'

35- — " gx dy ’

est certaine, pourvu que par ¢, I'on désigne une solution quelconque de
I"équation (1”) et de méme on peut assurer I'existence de la fonction 2,
dont voici les dérivées partielles, "

JA ” ou " du
o dr "oy L ox’
(12) -
’ d. _ ,0u . du.
= T ¢y

pourvu ue u. satisfasse a I'équation (10). Substitution faite des nouvelles
variables aux anciennes, il suffit de modifier comme il convient la signi-
fication des lettres €, 7, ¢, 7', x ety, pour retrouver les systemes (11) et
(12), d’'ou I'on déduit deux éguations adjointes: ce sont les transformées
de (10) et (1"). La proposition énoncée est donc ¢tablie.

St deux équations sont adjointes et contiennent seulement les dirivées
- H ’ - vy _ | I
des fonctions qielles définissent, on peut dans la premiere changer d in-
connue suivant  équation

(I 3) & = ZI C??
et, dans la seconde, suwant celle-ct
(14) 2=2,'7,

les fonctions ¢ et w étant arbitraires, sans que ces équations cessent d’etre
adjointes.

Multiplions en effet par ¢ la seconde équation donnée ; puisqu’eile dé-
termine tous les multiplicateurs de la premiére, c’est effectuer dans celle-ci
la substitution (13). Le résultat de cette transformation étant ensuite mul -
tiplié par {, cette fois c’est la substitution (14) qu’on effectne dans la
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seconde équation du systeme, et, toutes ces opérations s’'etant faites sans

perdre la qualité d’adjointes que possédaient les équations primitives, le
théoreme est démontré.

Sott une équation linéaire du second ordre, sous la forme réduite

7 .
(1) .'Lr(szﬂ%nfn—n(w%n q)==0,

et soit L 'une quelconque de ses solutions particuﬁéres St lon pose

2 =={z,, {'inconnue nouvelle z, doit satisfaire @ une équation

J
dy

(15)

d , . ,
(026 4 T a) — 55 (€0 + 1y qs) = O,

de meme forme que (1) et Uon a, pour determiner <, ..., 1, les relations
sivantes .

g, == 4 —f[(s 'ﬁ(;f)ff“”'f‘( SE | 40})({)

o opl ] 9@ . 9 198 09N
n““'r"g_f[<sdx ! r‘d)’)dx_'—(E dr ndj)d} )

Fffectuons en effet la substitation

dans I'équation (1), ce qui donne

_ eI\ !
()2—81..! —+~( n),su+ 658,

[ Jz ds’ g d7 i d7 d" ,c)f”
=+ | dy T dx + EE)}—‘ Y dr rl)f) o

—F.p 7 o’ ‘_0; 'fd: d .1,
Tl=\y T o) T\May )T a,+“_ To-

[)’apreés le théoréme précédent, cette equation a pour 'un de ses multi-
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plicateurs Vunité; d’ou il suit que I'on doit avoir

lig — 71:1
' J
EZ“ — C’
(Il—) Eﬂ_—ﬁ’:(s—n’)("
/ dzq de,, » [ 0t o' 0z ; dZ O r 0%
= - i i g € & — "|— T' = I’
dy dx "\ dy ox dy dx dx Jy
dr, dn, ” v, o' L. 04 195N & gz
! f)) T ox ¢ af da: ! f c?_).-~ T J.r ‘ - Jx - a) '

l.es trois premieres dc ces équations permettent de transformer aisé-

ment les denx dernieres en cclles que volel

(](-IJ_EC) L fdz ;()i
= (¢ )

dey—el) ax oL
dx —“( “ox T aj)’

ou bien en celles-ci

d(ﬁrn—nru-.) . Efif-l B T!ﬂ;
dy dr = ' dy)

()(ﬂ'n_"ﬁ”—:) Ed: o %
ox — dxr = dy i

d’on résulte la proposition énoncée.
[.e théoreme suivant ne s'applique qu’aux équations adjointes

0 J
gy (epHnq)— o (&p —rlg)=o,

9, J
g (g —1p)— g (Ep—cq)=o,

pour lesql_ielles on suppose

/
E_F’l‘ 2'!\1

Yapres 'un des théoremes precédents, il y a un systeme de variables
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indépendantes, avec lequel on réduit ces deux equations a la fois a ne
plus contenir qu’une seule dérivée du second ordre; cette dérivée est s

et I'on peut se représenter ainst les deux éqnations dont il s’agit

s+Pp+Qqg+7Zz=o0,

J‘——Pp-—Qg-{-—(Z 35 d?)z._o

en y laissant, pour plus de généralité, figurer méme I'inconnue z. Voici
maintenant la proposition cue nous voulons établir :

Dewx équations adjointes s integrent toujours a la fois par des for-

mules générales, ot I’une des fonctions arbitraires aw moins n’entre sous
aucun signe d intégration.

Ii fant rappeler d’abord qu’a toute équation de la forme
(18) §+Pp+Qqg+71z=o0

répondent deux suites de fonctions, dont une doit s’évanouir, pour ue
I'intégration ait lieu de la maniere indiquée, cette condition d’ailleurs
étant suftisante. La premiére fonction de I’une des séries est, comme |'on
sait, ainst définte

(19) 3%+ PQ— 7 =16;

la premiére de 'autre série est la suivante

dP

S PQ—7=S3;

(20)

(uant aux autres fonctions, elles se construisent en faisant usage des ¢qua-
tions de récurrence

| : 02 log6;_, | =0,
9,—":( aa'u—l T 6:‘—1) +( 6!'—' d.x dy ) 5( 0= 3
(21 ! S=23
B 3' . d2 ]0%3[.1 s s-J“—'-—-_" ~ i
==, — ?__1)"'_ (“Jl'—' dx dy { S =0
— Y,
I VIe Cahier. 7
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Ceci pose, I'on voit sans peine que les deux suites, (8,), (3;), sont les
mémes pour deux équations adjointes, on plutét gu'elles se permutent
sans altération lorsqu’on passe d’une équation quelconque 4 son adjointe.
Pour le montrer, il suffit de faire voir qu’il en est ainsi pourles deux pre-
miéres fonctions de ces suites. Or I'adjointe de I'équation (18) s’écrit

(22) s+Pp+Qq+74z=o0,

enop renant

P 0Q

Pee P, Q=—0Q, =1

w

et, comme on a évidemment

dQ’ _*_PIQI_ Z’———- dP

s POY 7 — =
e o PQ—Z =3,

W oy —
dxr ~

N+ PQ—7Z =1,
>

L

la démonstration est terminée.,

Les deux séries d'invariants 6, et J;appartiennent donc en méme temps
a. deux équations adjointes et, en conséquence, 'une d’elles ne peut
admettre une intégrale générale, de la forme déja mentionnée, sans qu'il
en soit ainsi pour 'autre. D’ailleurs le nombre des différentiations, i effec-
tuer sur la fonction arbitraire dégagée du signe [, pour étre en état de
construire cette intégrale, est determine par 1'ordre du premier invariant
B, ou J; qui s’évanouit; ce nombre est donc le méme pour deux équations
adjointes.

En terminant cet article, il est utile de noter encore la proposition sui-

vante :
Toute équation de la_forme

8 == l\.z

est évidemment identique a son adjointe; inversement toute équation, qui



FORMLES INTEGRABLES DES EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE. D1

ne se distingue pas de son adjointe, est réductible a la forme

s = Az.

[.’équation donnée
Hr +oKs+ Lt +Pp + Qq—l— 1z = o,

par un changement des variables imdépendantes, peut en effet se présenter
arnsi

(23) 2Kys+Pp+Qqg+7,z=o0,

et la méme substitution donne une forme semblable 4 son adjointe, sans
lui faire perdre cette qualité, de sorte qu’elle est ce qui suit

20K, A | adK,
2K, s ( 1) pH (dx Q0>q

200K, 0Py, 0Q, | .
(e = )=

i

¢

ﬂ"""-‘_
b
—
e

[.'identité des équations (23) et (24) exige seulement que l'on ait

N dK,
(25) I)oz'bfj Q[,:*a—;:

ce qut permet d’écrire la premiere de cette facon

IN, di,
P - dr

(23") 2K, ¢ 4 ¢ -+ 7.,z = 0.

r

Il suffit alors d'y prendre une inconnue nouvelle

—
Z‘n pliem \/I‘Ln A

pour lui donner la forme cherchée

0 VK,

drdy Lia
v 0 v K, 2K,

(20) $

I

ce qui démontre le théoreme.
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V.,

Ces résultats découvrent une nouvelle meéthode pour composer le
groupe entier des équations dont il y a une intégrale générale contenant
une fonction arbitraire dégagée du signe .

A cet effet, imaginons que l'égnation

d [ o 10 a { ,0u AN
(l) f)__)_(n 5_; — dx) ox (E d.x ;dj) =0

admette une intégrale de cette espéce et que 1'on ait calculé d’apres elle
une fonction & définie par ces relations

)\ } ]
== T, il “ﬁ! ﬂj‘ ’
| dx dy ox
( ‘) ' d_) o , dy ) dl[}.
L dy  dr dy

I'équation adjointe en @, peut, comme nous I'avons vu, se représenter
ainsl

_ dﬂ- N da Jd ,td.{l - N dl’h
(3) —~[(1—|—q1.)ﬁ—|—mn d_):] _ [u.s _'—4—(»;—[—-;.&:‘,_)5}’—}:0.

Elle exprime qu'il existe une fonction e, dont les dérivées partielles se
calculeraient par les formules que je transeris

]

S I N dat, .
" 5 e ()L“{“C.‘-L)'a}-‘-‘—l‘*u!.ﬂ
’} /

dﬂg / dﬂ.
. ay T o.x

=
n

resolues par rapport aux dérivées partielles de a,, on les pourrait écrire
de cette maniere
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P, ') ... sont donnés par des relations quon apergoit et (ui les font

dépendre de i et de p. Or les équations (5) supposent que I'on ait

dat ., 1, 1.(}{1-1 e
y T Tyt 2 L A
d ] d{_[l_ 0 q)fJ_—(),

. 7, et
(0) dy [‘[) x Ty
ce ui est pour a, une équation aux dérivées partielles du second ordre,

Dans un précédent article (§ II), nous avons montré que, si I'équa-
tion (3) admet nne intégrale générale d’indice n, I'équation (6) admet
aussi une intégrale générale dont I'indice n'est point supérieur a n+-1;
nous ajouterons que, I'équation (3) étant prise 2 volonté parmi celles
dont il v a une intégrale générale d'indice n, I'équation (6) peut repré-
senter 'une quelconque des équations appartenant a I'indice n + 1.

Cette conclusion va résulter de ce qui suit :

Tout d’abord, la liaison établie entre @, et a, par des formules telles
que (4) restant intacte, lorsqu’on change arbitrairement les variables
indépendantes, nous imaginerons qu’on ait adopté 'un des systémes ré-
duisant I’équation donnée a ne plus contenir qu'une seule dérivée du

second ordre, ce qui revient a supposer

J
E — (O

-

et, par conséquent,
G =0 =1,

Cela fait et quelle que soit I’équation donnee

—_ d ‘dﬂ‘ 0 ’er(ll L
(/) a;(@df) dx('q -(-}-)7)_.0,

je dis qu’il y a pour & et ® des expressions telles (ue I'équation corres-

pondante
d da, d fO0as\
(8) 5 (25) — 5 (T o) =

admette une intégrale d’indice supérieur a celui de la proposée. En effet,

il a été établi an § 1 qu’'a la fonetion @, sil'on joint a, et trois autres
fonctions semblables a,, a,, «,, on peut avec ces cinq fonctions repré-
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senter toutes les intégrales z d'une certaine équation d’indice moindre. Je
veux dire qu'il y a pour celle-ci une solution compléte se changeant en
une intégrale quelcongue lorsque I'on substitue «,, a,, ..., a, aux con-
stantes arbitraires (u’elle renferme, et la méme transformation a Jiew pour
ses dérivées partielles des deux premiers ordres.

Mais les résultats déja démontrés apprennent quon peat anssi faire cor-
respondre a I'intégrale z de I'équation indiquée trois fonctions v,, ¢,, v,
dont I'une au moins est d'indice supérieur a z. Elles sont d’ailleurs liées
i 'une d’entre elles ¢, par des relations pareilles & celles qui existent
entre @,, ¢,, -.., a, €t chacune a l'indice de @, ou un indice inférieur
d’une unité,

Knfin, d'aprés la remarque qui termine le § 111, lorsqu’on attribue anx
coeflicients ¢, 7’ de I'équation (7) toutes les expressions qu’on leur peut
assigner sans changer la fonction a,, les coeflicients de Véquation satis-
faite par ¢, peuvent prendre aussi 'une apres l'autre toutes les expres-
sions pour lesquelles cette derniere fonction n'est pas changée. Cela étant,
si le théoréme énoncé n’était pas vrai pour I'équation donnée, supposée
d'indice 7 + 1, toutes les fonctions a,, a,, ..., a; appartenant sans dis-
tinction a cet indice, on sait que 'équation (9) aurait pour indice n — 1
et les fonctions ¢,, v,, ¢,, ... auraient toutes l'indice n. Or elles ont
avec I'nne d’elles ¢, la méme relation gqu’avait a, avee «a,; il y aurait donc
anssi, parmi les équations semblables 4 (7), appartenant a I'indice », au
moins une équation pour laquelle aucune de ses transformeées telles
que(8)ne serait d'indiee supérieur, ¢’est-a-dire que le théoréme, n'étant pas
vrai pour une équation d’'indice n +- 1, cesserait aussi de I'étre pour une
équation d'indice n. Mais il est évident, comme on va voir, pour I'indice
z¢ro et, par suite, doit toujours étre admis.

Pour le montrer, développons I'équation (8)

2% a de A+ n'p da dv.! A4 s Oa,
! I ! 2 { 2 i 2 _
(8 ) (E T )d.rdy ! dy N4 e dx dr #—+n'p dy — 0y

et supposons-la d’indice zéro en méme temps que (7). Un caleal bien

connu, (ue nous omettons pour abréger, fait alors reconnaitre la néces-
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sité de I'un des systemes de conditions suivantes ;

ds
0y el dlegOre)
T ee—n' At oen oux
{a
( ) Oc Ot
. d%e BEE} '
S (e —w')drdy  (e—)?’
ov'
‘ ox A4eu dlog () 4+n'u)
0= ; 7 »
] e— v A4 7n'n dj
()) dv' o'
d2y! ox E}—
0= [; ’ o
(¢ —v')dxdy (g —mn')?

Ni I'un ni 'autre ne peut avoir lieu pour toutes les expressions de % et u,

détinies par les équations (2),

- . T gi ! dp
dy ' "9~ dx ' " ox
. Ot v N .
que si 52 =o ou -~ = 0. Ces cas, sans importance, en effet, font exce|-

tion. Nous pouvons conclure en outre qu'il y a toujours pour % et @ une
infimté d’expressions telles que les équations (7) et (8) appartiennent au
méme indice ('). Le raisonnement dout nous avons fait usage plus haut
prouve en effet que, s'tl en était autrement pour un certain indice n 4~ 1,
la méme chose aurait lien pour tous les indices inférieurs et notamment
pour l'indice zéro. Mais, pour ce cas, les deux équations du systeme (a),

par exemple, ont toujours une infinité de solutions communes; car, en

posant,
I(A~+ep)
dx = Oy
Il en résulte cette relation
du de
(9) (e—w) 5+ p 5 =0,

¢ ——— o ——— - JRpp—

(!) On peut aussi parvenir a cette conclusion par une étude directe et tres facile de Péqua-
lion (22, § I1), en examinant les transformations qu’elle subit quand on remplace {(¢) par
A+ (), (%) par h <+ (%) u, ce qui n'altére pas Péquation satisfaite par «,.
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qui, différentiée par rapport & y, en tenant compte de I'équation vérifiée
par la fonction u, conduit a la suivante :

| die : de du
(10} & oxay T 9y ox

= ().

Celle-ci se réduit a étre une conséquence de l'équation (g), en vertu de
la seconde relation du systéme (a).

Il existe done bien, pour les fonctions A et w satisfaisant aux équa-
tions (2), une infinité d’expressions pour lesquelles les équations (7)
et (8) sont de méme indice, ce que nous voulions établir. La démonstra-
tion de ce point est celle qui avait été réservée dans un article préee-
dent (§1I).

Les résultats que nous venons d'obtenir permettent d’énoncer ce théo-

reme :

St l’équation

d [ da, | . da, d E,da, l_r;da' o
(1) s+ — (¢ ) =

représente U'une quelconque de celles qui admettent une intégrale génc-
rale d’indice n, et X et 1. toutes les fonctions ainsi définies

[ d ap. T,(?lu. d [ ,ou du. o
o\ oz ) T o\ ar Tty ) = O

(12) | g d 0 d ?
| . 5 00 1O o r U (f“
A ‘_/ [(ﬁd}* k f’:r)d"r'j—<5 dr )d}l

lesquelles peuvent toujours étre calculées, les équations suivantes

(f)ng da du,
dx :(l_{— Eu‘) dr' + !'Lr_’
(13) {9 -
da, LLE’()”{ —I—(A - )dm
L dy v O gy

résolues par rapport aur dérivées partielles de a,, a U'aide des formules

[ da — (_)f.‘ 4 O dety
dx 3 ay
(14). {
_1.f'.r d(li ll’r.a(h "lllfda:}’
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déterminent sous cette forme

J ets ; Oty J 2 ity Ot
(b ( : | O
(15) r)_)(I d.r + J,) dr(l{ (J.I-‘ + J)

I"ensemble des équations dont il y o une intégrale générale dindice n -+ 1.
La liaison établie entre les équations (11) et (13) s’apercoit sous une
forme tres simple, lorsque, par le choix des variables indépendantes, il

ne reste dans ces équations qu une seule dérivée du second ordre. On
trouve alors que

L’équa.tfon

o i ey de da, d0n day
(1(}) (8——'11 )d.rc;f)f : dy dx dx dy @y

pouvant repré&enter lune quelmnque des équations qu admettent une in-
tégrale générale d’indice n et 'k, 1. les fonctions ainsi définies

(Jd [ c)p\ d(c)p.)__

on peut représenter scus cette forme

)

d2a. dz A 4 v/ da. dv A4 sp da,
oot 2 e 2 2
(18) (c' r‘)(}.—rdu)’—!_(br A+ s Ox Oxr A +1'p dy

[’cnsemble des équations dont il existe une intégrale geéncrale d indice
74 1.

Cette proposition et la précédente ont été tirées, comme P'on voit,
d’un théoreme donné au § IV sur les formes telles que (1) des equations li-
néaires du second ordre. Des conclusions équivalentes s’obtiennent par
I'application d’un autre théoreme, dont nous avons aussi parlé : ¢'est
celui par lequel, étant donnée une équation de cette espece

%, d
(19) gy (2P + 0q)— 55 (Ep+1q)=

LVE Caleer. 8
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ou parvient & présenter sous une forme semblable I'équation satisfaite par
les rapports de toutes les intégrales de la premiére a I’une d’entre elles Z.

En posant

oo [l i (e )]

les coefficients de cette équation

.

5= (200 4 i fy) — 3= L (8ot ) =

(21) dy

sont données par les formules

J

(22) ; &
LI

!f"f !f“i'

S
T — V.

Ecrivons done, comme le permet I'équation (21),

f ()z dz,

Y e PN P r
(23)

cr L o dz| .
"'ﬁpu—i_ ﬂuqﬂ_'— F]_ = s
et résolvant ainsi, par rapportap,, ¢,,

Po=0p, + (IJ'(]”
T

III‘»'

fo="T

nous aurons, pour déterminer la fonetion z,, I'équation
5) O dp,+ Vi, | — 2 [¥p,+ Vg, ]=
(2 I}:}_ [ P24, gz L TP /i ] *““

dont I'intégrale générale ne peut dépasser indice 7~ 1, toutes les fois
que }'équation pmposée (20) appartient & I'indice n. Mais en outre la fone-
tion £ peut étre choisie de telle manicre (ue cette intégrale géhérale at-
teigne en réalité I'indice n + 1. C'est ce que nous ferons voir en éta-
blissant que la hiaison supposée entre les équations (1g) et (25) peut étre
ramenée a celle que nous avions entre (11) et (15). Considérons en effet
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I’équation adjointe de (19)

R 0 ’ _ d ’
(20) o P =g — g(eg—ep)=

et soient ;1 I'une de ses solutions, A la fonetion qui en dépend par la qua-
drature toujours possible

— ()IU. ,dy ;(){,!. (}{.{. L
(27) f[( ¥ dx)d“”"*"(sfﬂ dy)({v]_l.

En traitant I'équation (26) comme nous avons fait I'équation (19), an
lieu des relations (23), nous formerons les deux suivantes

(28) $ —(h ) p g, =py,
t s’y,pﬁ (K i enu‘)'ytl: /IE

Ce systeme donne pour la fonetion z, une équation linéaire et du second

ordre, dont I'adjointe aurait pour solutions toutes les fonctions z, ainsi
définies

(A= e} Po NGy == P

(29)
€ up,+(h+ 1) g, =q,.

Cette adjointe est visiblement I’équation qu’on aurait déduite de (11)
pér notre premiere mcéthode. Mais le passage d'une équation a son ad-
jointe se fait toujours sans changer I'indice de I'intégrale générale, et I'on
en conclut ce théoreme, corrélatif de celui que nons avons énoncé plus

haut :

St U équation
(30) 5 () — gz(n'g) =0

représente I une quelconque de celles qui admettent une intégrale générale
d’indice n, { {'une de ses solutions prise a wolonté et v la _fonction qui en
dépend par cette quadrature

(31) u_.f( tdz;+-n"’ﬁd))
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on peut représenter sous cetle forme

(32 5las) —wlals)=

"ensemble des équations dont 1l existe une im‘.égra!e générale d’in-

dice n -+ 1.

Pour achever I'examen des formes intégrables dans les équations li-
néaires du second ordre, (ui contiennent deux variables indépendantes,
1l resterait & étudier d’ une maniére spéciale les équations de cette espece

(%%) § == *\z,

auxquelles se rapporte le bean théoréme démontré en 1870 par M. Mou-
tard. Ce théoréme ne se présente pas comme une conséquence directe de
ceux (ue nous venons d'énoncer; cela tient a ce que, en les appliquant &
une.¢quation telle que (33), celle-ci ne se transforme point, en genéral, en
une équation de méme forme; mais on parvient sans peine au résultat
désiré par le moyen suivant.

Considérons toutes les équations

DY Jd(ep) 1 ‘)(E‘?)._n
(m;) gy = 0.
Ce sont celles qui sont identiques & leurs adjointes et, par conséquent, ré-

ductibles a la forme
s = Az.

I'n conservant de tous points nos notations précédentes et, par suite,
désignant par z, le rapport d'une intégrale quelconque z del’équation (34)
i une d’entre elles ¢, la fonction, dont les dérivées partielles s'expriment

ainsi
i pro= (L—v)p,,
(35) -
\ '?1‘""'—'(3‘-—'_1“)‘?“

satisfait, nous I'avons vu, & une équation linéaire du second ordre, tou-
jours intégrable en méme temps (ue la proposée (34) par une formule
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générale renfermant au moins une fonction arbitraire degagee du signe .
Si 'on applique a cette équation notre premiere méthode, on forme une
nouvelle fonction 3|, définie par ces formules

—— SR
(36) p: = | A4 (&8 U?‘LJ;)D,
¢ = [}‘ '""' (EC - U)f"‘]’?ur

et jouissant encore de la propriété énoncee.

Appliquons maintenant cette méme méthode a I’équation (34), puis a
I'équation formée le second procede dont nous avons parlé; nous trou-
verons, par ce moyen, une autre fonction z, dont les dérivées partielles
satisferont aux relations snivantes :

[ 7o=[(+e)S—v]p,,

(37) f q;:[(}x—-eyﬂ):—'u]?n'

La comparaison des formules (36) et (37) permet de conclure

J;
I

et, comme ’équation donnée (34) est, par hypothése, identique ason ad-

g, =p, [ = vm) = (A —v) 4 2eu
(38, PP =pl ) =+ )

J I

7+ ==¢ (2 —vr) + (A —v) —2ep

jointe, il en résulte qu’on peut prendre

| =
(39)

| U=A;

[y

*2

d’onu suit

) =+ Jd [z + z, :
sfl f-= (l2 “): Ezzp[”

y 2 dx
O
(40) ? Gy 0 (z:+a;) -

a  Jy

Choisissons maintenant pour inconnue 3’ — z\/g, au lieu de =, dans 'eqqua-
tion (34), ce qui la réduit, comme l'on sait, a cect

(‘f“) =g — vV \/s y
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et posons, pour abréger,

(42)
) U= Cy/¢;

les équations (40) deviennent alors

"o Zrz 3,
4o g P 2/

4 ’a
q :_"C qoi

et 1'on en déduit

@ ()~ 2(8)=

[l suffit de remplacer, dans cette équation, z” par 2"’ pour retrouver, sous
sa forme habituelle

(44) P [cf dz(é’)],

ox Qy_

I'équation déduite de (41) par 'emploi du théoréeme de M. Moutard, '
n’étant autre chose gu’une integrale arbitraire de cette derniére équation.
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Les équations de la forme

d2z r dz

0z |
J [ I —_—
dx dy Cox b dy ¢z +d=o,

(1)

ou a, b, ¢, d sont des fonctions de x et de y, ont été, depuis plus d'un
siecle, 'objet de nombreuses recherches, soit parce que toutes les équa-
tions linéaires peuvent, en général, se ramener a ce type, soit parce
qu’elles se rencontrent directement dans un grand nombre de problemes
de Géomeétrie.

Eualer avait montré que certaines de ces équations pouvaient admettre
des solutions contenant une fonction arbitraire de x et ses n premiéres
dérivées. Dans son célebre Mémoire présenté a P Académie des Sciences
en 1773 et inséré dans le Recueil des Savants étrangers, Laplace donna
une méthode pour reconnaitre si nne équation du type (1) admet une in-
tégrale de la forme mdiquée par Euler et pour intégrer I'équation lorsque
cetle circonstance se présente. Cette belle methode, appliquée aux équa-
tions intégrables, ne laisse rien a désirer; mais, dans le cas des équations
non intégrables, elle est insuffisante, puisqu’il faudrait un nombre infini

d'essais pour reconnaitre qu’effectivement ces ¢quations ne sont pas inté-
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orables. Je ne crois pas que cette lacune ait jamais été comblée, et jignore
méme si quelques tentatives ont 6té faites dans ce sens. Dans un Mémoire
dont I'Académie des Sciences a ordonné I'insertion dans le Recuetl des
Savants étrangers (voir I'imtroduction dans les Comptes rendus de I’ Aca-
démic des Sciences, 18 avril 1870), M. Moutard a entrepris I'étude minu-
tieuse de la forme la plus élémentaire dont soit susceptible I'intégrale
générale des équations aux dérivées partielles du second ordre a deux va-
riables indépendantes, a savoir : celle qui consiste en une relation unique
entre les trois variables, deux fonctions arbitraires de quantités distinctes
formées explicitement avec les trois variables et les derivées en nombre
limité de ces fonctions arbitraires, les arbitraires n’entrant, d'ailleurs, sous
aucun signe d’intégration. Malheureusement, M. Moutard n’a publié jus-
qu'a ce jour qu'un extrait de son Mémoire (Journal de I Ecole Poly-
technigue, XI.V® Cahier, 1878) : dans cet extrait, sont obtenues toutes
les équations de la forme s =z 9(x, y) qui admettent une intégrale gé-
nérale explicite. A la vérité, M. Moutard s’est occupé aussi des équations
dont I'itégrale générale peut contenir une fonction arbitraire de y en-
gagée sous un signe d’intégration; mais, au point de vue des ¢équations
purement linéaires, les seules dont je parle ici, la méthode de Laplace suflit
évidemment & les former toutes, au moins, par voie récurrente. M. Dar-
boux, dans son Cours professé a la Sorbonne pendant Fannée 1882-1883,
a repris I'é¢tude des équations de Laplace : introduisant la féconde notion
des invariants qui donne & cette théorie toute la netteté désirable, il a
repris le probleme deéja résolu par M. Moutard et formé toutes les équa-
tions linéaires qui admetteut une intégrale générale explicite ou, suivant

Fexpression d’Ampere, une intégrale générale de la premieére classe. Cette
intégrale est

X ¥ X X Y Yy ...yY

7 ! d ] . " n ]

x, x x S I A ooy
~— ‘| -, " . ¢ 3
=M x, z a2l oy, oy y b

‘rn+l JC"_H ‘rr'-'-l-l * e 'rr(:-a-l ;‘-} ‘n+| .} ”n+l vt .,1"5:{}31
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M est une fonction de x et de y; X est la fonction arbitraire de x, X',
X7, ..., X% ses { premiéres dérivées; Y est la fonction arbitraire dey, Y',
Y, ..., Y¥ ses j premitres dérivées, i+ j=n; enfinx,, 2,, ..., 2,
sont 2 + 1 fonctions de x linéairement indépendantes entre elles, y,,
¥y ey ¥ney des fonctions de y également indépendantes; x', £, ...,
¥, ...sont les dérivées de ces fonctions. Cette intégrale est celle de I'équa-
tion de Laplace la plus générale qui admette explicitement dans sa solution
1t + 2 fonections arbitraires de & ou de y, irréductibles 4 un nombre
moindre.

Apres ces beaux travaux, les résultats particuliers ont un bien faible
intérét; cependant, celui que je vais faire connaitre ayant un lien étroit
avec un probléeme de Géométrie dont je dirai quelques mots, on m’excu-
sera de le présenter ici. Pour plus de clarté, je diviserai mon travail en
deux Parties, I'une analytique, I'autre géométrique. Dans la premiére
Partie, je cherche i former des équations de Laplace pouvant s’intégrer
par nne suite d’équations différentielles ordinaires, ce qui n’est qu'un ren-
versement de la méthode de Laplace ('); je rencontre ainsi des équations
contenant, dans leurs coefficients, autant d’arbitraires que I'on veut et qui
s’ Integrent toutes des qu’une seule s'integre : les relations entre les inva-
riants de ces équations sont assez curieuses. Dans la seconde Partie, je me
propose d’obtenir toutes les surfaces sur lesquelles les développables
d’une congruence de droites donnée tracent un réseau conjugué : la solu-
tion de ce probléme s’obtient aisément, grice a un théoréeme de M. Dar-
boux, et fournit une interprétation géoméirique de la premiére Partie,
analogue a celle que M. Darboux a donnée dans son Cours de la méthode

de Laplace (*).

() C'est aussi, évidemment, une des maniéres de présenter le dernier probléme posé par
M. Moutard dans la Note déja citée.

(*) J'ai donné lecture de mon Mémoire 4 la Société Philomathique (séance du 27 dé-
cembre 1884),

LVIE Cahier. 9
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PREMIERE PARTIE.

Employant les notations usuelles, )’écrirai I'equation de Laplace
(E) 5+ﬁ[)*i"bq+05=0.

Je supprime ainsi le dernier terme, ce qui a pour seul cffet d’abréger un

peu I'éeriture. Les invartants de cette equation sont déhinis par les for-

nmles

. da
h=—ab—c-+ -,

dx

I f

( ) ab
ko=ab—ce+ -

dy

[.a méthode de Laplace consiste 4 poser

) dz
(2) z, = az + 5

Si I'équation en z, n'est pas du premier ordre, elle prend la forme

(E.) $i+a,p,+bq,+cz,=o,
. . o 02z, az, . :
analogue ala forme { E): ainst s, désigne way P = Les invariants

de cette équnation seront désignés par les lettres £, et £,. La méthode de
Laplace, appliquée encore une fois, conduira & une nouvelle équation (E,)
avec invariants /4, et £,, et ainsi de suite. La condition, pour que la mé-
thode réussisse, s’écrit alors h, = o; U'intégrale générale de I'équation (E)
contient, dans ce cas, explicitement, une fonction arbitraire de x et ses
n premieres dérivées, la fonction arbitraire de y restant engagée sous le
signe [; M. Darboux dit alors que I'équation (E) est de rang 7. Un chan-
aement dans les variables indépendantes n’a pour effet que de multiplier
les invariants par certains facteurs; la substitution z =L, { étant une
nouvelle fonction et i un facteur fonction de x et de y, n'altere pas les in-

variants. linfin les invariants peavent s’obtenir par voie récurrente, grice
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aux formules
alogh;_,
ox ()J—*

P ka‘—f

5 ]”i = 2 flt-,_

(3)
( fi‘l-:: /l,‘-_! y

qui subsistent pour ¢ =1, pourvu que {'on fasse /o, = h et £ = k.
Cela posé, conformément au programme que je me suis tracé, je dols
ecrire
dz
dy
puisque z doit étre obtenue par une suite d équations differentielles ordi-

naires et du premier ordre; mais il sera plus commode d’écrire

r dz
[\4) T == { ((E I m)Z::g—{—((L-f—Cﬂ)E.
La substitution (2) de Laplace se déduirait de la nétre en faisant & = o;
mais 'aurai, dans la suite du caleul, a supposer « différent de zéro,
Eliminons z entre 'équation (E) et 'équation (4): J'obtiens les équa-
tions sucecessives

{)z.’ dﬂ: ()a ,aﬂ: al‘?
e == 5 (@ + o) p + (Ec—i—-ﬁ)—;)az:mp— b?—l—(a.—i“ﬁ“C)*
ou, en tenant compte de |'équation (4),
dz’ d
P ()25! - | do ? ()b;
s = wdy o%s Py by @z
a2 o ah Gab / d
(t)x()} Iy 3y )Z—l—(? -Df..b-{—f&)q
Ol1
p'+ bz d—“+ab—|—h)z
o —d,‘_'x d.r \ ()1 | b, z;__- b((
s=\Ter+ty , "\ oz ) !
ab , | 2ot ol dab Ox _
"—g‘};Z '—l—[ oC — d.f[fq’}" C})f T df (a-_|_au) EI'_I"'/I’)l
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1l faudrait, pour éliminer z, différentier encore une fois: on obten-
drait ainsi une équation du troisieme ordre en « eten 2’ dans laquelle on
pourrait considérer o. comme absolument arbitraire ; maisil resterait a ex-
primer que I'équation en z’ s’integre par une suite d’équations linéaires,
ce qui est un probleme plas compliqué que celui d’onnous sommes partis.

Nous sommes done amenes a annuler dans la derniere équulion le coefli-
cient de z, ce qui donne

d% e 1 dz Oz do h oz e
(5)

) " aoray  %ar " aa TRE—A)+ =0

Si o. satisfait a cette équation, 2’ sera solution de 'équation
(E" S+adp+8q+dFd=o.

Les valeurs de &', &', ¢’ sont

; dlogx
a—a 0)" 2
(6) b = b,
=c+k—Ah e 6010%0:;

4 ‘ J d.E (?y

et I'on en tire, en tenant compte de I'équation (5), les valeurs des inva-
riants A’ et /’

)

f 2
(7) k:h—l— 5}-1
(8) K=+ 2.

Pour intégrer 1'équation (E') par une suite d’équations différentielles
ordinaires du premier ordre et linéaires, 1l est naturel de lui appliquer
avaunt tout la methode de Laplace.

Démontrons d’abord une formule : en calculant 4/, on rencontre 1'éga-
lite
Jot 0*loga

,—— —
=2l k+d.r dx dy ’
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d'ou, en retranchant membre & membre,

| M*lagh
/"1 — 9./ !l 01_0)_ p

Oa dloga  0*logh

r —
o — h‘ T dx dxdy ~ Odxdy ’

ce (ui peut s'ecrire

(9) 1 dr

Calculons ensuite, pour appliquer la méthode de Laplace, l'invariant
i, qui serait celui de la seconde équation formee a 'aide de (E') comme

(E,) a été formée avec (E) ; la formule (3) nous donne

T, -’ 22 log I/
o= ol — & ry e
Remplacons 4 et & par leurs valeurs tirées des formules (7) et (8), il
vient -
h
Vo— o 203 . d*logh'
T T 29y T 02 T Toxoy !
or I’équation (5) peut s'écrire
)
a O _ ()2 IOgCL
== ,L k ?
dy dx dx dy
donce
()é- d’logﬁ—;
No—p o ah
(10) T LI 7
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D’autre part, 'équation (g) peut s’écrire

h
Il . h . J Iogﬁ',
Ko o = dx

a2

Différentions par rapport a y et retranchons le résultat de 1'équation

(10) membre i membre; nous trouvons, pour valeur de &,

flh|
oy

(I I) ;&1 = ,z'l - d)'ﬂ

Cela posé, je puis démontrer le théoreme suivant :

Tuiorknme. — Appelons ', I, I, .... [k, les invariants des équa-
tions déduites de (E') comme les équations (K}, (E,), ... ont été déduites
de (E): ces invariants sont liés a ceux de la swite (), (K}, (E,), ...

par les relations
allh, ..k,

--1

d

' h’ll voee kn_|
(12) h,=#h, 5 ;

B hhy .. hy,
) al'h ..,
(13) Hy= b, e

Ces formules sont la généralisation des formules (9) et (11) qu’elles re-
produisent si 'on y fait . =1. D’apres un procédé connu, il suffit de de-
montrer que, si ces formules sont vraies pour toutes les valeurs de I'indice
égales ou inférieures a n, elles subsistentlorsqu’on y remplace n parn +1.

Pour le démontrer, écrivons la formule (12) de la maniére suivante

highy .. h,  Rhy.oolh, 0log hly ... oy

ald ok allh o, ox

et différentions par rapport a y; il vient

hh, ... h, 3 hivy oo, ah'l, ... R,_,
ahl k.. .k, . alt'l, ... h,_, hly, ... 0,

dy dy Jdx dy

d d*log
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ou, en se servant de la formule (13) et de celle qu'on en déduit par le
changement de n en n — 1,

J2 ]ogajf F‘ T /":e—l
(l_i) bl — L — fley .oy, )
/e ” -1 n—1 or d‘)--'

De méme 'éqquation (13) peut s’écrire
hi,...h,

dlog

YL Y ARRY all by .k,
hit, .. . 4y T [T/ (T d:}’ ’
d’ou, en différentiant par rapport a x,
allh’ ... D0 abh’ ... hh, ... h
() 1 i 0 i fi—1 03] o : r°
hh{ N -;I,q L hhq ' -f"n_'l | On‘xk!k{ .t h;:—i
dx o ox ' dx dy
et, a cause de (12),
J azjf?fﬁ" . f h, 2 log a]:i{:’: - );?,:
phry .o ' L
1 n — hﬂ_l _ }’tn ; 1 -t

ax dx dy

Retranchons cetlte équation de 'équation (14) membre 4 membre; il

vient
allh| ...,
: _kfi., o hy, | 02 loghn
h‘n "_ /"n dr — }Z’n T h‘n—l (JIQ}”
Oll
) otii:: I, . .}fx;,
, Ty
([5) er—l:hn :’).T :
Cest la formule (12), ou 7 est changé en n—+ 1.
Maintenant, a cause des formules (3), j'ai
. ; : / d* logh’,
(16) fy ==ah,—h, |, “ordy s
or I'équation (15) peut s’ecrire
N alll,. .. 0,
hley. . By bbb, 8 hhy.. . h,
allly, .., alh, K, ox
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d’ou, en différentiant parrapport & » et tenant compte de I'équation (13),

T
allh ...},

ah‘rﬁ’l Y

2] !
_ ;I.f ;? ( ﬂg ]1’!1 . .}l"
— iy n (3.1:‘ q)

3]

Retranchons cette équation de P'équation (14) membre a membre; il

vient

) hit, .. .fa._,,_l_,
22 logh,, 0? logh,, alt.. .1

vt ooy oz dy P

2}},;1 —— /L;___l - 9 fzn —_ /1,’2* :

d’ou enfin, en remplacant le premier membre de cette éqnation par sa

valeur dans |'équation (106),

X ;
ah oo,

I

()
A — /i !

-1 n+i

¢'est la formule (17), sauf le changement de n enn <+ 1. lLe théoreme est

done demontré.

Corollatre [. Si f,_, est nul sans que /o, A, ..., h,_, le solent,

i, = o. Cela résulte de la formule (12).

Corollaire Il. — Si h, est nul sans que #/, L, ..., h,_, le soient,
i, = o. Cela résulte de la formule (13).

Taéonime. — 8t équation (E') est de rang n— i, ('équaticn (E) est
de rang n aw plus. Sil’équation (E) est de rang n, U'équation (E') est de

rang n au p[us.

Ce théoreme n'est qu’un autre encnce des deux corollaires qui le pré-
cedent,
Je signalerai encore sans démonstration une autre formule qui se rapporte

au méme groupe d’équations

d’ou résulte que I'invariant & ne peut, lui non plus, étre nul sans que

'équation (E) ait un invariant nul. Quant aux mvariants Koyk,y..ok,
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ils sont égaux respectivement a /', &, ..., A, : iln’ya pas lieu de nous
y arrcter.

Pour que le probleme soit entierement résolu, i reste aintégrer 'équa-
tion (5). Cette équation peut s’écrire

)

- o o, ¢ 1 Jz

Posons, pour abréger I'éeriture,

J
m::/ f&d)‘,

L
n=—= / h, d,
)

»

et soit @ une nouvelle fonction définie par I’équation

}_J_____m-— _tLGg._.
o v

L’équation {17) devient

d% logg ‘ 0) 1 de
o (?J}" — Qh—— ]\ -+ II: (OL —_— -_,>

01l

——

J? lngq:___ 3% logh : . ( I da)
oy = M azey FaE\® T

Intégrons par rapport a x,

t
J—
c?lugr{,:n+dlogh Lo I ()a:H_‘_dlosk -i—CL(I—i— __f),
dy dy o oy

En remplacant, dans cette équation, o« par sa valeur en fonction de ¢,
nous ohtenons 'équation de Laplace

?e 9% % o —
(18) Jwoy T G ~ mng = o.

LV Calhier. 10
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dn dm

Ses deux invariants sont 5~ — hy et—- = fo="F,. Hen résulte quela fone-

tion ¢ est ¢gale & z, & un facteur 3, fonction de x et de y, pres. Je suis

done amené a poser
O = )..;, .
On trouve, en identifiant avec I'équation (E,), que

(a, — n)dy + (b — m)dr

est une différentielle exacle du, et 'on peut prendre

—
Alors
logo = u -f-logz,,
ft h !‘pzl
“== dogs du dogz, dz.
gf‘ 22 g
m o4 — 4= —— - 2. bz
dx o F dx PE Jdx
]f- ’ ;'/ " e . ’ 4 a
Or 5 Westautre chose que {si l'on appelle  une intégrale, d’ail-
bz + ——
dx

leurs quelconcue, de I'équation (E). Nous avons done enfin

| kg
o S -
O = — o L
S ; <
2+ =
dy

En résumé, si 'on sait intégrer I'équation (E), on saura intégrer I équa-
tion (F), c'est-a-dire

J2z' dlogz\ dz' 0z ot L dloea
——— — ’ [ —r— N - L e _ -_:_ e ’ b
dx d) t ((( dy ) oz a dy + ¢ - A h o % Ny 0,

o ayant la valenr qui vient d’étre indiqué(’.
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I.'intégrale générale est

; 0z dlog?
i z .
oy dy

b

z étant I'intégrale génerale de (E).

Il est évident qu’on ponrra traiter cette équation comme la précédente
et obtenir ainsi une équation intégrable avec deux fonctions arbitraires
dans les coefficients, et ainsi de suite indéfiniment.

PARTIE GEOMETRIQUE.

ProBLEME. -— [Ltant donnée une congruence de droites, déterminer
les surfaces coupées par les développables de la congruence suivant un

reseaitt conjugué .

Je m’appuierai sur le théoréme suivant : « Si les (uatre coordonnées x,
¥, 3, t d’un pomt M d’une surface sont exprimées en fonction de deux pa-

ramétres « et v, la condition nécessaire et suflisante pour que les courbes

u = const. et v = const. soient conjuguees est que les quatre coordonndes
satisfassent 4 une méme équation de la forme de celles de Laplace. On sait,
d’autre part, que toute développable formée avee les droites d'une con-
gruence touche chacune des nappes de la surface focale suivant une courbe
dont la tangente en un point de contact est conjuguée de la direction de la
droite de la congruence qui passe en ce point. »

Supposons alors que les quatre coordonnées d’un point M de la surface

focale vérifient I'éguation

076 by 96 |
(@) 5oy H @, oG el =0,

ou e, &, cseront des fonctions de « et de v.
Je supposerai (que les droites de la congruence soient les tangentes aux

courbes 1 = counst. Un point M’ de la tangente au point M aura pour coor-
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donnédes homogénes

dx
{I’= Pm—l—'d—pa

dy
Y =0y+ 3

(4)

RN
.A::--——-Pu H ()V}
F ()F

¢ étant une fonction de « et de ¢ jusqu’ici indéterminée. Si u« et ¢ varient,
M’ décrira une surface; pour que u = const. et v = const. definissent des

courbes conjuguées sur celte surface, il est nécessaire et suffisant que a2/,
7

¥, 2, t' vérifient une méme équation de la forme
26 0 o
-a - b’ﬁ—l—c'ﬁ’:o.

dudy a du

Exprimons ces conditions et éliminons les indéterminées @', ', ¢/. Nous

obtenons l’équation

0:x  dxf odx
Judv du Oy &

2yt oy gy
dudv du  odv ,7"
0?2z dz 9z
dude du oOv
a2t df It
Judv du Ov

tf

Il ne reste plus qu’a remplacer, dans cette équation, &', y, z, ¢’ par lewrs
valeurs tirées des équations (b). Aprés un caleul plus long que difficile et
en supprimant un facteur déterminant, qui n’est pas nul si la surface focale
de la congruence ne se réduit pas a une courbe, on trouve une équation
du second ordre en p qui se transforme dans I’équation (5) de la premiere
Partie par la substitution g = a + o.:

| dh

5 02 o 1 do Jdz o Jz I ox
( ) dx (= a 0T 0 y T dx o dy
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En nous servant des résultats obtenus dans la premiere Partie, nous

pourrons donc énoncer le théoreme suivant :

St x, y, z, t sont les coordonnées homogenes d'un point M d une sur-

face et si ces coordonnées satisfont a wne méme e’quatian

. 20 oh o
(E) S, a5 bdv—}—(,ﬂ_(),

on obtient toutes les surfaces découpées suivant un résean conjugué par
los dé've{oppabies de la congruence des tangentes aux courbes u = const.

en cherchant le liew géométrique du point dont les coordonnées sont

: dx dlog?
X /= X ’
g i
r Ay dlogf
T v Y dy
. 0c_Olog?
T e 7 v
ot dlogZ
r__ 0t -
L= v ¢ v

{ étant U'intégrale générale de I équation (E).

et (- G R =«
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STR LA

REDUCTION SIMULTANEE D'UNE FORME QUADRATIOUE

ET

IYUNE FORME LINEAIRE;

Pae M. H. . POINCARE.

"

Dans un Mémoire précédent ('), a1 étudié les questions relatives a la ré-
duction et & I’équivalence des formes cubiques ternaires. I'ai appliqué,
pour cela, & ces formes la méthode qui avait conduit M. Hermite a des ré-
sultats si intéressants, en ce qui concerne les formes quadratiques et les
formes décomposables en facteurs linéaires; H étant une forme algébri-
(uement équivalente a F et la plus simple parmi ces formes; T étant une

substitution linéaire telle qque la forme quadratique définie
(x® +y*+ )T

soit réduite; jappelle ferme reduite Ia forme HT. On reconnait aisément
que, en général, toute forme est arithmétiquement équivalente & une ou a
plusieurs réduites, et (ue denx formes données seront équivalentes, pourvu
que le systéeme des réduites de la premiére soit identique an systéme des
réduites de la seconde.

Une pareille méthode est applicable a la forme la plus générale, quels

R

(V) Journal de {'Ecole Polytechrique, LI* Cahier.
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que soient son ordre et le nombre de ces variables. En ce qui concerne
les formes cubiques ternaires, y'ai fait

H=2(s* 4334+ 33)+ 6PBx)yz quand le diseriminant n’est pas nul.

H—=ox(x*+ )+ 652y
quand le diseriminant est nul et que de plusSSo,

ou o
TS o et que la forme est indécomposable.

H—=oxd+3axy?+ 35225+ 33y%=

11 — 33?2;}, 4 ¥
posable.

H=2:+6Bxy:
quand S$o, TS o et que la forme se décompose en

un facteur quadralique et un facteur linéaire.

¥
i quand S==T =0 sans que la forme soit 1ndécom-
Oou )

H—az®+ 3323+ 332

H{ — Xy ng T . P
adxty + 33y en un facteur quadratique et un facteurlinéaire.

l quand 3 =T=—o0 et que la forme se décompose

Quand une forme cubique ternaire n’est pas décomposable en facteurs
et que S et T ne sont pas nuls a la fois, cette forme ne peut dériver de I
(que par un nombre fini de transformations linéaires; pour constater I'e-
quivalence de deux pareilles formes, il suffit par conséquent de calcoler
les coelficients d’un nombre fini de substitutions, et de constater si ces
coefficients sont entiers. La considération des réduites n'est done pas né-
cessaire et on se trouve en présence, non plus d'une questton d’Arithmé-
tique, mais d’une question d’Algebre.

Constater si deux formes F et I”', qui sont indécomposables et ou S et
T sont nuls & Ia fois, sont arithmétiquement équivalentes, ¢’est encore une
question d’Algebre; constater s1 I'on peut trouver un coefficient constant
o, tel que F et wl’ solent équivalentes, c’est au contraire une cuestion
d’ Arithmélique, et j'ai fait voir, dans le Mémoire dont je parle, comment
on pouvait la résoudre en comparant les deux réduites extrémes de I’ et
de I’. Mon intention n’est pas de revenir en ce moment sur ce point.

Si maintenant on passe & 1'équivalence des formes décomposables en
un facteur quadratique et un facteur linéaire, on se trouve en présence
d’une véritable question d’Arithmétique, sur laquelle je veux insister un
peu. Fai fait voir qu’on rencontrait dans ce cas des chaines indéfinies de
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réduites se reproduisant périodiquement ainsi qn’il arrive pour les fornes
(quadratiques binaires indéfinies.

Remarquons d’abord que le probléme de 1'équivalence de deux pareilles
formes se ramene & celui de I'équivalence de deux systemes comprenant

chacun une forme quadratique et une forme linéaire. Solent en eflet

S et Ji9,

les deux formes : nous suppasons que fet f, sont linéaires, ¢ et ¢, (ua-
dratiques. Pour (ue ces deux formes soient équivalentes, il faut et il suffit
que les deux systemes

I
A
et
I
S R
ou X eti. sont des constantes choisies de telle sorte que

discriminant de ¢ = discriminant de p.o,

solent arithmétiquement équivalents.
L’étude des formes ternaires de cette sorte est donc ramenée a celle
d’un pareil systeme. C'est ce qui m’a déterminé a entreprendre ce travail.

INVARIANTS DU SYSTEME.

Je dis que le systeme d’une forme quadratique ternaire et d’une forme
linéaire a deux invariants indépendants. En effet, soient

JSir,x,2) et p(x,,2)
les deux formes du systéme; on peut toujours poser
o = of? -+ gh,

oLl get/ sont lineaires pendant que o. est une constante. Solent maintenant

.f;(mnyn zi) el ?‘(J‘I,'}’,, ZI)
LVIe Cahier. o
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un nounveau systeme analogue : on pourra poser

o, = fi+gh.

Il est clair que, si

% =4,,

On dura

=0, =),
pourvu que I'on ait entre x, y, z; x,,7,, z, les relatious lindaires

=/

5=51:
h=h,;

¢'est-a-dire (ue, si ¢ est le déterminant des coefficients des trois fonctions
linéaires £, g, #; &, le déterminant des coefficients de

S o s

le systeme f,, @, dérivera du systeme £, 3, par une substitution de déter-
)
minant <
0

Done, pour que les deux systémes soient algébriquement équivalents, 1l

faut et 11 sultit que

*—=1u9%,,
;. )
=10,

¢'est-a-dire qu’il y ait deux invariants indépendants.
Pour ces deux invariants, on peut prendre :
1° Seit le diseriminant de @ et 'invariant S de la forme cubique fo;
2 Soit le discriminant de ¢ et celni de ¢ + mf*, m étant un entier quel-

COI](,ILI@.
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REDUCTION DU SYSTEME.

Voici la regle que, dans le Mémoire cité, javais adoptée pour la réduc-
tion d’un pareil systeme.

On peut toujours poser
® = Cl.fz —+ g/t,

o. étant une constante, g et & des fonctions linéaires.

Je considérals alors la forme quadratique définie
‘. i
S+ )\.’g2 ~+ -ﬁ/f,

ou A est un parametre arbitraire, et la substitution hnéaire 'I' qui rédanit
celte forme. Le systeme

ST, T

était alors le systeme réduit équivalent a
S ¢
It est elair que, X étant arbitraire, il peut y avoir dans chaque classe
plusieurs systemes réduits. Mais Je montrais ue, si les coefficients de f et
de ¢ sont entiers, ces systémes sont toujours en nombre fini.

Je erois qu’il y a avantage a modifier un peu cette regle.
Si, en effet, g et & sont réels, ona

gh = k*— 2,

en posant

)(,.:g_l_h, Z———g_!&)
2 2

et par conséguent
0= Ot.‘fa—l-ﬂ‘!—— I3

On aura de méme

[ 2 1 2
| kg—f—ih b — -ik

@:mf2—|— ——

l

2 / g}

ou A est arbitrare.
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Supposonsque o soit positif; on considérera la forme quadralique de-

finie

1 2 [ 4
)g—l—ik lg-—-ib>
b

mf? : 2 : 2

/

et la substitution T cui la réduit.
f.e systeme

oT, ST

sera le systeme réduit de ¢, f.
Si, au contraire, o est négatif, on envisagera la forme quadratique dé-

finie

P\ 2 1, 2

N ~ 7 1__

A (el B (it
L ] 2 ! 2

et la substitntion T qui la réduit.
¢'l', /T sera encore le systeme réduit de g, /.
Supposons maintenant que g ct £ sotent imaginaires conjugués,
On pourra, d’une infinité de maniéres, décomposer g/ en une somme
de deux carres.
Soit
gh=Fr+1;

on envisagera la forme

[ -]

s1 &L > 0,

o/ + kP41
— a4 s1 o < 0,

ainst (ue la substitution I qqui la réduit.
¢'l', /I sera le systeme réduit de @, /.
Voiel quels avantages présente ce mode nouveaun de réduction
On sait que, sil on envisage une forme (uadratique indctinme ternaire,

cette forme peut s'ecrire

X2a4-Y*'—72 ou X*—Y:-77,
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ou X, Y, Z sont linéaires, et que les formes équivalentes
(X4 Y*'—Z5)T ou (X*—Y*—-7/%T
sont dites réduites si la forme quadratique définie

(NP Y2 4+ 7247

est elle-méme rédnite.

85

Cela posé, il est clair que, d’apres le nouveau mode de réduction, ¢’
sera une réduite de ¢ quand 9T, /'I' sera un systeme réduit du systemes, f
et, par conséquent, la nouvelle régle de réduction est plus avantageuse

au point de vue des applications de la théorie (ui nous occupe anx ques-

tions les plus générales relatives aux formes quadratiques indéfinies.

Soit
o= Ax'+ Aly' + A" +a2lyz+ 2Bz aBay,
JS=rr—+ ny+vz.

Soit ¢, la forme adjointe de ¢.
Sotent a, b, ¢ des quantites définies par les équations

o.{a,b,c) =2,

les quantités a, &, ¢ seront commensurables.

Cela posé, on sait que la forme

;((z?;—{— btp;,—l— (::p;)” — ofa, b,eyo(a,y,s)

a pour disecriminant o et est, par conséquent, décomposable en deux fac-

teurs hinéaires.
De plus,
' L [] F - »
209+ by ;) =/
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On a done
= ij'E —+ g/&,

ol
0o, —= |
) p(a, b, c)
St I'on pose
ay —bxr—=r=x, cr—az=y,, bz —c)y=ux,,
on aura evidemment
(2) ami+byl+czi:n?

et, 'autre part, on trouve, par un caleul facile,

Hav,+ b9, + co.) —o(a, b,e)o(x,y,5) =9, (2, ¥, 5,)

On a donc

Cp: ?(a’b’c)fn—f_ ?(a,bjc)cpi('xiﬁyw;:)‘

Quant a g, (x,,¥,,5,), on peut le ramener a une forme binaire 4 'aide de
I'tdentité (2) qui donne

ax, + b‘}f* )
¥
¢

c?i('rnfu

et rien n’est plus facile ensuite que de décomposer g, en deux factenrs li-
neaires, ou bien encore de le décomposer en une somme de denx carrés
ou en une différence de deux carrés.

Premier cas.

! . 4 a_
<(a, B, ¢) > 0, et ¢, se décompose en une somme de deax careés positifs.
1 k)

Lia forme o est alors quadratique définie et n’a, par conséquent, en gé-
néral, qu’ane réduite.

l.e systeme f, ¢ ne peut alors se réduire que d’une senle maniere, i sa-
voir par la substitution qui réduit o.
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Deuxieme cas.

[

o 55 < 0, el 0, se décompose en une somme de deux carrés positifs.
" *

La substitution, quiréduit le systéme f; o, est celle qui réduit la forme

—o(r,y, 3)

(qui est quadratique déhnie positive.

I.e systéme f, ¢ n'a done, en général, qu’un systeme réduit.

Troisieme cas.
©, s¢ décompose en une somme de deux carrés négatifs.

Supposons, pour fixer les idées,

v(a, byc)

&, —

> 0.

Comme on u

?=0f 4 g,
011 aura

o =af?— ok — al?,

k et [ étant deux fonctions linéaires, et, par définition, la substitution qui
réduit le systeine f, o sera celle qui réduit la forme quadratique positive

% f? 4kt .

[cl encore le systeme /) o n'a, en général, qu'un systeme réduit.

Quatrieme cas.,

©, se décompose en une différence de deux carres, c'est-a-dire en un
produit de deux fonctions linéaires réelles; ces fonctions linéaires ont des
coefficients commensurables entre eux.

Dans le Mémoire cité, )'ai fait voir que, dans ce cas :

1° L’invariant 485 est une puissance quatrieme parfaite;
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2° [.es systemes réduits forment une chaine limitée a ses deux extré-
mités, et, pour sassurer de I'équivalence de deux systemes, il suffit de
constater U'identité des systémes réduits extrémes.

Ces résultats, démontrés pour Pancien mode de réduction, subsistent
encore pour le nouveau mode.

Cinquieme cas.

o, est décomposable en une différence de deux carrés ou en un produit
de deux fonctions linéaires réelles dont les coefficients sont incommensu-
ables entre eux.

Jal fait voir que 'invariant 45 n’est pas puissance quatrieme parfaite,
et que les systemes réduits forment une chaine indéfinie ou ils se repro-

dusent périodiquement, ainsi qu’il arrive pour les réduites des formes
quadratiques binaires indéhnies.

Ces resaltats subsistent encore avee le mode nouveau de réeduction.

lls permettent de définir des transformations semblables du systéme f, ©
en lui-méme.

Sirieme cas.
¢, est un carré parfait.
Dans ce cas,
¢ (a, b, C) = 0,

d’ou
On ne peut donc plus poser
¢ — ? *Q,;

mals on pourra toujours poser, et cela d’une infinité de maniéres,

® :.:fg ~—+- ibg,

g et /i etant des fonctions lincaires de 2, y, =.
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Dans ce cas, la forme f'>< o, qui est cubique ternaire, est de la sixicme
famille (wour le Mémoire cité), et ses invariants S et T sont nuls.
Nous dirons que le systéme 7, ¢ est réduit par la substitution qui réduit

LI 8 e

‘l-}
)h. 2 2

[ 14

Si fT, ¢'T est le systéme réduit de f, o; 9T sera I'une des réduites de
o définie & la facon ordinaire; or ¢ n'a qu’un nombre fini de réduites;
done le systéme f, © n’aura qu’nn nombre fini de systémes réduits.

Ces systemes formeront, non pas une chaine, mais un résean arfalogue
a celul que 'on rencontre dans 'étude des réduites d’une forme quadra-
tique ternaire indéfinie, mais moins compliqué.

Je n’ai rien a ajouter sur les trois premiers cas ou le probleme est ra-
mene¢, comme on 'a vu, a Ja réduction d'une forme (uadratique ternaire
définie ; mwais je crois qu’ll y a lieu de faire des trois derniers cas une

étude plus approfondie.

ETUDE SPECIALE DU QUATRIEME CAS,

Je suppose que 'on ait mis la forme ¢ par le procédé indiq:_lé plus
haut sous la forme
o )+ gh.

Je suppose que « soit une constante positive et (ue g et /i soient deux
fonctions linéaires dont les coefficients soient commensurables entre eux.

[.e systeme
‘f‘T, q;rl1,

sera reduit, st la forme

o I
! 9 | - a h . I I
4 .:(a.f R e ol I ) 1

est reduite elle-méme.
Nous dirons, avec MM. Korkine et Zolotarelf, que la forme « estré-
LVIe Cahier. [2
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duite s1 elle peut se mettre sous la forme
‘ , ral
b=u, (4 y +§,2)+ u, (r+%,2) + u,z3%,

ous,, L, et {, sont plus petits que + en valeur absoluc, et ou ., est le
minimum absolu de la forme ¢ et ou ., est le minimum absolu de la

forme
ty (r + §y2)" 1,2

Il est clair que, sil’on fait varier & depuis o jusgu’a 'infini, on trouvera
pour Iés coefficients de T différentes valeurs qui donneront différents
systémes réduits du systéme £, . Mais nous nous bornerons & considérer
les systemes réduits qu'on obtient pour Atrés grand et pour % trés petit.

Supposons done A tres grand. Soit

== (x +my —+ nz, [, m, n étantentiers premiers entre eux,
o=x{l,x+my-+nz), Ly m,, n, » »
It =6, + m,y + n,z), lys My, 11, » »
Soient

b, —ml, = DN,
mn, — nm, = DL,

nl, — ln, =DM,

D étant entier et L, M, N étant entiers premiers entre eux.
Je dis que le minimum absolu de la forme

s obtient s1 A est assez grand pour

m]_;, J:]\I, ZxN.

En effet, on a toujours
@f?> ou =0,
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A MOINs (que

tx +—my + nz—=o,

s .

)2;—’—- 0l :}..27
) 2 > ‘.?.?

e

4 MMOIns que

[, x+mYy—+nz—
Soit

(L, L+ m,M + n,N)= A,

et supposons que A 501t assez grand pour gue

1 A2
L i
et
- o " 1 Al
juzL = T "
2 > 2 2
Pour
J":.[;:, f':i“, ,?,IN,
On a
9__ L &3
T A2 o

Six, y, z sont entiers sans (ue

(% +my + nz=o0,
on i

[

-

L

Six, ¥, z sont entiers sans (ue

L x+m,y+nz=o,
on &

Si x, ¥, 2 sont entiers sans ¢tre ¢gaux a L, M, Net si l'on a

lx +my +nz=I0l,x~+my+nz—=o,
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on aura

v=tl, y=tM, z=1IN,

ou ¢ est entier et plus grand que 1.
On aura done

[ 153

) 1At
i=1 bR >}.22

[ =

A2
o

Donc le minimum absola de § s obtient pour
x—=1., y=»M, z = N. C. Q. F. D.

Poursuivons la réduction de §.
Sotent L,, M,, N,; L., M,, N, six nombres eutiers tels que

L 1, I,
(3) M M, M,|=1.
'N N, N,

Posons
L — Lg +LIT1 —+- Lzz-:?
y=Ms+ M, + M,
z=N{+N,7+N,C,

el appelons T, la transformation

I, I, 1L,
M M, M,!:
N N, N,

O aura

T, = LA + o L(l L,+mM+aN)s+{lL,+~mM, +n \r)C]

A% g

12

A2

—+ (L, +~mM, +nN)n4 ({1, +mM,+n N,)C|.

2 L

[.es deux derniers carrés ne conticnnent plus que 5 et Z; ils forment
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done une forme binaire. Réduisons cette forme binaire et pour cela cher-
chons son mmimum absolu,
Soient

{ L, +~mM, + 0N —=

- 7

[ L,+m M, 4+ n N,—--D.
Je dis que les nombres P et () sont premiers entre eux ; en effet, puisque
[ L+m M-+ n N=o,

et que le déterminant (3) est égal a 1, le plus grand commun diviseur de
P et de Q diviserait {,, m,, r, qui sont premiers entre eux.
Je dis (que le minimum de la forme binaire

or_,‘(ZL' +mM, +aN))n -+ (L, + mM, + JI?L\TQ)-Z:J2

ST Qi — PY =5

2

s obtient st A est suffisamment grand, pour

1, = P, C=Q.

Je dis que
({L, +~mM, 4+ naN)P+ ({L,+ mM, + ILN;)Q ===,

car un caleul tres simple montre que cette expression est égale au deter-

minant
.. M N nn,—mn, In,—nl, ml —Im,
DL, M, N I= [, M, N, 5
., M, N, L, M, N,

ou a ce déterminant changé de signe.
Donc, pour

—_
f
N
T
|
Ao

ona

9, =— o D3
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Supposons que % soit assez grand pour que

12?2

> ).

2
Sil’on n’a pas
Qr — P{=o0;
on a

QTI '“"' p‘:il g

puisquer, et £, P et Q sont entiers et par conséquent

| B

6,2"27 > 0.D?,
2
Silon a
Qri — P{: — 0,
$ANS AVOIr
=P, L=Q,
on a
i — p‘f: Z:Qti

t étant un entier plus grand que 1 et, par conséquent,
9, — a.t?D? > a3
Donc a.D? est le minimum absoln de 6, et, si 'on pose
=P+, + P,
;';"_'—Q.TH _I—Qlcl?

ou P, et Q, sonttels que
le — p!Q =1,
stl'on appelle T, la substitation

I O 0
O P l] ’

o Q Q,
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la forme 6T, T, pourra s’écrive
A s - o . AL 2
f’*l('ﬂ+°|fac+°iC4)2+:J‘n(ﬁ|+safl) —|—E-La:1,

ou 1., estle minimum absolu de la forme ternaire pendant que ., est le

minimum absolu de la forme binaire

., (n, 4,0, -+ 11,05

Posons
5 e N Ny
;l :‘:.2'_’_' 01 rll +01 o
. . y Z:
iy — gt G54,
oo 7
-y 9

1

ou 6,, %, 9, sont des nombres entiers déterminés, de telle fagon que

1

i ~ .
'—"§<02+°2<E?
1 Y , B |
3 N - 1
— 1B, 4 <l

ce qui est toujours possible; appelons T, la substitution

T

-

—

oY
[

Il est clair que la forme quadratique définie
6T, T, T,
sera reduite, et que, par conséquent, le systeme réduit cherche sera
ol, T, T,, ST, TQ’I:S.
On peut simplifier ce calcul, Suppoéons, en effet, que la substitution

TITQT:I
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équivaille a la suivante

- " - 4
[l +my+nz= H, <,
{x -+my + nz — He,+¢,%,,
Lo +-my +un,z=H,2,+ 24,4+ 8,
il est clair que I'on devra avoir
_ A
]_11:‘:]: H:D, I{E:::*Ja

et, pour que les coefficients de la substitution solent entiers, il faut et il
suffit que I'on ait

[—eli=m—cm=n—z:n =0 {(modD)
et
g " &4 Ea , € £, %, ; .
[ — 1/ 2 sV =m.— m- ' e Ym
: i T A : — [ ) | AN
| (mml_).
=¥/ L {32 S e, =0 ‘ ’
=D D )=

Je dis que les trois premiéres congruences peuvent toujours étre résolues.
Les trois nombres /,, m,, n, étant premiers entre eux, on pourra tot-
jours trouver trois nombres 2, 1.,, v,, tels que

L, =mw, +=nv ==1.
Les trois congruences donnent alors
gy, =LA+ mu, - nv, (modD).

On trouvera aisément un nombre ¢, satisfaisant a cette condition, ainsi
(qu'aux inégalités

D )
__._2_ <E’:z<;'

L N

Je dis que ce nombre satisfera aux trois congrnences

| —eli=m-—¢m=n—en =0 (modD).
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On a, en effet,

| —e,l,=1— I\ ~+mp,+nv,)l, (modD)
ou

l—ed,=1—1{{,\+mp,+nv,)+p (ml,—Im) +v, (0, —In)

ou

{—edl,=0—~1—p,DN+v,DM=0 (modD).

Soit donc
[ —e,l, =D, m—eg,m —=m,D, n—en,—n,D.

Je dis que les nombres I, m,, n, sont premiers entre eux; en effet, leur
plus grand commun diviseur devrait diviser L., M, N, qui sont premiers
entre cux.

Les trois dernieres congruences deviennent

a !2—5{13——5"2,Emg—-eima——s:,m, (mod%—)-

=n,~— €& N,—E N,==0

On pourra toujours trouver trois nombres %,, w,, v, satisfaisant aux
conditions

}‘3 Zl -+ ;u'ami ~ V3n4

o,

|

M4+ wm +v,n,— 1,
d’ou
M+, m—+v,n=D,

Les trois congruences (4) donnent alors
(5) (}‘322+ }L3m2-1—v3722):—_’:€2,
(6) (MbL,-+p,my+4-v,n) —e (A, +uwm4vn)=c¢ (mo(%—)

La congruence (5) donnera ¢, et la congruence (6) ¢ ; on anra soin de
choisir ces denx nombres de telle facon que leur valeur absolue soit plus

: . A
. ’ !
petite que la moitié de =

LViIe Cahier. 13
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Cela pose, le systeme reduit s'éerira

™ &f-" r ot
O:‘(D'ﬂz_l— 522’:2)2—;—-}"0(?;2%— S P ol W
. v
D%_I‘ €9 %2-

Les caleuls de réduction du systeme se partagent done en trois par-
ties :

1° Caleul de o, v, 8, L, m, n, {,, m,n,l,,m, n,4A D,oulonse
borne a des opérations purement algébriques et & des recherches de plus
orand commun diviseur;

2° Caleul de d,, v.,,v,, A, w,,v,, oul'on aarésoudre des congruences
linéaires trés simples ;

3° Caleul de ¢, ¢,, ¢, ou l'on n’a qu’a chercher les restes de trois -
visions de nombres entiers.

Dans tout ce qui précede, nous avons supposé que o était positif et que
[, m, n €taient premiers entre eux,

Si o. était négatif, on changerait le signe de o.

S1 4, m, n avaient un plus grand commun diviseur D), on poserait

S=/'D,
d’ou
© = szf& e gi&,

et de toules facons on serait ramené au cas que nous avons étudié.

Remarque. — Les considérations qui précedent montrent suffisamment

u'un parei systéme n’est reproduit par ancune substitution linéaire.

Exemple. — Soit & rédaire le systéme

CP______rE__iH“'},.‘E _""‘lflzz,
f::: N 3_)"-———22:.
Iet Ton a
[=1, m==23, n==— 2;
¢ on

=1, b =0, c==1.
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On trouve aisément
99 — f? =+ (x — 22)(8x — 6y +- 203z);

d’ou
—....-.-II .\"-\_"—2'
U‘"“']}"J fo_:.;a
flxl, m,—ao, i, — — 2,
ZEZ/., m2=—3, n,==10,
== — 2, M=o, Ne——1, D=3:
A
__:-_'18.
J

LLa transformation T,T','T, s’écrira alors

Cas

!|°r+ m,)’—l— H{Z:—“
31, + ¢€,8,,

lr +my —+nz =
- -
Lo +-m,y +n,z=—182,+ ¢, 7,+ ¢ (;;

¢, sera déterminé par les trois congruences

i

B

[—e !, = 1— ¢eg,=o0
3 =20 ; (mod3).

m-—azm,:
— 2 1 2:’:22 O

n-—g,l,

-

Il n”’est pas besoin ici de chercher les nombres A, w,, v,, pour voir

(Jue ces congruences se redulsent a

(mod 3},

e, =1
Ou
8221.

Quant 4 /,, m,, n,, on trouve immédiatement

13:0,
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di 4 .
ou les trois congruences

h— ¢ =
—3— ¢ =0} (mod18),
10 + 2€, == 0
d’ou
S’i::ﬁi, 6{::—-—3.

Le systeme reduit cherche est alors

. P A ’
x (DT*2+ s2cﬂ)2 +T0Z2 (?5‘- E-ﬂ —+ &, & Cz)

?ﬁ

D”!12 €954,

¢ est-a=dire

ou, revenant aux variables x, v, z, ¢'est-a-dire changeant £, en z, =, en y,
.
S, €nz,
— bz -ty -2
3y +

on trouverait de méme le systeme réduit extréme qui correspond aux va-
leurs tres petites du parametre arbitraire A et I'on arriverait au résultat sui-
vant :

Pour que deux systemes se composant chacun d'une fonction linéaire
et d’une forme quadratique, ayant mémes invariants et rentrant tous deux
dans le quatriéme cas, soient arithmétiquement équivalents, 1l faut et 1l
suffit qque les deux systémes réduits extrémes de 'un (trouvés comme 1l a
été dit plus haut, I'un pour les valeurs trés petites de A, 'autre pour les
valeurs trés grandes de ce paramétre ) solent identiques aux deux systemes
réduits extrémes de 'autre,
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-

ETUDE SPECIALE DU CINQUIEME CAS.
Supposons que ¢ se mette sous la forme
af®+ gh,

ou g et % sont des fonclions linéaires dont les coefficients sont réels, mais
non commensurables entre eux.

Pour réduire le systeme f, ¢, on cherche la transformation qui réduit la
forme définie

92

(6) @f?+ = g"+ #/ﬁ:@;

et pour cela 1] faut d’abord chercher le minimum absolu de cette forme.

Je dis que, quels ue solent X, g, 4, et f, on peut toujours choisir «
assez petit pour (ue ce minimum absolu s’obtienne en faisant

ou bien, s

(ou 1,, ., ¥, sont des entiers premiers entre eux), en faisant

X==A,, ¥y =u,, Z ==V,
Si en effet
S=le+my+ nz,
ll,—l—i’?’c‘{L,——I— ‘?3\"1:31 Zlg —}—7?2:.1.2—{-!2‘}2::32, Z}-s—i—mcu‘s —{_'an:i&a&

la valeur de la forme (6) pour

X=X, Y = U L =Y,
sSera

o A2,

Supposons maintenant que le plus grand commun diviseur des coefhi-
cients de gk soit F.. l.e produit g/z. ne peut devenir nul pour des valeurs
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enticres de g et de & que si g et /i s’annulent a la fois, et si cela n'a pas
lieu, il est au moins egal a E.

Donnons done i x, y, = des valeurs entieres différentes de A

1 E‘Li et Vi;

si g et t ne s’annulent pas a la fois, on aura

I

Az,
9> ;g +2_1'5/t2>gh> Ii.

Si g et A s’annulent a la fois, on aura

a’:::?xlt, )’:*::L‘t, ::V*!-',

ot ¢ est entier et > 2, d'ou
0 = A% > oAl
St done o, est assez petit pour que

aA?* < K,

le mintmuam de 0 sera o2,

Cela posé, prenons un systeme f, © quelconques; il pourrase présenter

deux cas:
Premier cas.
o A? < K,

Dans ce eas le minimum de 0 se trouve immédiatement, ainsi qqu’on vient
de le voir.

Deuxieme cas.
aA*>E ou =:K.

Dans ce cas on remarquera que I'on peut remplacer le systéme donné
/, @ par le systeme
2
S o+

ou 1 est un nombre quelconque.

Iin effet :
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1° Pour que deux systemes f, ¢ et f,, @, soient ¢qnivalents, 1l faut ct il
suffit que les deux systemes

1 ~ a9 ¥
Sy gHw et Sy g uf,

solent équivalents.

2° Les transformations linéaires que reproduisent le systéme f, ¢ sont
les mémes cue celles ui reproduisent le systeme, fet o + w./*; de sorte
(que, au double point de vue de I'équivalence des systemes et des transfor-
mations semblables, il est indifl¢érent d’cnvisager le systtme £, © ou hien

et ' 2
le systeme f et o + />,

On choisira alors u. de telle sorte que

(oo +w)A* < K,

et I'on sera ramene au premier cas.
Revenons done au premier cas:

Le minimum absolu de 9 s’obtient pour
$:)\{? J/'_—_.::J,l, Z::_"‘JI.

Soient done A,, 1.,, ¥,, A, I,, ¥, six entiers tels que

A, A, A
B, M, My | = 1.
vl vﬁ.‘ v3

Posons
r=2A G4+ A+ %,

Lo
Y= th, &+ yh ~+ 14, C,

] z Ly 1
Z2=VY, G \Jg fl“l"‘*'ac-;

et appelons T, cette transformation linéaire.

. On aura
0T, = a.[AE+ (Al e v, n)n 4 (A L+ 1 m v, 1) ?:3]

Az, 1 -
+(;g-+ “_-.aa’ﬂ)li
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oT, = a[AZ + (0l 4+ pom + v,n)6 + (Al + pym + vor)i|* +ghT,.

[.es formes

(%;g” + —{;/za)Ti et gh'l,

ne contiennent (ue 7 et { et sont par conséquent binaires.
Pour achever la réduction, 1l faut:
1° Chercher une transformation T, de la forme

E: ;‘:4 -i" ]"071; _!_]{'OCI,
]“l'ﬂl+ ]':1 Cl‘?
Z«.z.-qi +]f’ﬂcj'}

1)

¢

]

telle que la forme

soit réduite, et que

— 2 Ak, - Ak, - AR, < 2,
A A

— D ALK MK, AK, <

ce (ui est tonjours possible;

2® Appliquer cette transformation T, au systeme

ST, 9T,

Cherchons donc la substitution T,.
Pour caleuler £,, il suffit de chercher un nombre entier qui soit egal a

Ak + Ak,
A

R pres. On calculerait de méme ff'u.
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Il reste a calculer les quatre coeflicients

k, k&,

(qui forment une substitution linéaire binaire entre v, {etw,,C,; cette
substitution, nous Pappellerons t.
Elle doit étre telle que la forme binaire définie

';g -+ IE [ iT
soit réduite, c’est-a-dire que la forme binaire indéfinie

gh'l', T
soit réduite.

l.e probleme de la réduction du systeme f, ¢ est donc ramené a celui
de la réduction de la forme binaire

ghT,,

et 'on trouve

systéme réduit du systéeme /f;
== le systéme formé de AZ, 4+ (A k, Ak, + Ak,),
+ (8, F A K+ AR)C, etde afAL, 4 (A k, + Ak, + Ak,
+ (A K+ AK + AR, T
~+ réduitede gAT,.

CALCUL DE g.A.T.

Le caleul de o, de A, w,, v,, Xy, $;, Yo, Ayy Py ¥y, ko, b, ne présen-
tant pas de difficnlté, je passe immédiatement au calcul des coefficients de
la forme binaire g/ T.

Soient

o =Ax’+ A'y*+ A"z 4+ 2Byz + 2B'xz 4 2By
LVIe Cahier. 14
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106
et

¢, = forme adjointe de @,

0, =A, 2+ Ay +A 2+ 23,3"3—1— 2B xz + 2l xy;
d’ou

Al = AN — B,

A =AA—-DB, A =AA D",
B == BB — A”B".

B,=BB —AB, B =B'B—A'D,

On sait que nous avons défini a, &, ¢ par les conditions

0. (a, b, c) = 2l

¢, (e, b,c)=1am,

¢, (a,b,c)=an;
on en tire aisément, pour les valeurs de «, b, ¢, les expressions suivantes,

en appelant H le discriminant de o,

aH=A {4+ B m+ B «,
bH=DB{+A m-+ Bn,
cH = B:[ 4~ B, m -+ Ahln.

Si 4, est le plus grand commun diviseur de aH, JH et ¢H, on aura

= &H g o=0H el
T L N

et les valeurs de A,, v,, v,, %,, 1,, v, s’en déduiront aisément.
On sait que la forme

(lx+my +nz)—9(x,y,z)9(a, b, )
se (décompose en deux facteurs linéaires et est égale &

— gho(a,b,c).

O
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Or, d’autre part, cette forme s’écrit

A, (bz—cy)*+ A (cx + az)*+ A (ay + ba)?
+ 2B(ay — bz)(cax — az)
+ aB(ay — bx)(bz — cy) + 2B (bz — ey} (cx — az),

ainsi qu’on I'a vu plus haut, ou bien

¢ [(bz —cy), (cx — az), (ay — bx)];

d’ou 'on tire

9 [(bz—cy)y(cx—az),(ay —bx)]
' ¢$(a,b,c)
g [{piz—viy), (vie— A2}, ny —pix)] .
CE’()qa JE ”1)

g!&:

Une premiere remarque importante, ¢ est que

o, ({,m,n)H
@()"H[}"HVJ)ZJ ( ) "

i Bf
Posons done
[ [ SRR
[?(J-uP-ts Vi) =T
Considérons la transformation
PR VY %
1 — | %y Mo g |y
1\"’l v? vﬂ

et appelons L,, M,, N, les mineurs qui correspondent a %, w,, v,, de
telle sorte que

}‘lLl +E‘L|Iui +“'1N1:: 1,
12 l-_J‘ —I— !L2BI’ —I—Vz N! — 0,
}.3L| —+- p.sﬁl, —I—V3N4= 0
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Appelons de méme L,, M,, N,; L, M, N, les mineurs, tels que

)“l I—‘:—F:Lihlz‘_}‘ ‘J|N2=O, }‘ILs_:_?‘ilws_}_"iNa: Q,
AL, + M, +v, N, =1, ALy 4~ v, M, + v, N, = o,
ALy, +w, M, 4-v,N, = o, ALy 4w M, v, No= 1.

On aura évidemment
E-L’z —_— Vi J""‘._"'Z IJJ 'ﬁ —_— I12 P-.:,
7, (L'—}\l 5 == Ma'ﬂ — I\I,_,f:,
}\‘y__' E-Llet‘:: Ngrf. — Nac;
d’ou

ghT,=7ve.[(Lyn— 1,0, (Myn — M, 0), (N;v — N, 7).

Supposons que
gh'l', =P+ 20Q+L + R,

il viendra

P=vo,(L,,M,N,),
R =79, (L,,M,,N,),
2(Q) = T[La o (T, M,,N,) M, cp'[y(Lz,MQ, N,) -+ N, 9'1;(712,)-'12,N'2)].

CALCUL DU DISCRIMINANT (Qf — RD.
On a

r

%(Lacg_,m-i— Matp'v.—i— N, 9,.)?
—o,{L,,M,, Ny)o, (I.,, M,, N,).

] 9 .
% (Q'—RP) =
Remarquons que I'on a identiquement

forme adjointe de ¢, = ¢H.
On a done, d’aprés une remarque déja faite,

I

?E(Q’-——- RP)=Hg¢[(N,M,— N,M,), (I, N,— L,N,), (M,I., — M,L,)]
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ol
T g H>?
F(Q — RP) =Heo (A, n,,v,) = ra?cp,(l,m,n)
ou enfin
0,
Qﬂ_RP: 'TH:-G—

s1Q,({,m,n)=0.

Calculons maintenant le plus grand commun diviseur de P, Q, R. Si E -
est le plus grand commun diviseur des trois nombres entiers

o, (L, M, N, ¢, (L,,M,,N,)},
%[Ln CP;:c([J3? 1\13? N3) —+ ‘:“2 <P'.I) (L3s 1“33 Na) -+ N2 CPJIz(]-‘a‘.I Ma: Ns)J?

vE sera le plus grand commun diviseur de P, Q, R, de sorte que le dé-
terminant de la forme primitive ¢ de laquelle gh'T, est dérivée s’écrira

(e determinant doit ¢tre un nombre entier.
Une fois les coefficients de gh'l', connus, les procédés ordinaires de ré-
duction des formes binaires donnent immédiatement les coefficients de la

substitution 7, ce qui permet d’achever completement la réduction dn
systeme.

TRANSFORMATIONS SEMBLABLES.

I.'un des prohlémes les plus intéressants que peimet de reésoudre la re-
duction des formes ou des systemes de formes est la recherche des substi-
tutions semblables.

Soit £, ¢ un systeme de formes quelconques, algébriquement équivalent
a un systeme canonicgue quelconque F, ¢, de telle sorte que

f:FT, (P:@T

Dans certains cas, les seuls qui soient intéressants au point de vue arithmé-
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tique, on pourra trouver une infinité de substitutions T qui permettent de
passer du systéeme F, @ au systéme f, ¢; supposons donc qu’on ait a la
fois

f:FT,, (‘?
S=Fr, ¢

(I)";”

ik

2'

Soient T, et T, deux substitutions a coefficients entiers, telles que les
formes ¢uadratiques définies

]

(£ 4y +2%) 7,1,
(2% +y" 2% 7, T,

soient réduites ; les systemes

ST, T,
JT,, oT,

seront par définition des systemes réduits du systeme f, ¢.
Si ces deux systémes sont identiques, de telle sorte que

S =/T,, oT,=¢T,,
il est clair que
fT, 17 =/, o1, T, =g,

de telle sorte (que
T,T;"
sera une substitntion semblable du systeme /, o.

Si donc, dans la réduction successive d’un systeme, on rencontre deux
systemes réduits identiques, on pourra en déduire une substitution sem-
blable.

Je dis que, réciprogquement, on obtiendra ainsi toutes les substitutions
semblables. En effet, soit S une pareille substitntion; on a, par hypo-
these,
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Soit
f: FTH C?""_— ‘st
et

forme (v + y*+ 2%) 7, T, = réduite,

de telle sorte que f'F,, ¢'T', soit un systeme réduit de f, o.
On aura évidemment
f=Fr,5, o =7, S;
la forme
(x® 4~y +2")7,5.87'T,
sera réduite, et, par consequent, le systeme

FS'T,, ST,

sera réduit. De plus, 1l est clair qu’il sera identique a f'',, ¢, ¢’est-
a-dire que la substitution S pouarra s’obtenir par le procédé exposé plus
haut.

Appliquons done ce procede au cas qui nous occupe. Soient

STy T,
VA PTE 2 I

deux systemes réduits de /, ©. L.e premier de ces systemes réeduits s’ écrira
y P y ;

en conservant les anciennes notations,

AL 4 (A k, —+ Ak, + Ak 1, + (A, k- Ak, M) G
et

(A2, 4 (A, A, 4+ 3k, + AR 7, + (A k4 A&+ M) G P+ gh'T 7,

ah’l', 7 étant une des réduites de ghT,; le second s’écrirait d'une facon
analogue

My (A K, MK AR 1,1 (LK A K ) T,

et

[AZ, 4+ (A5 A K - AR o, + (AR 4+ AR+ AR) L 1P+ gh'l 77,
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a/'l', 77, étant une autre reduite de gh'T,, telle que la substitution s'é-
crive

=K 1,-+ k¢,

(= Ky K

32"

Pour gue ces deux systemes réduits soient identiques, il faut et il suffit

que
(gh)' V', v = (gh) T, 7,

Ak Ak, M= Ak + ALK, + Ak,
AME A K A= A K ALK 4 AR
d'ou
Mk Ak, = AK + ALK

A).
L ALK =8 AR (mod &)

Cherchons d’abord les substitutions qui reproduisent (gh) T, ~.
(gh) T, T est une forme binaire indéfinie; supposons qu’elle soit égale
a un coefficient constant multiplié par une forme primitive

b=pad+oqnC +ri.

Il est clair que la forme !.Ia, et par conséquent la forme (gh)T, T, sera re-
produite par la substitution

1, = (t — qu) 7, — rul,,

qupu'ﬂz : (t | qu)cﬂi
ou t et 1z sont des entiers satisfaisant a

t* — (g —rp)u’ =1,

si la forme | est proprement primitive, et ou 2¢ et 2u sont des entiers sa-
tisfaisant a

4 — 4 (¢*—rp)u’ =4,

si la forme ¢ est improprement primitive.
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St 'on applique cette substitution a

(A k, = Ak n, - (A K - Ak
il vient
[(Ak, Ak (6 — qgu) + (A F + AR pu] .,
+ [(A,F = A& (¢ + qu) — (M k, + Ak, ree] 5

d’ou

(3ah = A3k,) (2 —qu) + (3, K + A,k ) pu = Ak, 4+ A k)| (mod 4)
) ) mod
(A h -+ A k) (6 + qu) — (Ak, + Ak, ru = Ak + Ak

ou, posant
Ak, 4+Ak =y, ALK +A K =w,
on doit avoir

vt u(pw —qv)=v (mod A).

I

i

Wt - 10 (g — rv)

Soit o le plus grand commun diviseur de ¢, & ¢t A; soit 5 celui de ¢
et de w. Ces deux congruences pourront étre remplacées par les sui-

vantes :

1 T

p [

;(t—qu)—{—-;pu:; ) A
f kmod 7)-

145 g

g

v W L
A ;(t—l—gu.):

Multiplions la premiére par ru, la seconde par t — qu et ajoutons; mul-
tiplions de méme la premiére par ¢ + gu, la seconde par — pu, et ajou-
tons. En remarquant que

& — (g —rplut =1,

Nnous aurons

Vr. _I_T{-" t _h__'l'v

- i G'( —qlé):; A
(mod —>,

(t + () Y opu=" °

u'( qu c-p =

LV Cahier. 15
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Fon

Py — gy ¢ — 1y A
21t _q — oy ™ =9 (mod )
J -~

T

Soit 9 le plus grand commun diviseur de

Y — — A
F QW" C]V pIV et -
I’ oy F

Ces denx congruences se réduiront a

A
20 =0 (mod —)-

o
Premier cas.

Ce A . )
l’ ' e a; 2 » B » ¥ * " ]
[ forme px® 4+ 2qxy 4 ry” est proprement primilive; p est mpar,
it et £ dolvent étre entiers. Dans ce cas les congruences se réduisent i

A
iw=o0 [(mod=),
ob
d’ou
Y — W Y — DWW : A
- v =y P¥ — o (mod = ):
"y L)y ::i
iy w
t—= - \
(mod —)
o d
=~
T T /
on

A
t =1 (luod;)-

Denxiemne cas.

. -y A :
La forme px®+ aqry + ry* est proprement prinntive; — est pair.

k
Dans ce cas, « et ¢ doivent étre entiers, et 'on doit avoir

= o0 (nmd 3—),
2 5)



REDUCTION SIMULTANEE D UNE FORME QUADRATIQUE. 115

d’ou
re — g qy — pey ( A )
I7 = u = 0 mod =
3 T 2.‘?,
et
A
{ == (mod —)
20
De plus
2. o Qp[j ry — quv
1 (¢ I)G_ et ——u—yp

et, d’'antre part,

20, ¥ 208 gv— pw
A (t l)f.r et A u 54

doivent étre de méme parite.

¢ w R . A 'Y — g ) —— PV
Or - et — ne peuveul; etre pairs tous deux : de méme . et 9 P
o3 a ? ] =)

ne peavent étre pairs tous deux.

Cela posé, il peut se présenter deux cas :

1% 1" — g5y
ID —_ et __q_.
5 g

et, d’autre part,
v gy — pv

& et ol

sont de méme parité, et alors les congruences se réduisent &

A
t—1=ull=o (modi} t—i1=ub (1110(:]——-);
20 P

2° Ou hienles nombres

W Py — v
—_— et ______g__._,
T Fex?,
ou les nombres
$/ e 1%
— et ‘?—f_
o ol

ne sont pas de méme parité, et alors les congruences se réduisent a

R
t —1=ull=o (mod;)-
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) LR |
Trowsieme cas.

[La forme pa® + 2gxy -+ ry® est improprement primitive. Dans ce cas,
an et 2¢ sont entiers, et I’on trouve immédiatement

-

2l =a(t—1)=o (mod—j—‘),

o

B=1 (mod2), g —rp=1 (mod 2).

Mais cela n’est pas suffisant, il faut encore que les parites de 24 et de
o satisfassent 2 certalnes conditions.

Pabord 2« et 2¢ doivent étre de méme parité; car

48 — 4 —rp) =4 =0 (mod2);
d’ou

At*=AQu* et ot = au.

NDeux cas a considérer :

b I A » L A b LY
1° S P est pair, 2u et 21 doivent étre pairs, a cause des congruences

2l =2(t—1)=o0 (modé);

L

et ces congruences se réduisent a

b

A
Wi=t—1=o (mod-—)-
20,

Fnvisageons maintenant les congruences

|_§(t 1) 7] Aol

(S) ' * ’ ) (\mod#%)-

I

5
N: !
W v—Im =
— (¢ 1) -+ 20 7 =0 ‘
3 ‘ af J
Puisque
p=r=o0 (moda2), g=1 (mod 2),
i’_ . I?EV — ff"' (I’ o q'lV -_— .
e e I (mod 2).
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Posons done

A A
}—1= —7, 1wl = —uy,
20 20

ces congruences se rédniront a

v o
;(T*{—-‘U):

)

(T+v)=0 (mod2)

. 13 w .
O, l}lllSqlle — ¢ —sont pl'emlers entre eux,
G‘ -

T=v (mod 2)
ou

rd

t — 1 =16 (modé.)-
g

.- A . . A . . .
27 D H.E est impair, 2¢ et 2 penvent etre pairs ou mpairs, et par con-

séquent t et n peuvent étre entiers ou fractionnaires.
Les congruences

. __ 1 AN
2l =2(t—1)=o (moda)

LI

éqniva]ent aux suivantes

z(t—l);—}—zu@pwp_quo

] QQ A
(l]]O{l—):
iv T —— I ;
z(t——-l)——l—zuﬁq — O £
T )

/

lesquelles équivalent anx congruences (Z), pourvu que les nombres

(¢ — 1) =+ af L2215,
T 76
(t—1)2 210
T 79
- soient entiers, ce qui exige que
v pw—agv __
‘ —— U TR
2(t —1)= + 20— =0,
v qw —ry ‘
z(t—l);—i—auﬁ 5 =0 (mod 2),
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O

vV

—|a2(t —1) + 24l = %’[i(z‘—— 1} +2ufl| =0 (wmod2)

)

g

2(t—1)y=240 (mod2).

Résumons-nous. Le probleme des transformations semblables se ra-
niene au caleul de nonibres ¢t et u satisfaisant & certaines conditions.

Cing cas peuvent se présenter, puisque le deuxieme et le troisieme cas se
snbdivisent. Soit

q* — rp = Q.

Premier cus.
{ et i« sont enthiers :

2 / A® A
P — Qu* =1, U=9o kmod—-), I =1 (mod—)-
po P

Deuxieme cas.

t et 1 sont entiers:

12— Qu=—=1, t—1=ul=o (nlD(li)a

20
‘&
t— 1 =19 (morl )

2

Trotsieme cas.
i et @ sont entiers :

2 - A
1 — =1, t—1=ull=o ("md?)'

Quatrieme cas.
t et 1 sont entiers :

2 - A
—Qut=1, t—1=ufi=o (mod—),

% 6

A
{— 1= uf (mmlg)- :
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Cinquieme cas.

2t et 2/ sont entiers et de méme parite :

40— 4Qu* = 4, 2(t—1)=2ubl=o0 (mod%)-

Nous allons maintenant discuter ces conditions.

Considerons les nombres complexes de la forme

a—{—b\/E!.

On sait que les nombres entiers de cette forme, qui satisfont 4 la con-
dition

@' — =1,
sont les puissances d’'un certain nombre entier complexe

a,+ b, \/ﬂ

Dans le cas particulier ou Q est impair, il peut acriver aussi ut'un
nombre complexe fractionnaire

c4+d y’fﬁ.

3

ala

b

ou ¢ et d sont entiers, mais impairs, satisfasse a la condition
¢+ d*Q=4.

Dans ce cas, tous les nombres complexes entiers de la forme « -+ & ‘/m,

: . . ¢+ d\/Q
ou [ractionnaires de la forme v

, sont les puissances d'un meénie
nombre fractionnaire
e, + d, \/.(_.).

2

Nous retrouvons, en passant, une remarcue deja faite autrefois par Ei-

<y -+ f/i Vrfi

sentein. Je dis qu’en supposant que ce nombre existe, 1l est la
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racine cubique de a, + b,\/ﬁ. En effet, a,+ b,1/Q est une puissance de
c, + d; \JQ

y et c'est la plus petite de ses puissances qui solt uh entler com-

plexe.
. = d, JQ : :
Or, puisque ’1+;' V> est fractionnaire et (que
¢ —d*(l =4, Q=1 (moda),
on aura
c,=d, =1 (moda).
De plus
01+d{\fﬁ -_ Cﬂ-l—-dg.ﬂ C4d1
(aEdaB) A al | edy g,
or

¢c,d,=1 (mod 2);

done la deuxieme puissance est fractionnaire.

Au contraire,

N d 2\ B3, 20 3 d + 0 =
("' '\/>—__—"* e

2
cette valeur se simpliﬁe a cause de

¢ = § + d?Q,

ce qui donne

¢i(1+42Q) " d(3+ d7Q) \/ﬁ
- i

2

Or 1l est clair que

1+ dQ=3+d Q=0 (moda);

dong la troisiéme puissance est entiére. Done elle est égaled a, + b,4/Q.
C. Q. F. D.

C.‘+(I|VIIE

2

Cette remarque permettra toujours de reconnaitre sile nombre

existe.
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En résumé, les nombres ¢ et « seront tels que le nombre complexe

t—{—u\/ﬁ

soit 1ne puissance suivant les cas de

a.,—{—f),\/ﬁ ou de et dive

2

Nous allons voir commentla théorie des congruences complexes permet
de trouver toutes celles de ces puissances qui remplissent [es autres con-
ditions auxquelles sont assujettis les nombres ¢t et .

DES CONGRUENCES COMPLEXES.

Nous dirons que deux nombres complexes 2z + b \/ﬁ et ¢ + d\/ﬁ sont

congrus, par rapport au double module o + £41/Q et ¥ + 64/Q, et nous

SeTIrons
a+b\Q=ec+ d\/ﬁ [mod(tx. _ ﬁv@, Y+ 3\/@)]

quand on aura

r

¢~ am—+vn,

o
f

d—~+ [Sm—+on,

m et n étant des entlers.

Si I'on représente le nombre complexe a -+ b /2 par un point dont les
coordonnées sont @ et b, si I'on divise le plan en parallélogrammes ayant

pour somm_ets

.
om—+yn, Em-—+ on,

& des nombres congrus correspondront des points correspondants de ce
réseau parallélogrammatique.

leprésentons ce réseau par la notation

LVI Cahier. G
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de maniere a pouvoir ecrire

— _ oL
a—l—b\/!_.!:c—l—d () (mod N ,
VI
\ i
ce réseaun peut étre remplacé par un réseau équivalent, et, parmi les re-
seaux equivalents, il y en a toujours un plus simple que les autres et (ui

est de la forme

o
| (0 <o)
L o

| voir mon Mémoire Sur un mode nouvean de représentation des formes
giadratiques définies ow indéfinies (X1.VII® Cahier du Journal de { ' Feole
Polytechnique)|. .

Par rapport & un réseau quelconque, les nombres entiers complexes se
repartissent en un nombre fim de classes.

Deux congruences complexes peuvent toujours étre additionnées si elles
ont lieu par rapport au méme réseau.

Si une congruence complexe a lieu par rapport i deux réseaux diffe-
rents, elle a lieu par rapport a lear plus petit commun multiple.

Telles sont les ressemblances des congruences complexes et des con-
gruences ordinaires; voict une différence importante : une congruence
complexe ne pourra pas toujours étre multipliée par un nombre entier
complexe. 1l fant, pour cela, ue le réseau qui sert de module soit un
nombre complexe idéal.

De méme, pour que I'on puisse diviser une congruence complexe par
un nombre entier complexe, il faut et il suffit que le module soit un nombre
complexe idéal et soit premier avec le nombre entier complexe par lequel
on veut diviser la congruence.

Pour toutes ces propositions, je renvoie aun Mémoire cité plus haat.

Done, en résumé, si le module est un nombre complexe idéal, le caleul
des congruences complexes est le méme que celui des congruences ordi-

naires.
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Rappelons enfin les conditions pour qu’un résean

soit un nombre complexe idéal; ces conditions sont

rv=vy=o0 (modf), alyy (mod%)-

[N
[

Une proposition importante :

Puisque le caleul des congruences complexes ayant pour module un
nombre complexe idéal est le méme que celui des congruences ordinaires,
les résidus des puissances d’un nombre entier complexe (par rapporta un
nombre complexe idéal premier avec lui) se reproduisent périodiquement.

CALCUL DE ¢ ET DE .

Nous pouvons maintenant calculer ¢ et #; nous savons que

lf—l—-u\/ﬁ:: (ﬂl—]— Z),\/ﬁ)m ou t—f‘”\/ﬁ:(cu_*—di\/g)m’

m étant un entier, et cet entier va étre deéterminé par une congruence
complexe. Examinons successivement les cing cas qui peuvent se présenter

et que nous avons enuméres plus haut :

Premier et troisieme cas.

On a
- A
t —1=ul=—o (mod;)-

On peut donge écrire la congruence complexe

O

t—l—u\/ﬁ:——-jl mod

A
5

Le module de cette congruence est un nombre complexe idéal; car 9 di-
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vise {}, et, s1 @, + b, \/ﬁ est le plus petit nombre entier complexe dont la
norme soit I'unité, on aara
f + u \/ﬁ:: (a, + b,\/ﬁ)m;
d’ou la congruence
(ai —+ b,\/ﬁ)’nz 1.

Si l'on fait varier m par valeurs enticres, on verra les résidus de
(@, 0, V()" se reproduire périodiquement; si & est le plus petit nombre,
tel que
(a,, + b, \/Q)EE 1,

la condition nécessaire et suffisante pour que

(a, ~+ b, \/ﬁ)mz I

sera
m=o0 (mod#).

De plus, on verrait, comme pour les congruences ordinaires, que £ est

un diviseur du nombre des residus premiers avec le nombre ideal

A
0 —

p
A O
pﬁ

De méme on sait que, si @ est premier avec b; si k est le plus petit nombre,

tel que
ad=1 (modb),

k est un diviseur du nombre des résidus (pris par rapportab) et qu sont
premiers avec . Nous avons icl un résultat analogue qui se demontrerait

identiquement de la méme fagon.

Deuxieme et qzmtri&m.e cas.

On a

A A
t —1=ull=o (mod—), ! — 1 = ul (mod—)?
2P P
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ce (qui equivant a la congruence complexe

_..}_ A
— 210
z—[—u\/LlEI mod R P

I.e module est-Il un nombre complexe idéal ?
[.es conditions énoncées plus haut se réduisent ic1 A

0°=CQ (mod 26)

Ol

95%? (mod 2).

Dans le quatriéme cas, la forme px®+ ag.xy + ry® est improprement

L] * L] - * L [ ] L} Q
primitive : son diseriminant Q est donc impair; donc § et 7 sont tous deux

impairs, ¢'est-a-dire que la condition est remplie.
Résumons les hypothésces relatives au deuxieme cas :
La forme p2® + 2gxy + ry® est proprement primitive;

A -
P_9 est pair;

(35 v — g A = r
—et - qﬂl -sont de méme parite;

7

Y ot qy — pwv

s 7h

On peut faire sur les parités de p, ¢, r les hypotheses suivantes :

sont de méme parité.

p=qg=r=1 (moda2a),

p=r=i, g=o0 (mod32),
pP=g=1, r=o0 (mod2),
g=r=1, p=o (mod 2},
p=1, g=r=o0 (moda),
r=1, g=p=o0 (mod2).

Dans les hypothéses 2, 3, 4, on a

Q=1 (mod2);
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d’ ou

0=

(mod 2).

I

| §

Dans 1'hypothese 1, on peut supposer

e =o0 (mod2);

_'_"'..l’

« | T

mais alors

qp_;pw =1 (mod :2.),-

r V qV'—P"v - A - r
et, par conséquent, = et =——— ne seraient pas de méme parite.
? ' s ol

Cette hypothese doit donc étre rejetée, ainsi que
—_— e ]
~=1, -=0 (mod 2).

‘On doit done supposer

1w

if
if

1 (mod2);

d’ou

v — g — Py
P =T"F" =6 (mod2);
T 3

v — qﬂ)

d’ol1, puisque =1 (mod 2),

=0 (mod2).

Dans I'hypothese 5, on a

gy -—pw __

|
alE
E]

-

<9
s

T

et

Y —gqw ___

|
o
El
=
=3
=

a

On ne pent donc supposer

10

If

1, =o0 (mod 2).

Qi<

7
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Soit
v W
- =1, —=0 (mod 2).
On aura
Gy — pw __ gy — pw __ | '
—— =0, = (mod 2),
d’ou

f=o (mod 2).
Soit maintenant

; = | (ﬁlod 2).

i

On aura

ry — gw 4y — pw
— = o,
5 o)

=1 (mod2).

Cette hypothése doit donc étre rejetée.
Dailleurs, il est clair que'hypothese va se traiter comme ['hypothése 5.
’ou il résulte que denx cas peuvent se présenter :

Premiere hypothése :

Seconde lypothese :

= o, =1 {mod=2).

[

Dans la premiere hypothese, le module de la congruence complexe étant
un nombre idéal, tout se passera comme dans le premier et le troisieme cas.
Dans la seconde hypothése, 1l s’agit de résoudre une congruence com-

plexe
A A
20 p

A
_— 0
:ap’)

(u, - b, \/ﬁ)m: t 4 e \/ﬁ =1 mod

dont le module n'est pas un nombre 1déal.
Soit

t—1—~u\/§§1, t’—l—u'\/.(..lzl.
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Quelle est la condition pour que

(t—l— w\/ﬁ)(t"“i— u’\/ﬁ) =1/

On aura
, A
wl=uwb=o (mod—) ;
2p
' ’ A
t — 1= ub, ' —1 =" (mod;)-
Soient
> — o) —a), 0= wf
;_O-—é"—"“gd’. ZJ-—OL.., H»--U..;, ....—-—-—(.’J.

Pour que
(t —+ \/Q)(t’—l— u,'\/ﬁ) =1,

il faut et 1l suffit que
ful + d'th = o (mod i)

2
et
A=t +udQ —¥ul) —td/'l —(=o [mod(g = 2&.9)].
Or
A==t(t'—1) +(t — 1) + Wb — ab ('L 4+ %)
on

A == ot + alfh 4+ 220l — al (¢4 + 1), )
‘ (mod 2a9),
A=odn(1 — '+ alwl) = a*000 (0 — §)

de sorte (ue la condition cherchée

A=o (modi\)
F

se rédnit a

oA (0w —B)=0 (mod 2).

i

Or, par hypothese,
w—0=1 (moda2).

Il faut done et il suffit que 'un des trois nombres a, %, A" soit pair. Or, st
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A est pair, on aura

p A
° 7

t - \/Q.E I mod N
\ Ea O

En résumé, si deux nombres complexes sont congrus a 1 par rapport
an module

N
s
o

| ou

S=0+1 (moda),

de telle facon que le module ne soit pas un nombre idéal |, pour que leur
. . P 4 . . A . .
produit soit également congru a 1, il fant et il suffit que —; soit pair ou

209 ‘
cque I’un des deux nombres donnés soit congru a 1 par rapport au module

A
Q —
e

A
F—ﬂ O

Cela pose, nous pourrons, dans I'hypothese qui nous occupe, distinguer
deux cas :

A t pair
Eﬁ €5 Ia.

Alors le produit de deux nombres congrus a 1 est toujours congru a 1,

Si donc £ est le plus petit des nombres m qui satisfassent a la congruence

4 A
(a,—}-b'\/ﬁ)mz ! mod QAF ] ,
-;56 O

LVIe Cahier, 17
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tous les autres sont des multiples de #, c’est-a-dire que tout se passe comme
si le module était un nombre complexe idéal.

. - - - - . LY

Nous devons toutefois faire une distinction importante. Dans le cas ou

le module était un nombre complexe idéal, les nombres

(a,—f—b{\/‘:’)m et (a,-{-bi\/ﬁ)mj‘

étaient congrus entre eux quel que soit m.
Ici cela n’aura plus lieu en général, 4 moins que

A
03
-\ k {
(a,'—|— bi\@) =1 mod . .
= 0
pﬂ
mais on aura toujours
A A
( b fﬁ)m—-— ( b T}')m+2k d 2.3 P
a,+ b, \/Q) = (a,+ b,/ mod| | :
— 0
2 ch

de sorte que la période sera, en général, non pas k, mais 24, De plus, 4
est un diviseur du nombre des résidus pris par rapport au nombhre idéal

A
O ——

P
- O
el

et premiers par rapport a ce nombre idéal.

. A L
2 -2—@- est mpair.
Soit
A A
D P m_ : QP p
(25) ((tl-l—b{\/‘....)) =1 mo¢l \
— 0
gpfl

une solution quelconcue de la congruence. Cette solution nous fournira
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une substitntion semblable du systeme f; 0. Le carre de cette substitution

sera également une substitntion semiblable, de sorte qu'on devra avoir

aa
(a,+b, \/ﬁ)m—zl mod 2: ]
. 2 50 0

Or, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, cela ne peut avoir lieu que sil’'ona

’ O .g. Ry
(26) (¢, +5,(/Q)"=1 [ mod|
E;._[j 0

On peut donc remplacer la congruence (25) par la congruence {26) dont

le module est un nombre idéal; on est donc ainsi ramené aux cas déja
examinges.

Cinquieme cas.

at et 2u sont entiers et de méme parité.

41 — JutQ =4, 2(t—1)=2ub (mndg)-

Ict le nombre ¢t + « \/ () peut ne plus étre entier complexe; mais les nom-
bres de la forme a -+ b\/ﬂ, tels que 2a et 26 solent entiers et de méme
parité, jouissent de propriétés qui les rapprochent des nombres entiers.

Nous les appellerons, pour cette raison, nombres integres.
La somme ou le produit de deux nombres intégres est un nombre in-

tegre.
Cela posé, on devra avoir

A
/ o = |\

— 249

t 4+ u\/Q = mod '
+ uy/ )

2 o]

cetie congruence pouvant étre résolue, soit en nombres eutiers, soit en
nombres intégres.
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Je dis qu'une congruence prise en nombres Integres par rapport au
module

A
0 -

20
A 0
zpﬁ

peut ¢tre multipliée’ par un nombre intégre quelconque. 1l suffit, en effet,
de faire voir qu’on peut la multiplier par

V&j et lfkvﬁj.

2
Soit, en effet,

a +b\/ﬁ:——:0;
oh aura

A A
4 == .— E}*'__—f',-—r)
29 zpi

r . A A A + r
o et {J étant entiers pendant que «. et 5~ sont de méme parité.
)

Iin multipliant par \/ﬁ, il vient

fﬂAQ;ma\/i

i
295 20

|

= 0.

Je dis que cette congruence est vérifiée; en effet,

A A
v {)=o0 (mod—),
293

2p

L] &-]l ’ + A
puisque {3 et ¢ sont entiers; de méme

A A
o—=0 (mod—]},
29 2 o)

puisque & et § sont entiers.
1 +/0

2

A /B o« A /LF ab\ o
;—EJ'(‘FJ+5>+;—P§(;+T>\/--:0

s 1l vient

En multipliant par
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Ponr que cette congruence soit vérifiée, 1l faut et 1l suffit que

g%+m5ﬁ+m950 (mod 2);

or, pulscgue

Il
I}

=] {2

1 (moda),

il faut et il suffit que

2+a=o0 (moda2).

* L] L A & » - L]
Or, puisque, dans le cinquiéme cas, 5 est impair, et ue 'on doit supposer

I b~

[:’:iza,

3 (mod 2),

s

ceite condition sera toujours remplie.

G’est dire que toute congruence en nombres integres, prise par rapport
ai1 module

A
O —_—
20
A . ’
apﬂ

peut étre multipliée par un nombre integre quelconque, ¢’est-a-dire qu’elle
Jouit des mémes prc:-priétés que les congruences complexes en nombres
entiers prises par rapport a un nombre 1déal.

Cela poseé, la congruence qu’il s’agit de résoudre pour avoir ¢ et «
s’écrit

— 0 —
— ’ A WVONT 2
t—l—u\/ﬂ=(ci+ A ) =1 mod d .
2 A
—_— O
zpﬂ

La discussion de cette congroence est absolument la méme que celle que
nous avons faite dans le premier et dans le troisiéme cas.

S1 4 est le plus petit nombre qui, substitué a m, satisfasse a cette cou-
gruence, les autres seront ses multiples.
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De plus, on aunra, quel que soit m,

(c., +d, \/ﬁ)mH_ (c. +d, ;/ﬁ)m
3 L]

[P

2

Urnie fois m connu, on aura sans peine ¢ et «, et la connaissance de ¢ et de
« permettra d’éerire immcédiatement les substitutions semblables du
systeme £, o.

Remarque. — Au commencement de ce travail, j'avais défini de la
facon suivante les systemes réduits formés d’une forme linéaire et d’une

forme quadratique :
« On dit que le systeme £, ¢ est réduit, si I'on peut écrire

to=of"+ gh,

g et L étant linéaires et o positif, et si I'on peut choisir & de telle sorte

que la forme définie

)o lfzs A iy ;
. 8+ 3 53

er | .'
a 2

soit reduite. »
On a vu que, si % est suffisamment petit, cetle définition revient 4 la

suivante :

On dit que le systeme f, ¢ est réduit quand g/ est une forme binaire
réduite en y et en z et quand les coefficients de y et de z dans _f'sont plus
petits en valeur absolue que la moiti¢ du coefficient de x.

De plus, on a va qu’'une transformation tres simple permet de rendre
% aussi petit que I'on veut. Il est donc plus logique et plus simple de s’en
tenir, quel que soit o, a cette seconde definition; c’est ce que nous ferons
toujours.

Mais ce n’est pas tout. Dans cette seconde définition, j'ai dit que gk
doit étre une forme binaire réduite et y’ai entendu par la une forme telle

que

) 2

1 r
lg—l—ih lg—ih

. 2

soit réduite.
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Mais 1l y a une infinité de manieres de définir les formes binaires ré-
duites indéfinies, et & chacune d’elles va correspondre une facon nouvelle
de définir les systemes reduits tels que /; ©.

Cette définition nouvelle conviendra aussi bien que celles qui précédent
4 I'objet que nous nous proposons, c'est-i-dire a la recherche des condi-
tions d’équivalence des systémes et de leurs substitutions semblables. On
pourra done choisir dans chaque cas particulier celle qui conduira aux
calculs les plus rapides.

Par exemple, on pourra appeler forme réduite toute forme binaire
indéfinie dont les coefticients extrémes sont de signe contraire. On peut
alors, par un caleul trés simple, déduire d’une forme réduite une forme
réduite équivalente et contigué, de sorte qu’on arrive trés rapidement a
écrire toutes les réduites d une forme donnée.

Clest de cette derniere définition que nous ferons usage dans I'exemple
numérique qui va suivre.

E.remple numerique. — Soit

S=x+y+z,
¢ ="'+ 4y’ — 3"+ 22y + 223 + 2¥z.
On a
l=me=—n=1;
d’ou les trois équations
a+ b+ c¢=—1,
a+4b-+ Se=1,
a—5b—13c=1;

d’ou 'on tire

a=1I, b — C—0
et, par conséquent,
G, =1,
}H:I! Ly =0, v, = 0,
A, = 0O, h,—=—1, v, =0,
hy == 0, Uy == O, Y, = 1,

L=
|
HLP
|
L=
|
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On a, d’autre part,
o(a, b, ¢)=1;

d’ou
—gh=19 — f*=3y"— 2z’
I.e probléme est donc ramené a la réduction successive de la forme

3y*— 22%;

3y* — 23 est elle-méme une reduite, et 'on trouve immédiatement que
la serie des reduites de cette forme s’écrit comme 1 suit :

Jy*— 2z,
y'—4yz— 22°,
y*— 2yz — Hz?,
y'—62,
y*+ 2yz — 52°,
¥ hyz — 23,

2

Jy? — 2z?,

et se reproduisent ensuite périodiquement. Dans ce tableau, chaque ré-
duite se déduit de la précédente par I'une des substitutions

ou
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Soit
ko &
k, &,
I'une de ces substitutions.
l.a substitution correspondante
S
o k, Kk |
o k, £k

(qui réduira le systeme f; ¢, devra satisfaire a la condition

— 2 <Ak A Ak, AR, < 2
ou
*_;- < kl +k2+ko< '_;-1
d’ou
k,=— (k,—+£k,).

De méme

ky=— (k,+£,),

de sorte que la suite des substitutions qui réduisent f, ¢ est

I — I —1 r —2 —1 I — 2
0 I o |, 0 I o |, 0 I
0 0 1 0 I L 0 1
t —o —5 I —2 —7 1 —2
0 I 2 |, 0 I 31, 0 I
0 1 3 0 1 4 0 |

1 —I1 —g

0 5 4 ;

0 6 5

Lvre Calier.

18
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’ou, pour les systemes réduits de £, o, le tableau suivant :

X, £ — 3y <+ 2z’

x, x* — y* 4 4yz -+ 23°,

x, x*— y*+ 2yz + 537,
: x*— y? 4 622,

: x?—y*—oayz—+ 5z,

X, at— iy — Ayz + 23°,

x, x®— 3y* + 2z°.
De plus, si
I —7  —1 [ —11 —Q
T=1]o0 1 o |, T, =}o 5 41,
0 ) 1 0 6 5

les substitutions semblables du systeme f; ¢ seront les puissances de

1 —10 —8
T,T'=1lo 5 4 .
0 § 51

On aurait pu arriver au méme résultat directement.
Kn effet, 1c1

et 'équation

1 — Qu* =
admet, pour sa solution la plus simple,
=23,

it =2,

ce qui conduit, pour la substitution semblable la plus simple de g4, a

54'

6 5
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’on autre cdté, les congruences auxquelles sont assujettis les nombres ¢

lﬁ . + « g - . .
et & ayant pour module =, qui est ici I'unité, sont toujours satisfaites. Done
P

les nombres
t =3, == 2

sont bien ceux qui correspondent a la substitution semblable la plus
simple du systeme f, ¢; c’est dire que cette substitution est de la forme

1k, K,
o 5 4 |
o 6 5
et, comme elle doit reproduire
x4y -+,
elle aura pour coeflicients
ko_—_-—-—m, 5‘0:—8.

C. Q. F.D.

Deuvxieme exemple. Soit a trouver les substitutions semblables du

systeme
14x 4y —+ 2z,

r:— 062",

Ona
Q =06,

et les substitutions semblables devront étre de la forme

. vk, K
o t Oul,
O i 4
{)il
(t—{—u\/ﬁ)z(ﬁ—{—g (i)m,
pulsque
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=2 est la solution la plus simple de
1*—0ut=1.
On est donc condnit aux congruences suivantes

t +2u=1 (modi4).

G+ 2t —o,
el
¢ =1, w—= 2,
A
¢C=1I, P:I:- '—:lda
£
' — ' T — DWW
7T =6, TPy 0 = 2,
o a
A

—=7=1 (mod 2).

De plus, la forme est proprement primitive, de sorte qu’on est dans le
premier cas et que les congruences se réduisent &

4

i

I (mod 14},

=0 (mod 7 ).

f

On peut d’aillenrs retrouver ces congruences directement.
Reprenons

I + 2u

f

I
(mod 14).
bu+4-2¢t =9

Multiplions la premiere par — 6u, la seconde par ¢ et ajoutons; il
vient

»

2(52—I6M2)Eﬂt———6u (mod 14).
Multiplions de méme la premiére par ¢, la seconde par — w; il vient
t* — 6=t — 20 (mod14).

A cause de larelation
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ces congruences se réduisent i

i

2t — On
(mod 14),

t— 22U

l

(jui, Jointes aux premieres, donnent

12u=4u=o0 (mod14)

ol

7/

Il

o (mod 7),

su=o0 (mod14),

i

t =1 (mod14).

[.a recherche de t et de 1 se ramene donce a la résolution de la con-

gruence complexe

t—l—-lt\/6=(5—|—2\/6)m51, mod

7 O

Or on trouve que, par rapport i ce module qui est un nombre complexe
1deéal,
)= 7464/,
54 21/6)' = 9-+2y6,
)

— 1,

ot
+
b
<_
<l
I

tl

[ §
+
[
<
if

L |
_}_
W
S
=3
il

T T e e e

[
T+
H -
S
-y
pa—

L1

if

oy |

(%)
=

)
_|_
v
=
\-_.-‘\,__.:\-._..r‘
It
L =~}
A
S

et que par conséquent on aura, simet wsont des entiers quelconques,

(5 + 2 \/G)'"HP'E (5 - 2\/6)'".
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[.es valeurs de ¢ 4+ u\/6 nous est donc donnée par

(5 -+ 2\/6)32 460Gg201 +- 18819920\/3.

La substitution semblable la plus simple du systeme est done de la
forme

I k K

0 Q

o Aboggao1 112919520 |,

o 18319920  40609g201

et, comme elle doit reproduire

1jx 4y ~+ 2z,

on aura
1 =144, + 83739041,
2 =14k, + 205117922;
d’ou
k, = 5931360,
k= 14651280.

U

Doue, les substitutions semblables du systeme

142 +y —+ 2z, y*— bz
sont les puissances de

1 5918360 14651280

o 46ogg2o1 112919520 |.

o 18819920 46oggao1

gt (- Mt —_—
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DEUX THEOREMES DE M. BERTRAND

Par M. GrorgeEs OSSIAN-BONNET.

Supposons que d'un point A d’une surface (3) on trace sur celle-ci et
dans toutes les directions des lignes géodésiques. Prenons & partir du
point A, pour chacune d’elles, un arc AM de longueur constante g, le
lieu des extrémités M sera une ligne de la surface a laquelle nous donne-
rons, pour abréger, le nom de circonférence géodésique, de centre A et
de rayon p.

Nous appellerons aussi cercle géodésique la portion de la surface com-
prise dans une circonférence géodésique.

Cela posé et considérant g comme infiniment petit principal, il est ntile
de connaitre le périmetre de la circonférence géodésique en ne négligeant
ue les infiniment petits d’ordre supérieur au troisieme et I'aire du cercle
géodésique en ne négligeant que les inliniment petits d’ordre supérieur
au (uatrieme.

Ces problémes ont ¢té posés et résolus pour la premiere fois par
M. Bertrand ; MM. Puisenx, Diguet, Faye s’en sont ensuite ocecupés. Nous
nous proposons d’en donner ici une nouvelle solution uniquement fon-
dée sur des considérations infinitésimales et entierement i Vabri d’objec-
tions.
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Je ferai usage d’une série de propriétés données autrefois par M. Ossian
Bonnet, mon pére, dans ses Lecons de Géométrie infinitésimale de la
Sorbonne, et que je vais d’abord rappeler.

1° Soit f(«) un infiniment petitavec «, d ordre p et dont A a? représente
la valeur principale. Supposons que f (o) ait une fonction primitive I (a.)
bien déterminée pour o. = o et pour o trés petit; I'(a) — I*(0) sera infi-

niment petit d’ordre p -1 et aura a?*' comme valeur principale.

p+1
[in effet, on a, comme on sait,

Fla)—1I(0) £(B)

¥ (p )P

(3 étant compris entre o et o.. Faisons decroitre o indéfiniment et d'une
maniere quelconque, 3 décroitra aussi indéfiniment, mais non pas d’une

maniere quelconque. Quoi qu’il en soit, comme /(&) a Aa® pour va-

leur principale, le second membre tendra toujours vers : done

P+
] o P+ pour valeur principale.

F{o) —F (o) estd’ordre p 4+ 1 et a Pi

A ce théoreme fondamental, on peut ajouter les deux propriétés sui-
vantes :

I (o) étant toujours une fonction primitive bien déterminée, pour
o. = 0 et pour o snffisamment petit, de l'infiniment petit f(a.), si f(a)
est d’ordre supérieur a p, F () — F (o) sera d'ordre supérieur a p - 1.

Sil'on a

Joo=a-+ bo 4+ co’ ...+ mot,

en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur & p, on aura

F(2) =T (0) -+ ao+ 20’ + 5 o' +. . . e,

en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur a p + 1.

2° Soit f(x,r) une fonetion de deux variables indépendantes x et y.
Regardons celles-ci comme les deux coordonnées cartésiennes d’un point
variable dans un plan, de telle sorte qu'a chaque systéme de valeurs de «

et de y réponde un point du plan, et réciproquement qu’'a tout point du
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plan réponde un systéme de valeurs de x et de y. Si nous prenons un
point déterminé A du plan répondant aux valeurs a et & de x et de y et
un point variable M répondant aux valeurs a~+ /% et b4k de x et de y
et pouvant occuper toutes les positions dans l'intérieur d'un contour
ferme tracé autour du point A dans le plan, 'accroissement ue subira

/' (x,7) quand on passera dn point A au point M, c’est-a-dire
fla-+h, b k) —f(a, b),

sera en valeur absolue, quelle que soit la position de M, toujours infé-
rieur a une quantité de la forme Kpg, ou K est un nombre déterminé
positif et fini et ¢ le plus grand rayon vecteur partant du point A et abou-
tissant au contour.

Posons, en effet,

h=\/I* + k* cosa, — \//z* + A*sina,

el supposons, ce qui a toujours lieu, sauf dans quelques cas particuliers
dont nous ne tiendrons aucun compte, que les dérivées partielles par
rapport a x et par rapport a y, 4 (x,y) et y (x,y) de f(x, y), existent
et restent respectivement inférieures en valeur absolue a des nombres
déterminés, positifs et finis N et P pour tous les points situés dans I'inté-

rienr du contour; nous aurons d’abord, en considérant \//ﬁ ~+ k* comme
I'unique variable dont f(a + /A, b -+ k) dépend,

Sfla—+t, b+ Fky— f(a, b)
— \//.:,2 Ny & [cosmt{;(a + QA b+ 0k) + smay (a 04k, b -I—B/f)],

6 étant compris entre o et 1.
Posant ensuite

Y(a+0h, b+ 0k) =/ (@+0h, b4 0k)+- 77 (@a+-0h, b+ Bk) cosp,

s (a-+0h, b4+ 0k)= \/({ﬁn(a—l—ﬂ_/a, b+ 9k7+7f’ (a—|—-6}‘;, b—+0k)sing,
LVIe Cahier, 19
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1l viendra

Flat Ty bt k) — F(a, b)
=\ = BV (a4 00, b+ 0k) + 1% (a 400, b+ 0K) cos (o — ¢),

ce qui prouve que la valeur absolue de f(a + %, b6 + k) — f(a, b) est

toujours inférieure a \/7¢2;¥——it5 \/'P?—|—N2 et, par consequent, que \/ .+ N?
est une valeur convenable de K.

Parmi les nombreuses conséquences qui résultent de la propriété pré-
cédlente, nous signalerons les deux suivantes :

Considérons sur une surface quelconque un point déterminé A et nn
point variable M pouvant prendre toutes les positions dans l'intérieur
d'un contour fermé décrit antour du point A sur la surface. Soit d’ail-
leurs une fonction-point relativement a la surface, ¢’est-a-dire une fonc-
tion (qui ne dépende ue des deux coordonnées rectilignes ou curvilignes «
et ¢ par lesquelles on détermine la position des différents points de la sur-
face, I'accroissement que subira cette fonction quand on passera du
pomnt A au point M, en suivant un arc de courbe quelconcue tracée sur
ta surfuce, sera en valeur absolue, quel que soit M, inférieur a une quan-
tité de la forme K g, ou K est un nombre positif et fini et o le plus grand
rayon vecteur géodésique partant du point A et aboutissant au contour.

[in effet, rien n'empéche de supposer que u et ¢ soient deux des coor-
données cartésiennes, x et ) par exemple; 'accroissement dont il s’agit
sera alors en valeur absolue, quel que soit M, inferieur & une quantité de
la forme K \/74_“_:1_—?5, en désignant comme plus haut par 4 et £ les acerois-
sements que subissent u et ¢ quand on passe du point A au point M et

par K une constante positive et finie; mais \/A* + £*, qui est ici la pro-
jection sur le plan des xy de la corde de I'are du rayon vecteur géodé-
sique allant de A a M est moindre que cet arc et par suite que p; on peut
donc dire aussi que l'accroissement est, en valeur absolue et quel que
soit M, inférieur a Kop.

Les dénominations et les notations précédentes étant conservées, pre-

nons en outre un plan P dont la direction soit fonction-p]an relativement
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a la surface, c'est-a-dire tel que les cosinus directeurs a, b, ¢ de son axe
solent des fonctions-point relativement a la surface; I'angle ¢, compris

n L]
entre o et - du plan P correspondant au point M avec le plan P carres-

pondant au point A, sera, quel que soit M, inférieur & une quantité de la
forme Ko. En effet, si 'on appelle Aa, 46, Ac les accroissements que

subissent @, &, ¢ quand on passe du point A au point M en parcourant
I'arc p, on aura

2 81N +2 == \/lazﬂ{- Ab* - Ac?

|

d’on

m

2
£ =

VAV Sy vo)

b][l—

par suite

£ < ——\/3(& + AbT A,
\/2

X
en observant que la fonction de x, pr— croit avec x tant (que cette variable

ne deépasse pas ; Mais chacun des accroissements Ae, Ab, Ac est toujours

moindre qu'une expression de la forme Kg; donc ¢ est aussi toujours
moindre (u’une expression de la méme forme.

Indiquons encore quelques propriétés géometriques qui ont aussi été
données par mon pére dans ses Cours de Géométrie infinitésimale.

3° Soient (C) une courbe gauche, AMB un arc de cette courbe, ABla
corde correspondante ; menons au point A la tangente AA’". Je dis que le

plan de la corde et de la tangente sera para]]éle a une seconde tangente
ayant son point de contact entre A et B.

En effet, projetons (fig. 1} sur un plan perpendiculaire & la tan-
gente AA'. Soient (¢) la projection de (C), amb la projection de 'arc AMB,
ab la projection de la corde AB. On sait que toute tangente a (¢) est la pro-
jection d'une tangente & (C), le point de contact de la premiere tangente
étant d’ailleurs la projection du point de contact de la seconde. Or la

courbe (¢) étant plane, il existe une tangente a (c¢) paralléle a ab et dont
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le point de contact m est entre a et &; donc il existe aussi une tangente

Fig. 1.

{C)

2
o

/
./

)

———— e e —

O

l

3|

a (C) parallele au plan projetant de AB, ¢'est-a-dire an plan BAA’, et dont
le point de contact M est entre A et B.

Remargue. — On peut dire aussi que le plan de la corde AB et de la
tangente BB" au point B est parallele & une autre tangente dont le point de

contact est encore entre A et B.

4° Reprenons la courbe (C} et 'arc AMB. Déterminons (fig. 2)I'indica-
trice sphérique % de (C) en menant, dans une sphére de rayon 1, des rayons
respectivement paralléles aux tangentes de la courbe (C); soient o et &
les points de cette indicatrice sphérique (ui correspondent aux points A
et B de (C) : d’apres ce que nous venons de démontrer, le plan de AA” et
de AB sera paralléle au plan du grand cercle qui passe par o et un cer-
tain point u. de (%) compris entre & et 2; de méme le plan de BB’ et de AB
sera paralléle au plan du grand cercle qui passe par [ et un certain point v
de (%) compris entre & et 3; done I'intersection des deux plans A’AB et
B'BA, c’est-a-dire AB, sera parallele au rayon de la sphére qui aboutit au
point de rencontre des deux arcs de grand cercle o et 2v. Nous appelle-
rons ce point de rencontre v, et nous ferons observer qu’il se trouve
toujours dans I'intérieur du triangle sphérique formé par la corde sphé-
rique a.8 et par les ares de grand cercle tangents a (%) en o et .

(ette propriéte, qui fait connaitre approximativement la direction de la
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Y

corde AB par rapport a celie des tangentes a la courbe (C), menées anx
différents points compris entre A et B, va nous conduire a la solution de
deux problémes, dont nous tirerons parti dans la suite.

Cherchons, en premier lieu, une limite supérieure des angles que la
corde AD forme avec les tangentes AA" et BB i la courbe (C) en A et B.

Fig. 2.

Ces angles sont les distances angulaires du point y aux points a.et 3 ; done

ils sont moindres que la corde «f2, parsuite que 'arc a3, lequel est égal
. ds . : . C s
i IT_; en appelant s 1’are variable de la courbe (C) compté a partir d’une

origine quelconue, r; le rayon de courbure a 'extrémité de cet arc et
'intégrale étant étendue depuis A jusqu’'a B. Mais, o désignant la longueur
de 'arc AMB et r le plus petit des rayons de courbure de G parmi ceux

qui se rapportent aux différents points compris entre A et B, I'intégrale

(s . - . .
— est moindre que %; donc cette derniére expression est une limite su-

3 7 l-'

périenre de chacun des angles BAA" et ABB'.

Remarque. — On peut dire aussi que £ est une limite supérieure des

?
angles que AD forme avec les plans bitangents a la courbe ((i) au point A

et au point B. En effet, ces angles sont egaux aux distances angulaires du
point v aux deux arcs de grand cercle normaux i anfi aux points o et {2;
ils sont done respectivement moindres que les distances angulaires ya,

1B, c’est-a-dire que les angles BAA’, ABD'.

Cherchons en second lien une limite supérieure de la différence entre
Pare AMB que nous appellerons toujours ¢ et sa corde AB que nous ap-
pellerons g,. |

Considérons plus généralement la différence s — s,, ou s désigne 'are
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variable AM de (C) et s, la corde correspondante. Sinous prenons la dé-

rivée par rapport a s de cette différence, nous aurons
{(s — l , :
) =~ C0 =1 — cos AMM = asin® AMM < - (AMM)?,

I
ds cls 2

MM’ érant la tangente a Cen M et AMM désignant I'angle aign de AM avec
MM'; mais,d aprés ce gqui précede et par un a fortiori, AMM est < ;; 7 étant,

comme plus haut, la constante qui représente le plus petit des rayons de
courbure de la courbe (C) parmi tous ceux qui se rapportent anx points
compris entre A et B; donc ona

d(s—sy) |
ds g ) s - <o

. 1 8% ., A
Cela prouve que la fonction de s: s — s, — 5 décroitlorsque s croit de

o & ¢; or cette fonction estnulle pour s = o; done elle est négative pour
s > o et 2 o : donc on a, en particulier,

5 1P
PP T 0
d’ou I'on deduit
L p?
Corollaire. — Appelons g’ la projection de g, sur le plan bitangent i

la courbe (C) en A, de telle sorte que g’ =g, cosg, en appelant ¢ I'angle
aigu de AB avee le plan bitangent a la courbe (G) en A ; on sait que ¢ est
< ;, d’ou

oﬂ

CosQ > cosg > 1 ——

9 2’

donc on a

par conséquent,
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A tous ces préliminaires nous ajouterons encore, avant d’attaquer la
solution des deux problemes qui font I’objet de ce travail, la détermina-
tion de I'ordre infinitésimal et de la valeur principale du périmetre Cde la
circonference géodeésique ayant A pour centre et g pour rayon spheérique.

Projetons la circonférence géodesique sur le plan tangenta la surface (8)

en A soit (' le périmetre de la courbe plane fermée representant la pro-
!

jection. Il est d’abord aisé¢ de voir que lim % =1, quand p décroit indéfi-

niment, ce qui permet de remplacer G par C'. En effet, soit ds un élé-
ment quelconque de C et ds’ 'élément correspondant de C’, on aura

ds’' — cosfds,

en appelant 8 Vangle que la tangente a la circonférence géodésique, en
un point M de I'élément ds, fail avee le plan tangent en A ; mais cet angle
est égal ou inférieur a celui du plan tangent en M avec le plan tangent en
A, car I'angle d’un plan avec une droite est tout an plus égal & 'angle du
plan avec un autre plan passant par la droite; d'ailleurs la direction du
plan tangent étant une fonction-point relativement a la surface, 'angle du
plan tangent en M avec le plan tangent en A est, quel que soit M, moindre
qu’une expression de la forme K p, K étant une constante positive et finie,
Donc on a, pour tous les points M,

<< Kp, cosd>cosKo>1—

par suite

ds > ds’ > ([ — K%E) ds, '
et enfin
d’ o1t
Cf

Im = — 1.
&

4 . . rFoo. . .
Il reste maintenant & trouver I’ordre infinitésimal et Ia valeur prmc:pale
de C'. Rapportons la courbe dont €' est le périmetre, ¢'est-a-dive la pro-
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Jection de la circonférence géodésique, a un systeme de coordonnées po-
laires, pourlequel A soit le pole. Appelons g et ' les coordonnées d'un
point quelconque M', projection du point M de la circonférence géodé-
sique: p’ sera la projection de la corde du rayon géodésique, égal a g, qui
aboutit au point M, et, d’apres ce qu’on a vu plus haut, on aura

P>P'>P(l—§-;:;>;

r est ici variable avec le point M de la circonférence géodésique, caril re-
présente, comme on sait, le plus petit des rayons de courbure de la ligne
géodésique allant de A a M parmi tous ceux qui se rapportent aux points
compris entre A et M, rayons de courbure qui sont d’ailleurs des rayons
de courbure de sections normales & la surface, a cause de la propriété ca-
ractéristique des lignes géodésiques. Mais 1] est clair que, si I'on désigne
par R le plus petit rayon de courbure principal de la surface, parmi tous
ceux ui se rapportent i tous les points renfermés dans I'intérieur de la cir-
conférence géodesique, r ne pourra Jamais étre inférieur a R ; on pourra
donc le remplacer par i}, et 'on aura

P>P’>(l*§%)9;

tnégalités qu s’étendent maintenant, sans qu’on fasse varier R, a toutes les
valeurs de ¢ ou a tous les points M’ de la ligne plane fermée dont C' est le
périmetre. Ceci posé, il est tres aise de trouver une limite supérieure et
une limite inférienre du périmetre C' dont la valeur en p’ et «' est

G {12:&' \/—{?—?2 + Pfi:';?'mfz';

en effet, on a d’abord

2T A2
f \/EZPH—I— szdwfg ~ J pfdb}f

) 4]

(|ni est égale i 2T (1 —
y

Ll e

- o
- 135

“"-—-r"/
ol
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puis

| fo‘n\/ﬂ’P'*+ o" de" < fomm—k fomP’dm'<f0H\/3F”+ 2730

mais, en appelant M, M,, M, ..., M, les valeurs maxima de ¢’ que I'on

rencontr successivement, lorsqu’ondonne i ' toutes les valeurs, depuis
celle # qui correspond au premier de ces maxima M, jusqu'a o + aT,

et m,, m,, m,, ...,m,les valeurs minima intermédiaires, on a

‘]0-2 x\/m ___ﬁ\]; a+2t\/d9’2

= (Dll —- '_“2—{— }Ig_l_ . -+*Mu)
— 2(m,+’n2+ma+' : '+‘m’n)

‘ 2 Ps L 4 ‘."‘3
<,1u.p~——2n(p s RE) =3
done
R 3
72 79 r2 - - 4 f
Jﬂ \/dp + g dw <z4.p+§nm-
3 4 $
Ainsi (' est compris entre 27p — g ﬁ—g et 2P + :i,: n 1%—2; par conséquent,

ce périmétre est du premier ordre et a ap pour valeur principale; car 2,
quoique variable avee p, peut toujours étre supposé fini.

Occupons-nous enfin de la détermination du périmetre C de la circon-
férence géodésique de rayon g en ne négligeant que les infiniment petits
d'un ordre supérienr aun troisieme, et de celle de I'aire A du cercle géodé-
sique correspondant, en ne négligeant (ue les infiniment petits d'un ordre
supérieur au quatricme.

Supposons que les différents points de la surface S soient rapportés au
systeme de coordonnées, qu’on peut appeler coordonnées polaires géo-
désiques, et qui ne sont autres que la longueur g de 'arc de ligne géodé-
sique allant du point fixe A au point M (on sait que cette igne est unique,
pourvu que le point M soit suffisamment pres de A), et Pangle w sous le-
quel la ligne géodésique AM coupe une autre ligne géodésique fixe issue
du point A.

LTI Cahier, 20
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Gauss a, le premier, considéré ce systeme de coordonnées et fui a reconnu

les deux propriétés suivantes :
Les deux systémes de lignes de coordonnées se coupent partout i

angle droit.

2° Si I'on appelle ¢ la fonction de g et de w quireprésente 'are de cir-
conférence géodésique de rayon p, compris entre la ligne géodésique ini-
tiale «» = o et la ligne géodésique quelconcque, qui coupe la premicre sous
I'angle w, ona

de
e __ o
(l) da2 dw — T R’

R et R’ étant les rayons de courbure prineipaux de la surface au point p, t.

Pour ne faire des empronts u’a des théories élémentaires bien connucs,
nous donnerons ici des démonstrations directes de ces deux propriétés;
ce qui, du reste, n'a pas encore été fait ¢ue je sache.

Appelons « une quelconque des coordonnées cartésiennes rectangu-
laires , ¥, z d’un point quelconque dela surface, et posons, pourabreéger,
quelle que soit o,

¢(x) +9(r) -+ p(z) = Ze(w);
le cosinus de 'angle ¢, sous lequel se coupent les deax lignes coordonnées

¢ = const., v == const. qui déterminent la position d’un point de la sur-
face, sera

I Ju du
de 10 dp
Juw
* ’ r . d dfl . r -
Consitdérons le second factenr o 3 seulement et difféerentions-le
par rapport a g, il viendra
N 2y du N Jdu d%n

Tz O ek O 03

d Y (du du
le plenner ternie (]lll est cgal — Z — est nul, car =1; le
2 0w dp

second est aussi nul; en effet, les trois valeurs de J‘ sont pmpou tmnnelles
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aux cosinus directenrs de la tangente i la ligne coordonnée p = const.;
0 u

-2
()ia

les trois valeurs de

sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la

normale principale a la ligne géeodésique v — const.. ¢’est-a-dire de la
| | g q y

dic 3*n
Jw d;:.ﬂ

I'angle de la normale a la surface, avec une tangente a cette surface au

normale & la surface; donc est, 4 un facteur pres, le cosinus de

méme point, et, par conséquent, est égal a zéro. 1l résulle de la qu’on peut

|20s€t

v Jue du de -
7o 3% == s~ cosi = [ (w);

= . dc r L] . = »
ce (qui donne, — élant toujours positif pourvu que g soit suffisamment
? O

petit,

do =
C_}_(.r_) >——}— .[‘2((0);

d’ou, en intégrant par rapport a @ de o a 27,

C >fm—|— F*w dw;

mais C devient nul avee 9, cela ne peut étre qu’autant que F{w) estiden-
tiquement nul et, par suite, que si I'angle ¢, sous lequel se coupent les deux
lignes coordonnées passant par un point quelconque de la surface, est
droit. La premiere propriété due i Gauss est ainsi démontrée.

Passons a la denxieme propriété. Je pars de la relation

de 2 die \ 2
dro “Z((ﬁi ’

et 1'en déduis successivement, en différentiant deux fois par rapport a p,

du
d*e dw J*u
Jw dp T dc dw d.f: ’

—

dw

du Ou
. S Pa 0 Odw Q) dw Pu
( l) dw d3* dwdg dp de : 2‘ de Ow dg*

Jw Jd

-
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Occupons-nous d’abord du premier terme du second membre : comme

du Jdu du
a0 de  Ow L dic ‘dm | dc d dw
dw 97 “’BE dw e _dmdp de = Odw s dc
dll] g d[l] a—[_ﬂ
Ol 4
dut Jdu du du \ 2
du 9 Ow L d2¢ ow 0 Jw do d dw _
dw dp dp de T dw do 2 de da de 0&12 ;3:5 dc !
du O Jo Jdu
or
Ju du
dw 0 Jw
Z de do dc’
Jo  de
(i est egal a
dun *

b |
S e
(vl
B
LY

est nul, car

=

dne
Jw _
dc -

——

i)

2

puis, en observant que, pour un méme point de la surface, la tangente &
la higne coordonnée p = const. et I'axe du plan osculateur a la ligne coor-

domnee = const. coincident,

’ dun 2
V(2%
dannd \ Up O

do

est évidemment le carre de la torsion de la ligne coordonnée « = const.;
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[ n A ]
appelant donc - cette torsion, il viendra

p
du

d2u 0 Jdw . de 1

dw dp dp de T Ow ;)-'-;’
dw

reste & évaluer . Construisons ( fig. 3) I'indicatrice sphérique de la ligne
IJ

coordonnée »» = const. Soient 1. le point de cette indicatrice correspondant

i un point quelconque M de la ligne coordonnée et 1, le point infiniment

voisin de 1. répondant au point M,, de la méme ligne coordonnée, infini-

ment voisin de M; si nous menons les arcs de grand cercle tangents a l'in-

dicatrice en w et 1, 'angle aigu 7, sous lequel ces ares se couperont, sera

I'angle de torsion de la ligne coordonnée; de plus, 'arc infiniment petit
MM,

1., aura méme valeur principale que > en appelant r le rayon de cour-

. \ ’
bure de la ligne coordonnée v — const. De la résulte d’abord (ue > est

égal a
Y| I
- 2
B
ﬂ r - " . - -
le rapport —- étant pris a la limte. Menons maintenant les arcs de grand
el |

cercle normaux en et 12, al'indicatrice spherique, lesquels auront leurs

plans respectivement paralleles aux plans tangents a la surface en M et M,
Ces ares normaux se couperont sous un angle v en un point 1. dont la

distance angulaire & w considéree a la limite sera représentée par 6. Me-
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T Yy ’

or Tk 1K . . " . oo , roon
nons encore 1w et appelonb — Ny — Ty Ty les angleb TRV TR

2

P 7 w.o.r, o f H ! /i
o, ww, w0 les triangles rectangles wiwwt et wp, u” don-

ileront

- - ' ’I’ . - ’ ;
sint,, = sin7, coswu’, SULT,, == SINT, COS ML, 1L ;

d’ou 'on conclut aisément

.y . . Y . T . rsinb
Ilm—,i :Ilm—{-?- :Il]‘l'l—,l:k—,2 =]lm—*,-:]1m : ':-::C()Se;
", P 7 +Y‘2 L 4
d’on
: "
lim — = cot?,
adad
ce qui donne
[ ]
I N i”lailgl}

~ | - Y - 3
Cette valeur de 5 quoique tres simple, n'est pas celle dont nous nous

servirons; nous allons la transformer et y introduire les rayons de cour-
hure principaux de la surface au poiﬁt M. Nousavons dit que 7 est le rayon
de courbure au point M de la ligne géodésique » = const., nous pouvons
ajouter ue c’est aussi le rayon de courbure de la section normale a la
surface correspondant a la tangente MM, de la ligne ©» = const.; quant a
'angle §, il est égal évidemment a I'angle que la tangente MM, fait avec sa
conjuguée : cela résulte de ce que, les plans des grands cercles pu”, w, 1"
étanl respectivement paralleles aux plans tangents i la surface en M et M,
le point 1" est, a la limite, I'extrémité du rayon paralléle a la limite de
I'intersection de ces deux plans tangents, ¢’est-a-dire I'extrémité du rayon
paralltle & la tangente conjuguée de la limite de MM, ou de la tangente MM,,.
Ceci posé, considérons l'indicatrice de Dupin relative au point M, ou
micux, en precisant, la conique ayant ses axes dirigés suivant les tangentes
principales et dont les rayons vecteurs issus du centre sont égaux a la ra-
cine carrée des rayons de courbure des sections normales correspondantes.
Nommons R, R’ les rayons de courbure principaux et o I'angle que la

tangente MM, fait avec la tangente principale correspondant au rayon de
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courbure R ; nous aurons d’abord

1 cos2 o , sinZa

r R RO

d’autre part, on sait que 0, d’apres la propriété qu'on vient de lui recon-
naitre, est égal a I'angle sous lequel le rayon de I'indicatrice dirigé sui-
vant MM, coupe cette courbe, et que, par conséquent,

-
o 1 dr
tang@ = \/; = T
de 1 on deduit
dr dl
Jtangh = dee L 7 —sineLcos| & — = )
T & T g o da = R R/’

ainst {inalement le premier terme du second membre de la relation (2)
revient i

de . 4 g 1 1\ 2
a—b;bll] L COS™ L ﬁ—ﬁ' .

Passons au second terme

dw O*u
Z de dw a2

On peut d’abord le remplacer par les deux suivants

du \ du
Jd{ dw 0%u u 0 Ow '
2 duw\ de do? 2 da? dw de’
dw Jdw
du
. . om 02 u , ey
or le premier de ceax-ci est nul, ear 55 3.z st nul, comme onla déja
.L

(} )
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vu. Le second équivaut a
de cosy

?
dw I'f':

r ayant la méme signification que plus haut, r, étant le rayou de cour-
bure de la ligne coordonnée g = const., et L représentant Fangle que ce
dernier rayon de courbure fait avec le rayon de courbure de la ligne coor-

donnée w = const., ou avec la normale a la surface; mais, d'apres le

F s : r , :
théoreme de Meunier, — est égal au rayon de courbure r, de la section

cosy

normale tangente a la circonférence géodésique p = const. ; d’ailleurs cette

section normale faisant I'angle ~ + a avec celle qui correspond au rayon

e courbure principal R, on a, par la formule d’Euler,

par conséquent le second terme de la relation (2), dont I'évaluation nous

occupe, revient a
dc [ cose sin2g sinZe cos2a
B S N T Rt

Réunissant ce second terme au premier, qui a déja ¢té déterminé, la re-

lation (2) devient finalement

dBe deffceosta  osin?a)) [(sin®a | cos’a g o [ I
Jpidw  do|\ R T I TR S & €os 0. (ﬁ — R‘f)]
d_c dc
dw du

— I S = 9 .2 L
= — v (€08’ & - sin' o 4~ 2 sin” L cos® o.) T
¢’est-a-dire la relation (1) qu'il s'agissait d’établir.

La formule (1) de Gauoss conduit & une solution trés simple des pro-
blemes qui font I'objet de cette Note.

Appelons R, IR les valeurs de R et de R’ pour le point A; l_{_ll'{_" ¢tant

une fonction-point relativement i la surface, il sera possible de trouver
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’ « . . . 1 I
un nombre déterminé positif et fini K, tel que g R

que K p et plus grand que — Kp pour tous les points de la surface situés
dans I'intérieur de la circonférence géodésique de rayon p.

soit plus petit

; dc . .. :
Cela étant et observant que — ﬁ est toujours positif, la relation (1)

entrainera les deux inégalités sulvantes :

d*c dc I )
Joiom = m(ma; +Re

et

He de

I bl
G T O (R.}R;‘ — kK P)’

multipliant par dw et intégrant de o a 27, 1l viendra

A2 |
dP: > "'"""G K]ﬁ“—:’, _‘I"'KP)

et

A2 I
dp? <*C<“o H KP)’

C étant le périmetre de la circonférence géodésique de rayon p.
De la on conclut que, si 'on pose

2C ¢
=i v At

¢ sera une fonction de g seulement, infiniment petite avec g. Or C est une
fonction de p, infiniment petite du premier ordre, et qui a 2mp pour

G
w0

valeur principale, d’apres ce qu’on a vu plus haut ; donc
a2

el par conscquent @2

qui lui est égal, sera aussi du premier ordre et aura

2T . .
__2TP pour valeur principale. En d’autres termes, on a
K. R,

abstraction faite des infiniment petits d'un ordre supérieur au premier.
LViIe Cahier.
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b ]
F i

do

voit, d'apres le théoréme de M. Ossian Bonnet démontré plus haut, que

’ . . C ’ L *
Done —- étant pour o = o la limite du rapport >0 © est-ii-dire 27, on

dC
dp

2

RoR,’

27

en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur au second; puis,
C étant nul ponr g = o, que

C=amwg L
° 7 3R,R,
en neglgeant les infiniment petits d’un ordre supérieur au troisieme,
C'est le premier résultat da a M. Bertrand. Le second s’en déduit immé-
diatement.
En effet, si 'on appelle A I'aire du cercle géodésique de rayon g, on
voit aisement que

dA
do C;
done, A étant nul pour p = o,
— ~tn? T
A =T — TR

en négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur au quatrieme.

vl (G gl tm—————
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THEOREME DE D’ALEMBERT

Par M. Cu. BRISSE.

Nous allons prouver qu'une équation a coefficients réels ou imagi-
naires, de degré 24 (k impair), a toujours une racine réelle ou imagi-
. . 19 ’ . . . ’ . - .
naire, si 'on admet que toute équation a coeflicients réels ou imaginaires,
dont le degré renferme le facteur 2 a une puissance moindre que 2, en a
une. En prouvant ensuite que toute ¢quation de degré impair i coeffi-

cients réels ou imaginaires a une racine, le théoréme de d’Alembert sera
démontre.

1. Soit
/‘(t‘r)z,};m _|._le’"—'_|_. vt +pm—l‘x +pm

le premier membre de I'équation donnée (m == 2*k). On peut supposer
que p,,_, n'est pas nul; car, s’il I'était, en posant x = &'+ %, le polynéme
/ (x) deviendrait

Sy =) + SR

et, en choisissant une valeur de /4 qui n’annule pas (%), ce qui est pos-
sible, puisqu’il ne peut pas y avoir plus de m — 1 valeurs qui I'annulent,
on se trouverait dans I’ hypotheése indiquée. On peut aussi supposer que p,,
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n'est pas nul; car, s’il I'était, I'équation f(x) = o admettrait la racine
r = o, et le théoreme serait demontré.
Soit
flye) =y"a" 4+ p,y" ' a" " 4. P YT+,

un polynome déduit du premier par le changement de x en yx. Si I'on
peut déterminer y, de telle sorte que f(x) et f(yx) aient en x un diviseur
commun autre que /(x), 1l en résultera que f(x) est décomposable en un
produit de deux facteurs. Le premier coefficient de f(x) étant égal a 1'u-
nité et le dernier coefficient de f(yx) n’étant pas nul, il faut et il suffit
pour cela que le resultant

¥y o . o 0 1 0 P ¢
— ¢
Py y” Cus 0 P, I ... 0
..T - .pm m-—ly = /4)’ }m Pm—l ¢ - [4
-2 _
0 P coe YY" o p, e Py
o O ca 0 0 0 N -

soit nul. En retranchant la (m +-1)*"" colonne de la premiére, Ila
(m ~+- 2)*™° colonne de la deuxiéme, etc., on met en évidence, dans cha-
cune des m premieres colonnes, le facteur (» — 1), de sorte que le ré-

sultant s’ écrit

4 FI ... 0 1 o 0
Py ) L 0 P, 1 0
R(y)=(r—1)" ‘ | :
0 e [)l (mehz_’—"'h{" I) j)m /)m—-l f)i
0 e 0 0 0 ... p,

= (r—1)"R(y).
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Or, en prenant, dans la premiére colonne de R, (y), le terme de plus haut
degré y™', dans la deuxiéme colonne, le terme de plus haut degré
¥™', etc., ce qui est possible, puisqu’ils appartiennent a des lignes difté-
rentes, on a un terme en """, dont le coeflicient

])m pmi—l et ])1
O j?m . a ])2
—_— m
. . . " pm’
0 0 e P

obtenu en barrant, dans R,(y), les m premicres colonnes et les m pre-
miéres lignes, est différent de zéro. L’équation R,(y) =o est donc du
degré m (m — 1) ; nous allons démontrer qu’elle est réciproque.

A cet effet, changcons ¥ en )1/ dans R(¥), et multiplions par y™ chacune

des m premicres colonnes,

| o e 0 ] 0 .. O |
Py I ... 0 P I 0
b R( J—‘,) = | PnY" Pua¥" " o PVY Pm Pma - Pif.
o Pm._}an * p2.7.2 0 pm et Pa
0 0 con Pa¥" 0 0 e P

Or, en multipliant la premiere ligne de ce déterminant par y™ et la pre-
miére colonne par y ™, la deuxiéme ligne par "' et la deuxieme colonne
par ¥~ ete., la m"*™ ligne par y et la m"™ colonne par y', la
(m—-1)¥me ligne par 1 et la (m+ 1) colonme par 1, la (m 4- 2)m
ligne par y~* et la (m -+ 2)*™° colonne par y, ete., la derniere ligne par
y*=Y et la derniére colonne par y"', le déterminant ne change pas,
Mais le $i*" terme de la a*™ (o < m) colonne, pg , yP~*, devient

P yfimm fn—tﬁ—lJJ,—[m--fa—nl = Do
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c'est-a-dire le " terme de la (m + a)*° colonne du determinant pri-
mitif R(y), et le B¥™ terme de la (m + o.)*™ colonne, pg_,, devient

Pga )"y = py Gy,

c'est-a-dire le " terme de la o™ colonne du déterminant primitif

R(y). Le déterminant actuel reproduit done le déterminant R(y), et 'on
a identiquement, puisque m est pair,

ol
QEDLIORERENE
ou
_.m{rn—l}R _l, ::R "),
) '(J’ ()

ce qui prouve bien que le polynome R, (y) est réciproque.
Alors, en posant

y+ =1

I'équation R, (y) = o donnera une équation en z de degré

m(m—1)

Y Tl Ay A IR T I ¥ ;e .
- = 9" k{2 —1)=2""k" (K impair).

Cette équation ayant, par hypothése, une racine réelle ou imaginaire,
I"équation

y'—zy+41==o0

fera connaitre pour y une valenr réelle ou imaginaire (qui, substituée dans
J(yx), fera acquérir i celui-ci un diviseur commun, du premier degré au
moins, du degré m — 1 an plus, avec f(x), & moins que cette valeur ne
rende identiques f{ yx) et f(x). Dans ce cas, les termes p,,_, yx et p,,_, &

devant étre identiques, il faudrait, puisque p,_, n'est pas nul, que cette
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valeur fut égale a 1; on aurait donc

n . s oa §) 1 O - v . O
(m—1)p, ... 0 )23 1 ... O
R,(1)= . - , ' ) ' ] | = o.
o e Lm—])pl Pm Pm—i e Pi
0 0 o 0 ce P

Mais R, (1) = o est la condition nécessaire et suffisante pour que les poly-
némes_f{x) et f'(x) admettent un diviseur commun du premier degré au

moins, du degré (m — 1) au plus. On peut donc écrire, dans tous les cas,
flx)y=g(x)h(x).

Les degrés des polynomes g et /i ne penvent pas renfermer simultané-
ment le facteur 2 & une puissance supéricure a 2; I'un d’eux le renferme
donc a une puissance moindre ou & une puissance égale. S'il le renferme
& une puissance moindre, I’équation correspondante a, par hypothese,
une racine réelle ou imaginaire; donc aussi I'equation f(x) = 0. Sl le
renferme a une puissance égale, en lul appliquant Ja méme méthode qu’a
S(x), on finira, puisque les degrés vont en diminuant, par trouver un di-
viseur dont le degré renferme le facteur 2 a une puissance moindre cue A.
Le théoréme est donc démontré.

2. Supposons maintenant m impair. 51 'équation est a coefficients
réels, c’est un résultat connu qu'elle admet une racine réelle de signe
contraire a p,. Si elle est a coelficients imaginaires, soit P(x) -2 Q(x)
son premier membre, P(x) et Q(x) étant a coeflicients réels. En appli-
quant i I'équation P*(x) + Q(x) = o, a coefficients réels, et dont le
degré est simplement pair, la méthode exposée au n° 1, on est conduit i
résoudre une équation de degré impair en z, a coefficients réels, qui a une

racine reelle,

Si cette racine donne pour ) une valeur réelle, P* (x) + Q* (x) est décom-
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posable en un produit de deux facteurs a coefficients réels. Si cette racine
donne pour y deux valeurs imaginaires conjuguées, les polynomes f{yx)
correspondants font connaitre un diviseur a coefficients récls on deux di-
viseurs & coefficients imaginaires conjugués de P* (&) + Q? (). Sices deux
diviseurs ne sont pas premiers entre eux, ilsadmettent un diviseur commun
a coefficients réels, qui divise P*(x) + Q*(x), ou un diviseur commun a
coefficients imaginaires, et alors ils admettent le diviseur conjugué. Si ces
deux nouveaux diviseurs ne sont pas premiers entre eux, on peut opérer
sur eux comme sur les précédents, et 'on arrive finalement, puisque les
degrés vont en diminuant, a un diviseur réel ou a deux diviseurs imagi-
naires conjugués premiers entre eux. Leur produit, qui est a coefhicients
réels, est un diviseur de P*{a) + Q* (), et, si le degré de ce diviseur est
inférieur a celui de P*(a&) 4 Q*(x), on a décomposé ce dernier en un
produit de deux facteurs a coefficients réels.

Supposons done que les valeurs conjuguées de y aient conduit & deux
diviseurs conjugues premiers entre eux, R(x) +iS(x), R{x) —iS(x),
dont le produit soit du degre de P*{x) + Q*(x). En introduisant dans
les deux diviseurs un méme facteur numeérique convenable, on a identi-
quement

|R(x) +iS(x)][R(x) —iS(a)] = [P(a) +iQ(x)][P(x) — i Q(x}].

51 R(x) 4-:S(x) n’est pas premier avee P(x) +:Q(x), ils admettent un
diviseur de degré moindre ou ils sont identiques. Dans le premier cas,
le diviseur conjugué appartient a R(x)-—25(x) et a P{x) —iQ(x),
et le produit de ces deux diviseurs, qui est a coefficients réels, est un
diviseur de P*(x)-+ Q?(x). Dans le second cas, P(x) —}—iQ{ﬁ:) est un
diviseur de f(yx) ou de [P(yx)+iQ(yx)][P(yx)—iQ(yx)], et,
comme ces deux derniers facteurs sont premiers entre eux, sans quot
P(yx) et Q()yx) ou P(x) et Q(x) auraient un diviseur commun a coefli-
cients réels qui diviserait P* () + Q* (), il faut que P(x) + Q[ x) soit
identique al'un d’eux, c’est-a-dire que I’on doit avoir identiquement

P*(2) + Q* () = P* () -+ Q)
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ou

f((L‘) :/‘(Jw)a
ce qui exige, en particulier,

pm—i = Pm—l ,:V:r

égalité impossible, puisque y est imaginaire et que p,,_, n’est pas nul.
P*(x)+ Q*(x) est donc toujours décomposahle en un produit de
facteurs a coetficients réels

P*(x) + Q' () = U(x) V(=)

L’équation P?(x) 4 Q?() = o n’ayant évidemment pas de racine reelle,
aucun des polynémes U(x), V{a) ne peut étre de degré impair; on peut
donc représenter par au et 2v leurs degrés, et le degré du produit est
2(u—+v¢). Ce nombre devant étre simplement pair, « 4 ¢ doit étre
impair, ce qui exige que I'un des deux nombres, « par exemple, soit
impatr. En traitant le polynéme U(x) de degré simplement pair par la
méme methode, on lui trouvera un diviseur de degré moindre, simple-
ment pair, a coelficients réels, et, en continuant, on arrivera a un divi-
seur du second degré, i coefficients réels, qui aura deux racines imagi-

naires conjugueées.

—— - O e ———raran—

LVIe Cahier. 29






MEMOIRE

SUR

CERTAINS MOUVEMENTS

DANS LESQUELS
DES ARCS D’UNE MEME COURBE PLANE
COMPTES A PARTIR D'UNE ORIGINE FIXE

SONT PARCOURUS DANS LE MEME TEMPS OUE LES GORDES CORRESPONDANTES;

Psar M. G. FOURET,

Répétitenr de Mécanique a PEcole Polylechnique.

INTRODUCTION.

1. Je me propose, dans le présent Mémoire, de traiter les deux (jues-

tions suivantes, inverses I'une de 'autre.

Proereme I. — Un point matériel soumis, dans un plan, a wne force
dérwant d’un potenticl déterminé, part d’une certaine origine fixe O avec
une wvitesse donnée. Trouver un systeme de courbes (G) homothétiques
et passant en O, qut soit tel que le mobile, en décrivant I’ une de ces courbes,
a partir du point O, atteigne un point quelconque du plan dans le meme
temps qiu il mettrait ¢ décrire la corde correspondante.

ProsrLine 11. — Ltant donné, dans un plan, un systeme de courbes (C)

homothétiques et passant en un meme point O, centre commun d homo-
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thétie, trouver unc force dérivant d’un potentiel, sous l’action de laquelle
un mobile partant avec une vitesse donnée du point O parcoure, a partir
de ce point, un arc quelconque d’une quelconque des courbes (C), dans le
méeme temps qui'tl metirait a décrire la corde correspondante.

Lie premier probléme n'est pas toujours possible. Pour qu'il le soit, il
faut d’abord que la vitesse initiale soit nulle; il faut en outre que 'ex-
pression du potentiel ait une forme particuliere que je fais connaitre. En
supposant ces conditions remplies, je donne une méthode trés simple et
générale pour trouver le systeme de courbes (G) i répond a la question.
[’equation commune de ces courbes s’obtient au moyen d’une quadrature,
plus ou moins {acile a effectuer, suivant I'expression du potentiel donne.

[.e second probleme n'est également possible qu’autant que la vitesse
imtiale est nulle. En supposant qu’il en soit ainsi, je donne la marche a
suivre pour trouver la solution, ou plutét pour la ramener a ne dépendre
(ue d’une élimination et d’une quadrature. 1l est assez digne de remarque
que 'expression du potentiel cherché dépend d’une fonction arbitraire.
De I'expression du potentiel, je conclus, au moyen de formules faciles
a appliquer, la valeur et la direction de la force. La solution du pro-
bleme II étant obtenuc pour un systeme de courbes donné, je montre
conuuent on I'étend & une infinité d'autres syst¢mes, déduits du premier au
moyen d’une transformation bien connue due 2 M. W. Roberts.

2. Japplique les résultats généraux que je viens d’'indiquer a une
classe assez étendue de courbes, dont I'équation commune contient trois
parameétres, et qui comprend un grand nombre de courbes connues. le
démontre enlin que le probleme I n’admet généralement pas de solution
dans les deux cas survants : lorsque la force est dirigée vers un point fixe
et est fonction de la distance du point mobile a ce point fixe; lorsqne la
force est parallele & une direction fixe et fonction de la distance du point
mobile 4 une droite fixe. Il n’y a d’exception a cette regle générale que
dans les deux cas d’une force constante en grandeur, direction et sens,
ct d’une force centrale proportionnelle 4 la distance. Dans ces deux cas

particulicrement intéressants, qui seuls avaient €té traités antérieurcment,
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le premier par Saladini ('), le second par M. O. Bonnet (*), Je retrouve
le résultat déja connu, & savoir une lemniscate de Dernoulli ayant pour
centre le point de départ O.

3. Bien que les questions traitées dans le présent travail sotent essen-
tiellement du ressort de I’Analyse, je dois signaler la place importante qu'y
occupent les considérations géométriques. Déja Fuss (*), en 1815, repre-
nant le probléme posé et résolu, au moyen du calcul, par Saladini, y avait
découvert d’ingénieuses relations géométriques qui lul avaient permis d’en
simplifier la solution. Plus tard, M. Rispal (*) étendit la solution de Fuss
au cas plus général traité analytiquement par M. Ossian Bonnet. (Vest en
m’inspirant du procédé imaginé par Fuss, et c¢n le généralisant, que jai
eté conduit au but dans les recherches que je vais exposer ici.

Avant d’aborder I'objet principal de ce Mémoire, je vais entrer dans
(quelques détails sur certains systemes de courbes synchrones dont j’aurai
a faire usage.

DES COURBES SYNCITRONES.

A. Définition des courbes synchrones. — Considérons, dans un plan,
une série de courbes ayant un point O commun et définies par une méme
¢quation contenant un parameétre variable, ou par une méme équation
chtferentielle du premier ordre. Le lieu des positions simultanées de
pownts mobiles, de méme masse, partant aw méme instant du point O, avec
la meéme witesse, el décrwant les courbes considérées sous Uaction de
Jorces dérivant d un méme potentiel, est ce que l'on appelle une courbe

synchrone (*). Ges courbes synchrones dépendant d’un parameétre va-

VY Memoric dell’Instituto nazionale Italiano, t. 1, parte Il (année 1304},

(")
(?) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. IX, p. 116 (année 1844).
(*) Mémoires de I’ Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, t.1X, p. g1.
(*) Journal de Mathématiiques pures et appliquées, t. XII, p. 225 (année 1847). M. Resal
s'est également occupé de ces questions, — Mémoires de la Société d’Emulation du Doubs.
3¢ seéne, t. 111 (année 1857). — Nouvelles Annales de Mathématigues, 3¢ série, L. I, p. 481
(année 1882).
) Les courbes synchrones ont été imaginées et étudiées pour Ja premiére fois par Jean
J B P P 1
Bernoulli (Acta Eruditorum, année 1697, p. 206).
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riable, qui n’est autre que le temps, forment elles-mémes un systeme que
I’on peut appeler conjugué du systéme des courbes données. Nous n'au-
rons besoin d’envisager ici que le cas ou le systeme donné est un faiscean
de droites issues d’'un méme point O. La marche & suivre pour obtenir

le systeme de courbes synchrones conjugué de ce faisceau, relativement a
un potentiel donné, est trés simple.

3. Courbes synchrones conjugudes d un faisceau de droites pour un
potentiel donné. — Prenons dans le plan un systéme d’axes de coordon-
nées rectangulaires OX, OY ayant pour origine le point O, et désignons
respectivement par r et f le rayon vecteur OM d’un point M ¢uelconque
et 'angle XOM de ce rayon vecteur avec OX. En appelant ¢ la vitesse
nitiale avee laquelle partent du point O les divers mobiles, dont les masses
egales peuvent étre supposées egales a 'unité, et V= —/(r, §) le po-
tentiel des forces gui agissent sur ces mobiles, on a, d’apres le théoreme
de la force vive,

(1) (%— v = f(r,8) — /{0, 8).
On en tire

dt — — dr |
vvi—flo, 8) +1(r, 6)

et, par suite,

[T dr
(2) t _fn Vv — f(0,8) + f(r0)

le temps ¢ ayant pour orgine l'instant ou les mobiles partent du point O.

L’équation (1), une fois la quadrature effectuée, sera I'équation du sys-
teme des courbes synchrones cherchées.

Nous allons, comme exemple, déterminer les courbes synchrones dans
deux cas simples que nous aurons i utiliser plus loin.

6. Courbes synchrones dans le cas de la pesanteur. — L’axe OX
étant supposé vertical et son sens positif de haut en bas, on a

1f(r, ) = grcosh.



MEMOIRE SUR CERTAINS MOUVEMENTS, ETC. 155

L.a formule (2) donne alors

4 dr [ 5 : Y.
t:f s 0s (\/v0+ 2 g1 cos@—co),
(] 0

Qg?'COSé .
d’ou I'on tire, pour I'équation du systéme des courbes synchrones,
(3) r=yv,t+ 1 gt cosb.

Ce sont, comme on le reconnait immédiatement, des limacons de Pas-
cal, ayant pour point double le point O et pour axe de symétrie 'axe po-
laire. Ces limacons deviennent des cercles tangents en O lorsque la vitesse
nitiale ¢, est nulle.

On obtient I'équation (3) sans intégration, en remarquant que le mou-
vement de chaque mobile sur une droite OU, inclinée de 'angle 6 sur OX,
se fait avee une accélération constante, égale & g cosf.

7. Courbes synchrones dans le cas de forces dirigées wers un pownt
fixe et proportionnelles aux distances des points mobiles a ce point fixe,
— 1l serait encore facile, dans ce cas, d’appliquer la formule (2). Mais
on arrive plus simplement au résultat de la manieére suivante.-

Soit C le centre d’action situé sur OX, 4 une distance OC = a, u? I'ac-
célération ¢ue subit un mobile & I'unmté de distance de G ('). Sur la
droite OU, que doit parcourir Fun des mobiles M, projetons le point G
en K. [La composante suivant OU de |'accélération 1> MG du point M

est évidemment
w? MK = 12 (OK — OM) = p*(acosf — r).

[’ équation différenticlle du mouvement du point M sur OU est par

suite

— = w!(acosh —r),

(1) Nous supposons I'action du point C attractive. On raisonnerait d'une maniére analogue
dans le cas de forces répulsives,
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Cette €quation peut s’écrire

d*(r —acosh)

— - u*(r — acosh) = o.

Son intégrale est de la forme
r — acosfl = acos it -+ fsinwr.

. dr
En exprimant que, pour { = o0, 0n a r = 0, <7 = Vo OLL trouve

‘!
o = — a cosh, ﬁ:ﬁl

En substituant ces valeurs dans P'intégrale, on a I'équation du systeme

des courbes synchrones, qui est par suite

(4) r:%sinpt—iﬂa(l—cospat) sinf.

De méme que dans le cas de la pesanteur, qui n'est d’ailleurs que la
limite du cas actuellement considéré, les courbes synchrones trouvées
sont des limacons de Pascal ayant O pour point double et OX pour
axe de symétrie. Ces limacons se réduisent encore a des cercles tangents
en O forsque v, est nul.

Le résultat est le méme, et I’on y parvient aussi ais¢ment, dans le cas ou
Paction du point G est supposée répulsive. L’équation du systeme des

courhes synchrones est alors

et ! gl | et
(5) re==4y, ! a(l + )cosﬂ.
ﬂp. D

PROBLEME 1.

8. Propriété relatve aux courbes (C) et aux courbes synchrones corres-
pondant ¢ un méme potentiel, — Supposons qu'on ait obtenu, en inté-
grant I'équation (2) ou par tout autre procédé, les courbes synchrones
relatives a des mobiles de méme masse, partant ensemble du point O, avec
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la vitesse v, et parcourant des droites divergentes sous I'action de forces
dérivant du potentiel V. Soient A et B (') deux points infiniment veisins
d'une quelconque des courbes (C) qu’atteint respectivement le mobile qui
la déerit au bout des intervalles de temps ¢ et £ + d¢. Denx mobiles M et
M’, de méme masse, partant au méme instant de O, avec la vitesse v, et
décrivant’un Ja courbe (G), I'autre la droite OB, doivent arriver en méme
temps en B. Dailleurs, au moment ou M est en A, M’ est en D a l'intersec-
tion de OB et de la courbe synchrone (8) qui passe par le point A. Par
suite, les deax mobiles parcourent respectivement AB et DB dans le néme
¢lément de temps dt. D'autre part, ils arrivent en B avec la méme vitesse ¢,
en vertu du théoréme de la force vive, puisqu’ils sont soumis au méme

potentiel. On a donc, aux infiniment petits du second ordre pres,
AB=DDB = ¢ dt

et, par suite, dans le triangle isoscele ABD,

T N
ABD = 7w —2ADB

ou bien
e

e TN e
%+ ABD = a (= — ADB) = 20DA.
De la on conelut, a la limite, lorsque B vient se confondre avec A,
N L
(6) =+ OAT = 20AU,

A'l' et AU étant les tangentes a () et a (5) dirigées en sens inverse de

* LY ] . /\\ A
celul on | angle polan‘e AQOX croit.
Telle est la relation tres simmple qui lie les angles forimes par un rayon
vecteur (uelconque avec les tangentes, en un méme point, ala courbe (C)

et a la courbe synchrone qui y passent.

9. Propriété réciproque. — Inversement, si une courbe (C), passant

(1) Nous latssons au lecteur le soin de faire les figures, qui sont d'une extréme simpheité,

LYVt Caliter. 23
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par le point O, satisfait, par rapport i un systeme de courbes synchrones
conjuguées d’un faiscean de droites issues de O, a la coundition exprimée
par la relation (6), un mobile anime d’une vitesse initiale convenablement
choisie (') et soumis au potentiel correspondant aux courbes synchrones
considérées parcourra, a partir de 'origine O, un arc quelconque de la
courbe (C), dans le méme temps qu’il mettrait a décrire la corde corres-
pondante.

En effet, de la relation (6) on conclut immédiatement, par une marche

inverse de celle que nous avons suivie dans la démonstration précédente,
AB=DB

aux infiniment petits du second ordre prés. Mais le mobile, en vertu du

theoreme de la force vive, arrivant avec une méme vitesse v en B, soit

’ . 2y + J\B F Y ’ '
par I'are, soit par la corde, le temps élémentaire — employé a decrire

arc AB est égal, aux infiniment petits da second ordre preés, au temps

DI}

—— employé a décrire le segment de corde DB. Le temps total employé
i/

par le mobile a parcourir 'arc OB sera, par suite, égal an temps qu’ll
mettra a parcourir la corde OB, s'il décrit 'arc OA dans le méme temps
que le segment de corde OD, c’est-a-dire que la corde OA, puisque les
points A et D appartiennent 2 une méme courbe synchrone. Ainsi les
temps employés par le mobile & parcourir Fare OB et la corde OB seront
égaux s'il en est de méme des temps employés & parcourir 'are OA et la
corde OA.

Or, en continuant ce raisonnement, on arrive a un arc et a une corde
infiniment petits, qui sont égaux au troisieme ordre prés et (ui, étant par-
courus avec la méme vitesse, sont déerits dans le méme temps. Done la
courbe (C) satisfait bien aux conditions du probleme T, pour le potentiel qui

correspond aux courbes synchrones considérées.

10. Relation analytique entre les courbes (C) et les courbes synchrones

—

(') On verra plus loin que celle vitesse doit étre nulle.
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pour un méme potentiel. — Nous venons de démontrer le théoreme sui-
vant :

Etant donné, pour un certain potentiel, un systeme de courbes syn-
chrones conjugiiées d’un faiscean de droites issues d’un méme point O, la
condition nécessaire et suffisante pour qu une courbe (G), passant parle
point O, soit parcourue, sous ’action de la force dérivant du méme po-
tentiel, suivant la loi indiquée dans U'énoncé du probleme 1, est que I’ on
ait, en un point grelconque M de (Q), entre les angles w et ¢ formés par
OM avec les tangentes en M ¢ (C) et @ la courbe synchrone (S) qui y passe,
la relation

(6) T )= %€,
De cette relation on conclut
tangw —tang2¢;

ou nen, en désignant par p et r les rayons vecteurs respectifs de (C) et
de (S), par p’ et ' les dérivées respectives de p et r par rapport a 4,

ce (ul peut s’écrire

?1 ’ "I
— e — __’ -
? L[] r'l

(7) 2

Cette relation est fondamentale pour Ja résolution des deux problemes quu
font I'objet principal du présent travail.

11. Solution diu probleme I. — Supposons ¢ue l'on cherche les
courbes (C) répondant a un potentiel donné. Ces courbes, d’apres I'énoncé
du probléme I, devant étre homothétiques par rapport an point O, leur
¢quation commune sera de la forme

e =kwm(h),
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 désignant un parametre variable. Par suite et en vertu de la relation (7),
I'Squation différentielle des courbes synchrones aura la forme

!

oad
o
——
<>
\'H--""
L]

la fonetion 7 (9) ne contenant pas £. On dédut de li, en intégrant,
Lr=[y(8)di + L

o1 bien
r— }\efx(ﬁ)dg,

A désignant une fonction arbitraire de ¢.
Le systéeme des courbes synchrones doit done avoir une equation, telle

(que
(8) r=1hg(4),

¢’est-a-dire que ces courbes doivent étre fomothdtigues, par rapport a
origine O, centre d’homothétie.

11 résulte de 1a, comme on le verra plus loin, que le probleme I n'est
pas possible pour toutes les formes de potenticl. Nous déterminerons en
méme temps la forme la plus générale de potentiel a laquelle puisse ré-
pondre un systeme de courbes (C) homothétiques par rapport au point O.

Daus le cas ot1 le potentiel conduit, pour les courbes synchrones, i une
équation de la forme (8), on en déduit, en vertu de la relation (7), pour
I’écquation différentielle de la courbe (C),

do () gy 2(8) pa.
o = am® —ym

-3

d’ou, en intégrant,
2Lg = Lo (8) — [ Filad - L

ou bien

_ [e(8)

(9) o= R p(0)e) ¥,

k désignant une constante arbitraire.
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Telle est 'équation du systéeme des courbes (C) satisfaisant a I'énoncé
du probleme I,

12. La witesse initiale doit étre nulle. — De la condition pour les
courbes synchrones d'étre homothétiques par rapport an point O, il ré-
sulte que la vitesse initiale ¢, doit étre nulle, pour (ue le probleme I soit
possible.

En effet, s'il en était autrement, ces courbes auraient une équation

commune de la forme

r==yo,t—+w(9,1¢)

et, par suite, ne seraient pas homothétiques par rapport au point O, i
moins que la fonetion 4 (6, ¢) ne fit de la forme tw(8). Or cette der-
niére circonstance ne saurait se présenter; car, si 4(9,7) se réduisait a
tw(fl), les droites issues de O seraient parcourues d’un mouvement uni-
forme; les forces sollicitant les points inobiles sur ces droites seraient, par
suite, normales & celles-ci, et la vitesse de tous les points serait constam-
ment égale & v,. Or cette conclusion impliquerait que ®(6) fit identique-
ment nul. Cette condition n’étant pas admissible, 1l faut que ¢, soit nul.

13. Théoremes de Saladini et de M. O. Bonnet sur la lemniscate. —
(Comme application de ce qui précede, supposons que les courbes syn-
chrones soient les cercles

r == )cosl.

L’equation (8) se réduisant & cette derniére, 'équation (g9) devient

cns

R cosﬂeff""@

\

29
)

¢’est-a-dire, en intégrant et simplifiant,
o® == 1A"sinaf.

On reconnait {a I'équation d'une lemniscate de Bernoulli ayant pour
centre le pole O et pour axe transverse la droite inclinée a 45° sur V'axe
po]aire.
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Or nous avons trouve plus haut (n™ 6 et 7) un faisceau de cercles tan-
zents, comme systeme de courbes synchrones, dans les deux cas remar-
uables de maobiles partant du point O, sans vitesse initiale et soumis soit
a une force constante parallele a OX, soit a une force centrale propor-
tionnelle a la distance a un centre fixe situé sur OX. Nous retrouvons ainsi
comme cas tr¢s particuliers du probleme I les élégantes propriétés de la
lemniscate découvertes par Saladini et par M. O. Bonnet.

14. Remarques sur certaines solutions étrangeres. — l.es courbes (C)
données par I'équation (9) ne répondront aux conditions du probleme I
qu’'autant qu’elles passeront par I'origine O, ¢’est-a-dire que p s’annulera
pour une certaine valeur de §. La démonstration ue nous avons donnée
plus haut (n® 9) de la relation fondamentale qui condut 4 I'équation (g)
repose, en elfet, sur cette hypothese.

Nous allons montrer, par un exemple simple, que la méthode indiquée
précédemment pour la solution da probléme I peut quelquefois conduire
4 des courbes ne passant pas par le point O et devant, par suite, étre
écartées comme ne convenant pas i la question.

Supposons

|.a formule (2) donne, pour les courbes synchrones correspondant au po-

I ’ x . . x_a
» dans 'hypothése d’une vitesse initiale nulle,

Todr /"r_
t-_f \—/Tm‘zcose\ ok
cosl
Q

1’ ¢quation des courbes synchrones peut, par suite, se mettre sous la

tentie] V =

2 cosf

forme
A

cosh

T

En faisant ¢ () = #ﬂj dans I'égnation (9) qui donne les courbes (G},
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quand elles existent, on obtient

__}'_2_ B—J‘cntﬂdﬂ .
¢ = osf ?

d’ou, en intégrant et stmplifiant,

2 k2

= sinf cosh

[Les courbes définies par cette équation sont des hyperboles equilateres
asymptotes a OX et a la perpendiculaire 4 OX menée par le point O. Ces
courbes, ne passant pas par le point O, ne répondent pas aux conditions
du probléme.

PROBLEME II.

15. Recherche du potentiel correspondant a un systeme de courbes (C)
donné. — Nous allons maintenant nous occuper du probleme inverse de
celui que nous avons traité dans les paragraphes précédents. Ce second pro-
bléeme, de méme que le premier, n’étant possible qu’antant que la vitesse

imitiale est nulle (n® 12), son énoncé se trouve ramené aux termes suivants

Etant donné un systémede courbes planes (G) homothétiques par rapport
@ un point O et passant par ce point, quel est le potentiel dont doit dé-
river la force appliquée a un point matériel mobile, pour que, sous U ac-
tion de cette foree, ce point partant deQ, sans vitesse, décrive un arc quel-
conque d une quelconque des courbes (C), dans le mémme temps qd ‘!
mettrait ¢ décrire la corde correspondante?

Nous décomposerons la solution de cette question en deux parties :
nous déterminerons d’abord le systéme de courbes synchrones conjugné
du faisceau des droites issues du point O, qui correspond au potentiel in-
connu. Cela fait, nous chercherons ce potentiel.

16. Détermination des courbes synchrones correspondant & un systeme
de courbes (C) donné. — La relation (7) peut s’écrire

(7) (?)2—2

L~
‘_I=Ol

T
—L)
-y

O |
~
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Si

est I’équation du systeme des courbes (C), on aura, pour I'équation diffé-
rentielle des courbes synchrones,

'\ 2 (9) ' L
(’—) 2 (fi) - 1 =— 0.

J

On en tire, apres avoir résolu par rapport a —,
.

ey [

d’on, en intégrant,

LF—IJE +f / Z({ﬂ) | [{!O—FIJ}.L

r= A0 6)8+f\/[z((ﬂ)) +I{m1

2 désignant un parametre arbitraire, fonction du temps ¢.

on bien

1l est facile de voir (ue le signe (—) devant le radical est lc seul qui
convienne. En elfet, en conservant aux angles w et ¢ la signification que
nous leur avons donnée précédemment (n° 10), on peut écrire la rela-
tion (7) sous la forme

cot*cs — 2cotwcote — 1 = O.

Les racines de cette équation en cote

cots — cotw &= \/cot%) —+ I

sont, comme on le sait, égales, celle qui correspond au signe () a
0 . . . T W , .
cot-, celle qui correspond au signe (—) a cot(— - —)- Or, d’apres la

2 2 2

rclation (6), Uangle ¢ que nous avons i considérer en ce moment est ¢gal

v T f1) - . . ]
a— il faut done prendre le signe (—) devant le radical et, par smte,

devant le signe .
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I.’équation des courbes synchrones cherchees est en conséquence

w'(8) 1 b
(10) r— 3w (0) VST

Leur détermination compléte ne dépend, comme on le voit, que d'une
quadrature,

17. Détermination du potentiel capable d’un systeme de courbes syn-
chrones déterminé. — Pour achever de résoudre le probleme II, nous
sommes amenés a chercher le potentiel qui correspond au systtme de
courbes synchrones défini par Iéquation (10).

Le temps ¢ n'entrant dans 'équation (10) que par A, qui en est une
fonction arbitraire, nous pouvons supposer cette équation résolue par
rapport i £. On en déduit

(r1) t =7 (1),
en désignant par y une fonction arbitraire et posant, pour abréger I'écri-
ture,
(12) w= —
ey

(13) o) =w(e)e IV I8

De I'équation (11) on tire, en tenant compte de (12a),

dt____()*,r’ [
(14) i .

dr

Mais ° d_u est comme 7 une fonction de u, qui peut étre choisie arbitrai-

rement. Nous pouvons par suite I)OSBI"

I !

(0/)—2: 77 (%),

du

F

o désignant une fonction arbitraire, satisfaisant toutefois & la condition

LVIe Caliier. 24
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d’étre nulle pour u = o, c’est-a-dire pour r = o0, afin que la vitesse au
point O soit nulle.
De (14) on déduit, en conséquence,

=0/ =4[]

et, en transportant cette expression dans I'équation (1) de la force vive,
é

on en conclut, pour expression du potentiel cherché,

(15) Ve=—1/(n 0 =14 | 5| " )+ C.
C désignant une constante arbitraire, que I'on peut d’aillenrs supposer
nulle, sans restreindre la généralité de la solution.

Le probléme II se trouve ainsi completement résolu. On voit que le
potentiel répondant a un systeme de courbes (G) donné dépend d’une fonc-
tion arbitraire. Dans le cas ou les courbes (C) sont des lemniscates, par
exemple, 1l existe une infinité de formes de potentiel dont nous donne-
rons plus loin 'expression générale, et dont les solutions, dues a Saladini
et 2 M. Bonnet, ne sont que les cas particuliers les plus simples en méme
temps que les plus marguants.

De T'analyse qui précéde, nous concluons encore que le probleme [
traité précédemment r’est possible que dans le cas ouw U'expression du
potentiel donné est de la forme (15).

18. Détermination de la force. — Nous allons maintenant déduire de
I'expression (15) du potentiel la force qui répond aux conditions du pro-
bléme 1. Nous déterminerons cette force par son intensité F et par son
inclinaison ¢ sur OX. Cherchons pour cela les composantes X et Y de IF
sutvant les directions rectangalaires OX et OY. Ces composantes, comme
on le sait, sont respectivement égales aux dérivées partielles V,, V.. du
potentiel V. On a dailleurs

(16) ¥ = r cosf, y = rsinf,
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et, par suite,

r—=\/a*+ 5, 9_—_arctang£-

De ces derniéres formules on déduit, en differentiant,

d 'y X dr ¥ 7 El _ Y dﬁ I

T G e TR

—
———

On a, d’autre part, en prenant le logarithme népérien du poten-

tiel (15)

LV =L [?("e)] - 2Lo(8) =~ LC.

On en tire, en prenant les dérivées des deux membres successivement
par rapport a x et par rapport a j,

' . e N ot
Ve _ 7ty ey
vV T o d; TR
i ] I
i
x
T “2":5_"""{?! 1! f
VJ. yo " ) 2.6 ©
=— i o1,
V = ol 4 T
[’ i

par suite,

’ X
X=V,= (—_({J—[——Z_?" ) — 2%@@%,

Y=V, = (lcp-—"f ’)L’a"-—l— zitpcg’dz.'

De 13 on conclut
Fr= X5+ Yi = (97 + ¢7) " — 4 o9 + 4 597"

ce qui peut s’écrire

--.I,_.,
-G
-t—-_

02 Py (V2!

On a, d’'autre part,

Y (rp—xp )+ axeyy
tanga o X F— (

e i
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ou bien, en tenant compte des formules (16),

(psinh — ¢’ cosl) rd’ 4 205" & cosh
(0 cosh+ o/sinfi)r¢’ —aon'dsink

(18) tangi =

Les formules (17) et (18) déterminent complétement la force dans les

circonstances les plus générales que puisse présenter le probleme 11.

19. Cas ou Uexpression du potentiel est quadratigue par rapport

& r. — Suivant le choix que 'on fait de la fonction arbitraire («) qui

l
entre dans I’expression (15) du potentiel, on aura une solation plus ou
moins simple da probleme II.

Prenons

() = o’ + Pu,

d’on
V() =a0u+[.

On obtient alors aisément, en substituant les expressions précédentes de
& el de ¢/ dans les formules (15), (17) et (18),

(19) Visart+Era),
2= fatrt - Aalre () + 87 [0 (0) + ¢ ()],

__[ear—+PBo(4)]sind +p¢'(6) cosh
V== [2ar+3(0)|cosh —Bo/(§) sin

e
O
S
ry
Lol O
il

(21) tangi

Les deux dernieres formules donnent lien a une interprétation géome-

trique assez élégante. Ia formule (21) peut s’éerire

o) — tang ) + tangr,
(22) tange, = 1 — tangl tangy ’
en posant
?i ?'(9)
tangn = g .
() +r

Cela fait, sur la droite OU, inclinée de 'angle 6 sur OX, prenons

OH = — = ¢(),
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et, sur la perpendiculaire en H 4 OU, portons

HI =— — By )

27 (9);
du ¢6té ou les angles polaires croissent, si cette derniére expression est
positive, du coté opposé dans le cas contraire ('). L'angle v est alors

’angle ﬁfﬁ, M étant le point de OU situé a la distance » de O. Entre
I'angle ¢, d’inclinaison sur OX de la force I', appliquée en M, I'angle +
construit comme on vient de le voir et I'angle 9, il existe, en vertu de la
formule (22), la relation trés simple

i,:ﬂ—mq.

On en conclut immédiatement cue les forces appliquées aux divers
points de la droite OU, correspondant a I'angle polaire 9, sont dirigés
suwant des droites passant par un méme pownt 1.

D’autre part, en remarquant que 'on a
f 3 q

——2

MI = MH -+ I == f—o (8) 4+ 1? + ;f—rgo(ﬂ) + 4‘ 2 (6),

=

on conclut de la formule (20)

F,=a2aMl.

Par consécjuent, les forces appliquées aux divers points M de la droite OU
sont proportiwonnelles aux distances de ces points au point 1.
L.es courbes équipotentielles ont pour équation

ar? + Bro(f) = C,

C désignant une constante arbitraire. Ce sont, comme on le voit aisé-
ment, des arallagmatiques qui ont en commun pour pdle principal d’in-

(') Deux directions répondant 4 des valeurs de 6 différant entre elies d'un multiple de =
doivent, en général, au point de vue ol 'on se place ic1, étre considérées comme différentes,
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version le point O et pour déférente la podaire négative de la courbe

prise par rapport au point O.

Il résulte immédiatement des propriétés précédentes que, dans le cas
oz I'expression du potentiel a la forme (19), les cordes des courbes (G)
sont parcourues suivant la loi du mouvement vendulaire.

20. Cas ott Uexpression du potentiel est linéaire par rapport a r. —
Une solution encore plus simple, et méme la plus simple de toutes les so-
lutions du probléme 1, est celle qui correspond au cas ou la fonction o («)
a la forme linéaire Pu. Les formules qui conviennent a ce cas se dédumisent
immédiatement des formules (19), (20) et (21), en y faisant & nul. On
obtient ainsi

(23) V,=[ro(9),
(24) Fo=P*[9*(0) +97(0)],

(
< {4)sinl 4 (U) cosh
( 0

(25) tangi:'?:?’ b) cosl — o' ( )smU

Les expressions de F, et de tangi, présentent cette particularité d'étre
indépendantes de r, de sorte que la force reste constante en grandeur,
direction et sens, lorsque le point d'application se déplace sur une droite OU
déterminée par une waleur particuliere de §. 11 résulte de la que les
cordes des courbes (C) sont décrites d un mouvement uniformément ac-
céleré.

La formule (25) peut s’écrire

d’on I’on conclut

(26) = 0-< —c¢,
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en posa nt

¢’est-a-dire en désignant par ¢ l'angle de la tangente a la courbe syn-
chrone

r = 2(0)

avec le rayon vecteur, cet angle étant évalué suivant la convention géné-
ralement adoptée. Mais on a vu précédemment (n° 10) que l'on a

(6) T~ ) == 252,

w désignant I'angle de la tangente a fa courbe (C) avec le rayon vecteur.
Des relations (6) et {(26), on conclut la relation tres simple

. 1)
(2/) 32—_—6'"—;'

Les courbes équipotentielles, dans le cas ou le potentiel a la forme (23),
ont pour équation

C désignant un parametre variable.

On voit que, dans le cas considéré, les courbes équipotentielles sont les
inverses des courbes synchrones par rapport aw point O pris pour pdle
d’inversion. En se servant de cette propricté et s’appuyant sur ce que la
direction de la force, appliquée en chacque point, est normale a la courbe
équipotentielle qui y passe, on retrouve aisément la relation (27).

21. Remarque sur la force agissant au point de départ. — Les valeurs
du potentiel V, de la force F et de tangi, telles que les donnent les for-
mules (15), (17) et (18), pour r = o, dépendront le plus souvent de 6, de
sorte qu’au point O le potentiel et la force seront généralement indeter-
minés. Mais, relativement au probléeme que I'on a en vue de résoudre,
celte indétermination n’est qu'apparente. 1l est clair, en effet, que la con-
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tinuité exige que 'on prenne, pour les valeurs initiales de V, I et tangz,

celles qui correspondent 4 7 = o et a la valeur de § égale & 'angle que fait

avec OX la tangente en O a la courbe {C). De méme et pour la méme rai-

son de continuite, les forees faisant parcourir au mobile les diverses droites

issues de O varieront au point de départ O, avec les angles polaires de ces

drottes, et auront les grandeurs et les inclinaisons données par les for-

mules (17) et (18). Nous allons faire une application simple des théories

précédentes, dans laquelle la particularité que nous venons de signaler se

présentera.

22, Application a un systeme de spirales d’ Archimede. — Supposons

que les courbes (C) soient les spirales d’Archimede

p::/ie,

dépendant du parametre arbitraire .
La formule (13) donne alors

6) = Geﬁf‘/ﬁé"cm

Or on a

- 1 B2 -4 1 G Af df
b= [V gy
f\/l—i—ﬁgf ‘ Vi1 \/924—1

Par suite,

\/WE—L[%—F\/T—F}-—;].

cp(U)EG(Ul —I—\/I —I—%)e“/mz ([ +\/95+ l)e"m.

On conelut de li, d’apres la formule (15), pour I'expression générale

du potentiel cherche,

Y

Hl

1—|—\/H-*+I

{:ﬂ!“t"i

( reVitH )(1—{-\;"02—}—[']
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On déduirait facilement des formules (17) et (18) U'expression de la
force I qm dérive de ce potentiel et son inelinaison sur OX. En se bor-
nant au cas ou la fonction v (#) est de la forme fu, on trouve, par des
calculs tres simples,

. 0241 4+ yh24-1
Ft— 132 1.2 eﬂ’v ,

(14 62+ 1) tangh — 4§
L+ /12 14+ B augh

i

tang!?

D’apres ces derniéres formules, la grandeur et la direction de la force
semblent indéterminées au point O, puisque F et tangi dépendent de 6.
Mais, si I'on considére un mobile décrivant une des spirales sous 1'action
de cette force, il est elair que sa grandeur et son inclinaison, pourla po-
sition initiale du mobile en O, s’obtiennent en faisant, dans les formules,
6 —= o0, ce qui donne F = (3£ \/E et I==0.

En un méme point d’une droite quelconque OU passant par le pole O,
il existe une infinité de forces déterminées par les derniéres formules. Ces
forces résultent des diverses valeurs de 0 comprises dans la formule
2n7T —+ 7, n désignant un entier quelconque, positif ou négatif, et v le
plus petit angle positif formé par Ol avee OX. Mais, pour le probleme
dont nous avons 4 nous occuper ici, cette indétermination disparait : la
force appliquée en un point M de la spirale, ou du rayon vecteur OM qui
y aboutit, est la force unique et bien déterminée gui répond a I'angle po-
laire également bien déterminé du point M.

23. Ap})!icmirm Lt pmb!éme Il dela transformation de M. . Ro-
berts. — Etant donnée une courbe rapportée a des coordonnées polaires
et définie par une équation telle (que

f(P’e):O:

si 'on remplace, dans cette équation, r par r? et 8 par #9,, n désignant
un nombre positif quelconque, mais commensurable; on obtient une nou-
velle courbe

f( ’:,nﬁ,) == 0,

LVIe Cahier. 03
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transformée de la premiere et jouissant de cette propriété remarquable
et bien connue, signalée pour la premiére fois par M. W. Roberts, a qui
est due cette trausformation, qu’en I'un quelconque de ses points, la tan-
gente fait, avec le rayon vecteur qui y aboutit, un angle égal a 'angle
homologue formé au point correspondant de la premiere courbe.

Par suite, si 'on applique simultanément la transformation de M. W,
Roberts & un systeme de courbessynchrones (S5) et a un systeme de courbes
(C) correspondant I'un et 'antre 2 un méme potentiel, on obtiendra denx
nouveanx systemes de courbes (S,) et (G,) qui jouiront des propriétés
suivantes : 1° les courbes (S5,) et (C,) seront respectivement, comme les
courbes (S} et ((1), homothetiques deux a deux par rapport a l'origine O,
considérée comme centre d’homothétie; 2°les eourbes (G,), de méme que
les courbes (C), passeront par le point O; 3° entre les angles v, et <, , for-
més respeclivement en un méme point M, par OM, avec les tangentes en
ce point a la courbe (G,) et a la courbe (5,) qui y passent, on aura la re-
lation

T+ (3, = 2%,.

Les deux premiéres propriétés s'apercoivent immédiatement. Quant &
la troisieme, elle résulte de la relation analogue (6) qui existe entre les
courbes (S) et (C), et que nous avons ¢tablie précédemment (n® 8 et 9),
et de la propriété de conserver les angles, que posséde la transformation

de M. W. Roberts.

24. Potentiel correspondant atx courbes transformées. — Des condi-
tions remplies par les systémes de courbes transformées (8,) et (C,), ré-
sulte immédiatement la solution du probléme I pourles courbes (C,).

Soit

o =lLw(f)

équation du systeme des courbes (C). La transformation indiquée plus
haut donne, pour équation du systeme des courbes (G, ),

o, =k"®"(nh,).
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Or l'analyse développée précédemment (n™ 16 et 47) est applicable,
ainsi que les formules qui en sont résultées, & cette derniere équation.
On en conclut, en vertu de la formule (15), pour ['expression générale du
potentiel qui correspond aux courbes {C,),

VE;[ " et 00,

en désignant par ¢ une fonction arbitraire et posant, d’apres la for-

mule (13),

h{nﬂ)
?(el) "—-’G'" f&e 6 v[\ m(nB) +”‘m..

On voit ainsit qu'en résolvant le probleme IL pour le systéme des
courbes {G), on le résout en méme temps pour I'un quelconqn,zé de ceux
(quon en deéduit par la transformation de M. W. Roberts. Seulement la
quadrature, dont dépend la solution, sera plus ou moins facile i effectuer
stuivant la valeur attribude a n.

Nous allons appliquer les résultats généraux obtenus dansles paragraphes
précedents a une classe intéressante de courbes qui se transforment les

unes dans les auntres par le mode de transformation que nous venons de
rappeler.

SOLUTION DU PROBLEME H IPOUR UNE CLASSE ASSEZ ETENDUE
DE COURBES.

Q3. Courbes (lcf'mmpar [ pquatzon — isinnf. — T.es courbes dé-

finies, en coordonnées polaires, par une équation de la forme
(28) 0" = A"sinnb,

possédent un graml nombre de pr()priétés géométriques et mécaniues
remarquables, qui ont fait I'objet des recherches de plusienrs géometres ('),

(') Voir, au sujel de ces courbes, dans les Nowvelles [Annales de Mathématinues, 2° sénie,
t. XV, p. g7, une Notice intéressante de M. Haton de la Goupilliére. — Voir également, sur

le méme sujet, une Note plus récente de M. Bassani, dans le Journal de Dattagzlini, t. XNIV,
p. 23.
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parmi lesquels on doit notamment citer Maclanrin, Euler, LL"Hopital,
Fagnano, Ricceati, Lamé, Serret, MM. O. Bonnet, Halphen, Haton de la
Goupilliere, W. Roberts {'). Cette classe de courbes comprend, d'ailleurs,
quelques types plus particulierement conuus, pour leurs propriétes, et
notamment la lemniscate de Bernoulll, le cercle, la cardivide, la para-

bole, la ligne droite, Vlyperbole équilatere, que V'on obtient respective-

i 1
) g2 Y I,

ment, en donnant a n, dans I'équation (28), les valeurs 2, 1 -
— 2. Nous allons appliquer a celles de ces courbes, pour lesquelles 2 est
positif et qui passent, en conséquence, par I’origine O, la solution génc-
rale du probléme II que nous avons développée précédemment. La ¢na-
drature, dont dépend cette solution, s’effectue alors d’une maniére treés

simple et conduit a des résultats qui nous ont paru mériter d’étre signales.

26. Application de la solution générale du probleme I1. — La for-
mule (13), appliquée aux courbes (28), donne immédiatement

' f 0
co(@) = sin"*nle/ sinrf,

i

Or on a
nh
d_.__
2
A
_ cos? —- i
df 1 2 ' tan nf — Ltan ~nf
sinni n nl o gg‘— +tang 2
* tang —
2

Par suite,

1 00
o ()= 2"'(305"'?-

En consequence, le polentiel donné par la formule (15) aura pour
expression générale

(29) v

A
| —ni
Gf ———F \ COS™ —
: nf 2
cos” —

2

™~

l

3]

¢ désignant toujours une fonction arbitraire.

(') M. Humbert, dans un travail encore inédit, a également rencontré quelques propriétes
nouvelles de ces courbes.
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L’ équation des courbes synchrones relatives a ce potentiel est, d’ailleurs,

i n 70
(30) r* == A" cos —-
2
27. Autre méthode. — L’ équation, que nous venons de trouver, des

courbes synchrones peut se déduire d’'une manieére un peu plus directe de
I'équation (28), grice 4 une propriété connue de la tangente a la courbe
définie par cette équation. On a effectivement, pour la tangente AT en
un point quelconque A de cette courbe,

TN A0
tangOAT = Pd.:. — tangni;
par consequent
e

-

AT =vr + nl,

N
¢ désignant un entier, positif ou négatif, choisi de maniere que I'angle OAU
solt compris entre zéro et 7.

a L] * /\\\- -
En remplacant, dans la relation (6) [n® 8], OAT par son expression
(que nous venons de trouver, on obtient

N
7 T OAT

OAU = - +

2 2

'r. 1%
;—:(.‘)..{«’—l- l)— —- —
2 2

AU étant la tangente en A 4 la courbe synchrone qui y passe. On en con-

clat

N 720
tang OAU = — cot—-

l)

ata

Mais on a
tang O U= iif

I’ équation différentielle des courbes synchrones est, par suite,

7 df L cot nb
dr 2
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ou bien
TY:
s —
nodr o 10
- — T d ,
9 nh o 2
cos —
o

d’ou I'on conclut, en intégrant,

n

5 76
I.r*=1"1.cos— -+ const.
et, par suite,

it

(JO) rt—»\° COS—>

A désignant une constante arbitraire. Ayant ainsi trouvé ['equnation (30)
des courbes synchrones, on en conclut immédiatement, au moyen de la
formule (15), 'expression (29) du potentiel cherché.

Il est & remarquer que les courbes synchrones définies par I'équa-

tion (3o0) appartiennent a la famille des courbes (28). On reconnait en

i

effet facilement que, si 'on fait tourner I'axe polaire de I'angle — -,

l’équ:ltion (30) se change en

28. Généralisation par application du probleme . ~— Avant de pous-
ser plus loin 'étude de la solution que nous venons d’obtenir, nous
allons 'étendre 4 une classe de courbes plus générale. Considérons, dans
ce but, comme courbes synchrones, celles qui sont définies par I'équa-
tion

(31) r = kecos’mb,

dans laquelle m et p désignent des nombres positifs quelconques, mais

commensurables, et (ui se reduit a 'équation (30) dans le cas particulier
2

A n
o m==—y p==— Cherchons sur quelles courbes, formant un systeme

homothetique, doit se mouvoirr un mobile partant de O, sans vitesse ini-
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tiale, pour que, sous l'influcnce du potentiel capable die systeme des
courbes synchrones (31), il déerive a partir du point O un arc quel-
conque de ces conurbes, dans le meme temps qic’il mettrait ¢ décrire In
corde correspondante. 11 s’agit, comme on le voit, dappliquer aux
courbes (31), considérées comme courbes synchrones, la solution géné-
rale du probléeme I (n° 11). En posant

0 (0) = cos”m¥,

on aura I'équation de la courbe cherchée, en effectuant P'intégration in-
diquée dans I'équation (g), c¢'est-a-dire

/ ff—,(—(—)—) ) = : fcotm@df) = — L sinm9 - const.:
Joo'(%) mp

th ',U

d’on, pour I'équation de Ia courbe cherchée,
(32) 0P — o k*™P sinmnf cos™ ¥ ),

L étant un pammétre arbitraire.

I équation (32), que nous venons de trouver, se réduit dailleurs,

. b 1 r L] . 1
comme on devait s’y attendre, a I'équation (28) lorsqu’on y fait m =

L2
/_u

[.e potentiel, sous Paction duquel la courbe (32) est décrite dans les
conditions du probleme I, s’obtient immédiatement az moyen de la for-
mule (15} et del' équation (31) des courbes synchrones correspondantes.
Il 'a pour expression générale

(33) V=14 (——-f-———) cos?mfi.

i\ cosPmb

AN

29. Détermination de la force. — L’application des formules (17) et
(18) (n® 18) aux courbes définies par |'équation (32) donne immédiate-
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ment
7’ . . t
12 = m?® p* sin* ml cos*”* mfl acostO(;/ ’ ¢ _’__) )
(34) r cosPm) cosPm§,
2p ' 12 r
cos*’ml o [ ——
+ 7 (cnshn&)
et
(35) tangi = (cosmbBsinh 4+ mp sinmBcos) r§/ — 2mp cosP~Himbsinmbcosh.
5l = (cosmbcos — mp sinmb sinb) r '+ amp cos? ' mbsinmOsinb. ¢

Les formules (33), (34) et (35) deviennent, dans le cas ou la fonc-
tion ¢ («) est de la forme aw®+ fu (n° 19),
(36) V,=ar* -4 Lreos”mb,
(37) Fi=4a’r*+ 4alrcos? ml+ B (cos® mb+ m*p*sin®mh) cos** ml,

(2ar 4+ 3 cosPmb)sin —mp 3 cosP b sinmb cosl
(22r + Beos?inl)cost 4+ mp B cosP~ ' m§ sinmb sinb

(38) tangi, =

Le point I, qui donne une représentation simple des forces agissant
aux divers points d'une droite OU (n® 19), s’obtient en prenant sur OU

OH = — £ cos?mf,

24
et, perpendiculairement a Ol, dans le sens ou les angles polaires croissent,

g

. cos? 'm0 sinmb.
R rd

III P m,/)

1 n . - .
Dans le cas de m — p = > on peut construire le point I plus stmple-

ment encore, en remarquant gue I'on a alors

) 2
- nf -—1n8 . nf
OH = — £ cos* ™, HI = £ cog’ — i —;
20 n o 2 2
on en conclut
X .
——1 pl) PANS nb

Ol = acos™ —: tangUOL = — tang —,
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en posant, pour abréger,

a : — —@-‘.—.—'
2
-4
. . . . ——nl
Le point I s’obtient, par suite, en portant la longueur acos® — sur

une droite faisant avec OU, dans le sens des angles polaires décroissants,

, . nb
un angle égal a —

P
Il est facile d’avoir l’équation polaire du lieu du point I. L’ang]e X0l

2

est en effet égal a (f — 1)9. En posant

2 . G

=——In

= a cos" —
p,=ac ;

9,:(%——1)6,

on en conclut, par I'élimination de 9, pour I'équation cherchée,

et

n n

—n 2—rt 1
" =u cosg_nﬁ,.

Le lien du point I est, comme on le voit, de la famille des courbes
definies par I’equation (28).

Les courbes équipotentielles ont pour équation

2

art+ freos 26 =,
2

C désignant une constante arbitraire. Ce sont des anal!agmatigues ayant

pour pole principal d’inversion commun le point O et pour déférente
commune la podaire négative de la courbe

P

o M
ro==— -!-3—(:03"—-9,
2 2

laquelle est précisément, comme on le voit facilement, la courbe lieu du

point I dont I'équation a été obtenue plus haut.
LVie Calier. 26
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En revenant au cuas on m et JZ sont quelcom]ues et supposant (== O

(n°® 20), on a

(39) V,=Pr cos? mf,

(40) I, = £ cos” " mb\/cos> ml + m? p?sin®mf,

cosmBsinf — mp sinmb cosh

(41) tangi, =

cosmfiicosl 4 mp sinmf sin§

P . 0 b o f ¥
[Les formules precédentes se simplitient, quand on fait m == 5= Il
) 2

est facile de vour ce qu’elles deviennent. On déduit notamment de la for-

mule (41)
(42) iy = (I_g)e.

Ce dernier résultat s’explique aisément, en s’appuyant sur la construe-
tion de la tangente aux courbes équipotentielles, lesquelles ont pour équa-

tion

i?

. e
(43) rE=

cos — )
D)

et appartiennent, par conséquent, a la famille de courbes défines par
I’écuation (28 ).
Nous allons apphquer les résultats précédents anx deux cas particu-

lierement intéressants ou I'on a n = 2 (lemniscates) et n == 1 (cercles).

o0. Cas oie les courbes (C) sont des lemniscates (n=2)., — De la

‘ , . * 1
formule (37 ), on déduit, en y faisant m = 5= 1,

Fl= fa*r* 4 falircosl + ¢°
ou bien
F*=u?()* — 2ar cosh + a*),

&

en posant - = — Q.
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Or, si 'on considére le point 1 de OX sitné a une distance a de O,
Oll A

Ml =r®— sarcosh - ’,
M ¢rant le point d’application de la force F, et, par suite,

F’ p— 20’-0 B]]-.
D’autre part, I’équation des courbes équipotentielles est alors

o.r®+ Ereosh =,
ou bhien

1‘2 S 2[”‘(3089 p— g-

Ce sont des cercles ayant pour centre commun le point I. Donce la
force F est constamment dirigée vers un point fixe [ et proportionnelle i
la distance de son point d'application & ce point fixe. Nous retronvons
ainsi le théoreme de M. Bonnet (n° 13).

On a vu précédemment (n° 19) que, dans le cas d'un potentiel qua-
dratique, 1] existe, quelle que soit la courbe (C), pour chacue droite CU,
un point I tel que les forces appliquées aux divers points de OU con-
courent en 1 et sont proportionnelles aux distances des points d’applica-
tion & ce point I. Ce qui distingue spécialement le cas de la lemniscate,
¢’est que le point [ est le méme pour toutes les droites OU. Cela resulte
de ce que 'on a alors

OH = a cosf, HI = — asinf.

En applignant au cas de la lemniscate les formules (40) et (41), on en
dédutrait aisément le theoreme de Saladint (n” 13).
[.a lemniscate peut étre décrite, dans les conditions envisagées par Sa-

ladini et par M. Bonnet, sous I'action d'une force d’nune nature plus géné-
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rale déterminée par les formules

"'1'"((:(;9) Lp(a’;_g)]smﬁ |
‘P(c«.:;e) B [_" 4 <w’=a) p(ﬂésﬁ)] cos 23

S31. Cas ou les courbes (G) sont des cercles (n=1). — L’équation (28),

tangi =

lorsqu’on y fait n =1, devient
o = ksinf.

[Les courbes définies sont alors des cercles tangents a OX ().

La détermination de la force, qui résout le probleme 11 dans ce cas, se
déduit immédiatement des formules générales donnces plus haut (n® 29),
en y faisant m=1, p=2. Il est inutile de transcrire ici les résultats
qu’on obtient. Nous allons seulement considérer les deux cas les plus
simples ou 'expression du potentiel est quadratique ou lindaire, pour en
conclure une représentation géométrique assez élégante de la force.

Dans le cas ou le potentiel est quadratique et de la forme
V,= ar®+ Erecos® 19,

prenons, sur une droite quelconque OU passant par O,

OH = acos® 36, Hl =—acos30sinil,
8 . . . ,
en posant — —=a. Le point I obtenu est sur la bissectrice de I'angle

XOU, a une distance Ol du point O égale a acostf. 11 résulte de la

(1) Les courbes synchrones correspondantes sont des cardioides
. — 21
r=—hcos*il,

ayant pour point de rebroussement le point O et pour axe la droite OX.
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qu’en prenant sur OX OA = «, on aura constamment
Ol =« cos +0,

ce (qui montre que le lieu du point I est le cercle déerit sur OA comme
diameétre. On a ainsi une représentation compléte de la force appliquée
en un point quelconque M de la droite variable OU. Cette force est con-
stamment dirigée vers le point I, déterminé plus haut, et égale & 2 MI.

Dans le cas ou le potentiel est lineaire et de la forme

A 4 RV |
."2:‘(43(;05 Ee,

I'application des formules (40) et (42) donne immédiatement

, 1 '
F2 h‘:}_e? 62 6»

o

Ce

i
I
o | =

On en conclut que la force appliquée en un point quelconque M est

_ N ) .
paralléle a la bissectrice de I'angle MOX. On la constroit en grandeur et

en direction en prenant sur OX, OB=2{, ct projetant orthogonale-
‘ . _ : Py
ment OB sur la bissectrice de I'angle MOX.

On peut remarquer que, dans ie cas qul vient d’étre examindé, les
courbes équipotentielles sont les paraboles homofocales délinies par 1'é-

quation

C
J R—

- a
vyed 1
COS 25

Les courbes équiputentielles, dans le cas du potentiel quadratique,
ont pour équation
o.r®+ Breos®* L8 = C.

Ce sont des anallagmatiques, ayant pour pdle principal d'inversion
commun le point O et pour déférente commune la podaire négative par

rapport au point O de la eardioide

J
Poo— — —&00527‘- :
o 2
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Celte podaire négative, comnie on le sait, est un cercle. Par suite, les
courbes éc_]uipotentielles sont des ovales de Descartes.
Ces ovales présentent d’ailleurs cctte particularité que le péle principal

d'inversion O se trouve sur le cercle qui lul correspond comme déférente.

32. Nowvelle généralisation du cas de la lemniscate et du cas du
cercle. — Les cas ou les courbes {C) sont des cercles ou des lemniscates
penvent encore étre considérés comme des cas particuliers de celui ou
la fonction ©(0) est de la forme a + b cosf +-¢sinf, ou plas simplement
de la forme « — bcosb a laquelle se ramene la précédente par une rota-
tion convenable de I'axe polaire.

I.es courbes synchrones correspondant au potentiel, qui est alors

' A
Y (a—|— b cosf

) (a+ bcosh)?,

sont formees des limacons de Pascal
r=A(a -+ bcosh)

ayant pour point double commun le point O et homothétiques par rapport
& ce point.
De
o(8) = a + bcosf,
on déduit
o' (8) =— bsinf.

?(B) . ({4 (]B LOSB
fmde:_gfsinﬁ fsmﬁ

On trouve d’ailleurs immediatement

On a par sulte

~— == [.tang 9; f'me i = 1. sinb.

smfj T 9 sin

On en conelut

(44

f?_(ﬁ% —_——-h—-ljsinﬂ(tang%)z-
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En transportant Pintégrale ainsi obtenue dans I'équation (yj, on

pour I'équation du systéme des courbes (C)

>l 8

p?=A*a—+ b cos@) sinf (tang%) :

On voit immeédiatement que la derniére équation (') donne des lemnis-
cates, lorsque « est nul, et des cercles, lorsque a et # sont égaux. On re-
tombe ainsi sur les deux cas étudiés dans les deux derniers paragraphes.

Si l'on prend (&)= au® + %u, on construit le point I qui détermine
pour les courbes trouvées les forces agissant aux divers points d’une
droite OU, inclinée d'un certain angle § sur OX, en portant sur OU,

comue on I'a vu précedemment (n° 19),

OH=:— £ (a 4 bcosh),  HI= " bsind.

2o 2

Ce point se construit tres aisément, en prenant sur OX

0C=— L4

et portant sur une parallele a OU

Il résulte de cette construction que le lieu du point I est un cercle de

centre C et de rayon égal a — L2
2%

I.es courbes équipotentielles ont pour équaticn
2.r* -+ Lr(a + beosl) = C;

ce sont des ovales de Descartes de la forme la plus générale.
En supposant ¢4 (x) = i, on obtient, en appliquant les formules (24

(1) Les courbes définies par cette équation seront algébriques ou transcendantes, suivant

a )
(que + sera commensurable ou incommensurable,

b
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et (25),
asind

72— P2/ % | 2 S .
F!=0*(a*+ 2abcosh + b)), tang/, = — "

De la on conclut la construction smvante pour la force constante, en
grandeur, direction et sens, qui agit aux divers points d’'une méme
droite OU. Sur OU on porte OA = ffa et, sur une parallele 4 OX menée
par le point A obtenu, on prend AB=[£5b; OB est la représentation
as¢ométrique de la force F,.

Les courbes équipotentielles sont d’ailleurs les coniques homothétiques
et confocales définies par I'équation

C
a—+ b cc:l&ﬂjl

ryr —

C désignant un parametre variable.

Remargie. — On traiterait, sans plus de difficultés, au point de vue des
integrations qui peuvent se faire Jusqu’an bout, le cas plus général que
ceux (ue nous avons etudies et qui les comprend tous, ou Ja fonetion ¢ (§)
qui entre dans 'expression du potentiel est de la forme

(@ 4+ bcosmb + csinmb)?,

que 'on rameéne a (a + bcosm)? par une rotation convenable de I'axe
polaire. Les résultats ne donnant lieu 4 aucune interprétation géométrique
digne d’étre remarquée, nous ne nous y arréterons pas.

Les intégrations se feraient encore compléetement dans le cas ou I'on
aurait

o) =ua —I—Z (bcosmf + csinm),

en supposant les coefficients m commensurables.

EXAMEN DE CERTAINES CATEGORIES DE FORCES
POUR LESQUELLES LE PROBLEME 1 EST IMPOSSIBLE,

33. Impossibidité di probleme I dans le cas d’une force centrale, —
I.e probleme I est impossible dans le cas d’une force centrale, sauf dans le
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cas d'une force centrale proportionnelle a la distance cui a été traité par
M. O. Bonnet. Pour le démontrer, considérons un centre d’action C, a
une certaine distance a de O sur OX. Le carré de la distance do point M
d'application de la force au point C est

"
-

MC =r*— 2arcosb —+ a®.

Le potentiel, dont dérive la force centrale considérée, peut se représenter

— 2
par une fonction quelconque continue et bien déterminée de MC
7 (r* — 2arcosf + a?).

Voyons dans quel cas on pourra avoir

U tp |97 0) + G =707 — 207 cosh +a?),

en choisissant convenablement les fonctions ¢, ¢, 7 etla constante C.
En admmettant cette 1dentité, on en déduit, en prenant les dérivées deux
fois de suite par rapport a r,

!Vlr?‘{‘ﬂ)] = 2y'(r’ — 2arcosf + )

+ 4(r— acosd)? v (r* — 2ar cosl + o°).
Pour r = o, cette derniére identité se réduit a

J'(0) =2y (a®) +4a’cos*l " (a%).

L.e premier membre étant alors indépendant de 8, il doit en étre de méme
du second.

Supposons d’abord aZo, c¢'est-a-dire le centre d’action C distinet de
I'origine O du mouvement. Il faut, dans cette hypothése, pour que la der-
niere identité ait lieu, que la dérivée seconde de la fonction 7 soit identi-
(quement nulle, ¢’est-a-dire que cette fonction soit, aune constante arbitraire
pres, quel’on peutd’ailleurs négliger, de la forme w.(r* — 2ar cosf 4 a*),

u. désignant un coefficient constant. G’est, comme on le voit, I’expression
LV Calier. 27
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du potentiel corresp(}ndant a une force proportionnelle a la distance. On a
alors

‘;’(“)E!“'(“t“"ﬁaﬂ), cp(@)Ecosﬁ, G = na’.

Nous venons de supposer a2 o. II est facile de faire voir U'impossibilité
du probleme I, dans le cas ou @ serait nul, c’est-a-dire ou le centre d’ac-
tion G coinciderait avec le point de départ O. En effet, décrivons de O
comme centre un cercle quelconque coupant a la fois 'arc en M et la corde
en N. Les forces, nécessairement répulsives d’ailleurs, appliquees en ces
deux points, seraient égales. Mais celle appliquée en M, n’agissant que par
sa composante tangentielle, produirait une accélération moindre que celle
appliquée en N, qui agit dans son intégralité. Il est clair que, dans ces con-
ditions, le mobile mettrait forcément plus de temps & décrire I'arc qu’i

décrire la corde.

34. Impossibilité du probleme I dans le cas d’une force de direction
fixe, fonction de la distance de son point d application a une droite fixe.
— Prenons I'axe polaire OX paralléle a la direction de la force, et dé-
signons par ¢ I'inclinaison de la droite fixe A sur OX, par a la distance
au point O de I'intersection de ces deux droites. La distance a A, comptéc
parallelement al’axe polaire, d’un point M de coordonnées r, 4, a, comme

on le voit aisément, pour expression

Sl —
prala— 1) g,
S &

Nous allons démontrer que le probléeme | ne comporte aucune solution
dans le cas d’une force parallele & OX, et fonction de la distance du point
maobile & la droite A.

Cette distance pouvant évidemment, sans qu'il en résulte de restriction,
¢tre evaluée parallclement i OX,, le potentiel relatif a la force considérée

b osin{a—1)
/‘[’ SO ﬂ]'

A déa‘ignant une fonction continue et bien déterminée.

est de la forme
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Voyons si 'on peut avoir identiquement

*;[?_E;”]@=(0)+caz[r5‘“(“—ﬁ) al,

sine

en choisissant convenablement les fonctions ¢, v, 7 et la constante C.

On dédunit de la, en prenant les dérivées secondes des deux membres
par rapport a r,

[ PRV PEUCEDNN ETICELL

cp(fj sin sinla

Or, pour r =0, ona

n 7 sin?{a —
V(o) =y (— a) e D),

sin“e

[.e premier membre étant alors indépendant de 6, il doit en étre de méme

du second, ce qui exige que la dérivée seconde de la fonction y se ré-
duise a zéro identiquement. On en conclut

sin(a—0)

S11 o

7 (rcosl —a) = u [r

al+v,

u. et v designant deux constantes. L.’identité, d’ou nous sommes partis, est
alors effectivement vérifiée, en prenant

. 4 ]
"IF’(H’) = L1, cp(@) — S'"E?ﬂﬁ ), C—v — na.

La force qui dérive du potentiel que nous venons de trouver est con-
stante en grandeur, direction et sens : elle est égale a 1 et agit dans la di-
rection et le sens de OX. On retombe sur le cas traité par Saladini. Sanf
ce cas limite, on voit que le probleme I est impossible pour la catégorie de
forces que nous venons d’examiner.

Remarque. — lies questions qui ont été traitées dans le présent travail
se prétent a une généralisation trés étendue, ainsi que nous I'avons indiqué
déja dans une Note Sur certains probléemes d’isochronisme, publiée der-
nierement dans les Comptes rendus de I Académie des Sciences (t. CIII,

p. 1174). Nous comptons en faire I’objet d"un autre Mémoire.







EDMOND LAGUERRE

SA VIE ET SES TRAVAUX,

Pk M. Evcixe ROUCHE ,

Examinateur de sortie & I'cole Polytechnique, Professeur au Conservatoire des Arts et Méticrs.

I.

Edmond Laguerre a vécu modeste et tranquille, loin des agitations
mondaines, entre ses livres, sa famille et quelques amis dévoués. Ses
recherches scientifiques, les exigences du devoir professionnel, son
affection pour son aimable compagne, enfin I'éducation de ses deux
filles 'ont absorbé pleinement; aucun autre plaisic n'a eu d’attraits
pour lui, et, a notre époque de désirs impatients et d’ambition fébrile,
Laguerre a su ne puiser ses joies qu’aux sources pures du devoir et du
travail.

Né a Bar-le-Due, le g avril 1834, il a fait ses études dans divers éta-
blissements d'instruetion publique, ses parents 'ayant successivement
déplacé pour qu’il eut sans cesse auprés de lui un eompagnon chargé
de veiller sur sa santé déja précaire. Partout, an college Stanislas, au
lycée de Metz, a I'institntion Barbet, a I'Ecole Polytechnicque, il se fit
remarquer par sa rare intelligence et par une aptitude singuliere pour
les langues vivantes et pour les sciences mathématiques. Certes, il n'é-
tait pas un de ces éleves qu’aucune étude ne eaptive au dela de I'heure
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réglementaire, et qui s’apphiquent a toute chose avec une ardenr égale
et prudemment contenue. Ses camarades, il faut bien le dire, I'ont vu
plus d’une fois planter la son lavis ou son dessin graphique pour courir
apres une idée qui hantait son esprit. C'est pourquol, entré a I'Ecole le
(natrieme, il n’était classé que le quarante-sixiéme a la sortie; mais,
en revanche, il avait déja débuté dans la carriére scientifique par un
coup de muaitre, et nous admirions tous cet étonnant garcon (ui,
étant encore sur les bancs, trouvait la solution compleéte du probleme
de la transformation homographique des relations angulaires, solution
(qui avait échappé a Chasles et & Poneelet ¢t (ui constituait une lacune
regrettable de la Géométrie supéricure. Le bon Terquem entrevit
immédiatement toute la portée de ce brillant début. « Profond investi-
cateur en (Géométrie et en Analyse », écrivait-il des lors dans ses An-
nales », le jeune Laguerre possede un esprit d’abstraction excessive-
ment rare, et 'on ne saurait trop encourager les travaux de cet homme
d’avenir. »

Cependant, Laguerre se tut pendant dix ans. Homme de devowr
avant tout, son métier d’officier d’artillerie le prit d’abord tout entier,
et ses camarades de garnison pourraient dire avec (uel zele 1l s’apph-
cuait a tous les détails d'un service si peu en harmonie avec ses allures
et avec ses gouts. Puis, envoyé a la manufacture d’armes de Mutzig, 1l
put a loisir s’y livrer a ses études favorites; son 1solement, comme
autrefois le séjour de Poncelet a Saratof, hu fut émimemment favorable,
et, en 1864, lors de sa nomination comme répétiteur \TI'Ecole Polytech-
nique, il revint a Paris solidement armé pour reparaitre sur Iarene
scientifique.

De 1865 & 1886, Laguerre n’a cess¢ d’émettre des 1dées originales
et profondes sur les diverses hranches des Mathématiques pures. Si la
variété des sujets rend ses Mémoires difficiles a classer, la concision avec
lacuelle 11 les rédigeait les rend encore plus impropres a I'analyse; et,
pour mettre son ceuvre dans tout son jour, il faudrait en reproduire
entierement la majeure partie. Mais, si nul, mieux que lui, n'a observé

les prescriptions de Boileau, nul aussi, il faut le reconnaitre, n’a su, en
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se bornant, mettre dans des écrits plus de précision et de clarté. Que
de fois 'ai-je entendu s’élever vivement contre la prolixité de certains
auteurs plus sobres d’idées que de mots! « Quand on veut étre lu »,
répétait-il sans cesse, « on ne délaye pas en cent pages nn sujet dont le
développement en exige & peine dix. » Qu'on me pardonne ces dé-
tails; mon esprit est encore plein du souvenir de ces causeries inta-
rissables et charmantes dont nos tournées pour I'admission a I'Ecole
Polytechnique nous fournissaient I'heureuse occasion. Déja liés d'a-
mitié avant notre entrée & I’Ecole, puis associés pendant longtemps i la
meéme besogne, nous avions un profond attachement 'un pour l'autre,
et ’al pu, mieux que personne, je le dis non sans fierté, apprécier son
savoir si étendu et sa loyauté si parfaite, constater sa bienveillance
inépuisable sous des dehors parfois un peu brusques, et pénétrer les
nobles qualités de ce eceur peu prodigue de ses trésors.

I1.

L’ceuvre de Laguerre se compose de 140 Notes ou Mémoires (') que
'on peut rattacher a huit chefs principaux :

Emploi des imaginaires en Géomdtrie;
Application du Calcul intégral et de la théorie des formes a la Géo-
’ L]
metrie ;
(zéométrie infimtésimale ;
(Géométrie de direction;
Méthodes d’approximation pour certaines fonctions analytiques ;
Résolution numérique des équations;

Equatinns différentielles et fonctions elliptiques.

Nous consacrerons un paragraphe a chacune de ces séries de tra-

nux, en suivant Pordre méme (ue nous venons d’indiquer.

(1) Voir la liste placée a la suite de cette Notice,
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I11.

[.e premier travail de Laguerre, nous 'avons déja dit, est relatif i fa
transformation homographique des relations angulaires.

On sait, depuis Poncelet, que tous les cercles tracés dans un méme
plan passent par deux points fixes imaginaires situés sur la droite a I'in-
fini de ce plan. Laguerre donne i cespoints I et J le nom d’ombiics du
plan, et il appelle droite isotrope toute droite menée par un ombilic.
Les droites isotropes d’un plan forment deux systémes distinets; le
premier est composé de droites paralleles entre elles et passant par |,
le second de droites aussi paralleles entre elles, mais passant par J. De
chaque point du plan partent deux droites isotropes de systemes diffé-
rents et dont I’ensemble forme un cerele de rayon nul. Le plan étant
r¢el, toute droite isotrope renferme un point réel, mais un seul; c’est
celui ou elle coupe la droite isotrope qui lui est imaginairement con-
juguée.

(iela posé, voici le principe sur lequel repose la solution du pro-
bléeme de la transformation homographicque des relations angulaires :

Le rapport anharmonique ¢ du faisceaw formé par les deux cotés d'un

angle 0 et par les droites i5otropes passant par son sommet est e’gal i

0263;

'ou 'on déduit

6 = —loge,

27

les logarithmes étant népériens et la lettre ¢ désignant le symbole
¢_ l [ ]
D’a.prés cela et en vertu de la projectivité du rapport anharmonique,

si plusieurs angles A, ..., A;, ..., A, situés dans un méme plan, satis-
font a une relation d’ailleurs quelconque

F(A,, ..., A, ..., A)=o0,
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r

les angles correspondants A\, ..., A,,.

phique seront liés par la relation

J'i P
.., A de la figure homogra-

F{ Lloca L loga Lloga ) =o
21l b "’ “‘?2;‘ b A-’ G.G’gzl b n -

a, désignant en général le rapport anharmonique que les deux edtés
de Tangle A, forment avec les droites qui joignent son sommet aux
pomts qui correspondent aux ombilics de la premicre figure.

Par exemple, si on applique la transformation a ce théoreme ¢élé-
mentaire, lo somme des angles d’un polygone plan est un multiple de
denr angles droits, on tombe sur le théoreme de Carnot relatif aux
segments qu'une transversale deétermine sur les cotés d’un polygone.

Laguerre exposa, qu-inze ans plus tard, sa doctrine sur 'emplot des
maginaires en (GGéométrie dans un Cours qu’il professa & la salle
(zerson et dont il n’a malheureusement publi¢ que quelques Extraits,
se contentant d’y puiser, & diverses reprises, le sujet d’'importants tra-
vaux. Cette doctrine repose, en derniere analyse, sur trois notions
fondamentales : la notion de I'angle rattachée, comme nous venons de
le dire, a celle du rapport anharmonique, la distinction entre les
foyers réels et les foyers singuliers, et enfin une représentation géomé-
trique des points imaginatres situés soit dans un plan, soit dans I'es-
pace. Nous avons développé la premicre idée; voiel quelques explica-
tions sur les deux autres.

On nomme, d’apres Plucker, foyer d'une courbe plane tout point
tel, que deux des tangentes menées par ce point a la courbe passent
respectivement par les ombilics du plan. Si la courbe ne passe pas
par les points I et J, on peut mener, par chacun de ces ombilics,
un nombre de tangentes égal i la classe w de la courbe, d’ou résultent
deux faisceaux dont les intersections sont les 1.2 foyers de cette ligne ;
v, de ces foyers sont réels et suffisent, d’ailleurs, pour déterminer les
autres. Mais, s1 la courbe passe par I et I, les faisceaux des tangentes
menees par ces deux points forment deux groupes; le premier groupe
est composé des tangentes dont le point de contact n’est pas un om-

bilie, et si 4 est Ie nombre des branches de la courbe qui passent par

chacun des points [ et J, ce premier groupe contient . — 24 foyers
LVvie Cahier, 28
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réels que Laguerre nomme foyers ordinaires, comme les foyers trouvés
dans le cas précédent. Le second groupe, formé par les tangentes ayant
leur point de contact en I'un des ombilics sur la droite de I'infini,
donne & foyers réels que 'on doit compter comme doubles et (ue
Laguerre nomme foyers singulters. Telle est la distinction entre les
foyers ordinaires et les foyers singuliers dont Laguerre a revélé I'im-
portance en montrant combien différents étaient leurs roles en Géo-
métrie plane et particulierement dans la théorie des courbes du
(uatrieme ordre qui ont les ombilics pour points doubles, et (ue
M. Moutard, en les considérant i un autre poimnt de vue, avait qualifiées
d’anallagmatiques.

Quant au mode de représentation géométrique des points 1magi-
naires, 11 découle immédiatement, pour le plan, de la considération
des droites 1sotropes; il consiste i représenter tout pomt imaginaire A
par le segment ad’ que déterminent les deux points réels @ et « situds
respectivement sur les deux droites isotropes passant par A. On
montre aisément (ue la position de ce segment représentatif est indé-
pendante du choix des axes de coordonnées, et I'on voit en outre que,
lorsque le point A est réel, les points « et ¢’ se confondent avec lui, en
sorte que le cas d'un point réel est contenu dans le cas général du
point imaginaire. I.’étude compléte d’une courbe consistera dans la
recherche du mode de distribution des segments représentatifs de ces
divers points. Ainsi, I'on trouve quc : pour qi'un segment (ad’) repré-
sente un point situé sur un cercle réel, i faut et il suffit que les powunts a
et a' soient réciproques par rapport ¢ ce cercle, et que, pour qiu'un seg-
ment (aa') représente un point situé sur une ellipse réelle, i faut et il
suffit gque les deux points a et o appartiennent a une hyperbole homofo-
cale a Uellipse et que la drofte ad’ soit parallele & Uune des normales a
Uellipse en Uun des points ou cette courbe rencontre Ulyperbole. Le cas
de la droite est le plus important : Powr que plusicurs segments repri-
sentent des powts situcs sur une meme ligne drocte, il faut et il suflit que
le polygone formé par les origines de ces segments et le polygone formd

par leurs extrémités soient semblables et inversement placés. Laguerre en
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déduit la solution graphique des problémes relatifs & la ligne droite
déterminée par les segments représentatifs de deux de ses points et donne
ainst le moyen de réafiser les constructions ou entrent des données
imaginaires. La est en elfet le nceud de la question, attendu que cer-
tains problémes, dont la considération des imaginaires donne une
solution théorique simple et souvent immédiate, ne sont résolus effectr-
vernent qu’autant que les constructions auxquelles conduit le mode de
démonstration sont réalisables.

La représentation géométrique des points imaginaires dans l'espace
n’est guere moins simple, mais il faut auparavant définir les plans et
les cones 1sotropes, ainsi que la conique ombilicale. Si par un point
reel on imaginaire on meéne divers plans, chacun de ces plans contient
deux droites isotropes passant par le point; ces droites sont situées sur
un méme cone du second degré, qu'on nomme céne isotrope et que 'on
peut aussi considérer comme une sphére de rayon nul ayant le point
donné pour centre, en sorte que toute section plane de ce cone est un
cercle dont le centre est la projection du sommet du cone sur le plan.
Tous les plans 1sotropes coupent le plan de 'infinl suivant un méme
cercle commun & toutes les spheres de I’espace, et que Laguerre nomme
conique ombilicale. Par une droite on peut, en géneral, mener deux
plans tangents a I'ombihicale : ce sont des plans isotropes. Le couple
de plans isotropes passant par une droite donnée est coupé, suivant
deux droites isotropes, par un plan perpendiculaire & cette droite.
Enfin, par une droite 1sotrope, on ne peut mener u’'un seul plan iso-
trope, pusque cette droite coupe le plan de l'infini en un point de
I'ombalicale.

Cela posé, soient @ un point imaginaire de I’espace et a’ son conjugué;
ces deux points sont les sommets de deux cdnes isotropes qui se
coupent suivant un cercle réel A dont le plan est perpendiculaire
sur la droite réelle aad’, dont le centre est le milieu O du segment
aa’ et dont le rayon est égal & R, Rz étant 'expression du segment
Oa. Il est clair que les deux points imaginaires conjugués, a et a’, dé-
finissent complétement le cercle A, et réciproquement; ¢’est ce cercle
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réel A que Laguerre nomme le cercle représentatif du couple aa’. Tl est
vral ue, dans certaines uestions, on peut vouloir distinguer ces deux
points I'un de l'autre; il suffit, a cet effet, d’imaginer que le cercle A
soit parcouru dans un certain sens; ce sens déterminera celui des deux
pomnts dont on veut que le cercle soit la représentation. Pour étudier
une courbe donnée par des équations supposées réelles, il suffira
d’étudier les conditions auxquelles doit satisfaire le cercle réel A pour
(ue les points imaginaires conjugnés « et «', qu’il représente, appar-
tienuent a la courbe. Ainsi, pour qu'un cercle réel représente un couple
de pownts umagwnaires conjugucs situés sur une ellipse reelle, il faut et il
suffit que ce cercle apparticnne @ un hyperboloide a denr nappes ayant
cette ellipse pour focale.

Nous ne pouvons suivre Laguerre dans les déduetions si nombreuses
qu’il n’a cessé, pendant vingt ans, de tirer de ces principes fonda-
nientaux; pour ne pas dépasser notre but, qui est surtout de mettre en
évidence les 1dées originales de 1’auteur, nous nous bornerons a citer

les resultats les plus saillants parmi ceux auxque]s cette voie 1'a conduit.
Ce sont :
1° Des théoremes généraux sur les courbes algébriques, tels que les

deux suivants :

St par un point M, pris dans le plan d’une courbe de degré n, on
trace un cercle quelconque, de rayon R, le produit des distances de ce
point aux 2 n points communs an cercle et @& la courbe est égal a la
puissance dw. point M par rapport a la courbe, multiplice par le fac-
terr R”.

8t par un point M, pris dans le plan d’une courbe de classe m, on
mene des tangentes & la courbe, Uorientation de ces tangenles est la meme
que celle du_faiscean des droites joignant le point M anwx m foyers de la
courbe, et le centre harmonique du point M relativement awx points de
contact est le méme que le centre harmonique de ce point relativement

aiee m _foyers.

De ces propriétés métriques découlent de nombreuses conséquences
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relatives a la courbure des lignes et des surfaces ; voici les plus cu-
rieuses :

St d’un point A de Ulypocycloide a trois rebroussements on méne a
la courbe la tangente dont le point de contact T differc de A, i suffit de
prolonger 'TA d’une quantité égale a elle-meme pour obtenir le foyer de
la parabole qui suroscule en A Uhypocycloide.

St d'un point M d’une conique sphérique on abaisse sur les deux
Jocales réelles des perpendiculaires rencontrant la sphere en m et m, le
cojugué harmonique M, par rapport & m et ¢ m', appartient aw plan
osculateur de la courbe en M. Ce théoréme ¢élégant n’est d’ailleurs qu’un
cas particullier d’une proposition relative a la biguadratique sphérigue,
¢’est-a-dire a la igne d’'intersection d’une sphere et d'une surface du
second ordre.

MT étant la tangente en un point quelconque M d une surface anallay-

matique du quatrieme ordre, et P et Q les dewx autres points communs «
la drotte M'T et a la surfuce; C désignant en outre le centre de la sur-
Jace et 1 le milien de la droite joignant les centres des dewx spheres qul,
passant par M, touchent respectivement la surface en P et Q; on aura le
centre de courbure en M de la section normale passant par MT en me-
nant par M une droite parallele a 1C, de meme sens et de longueunr
double. Pour Intelligence de ce tl‘]éoré'ine, nous rappellerons qu’une
surface anallagmatique du quatrieme ordre peut ¢tre considérée de
cinq manieres différentes, comme I'enveloppe de spheéres (uu coupent
orthogonalement une sphére fixe, tandis que leur centre décrit une
surface du second ordre; les cing quadriques au moyen desquelles on
peut aussi décrire la surface sont homofocales, et ¢’est leur centre com-
mun qu’on nomme centre de la surface anallagmatique. Ajoutons que
précédemment, et presque simultanément, Laguerre et M. Darboux
avaient trouvé une autre solution, mais bien moins élégante, du pro-
bleme de la courbure des surfaces anallagmatiques.

2® Une étude ayant pour objet d’étendre aux courbes sphériques les
notions des foyers ordinaires et des foyers singuliers et de montrer le
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role important que jouent, dans la théorie de la projection stéréogra-
phique, les génératrices imaginaires de la sphcre. _

Lorsqu’on projette stéréographiquement nne courbe, les foyers ord:-
naires de la courbe sc projettent swiwvant les foyers ordinaires de sa
transformée. Mais il n’en est pas de méme pour les foyers singuliers.
Les foyers singuliers de la transformdée sont situés sur les polaires, par
rapport « la sphere, des croites conjointes du pole de transformation
relativement a la courbe que le plan tangent a ce pole détermine dans
lune quelconque des surfaces qui, avec la sphere, définissent la courbe.

3° Des recherclies générales sur les surfaces a génératrices circu-
laires et leur application aux surfaces anallagmatiques du cuatrieme
ordre,

Laguerre est revenu plusieurs fols sur la théoric des lignes et des
surfaces anallagmatiques. Dans une premicre Note, 1l a retrouvé le
mode de description donné par M. Moutard pour les anallagmatiques
planes considérées comme enveloppes de cercles, en le déduisant de
I'existence des quatre cdnes (ui passent par une biquadratique sphé-
rique; puis, dans deux autres écrits, apres avoir démontré, relative-
ment aux surfaces anallagmaticques, plusieurs beaux theoremes deja
énoncés par M. Moutard, Laguerre a fait connaitre des propriétés
toutes nouvelles des focales ordinaires et singulieres de ces surfaces,
ainsi que les curienses relations qui existent entre les quadriques ho-
mofocales qui permettent leur génération ; de la résultent diverses pro-
positions sur les surfaces homofocales du second ordre, par exemple

la smivante :

Etant deux surfaces homofocales di second degré et un plan arbi-
traire P, si "on prend respectivement sur chacune de ces surfaces un
point met un point m', tels que les plans tangents en ces points se coupent
sur une droite située dans le plan P, toutes les droites telles que mm’ sont

rnormales a une meme surface.

4° Un Mémoire sur la cyclide de Dupin, renfermant beaucoup de
propositions nouvelles sur les surfaces de tous les ordres ; nous signale-
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rons spécialement la partie de ce travail qui concerne les surfaces
douces d’un axe de rotation.

On dit qu’une surface Z est doude d’un axe de rotation s’il existe une
droite D telle, qu’en faisant tourner 2 autour de D d’un angle arbitraire
et désignant par X' sa nouvelle position, les surfaces Z et X' se coupent
sous un angle constant le long de leur interscetion, et cela quel (ue
soit I’angle de rotation. lL.a recherche des surfaces douées d'un axe de
rotation est un probléme difficile. Laguerre a trouvé d’abord une
solution contenant une fonction arbitraire; elle est fournie par des sur-
faces déja étudiées par M. O. Bonnet et dont les deux systemes
de lignes de courbure sont composés I'un de cercles, l'autre de
courbes sphériques; puis il a trouvé une deuxieme solution entiére-
ment distincte de la premiére et renfermant aussi une fonction arbi-
traire. La cyclide de Dupin jouitde la singuliére propriété d’appartenir
a la fois aux deux espéces de surfaces et elle possede quatre axes de
rotation, deux de la premiere espece, deux de la seconde.

5° Des recherches sur les biquadratiques gauches, c’est-a-dire sur
les lignes d’intersection de deux surfaces du second ordre, dont voicile
point le plus important :

Etant données une surface du second ordre et deux droites fixes,
Chasles avait démontré que, si une droite mobile rencontre les deux
droites fixes en s’appuyant sur la surface, la courbe de contact était
une biquadratique gauche. On pouvait se demander si, inversement,
toute biquadratique gauche pouvait résulter d'un tel mode de geénéra-
tion et comment, dans le cas de l'affirmative, on pourrait détermmer Ja
quadrique et les deux droites fixes. En empruntant a Clebsch ses
principes sur 'application des fonctions elliptiques i Ia géométrie des
courbes ganches, Laguerre a fait voir (ue, pour une biquadratique
donnée, on peut toujours faire passer six quadriques permettant la
génération indiquée par Chasles et que, I'une des surfaces étant choisie,
on pent eneorc prendre d'une infinité de maniéres les deux droites
fixes; une circonstance assez remarquable est la rencontre en cette

étnde des surfaces quadricuspideles, déja étudicées par de la Gour-
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nerie, et dont plusieurs belles propriétés ont été ainsi rattachées inci-
demment a la théorie des intégrales elliptiques.

Laguerre a en outre étendu & ces surfaces un beau théoreme qu'il
avait donné sur les surfaces du second ordre : si par une ligne de cour-
hure quelconque K d’une quadrique A on mene une autre quadrique
A', la surfuce développadle circonscerite @ A et A’ touche A suivant une de
ses lignes de courbure; de méme, st par la bhiquadratiqgue K on mene une
quadricuspidale quelconque A", la développable circonscrite ¢ A et A”
touche A sutvant une de ses lignes de courbure.

6° Une étnde pleine d’intérét sur les lignes (que Laguerre a nommeées
cassiniennes. Ges courbes, dont le type est 'ellipse de Cassini, sont les
anallagmatiques planes ou sphériques jouissant de cette propriété, que
'on peut circonscrire & la conique qui les définit nn quadrilatére in-
scrit dans le cercle directeur correspondant. Laguerre a fait connaitre
pour ces lignes plusicars modes de génération fort élégants; par

exemple :

St une biquadratique sphérique est telle quune droite passant par deux
points de cette courbe ait pour polaire, relativement & la sphére sur la-
quelle elle est tracée, une droite rencontrant la courbe en deux points,
cette ligne est une cassinienne.

St une drocte s appuie sur deux droites fixes en restant tangente & une

sphere, cette courbe de contact est une cassinienne.

Il a, de plus, indiqué une maniere d’associer deux a deux les points
d’une eassinienne ui facilite extrémement I'étude de la courbe et con-

duit a des propriétés fort remarquables :

St lon prend la conjugude harmonique d'un point fixe quelconque de
la sphere relativement & chacun des couples de points associés d’une cas-
sinienne, le licu de ces points conjugués est un cercle.

Sta et b, ¢ et d sont les points diamétralement opposés a deux couples
quelcongues A et B, C et D de points assocics « une cassinienne, et st M
désigne un point quelconque de la courbe, la différence des aires des trian-

gles sphérigues Mab, Med reste constante.
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7° Laguerre retrouve les cassiniennes ¢n partant d’un point de vue
tout autre dans un Mémorre sur quelques propriétés des foyers des
courbes algébriques et des focales des cones algébriques.

La proposition fondamentale, dans ces nouvelles recherches, est la
suivante :

reme

La polaire d’un point quelconque M i plan d’une courbe de m
classe, par rapport aux droites obtenues en menant par chacun des m
foyers réels une perpendiculaire sur la droite qui joint ce foyer au point
M, se confond avec la polaire de ce meme point M par rapport aux nor-
males a la courbe, qui ont pour pteds les points de contact des tangentes

issues di poz}zt M.

Apres avoir déduit de la ce beaun théoreme de Lionville: Si auwx
points de rencontre d’un cercle et d’unc courbe planc on mene les nor-
males a la courbe, la polaire du centre du cercle par rapport a ces nor-
males est située a Uinfini. Laguerre en fait I'application aux coniques

homofocales, ce qui le conduit a cette proposition remarquable :

St Lon abaisse d’'un point des normales al’une quelconque des conigues
ayant pour joyers deux points donnés F et ¥', les tangentes mendes aux
pleds des normales forment un quadrilatere complet, dont les six sommets
sont trois couples de points associés d’une cassinienne cubique, que ces
sommets décrivent lorsque la conique wvarie. Ces tangentes roulent en
méme temps sur une parabole dont le foyer est le conjugué harmonigue

du point M par rapport a F et F'.

I’auteur étend ensuite aux cones algébriques les propriétés cu
précedent et déduit de 1a le moyen de construire, relativement & une
aréte donnée, I'axe de courbure et méme 'accélération de courbure
d’un cone de second ordre dont on connait les focales.

8° Un Mémoire sur la cowrbe cnveloppée par les axes des coniques qui
passent par quatre points donnés.

Cette courbe, du quatrieme degré et de la troisieme classe, donble-
ment tangente a la droite de I'infini, renferme dans son équation six

constantes arbitraires, et, comme cuatre points donnés introduisent
LVIe Cahier. 29
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huit constantes, 1l en résulte (ue la méme courbe peut étre regardée
d’une infinité de maniéres, comme I'enveloppe des axes d’une conique
assujettie a passer par (uatre points. Laguerre se propose de déter-
miner, pour une courbe donnée de la troisieme classe doublement
tangente a la droite de I'infini, les divers systemes de ¢uatre points qu
donnent lieu au mode de génération indiqué. La solution repose sur
cette propriété curicuse :

L’enveloppe des axes des coniques circonscrites & un quadrangle donné
ABCD est lenveloppe des asymptotes des coniques curconscrites au gua-
drangle dérwé, c'est-a-dire du quadrangle dont les sommets sont les
centres des cercles cireonserits aux triangles ABG, BCD, CDA, DAB.

Parmi les théoremes qu’il en déduit, nous remarquerons le sui-

vant :

Les asymptotes des coniques passant par les sommets d’un triangle et
par le point de concours des hauteurs enveloppent une hypocycloide a trois
rebroussements, tandis que les axes de ces courbes enveloppent la ligne

symétrique de cette hypocycloide relativement @ son centre.

Etendant ensuite ses reclierches a la géométrie a trois dimensions,
autenr étudie la distribution dans I'espace des axes des quadriques
de révolution, passant par quatre ou cin( points donnés; il démontre

en particulier cette proposition :

Cing points étant donnés sur une quadrique de révolution, les centres
des cing spheres circonscrites aux cing tétraedres que U'on peut former en
groupant ces points quatre & quatre sont situés sur une cubigue gauche

ayant pour asymptote [’axe de la surface,

Il montre enfin que la plupart des résultats obtenus ne sont que des
cas particuliers de théorémes plus généraux, relatifs aux lignes spiri-
ques et aux surfaces engendrées par la rotation de ces lignes autour de
lenr axe.

Ces lignes spirigues, dont il avait signalé dans un travail antérieur

une série de propriétés, sont des anallagimatiques planes du quatrieme
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ordre, possédant un axe de symétrie. Une telle courbe a deux foyers
singuliers situés sur 'axe de symétrie : si ces foyers coincident, elle de-
vient un ovale de Descartes; si I'un des foyers singuliers est rejeté a
U'infini, elle s’abaisse au troisieme degré; enfin, elle se réduit a une co-
nique, si les deux foyers singuliers passent a I'imfim1. Nous citerons seu-
lement, parmi les propriétés que Laguerre a fait connaitre, celle qu’il

considérait comme fondamentale :

Si Uon joint un point mobile sur une spirique a dewux points fixes de
la courbe, les perpendiculaires élevées sur les milieux des deux cordes
ainst obtenues tracent sur l'axe de symétrie deux divisions homographi-
ques ayant pour points doubles les foyers singuliers de la courbe; d’ou
'on déduit aisément que, un guadrangle étant inscrit dans une spirique,
les sommets du quadrangle dérwé et les deux foyers singuliers de la courbe

apparticnnent G une meme conique.

§° A cette étude sur la spirique se rattache une monographie inté-
ressante sur la cardioide, renfermant beaucoup de propriétés nou-
velles.

La cardioide est 1’épicycloide engendrée par un point d’'un cercle
mobile qui roule sans glisser sur un cercle de méme rayon. Elle derive
de la spirique générale, lorsque les points doubles a I'infini deviennent
des points de rebroussement et que les deux foyers singuliers se con-
fondent en un seul F. La division homographique dont nous avons
parlé a la fin de I'alinéa précédent a ses deux points doubles réunis en
F, et 'on obtient ce théoreme :

St Uon joint un point mobile de la cardioide a deux points fixes de la
courbe, et quon nommel et K les points ot l'axe de symétrie rencontre
les perpendiculaires élevées sur les mailieux des cordes ainst obtenuces, la

difféerence,
I I

F1 FX

reste constante,

D’autres propriétés résultent d’ailleurs del’application a la cardioide
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des théorémes généraux que nous avons €noncés ci-dessus (1°). De

la combinaison des deux points de vue résulte une théorie simple et

élégante de cette courbe qui rentre d’ailleurs dans le groupe des

unicursales de troisieme classe, dont Laguerre a donné un mode de
r ¥ * ’ YA 4

genération digne d’étre remarqusé ;

Une courbe de troisieme classe est unicursale, st un cercle jouit de lu
propriété que dewx tangentes, menées & la courbe par chacun de ses points,
sotent a angle droit. Le cercle touche la courbe en trois points et les nor-

males mences aw cercle en ces points sont tangentes ¢ la courbe.

10° Citons enfin deux Notes a laquelle Laguerre attachait (uelque
prix et qui ont pour objet la relation qui existe entre un cercle cir-
ronscrit a un triangle on a un quadrilatere, et les éléments d’une contque
inscrite dans le méme polygone.

Poncelet a montré que, si un triangle est a la fois inscrit dans un
cercle G et circonscrit a une conique, on peut inscrire et circonscrire
a ces deux courbes une infinité de triangles. Mais quelle relation doit-
1l exister dans ce cas entre les éléments de la conique et ducercle ? Telle
est la question que Laguerre s’est posée, et voici la solution qu’il a
donnée: F et G étant les deux foyers de la conique, O le centre du
cercle, I et G’ les points réciproques de F et G relativement au cercle,
s1’on mene, par F, la paralléle 4 OG jusqu’a sarencontre R avec GF,
la longueur de 'axe focal est moyenne proportionnelle entre GR et
GF, -

Dansle cas du quadrilatere, D étant le point de rencontre de G’ et
GF’, si 'on méne par F la paralléle &4 OD jusqu’a sa rencontre R avec

GF', la longueur de P'axe focal est moyenne proportionuelle entre
GR et GI.

[V.

Passons maintenant a Papplication du Caleul intégral et de la théorie
des formes a la Géométrie,
lin développant la belle interprétation géométrique, donnéde par
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Jacobi, de I'équation d’Euler

dr dy

—
e ——

Vi@ Vo)

ou f désigne un polynéme du quatrieme degré, Laguerre a été conduit

i donner a 'intégrale une forme remarquable par sa simplicité :

St lon décompose, d’une faucon quelconque, le polynome f{x) en deux
Jacteurs du second degré 0(x) et ¢ (x), U'intégrale générale de I’équation

d Fuler est

Vi@)e(r) — V() e(a) = Clx—y),
C désignant une constante arbitraire.

Parmi les propriétés des cubiques gauches et des cones du second
degré, que Laguerre a rattachées a cette intégration, nous appellerons
surtout ’attention sur une construction géométrique fort ingénieuse et
relative a I'addition des fonctions ultra-elliptiques de premieére espéce ;
cette construction repose sur le théoréme suivant :

Ltant donnés sur une cubique gauche six points dont les paramétres
sont les racines de l'équation du sixieme degré V = o, si [’on considére
un quelconque des cones du second ordre qui passent par ces six points
et deux plans tangents & ce cone, on aura les deux relations

f’* dz I i dy % dsz N
. VV(2) U, VYD) U VYR

Y awdx Yo g dy 1 % gz _
A vm*l V() f Ve

Ol Xy, Vs 3 Abstgnent les paramétres des points ou le premier plan coupe

la cubique et x,, y,, 2, les parametres des points ou la cubique est ren-

contrée par le seconl pla,n.

On remarquera l'analogie de ces résultats avec ceux donnés par
lacobi relativement aux fonctions elliptiques : Jacob:r obtenait la con-
struction de 1'addition des fonctions elliptiques en faisant rouler une
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droite sur I'une (uelconque des coniques qui passent par uatre points
fixes dont la position détermine un polynome du quatrieme degre ;
Laguerre eflectue géométriquement la construction des fonctions ultra-
elliptiques de premiére espece en faisant rouler un plan sur I'un quel-
concue des cones du second degré qui passent par six points fixes dont
la position, sur la cubique gauche qui les renferme, détermine un
polyndéme du sixieme degré.

(’est au lien intime qui existe entre la décomposition en trois carrés
du polynéme du sixieme degré et le probleme relatif 4 la eonstruction
des cones du second degré qui passent par six points de Pespace,
qu’est due ici P'introduction, a ¢6té du Caleul intégral, de la théorie des
formes algébriques.

Voici maintenant des recherches gédométriques ou cette dermere
théorie intervient d’une maniere exclusive et plus complete. Ces re-
cherches concernent successivement les lignes planes, les surfaces
réglées du second ordre, et enfin la surface du troisieme ordre qui
est la réciproque de la surface de Steiner.

Considérons d’abord les lignes planes.

Une premiere étude est fondée sur la considération de 1’équation
U (%, &) = o qui a pour racines les coeflicients angulaires des tangentes
menées du point (x, ) & une courbe de classe » dont on a I'équation
tangentielle ' (#, v, w )= o. Laguerre donne a I'équation U = o, qui
est du degré n et dont les coefficients sont des polyndmes entiers en x
et y, le nom d’égnation muxte de la courbe, et 1l indique le moyen de
former les équations mixtes des courbes que 'on obtient en égalant
a zéro les covariants de F(u, v, @), ce quit le conduit, en particulier,
a une méthode simple pour trouver 'équation de la cayleyenne d’'une
courbe algébrique.

L’équation mixte joue un role considérable dans 1'étude des singu-
larités des courbes planes de quatrieme classe; on sait qu'une telle
courbe K posséde 28 points doubles 6 et 24 points de rebroussement g;
il existe en outre dans son plan 21 droites P, telles que la premiere po-
laire de chacune d’elles, relativement a K, se décompose en un point p
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et une conique résiduelle ; aux 21 droites P correspondent 21 points p,
et les 73 points ¢, g, p sont les points communs & trois courbes dont
les équations s’expriunent simplement en fonction de

as a8 JIT JoT

ox’ 9y’ ox’ ady’
SetT désignmlt I'invariant quadratique et 'invariant cubique de la
force U(%, ) qui, égalée a zéro, constitue l'équation mixte de la

iéme

courbe K. Soient K et K’ deux courbes de »'™ classe, ayant ponr
équations mixtes U—=o0 et U'=o0, on dit que les faisceaux de droite
dont ces équations donnent les coeflicients angulaires sont harmoniques
lorsque Vinvariant cquadratique I des deux formes U et U’ est égal a

zéro; le lien des points d’ou 'on voit les courbes K et K’ sous deux
faisceaux harmonicues est, d’apres cela, une courbe 1 = o de degré »;

Laguerre lui donne le nom de courbe harmonique du couple K et K’ ; si
n est impair, eette ligne est également la courbe harmounique de deux
quelconques des courbes du faisceau que K et K’ déterminent, et elle

prend alors le nom de¢ courbe harmonique de ce faisceau. On déduit
de la plusieurs propositions remarquab]es :

St Lon considere les différentes drottes que on peut mener par un
point M et st L’on prend lewrs premieres polaires par rapport a wnc
courbe K de quatrieme classe, ces polaires forment un faisceau de
courbes de troisteme classe dont la courbe harmonique est la droite po-
laire die point M par rapport a la courbe du guatrieme ordre X qui passe
par les 24 points de rebroussement de K. En particulier, les 21 droites I

sont les droites po!a.ire& relativement a % des 21 paifzts 22

{/ne courbe qndconqzw de troisieme classe et sa hessienne sont vies

., - n L] -
d "un point quelconque du plan swvant dewrx faiscecnr harmonigues.

Laguerre donne en outre la condition pour que les 28 points doubies
d’une courbe de quatrieme classe soient situés sur une courbe du sixicme
ordre.

Ajoutons, pour achever de montrer 'importance de I'équation mixte
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dans la théorie des courbes, que Laguerre en déduit pour I'hypocy-
cloide a trois points de rebroussement, un nombre trés considérable
de propriétés nouvelles, parmi lesquelles nous énoncerons seulement

les deux suivantes :

P et Q étant les points ou une droite 1), tangente a une lypocyclorde a
irois rebroussements, coupe cette courbe, st le sommet d’un angle de
grandeur constante déerit la drotte D, tandis que U'un des cotés reste tan-
gent @ la courbe, Uautre coté de U'angle enveloppe une autre hypocy-
cloide égale a la premuere, tangente a D et passant par les points
P et Q.

M étant un point mobile sur une ellipse E qui passe par un point
Jfixe A et qui se projette sur un plan P suivant un cercle, le plan per-
pendiculaire sur le miliew de la corde AM coupe le plan P swivant une
droite qut enveloppe une hypocycloide a trois rebroussements. Si le
point A se déplace sur Uellipse, U’hypocycloide se déplace dans le plan P
en restant égale a elle-méme. Les traces, sur le plan P, des plans nor-
maux a Uellipse enveloppent une hypocycloide & quatre points de rebrous-
sement, ct les deux tangentes doubles de rebroussement de cette courbe

sont le licu des centres des .s'p/zére.s‘ doublement tangentes a l’edz-p.s'e.

Il faut encore rattacher a ces études deux Mémoires : 'un Sur les
courbes du quatrieme ordre qui ont trois points doubles d'inflexion,
I'autre Sur certains réseaux singuliers formés par des courbes planes.

La courbe K du quatrieme degré, étudiée dans le premier de ces
Mémoires, jouit de nombreuscs propriétés qui prennent surtout une
forme simple dans le cas particulier ou deux des points doubles d’in-
flexion sont’les ombilics du plan; la courbe est alors le lieu des pro-
jections du centre d’'une hyperbole équilatére sur ses tangentes, ¢’est-
a-dire sur la lemniscate de Bernoulli. Sans entrer dans les détails de
cette monographie si bien faite, nous indiquerons seulement les pro-
priétés fondamentales de la courbe K.

La cubique polaire d’un pownt M de la courbe se décompose en une
droite, (u'on appelle la droite harmonique du point M, et en unc
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conique qui passe par les trois points doubles et touche la courbe an
poz’nt M.

Std’ un pount M de la courbe on mene les quatre tangentes dont le point
de contact est distinct de M, les quatre points de contact sont sur la droite
imr'nwm'que de M.

. A L . Y

Les six po!&c dune droite par rapport @ la courbe sont les sommets

i qzmdrilatére camplet Jormé par les drottes harmoniques des points 0L

la drotte constdérée rencontre la courbe.

La développée d’'une conique ayant trois tangentes doubles, sa cor-
rélative rentre dans 1'espéce étudiée. Les propriétés obtenues peuvent
donc étrc regardées comme des propriétés relatives aux développées
des coniques. Nous citerons seulement celle-ci :

St Uon considere les quatre points ow une tangente quelcongue a la de-
veloppée K d’une ellipse coupe cette courbe K, les tangentes menées en ces

points a cette dé've[oppée conconrent en n meme point.

Le dernier Mémoire a un caractere plus général. Il a pour objet
I'étude du réseau des courbes du »*° ordre que représente, lorsqu’on

fait varier les parametres £ et m, I'équation
Az +Bn+C=o,

dans laquelle A, B, C désignent trois polynémes du 2'°™° degré en x et 5,
liés d’ailleurs par la relation

Az—+ By + G=o.

Par deux points quelconques du plan passe une courbe du réseau.
Une telle courbe est déterminée par les valeurs de £ et n; elle passe
d’ailleurs par le point qui a pour coordonnées & et v et qui prend le
nom de point principal. Cela posé, on a les propositions suivantes :

»

e. urbes di résearn pa —_ nts ft )
Toutes les courbes dit réseait passent par n*—n<4-1) points fixes «

pwots. Deux courbes quelconques du réseaw ont en commun, outre les
iéme

pwots, n—1 points, qui sont situés en ligne droite, et le n'™ point o
LVI Cahier. 30
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cette drotte rencontre Uune quelconque des courbes est le pount principal
de cette courbe.

Les courbes du réseau, qui ont pour points principaux les points d une
droite, ont en commun n—1 points situés sur cette drotte et qu’on nomme
points centraux de la droite. St une drocte tourne autour d’un point fice,
le liew de ses points centraux est la courbe du réseau ayant ce point fixe
pour pount principal.

8t par chague point du plan on mene a la courbe du réseau ayant ce
point pour point principal les tangentes dont le point de contact est dis-
tinct de M @ 1° toutes ces droites enveloppent une courbe K de la classe
(n*—n—41) et dudegré 3 (n—1), qui est le liew des points principaux
des courbes du réseau ayant un pownt double; 2° les points de contact de
toutes ces tangentes appartiennent a une courbe M, qui est le liew des
pownts doubles die réseat.

8t dewe courbes de degré n ont n — 1 points communs en ligne droite,
leurs n* —n 1 autres pownts communs sont les pwots d’un réseau de
[’espece considérée. En particulier, les courbes du troisieme degré pas-
sant par sept points fixes forment un réseau de cette e.spéce ; c’est des
propriétés de ce réseau spécial que M. Aronhold a déduit sa belle con-
struction de la courbe du quatrieme ordre ayant pour tangentes doubles
sept drottes données.

S1 des seize points communs a deux courbes du quatrieme ordre trovs
sont siués en ligne droite, deurx courbes quelconques du meme ordre pas-
sant par les treize autres points communs se rencontrent en trois nou-

peanr points Sttiucs en Zigne drotte.

Considérons maintenant les courbes tracées sur une surface du

second ordre S.
La surface S possede un double systéme de génératrices rectilignes;

pour la commodité dulangage, on nommera dirécirices les génératrices
d’un systeme en conservantle nom de génératrices i celles du systeme
opposé. Soit enfin K une conique prise arbitrairement sur la surface et
qu'on appellera conigue fondamentale : les points de cette conique
répondent respectivement aux valeurs successives d’un parametre
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variable. Par chaque point M de la surface S passe une directrice
coupant la conique fondamentale en un seul point dont le parametre
sera désigné par x; de méme, par le point M passera une génératrice
coupant la conique K en un seul point dont le parameétre sera désigné
par 5. Laguerre prend les quantités x et y comme les coordonnées du
point M, en sorte que I'équation f(x, y) = o d'une courbe tracée sur
Ia quadrique S indique, par son degré p par rapport a x, en combien
de points la courbe coupe une génératrice quelconque, et par son
degré ¢ par rapport a y, en combien de points la courbe rencontre
Fune quelconque des directrices. Apres avoir rendu cette équation
homogeéne en remplacant x et y par -_‘; et ::—-;,, 1l parvient, par la considé-
ration des émanants d'une forme binaire, & montrer qu’on obtient
cette équation en égalant 4 zéro un polynéme ordonné suivant la puis-
sance de xy’ — yx’ et qui est un covariant double de certains polv-
nomes U, V, W, ... entiers en x et &’ et de degrés p+¢, p+ g — 2,
p+qg—14,.... L’étude de la courbe considerée se trouve ainsi ratta-
chée a I'étude simultanée de ces formes; on pourra toujours, dans un
calcul relatif 4 un systéme de courbes, faire en sorte qu’on n’ait i con-
sidérer que des invariants ou des covariants d’un systéme de formes
hinaires et profiter de leurs propriétés connues pour en déduire des
propriétés géométriques du systeme des courbes, ou pour simplifierles
opérations. Suivant le choix de la comque fondamentale, 'écuation
d'une courbe donnée varie, et I'art consiste a obtenir I'équation qui
renferme le moins de formes possible. Ainsi, 'équation des cubiques
cauches peut, d'une infinité de mani¢res, étre ramenée a ne contenir
qu’une forme binaire cubique; celle de la biquadratique (intersection
de la surface S et d'une autre quadrique n’ayant aucune genératrice
commune avec la premiére) peut étre mise, de quatre fagons diflé-
rentes, sous une forme ou n’apparait qu’un seul polynéme du qua-
tritme degré ; enfin, pour la quartique gauche (courbe du quatrieme
ordre par laquelle on ne peut faire passer u'une surface du second
degré), on peut, mais d’une seule maniére, ramener son &quation i ne
renfermer (u’une seule forme biquadratique.
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La surface réciproque de celle de Steiner est la surface S du troi-
sieme degré (ui contient les six arétes d’un tétraedre. On voit, en effet,
immédiatement que sa réciproque, c¢’est-d-dire le lieu des poéles de ses
plans tangents, par rapport 4 une quadrique, est une surface 8 du
(quatrieme ordre jouissant de la propriété d’étre coupée suivant deux
coniques par chacun de ces plans tangents, ¢’est-a-dire la surface qu’on
nomme habituellement surface de Steiner. Laguerre a consacré a la
surface S deux beaux Mémoires, l'un d’Analyse, 'autre de Géométrie.
Le premier a pour point de départ les considérations suivantes : Sil’on
désigne par a, b, ¢, d, e des fonctions linéaires des coordonnées ., y,

s, &, I’'équation

U= (a, b, ¢, d, &) (}, ;L).: )
représente un pl:i]‘l mohile enveloppant la surface développal)le
I’ — 9% J*=o0,

ou | et J représentent I'invariant quadratique et I'invariant cubique de
la forme U; les polynomes a, b, ¢, d, ¢ sont d’ailleurs reliés par une
relation linéaire et homogéne dont Laguerre rattache habilement les
coefficients numériques a une autre forme binaire. L’équation ] =o
représente précisément la surface du troisieme ordre S réciproque de
celle de Steiner, et’on voit ainsi que I'étnde de cette surface se ramenc
i la théorie de deux formes biquadratiques simultanées dont I'imvariant
quadratique est nul. En particulier, comme la quadrique T = o coupe
evidemment la surface S swvant une de ses lignes asymptotiques, on
voit que la recherche du systeme complet de ces eourbes, dont la
découverte appartient d’ailleurs a Clebsch, revient & la solution du pro-
bleme suivant : Zn donnant avie polynomes a, b, ¢, d, e toutes les valewrs
telles que J: conserve la meme forme, quelles sont les valeurs que pewt
prendre Uywariant 19 Laguerre résout ce probleme et donne en outre
un ires grand nombre de propriétés nouvelles de la surface et des
courbes gauches qui s’y rattachent; comme il faut se borner, nous
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mentionnerons seulement la propriété suivante, 4 cause de sa sim-
plicité :

St, par un point de la surface S, on mene le cone circonscrit ¢ cetle
surface, ce cone se décompose en deuwx cones die second degré; chacun
d’enx touche la surfuce suivant une cubique gauche, et les surfaces deve-
loppables ayant ces cubiques pour aretes de rebroussement coupent lu

surface S suwant les deuwx lignes asymptotiques qui se croisent aw point M.

Quant au Mémoire de Géométrie pure que Laguerre a écrit sur le
méme sujet, il a pour point de départ un mode particulier de repré-
sentation de la surface 8 sur un plan; de ce mode résultent la plupart
des théoremes auxquels Pauteur avait déja été conduit par analyse
ci-dessus, ainsi que d’autres propositions, par exemple : |

St les trous faces d’un triedre touchent la surface S en trois points situés
en ligne droite, parmi les neuf points oit les aretes du triedre rencontrent
la surface, il en est trois qui sont situés sur une meme ligne asym-

/,_:'totic]ue .

Pour achever le compte rendu de la partie de 'ccuvre de Laguerre
qui est relative a la Géomeétrie analytique, il nous reste a parler des
travaux sur les normales aux courbes et aux surfaces du second
ordre.

On aperc¢oit de suite comment la théorie des formes s’introduit na-
turellement dans cette étude. En géneral, trois droites passant par un
méme point M ne sont pas normales A une conique ayant pour axes
deux droites données; v = o étant I'équation du troisieme degré qui
détermine les directions des axes et celle de la droite (qui joint leur in-
tersection au point M, et ¢’ = o étant I'équation qui détermine les direc-
tions des trois droites 1ssues du point M, la condition nécessaire et suf-
fisante pour que ces trois droites soient normales a la conique ayant pour
axes les deux droites données est A— o; A désigne I'invariant des
formes cubiques z et &/, invariant qui s’offre d’ailleurs dans beaucoup
d’autres questions de Géométrie, notamment dans la théorie des cubi-

ques gauches.
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Aprés avoir retronvé par une voie nouvelle les résultats si élegants
"de Joachimsthal sur les normales aux coniques et aux quadriques, La-
guerre obtient une série de propriétés nouvelles parmi lesquelles nous
citerons, d’abord relativement aux coniques, les théoremes suivants ;

St Uon joint un point quelconque M au centre d’une comque et s lon
méne par ce point des paralléles aur axes de cette courbe, les trois droutes
ainsi obtenues sont telles que la conjuguée harmonique de chacune d’elles
relativement aux deux autres se confond avec sa conjuguce harmonique
relativement aur quatre normales que Uon peut mener du point M a la
conique.

U étant la forme du quatricine degré qui, égalée a zéro, détermine les di-
rections des normales menées du point M & une conique, et H et S étant le

hessten et Uinpariant quadratique de cette forme, {équation

[I—i—‘/g—H:t) .

détermine les directions des droites joignant le point M aux centres des
cercles circonscerits aux quatre triangles formés par les pieds des quatre
normales pri.s‘ trois a trois.

Puis, sur les surfaces du second ordre, outre la générahsation du pre-
mier des deux théorémes qui précedent, les propositions que voici :

Le centre de la sphére qui conticnt les pieds de quatre des normales
abaissées d’un point M sur une quadrigue est le miliew du segment qui sé-
pare le point M du point dont la projection sur les axes de la quadrigue
sont les intersections de ces axes avec le plan des deuxr autres nor-
males.

Les pieds des six normales que L on peut abaisser d’un point M sur une
quadrigue, ainst que le point M et le centre O de la surface, appartiennent
a une meme cubique gauche; et, si, par le point O, on mene un plan
parallele a dewx quelconques des normales, ce plan coupe les cubiques en

deux points situés sur la sphere qui contient les pieds des quatre autres
normales.
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Mentionnons enfin le probléeme suivant, qui a quatre solutions et que
Laguerre résout a 'aide de la régle et du compas : Déterminer toutes
les coniques qui, passant par un point donné, sont normales & quatre drottes

concourantes.

V.

C’est un théoreme de M. Bertrand qui a provoqué les premieres
etndes de Laguerre sur la Géométrie infinitésimale.

M. Bertrand avait démontré depuis longtemps que les normales
principales d’une courbe gauche ne peuvent étre les normales princi-
pales d’'une autre courbe, 4 moins qu’il n’existe une relation linéaire
entre les deux courbures de la ligne donnée. Laguerre a fait voir que,
si une surface réglée est applicable sur un hyperboloide de révolution,
sa ligne de striction est une des courbes étudiées par M. Bertrand, et
(que, réciproquement, on peut toujours considérer une telle courbe
comme la ligne de striction d’une surface réglée applicable sur un hy-
perbolotde de révolution.

Nous ne pouvons citer tous les résultats, souvent utilisés depuis,
dont Laguerre a enrichi cette branche des Sciences mathématiques.
Nous devons surtout attirer I'attention sur I'introduction en Géomé-
trie infimtésimale d’un élément nouveau, qui semble appelé a jouer
un role important dans la Géométrie des lignes tracées sur les surfaces,
sil'on en juge du moins par Pheureux partt que P'auteur en a tiré pour
la solution de plusienrs problemes difficiles.

(Que I’on imagine en chaque point d’une courbe gauche un segment
normal dont la longueur et la direction soient fixées chaque fois par la
position du point pris sur la courbe, puis que l'on projette sur une
corde infiniment petite les segments normaux relatifs a ses extrémités ;
la somme algébrique w de ces projections est I'élément dont nous vou-
lons parler.

C’est un infiniment petit d’ordre impair, en général du troisieme
ordre; sinon il est du cinquieme ou du septieme; enfin, il ne peut etre

supérieur ar septieme ordre sans étre absolument nul, et alors la courbe
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peut étre placée sur une surface du second ordre. Ge beau théoréme
permet a Pauteur de définir directement et indépendamment de toute
surface du second ordre, les lignes qui peuvent étre placées sur une telle
surface, par exemple les cubiques et les biquadratiques gauches, et ce
cqui est plus remarquable encore, les lignes geodésiques. Ces lignes sont
caractérisées par la propriété suivante : Si, en dewx points M et M d'une
géodésique tracée sur une surface du second ordre, on prend sur les nor-
males principales des longuerrs MN et M'N' proportionnelles aux racines
cubiques des rayons de courbure correspondants, les projections de ces
segments sur la corde MM sont égales. De la résultent deux équations
différentielles qui lient I'are, la courbure et la torsion; Laguerre écrit
explicitement Fune d’elles, qui offre cette particularité remarquable, de
pouvolr étre imtégrée sans qu’on établisse aucune relation entre la tor-
sion et la courbure, en sorte que le carré de la torsion s’exprime alge-
briquement en fonction de la courbure et de ses deux premieres dé-
rivées.

Il convient en outre de signaler, sur les lignes géodésiques des sur-
faces du second ordre, une curieuse extension d’un théoreme de Mac-
laurin relatif a 'ellipse. Si I'on nomme axe de courbure, en un point
d’une telle géodésique, la droite qui a respectivement pour projections
sur la tangente, la binormale et la normale principale, les quantités

t I 1 dp
p r e ds’

et r désionant les ravons de courbure et de torsion au point considéré
) ]
]Jaguerre montre que :

1° L'axe de courbure en un point M est perpendiculaire aw plan dia-
métral conjugué de lo tangente en ce point;

2° 81 le point M se déplace sur la géodésique, tandis qidun autre

point M' déerit une autre géodésique de la meme surface, le rapport de

la projection de U'axe de courbure en M sur la tangente en M' a la

projection de ’axe de courbure en M’ sur la tangente en M reste constant ;
8
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i est d’atlleurs égal o Uunité, st les deux lignes géodésigques touchent une
meme ligne de courbure.

De la résulte une construction facile de 'axe de courbure en un
point quelconque d’une ligne géodésique d’une surface du second
ordre et, par suite, le moyen d’obtenir les valeurs en ce point des quan-

e dp
tites r, ¢ etz-

Mentionnons encore, au sujet des surfaces du second ordre, la so-
lution graphique que Laguerre a donnée pour la détermination, en un
point quelconque M, des axes de I'indicatrice et des rayons de courbure
principaux. La normale en M rencontre les plans principaux de la sur-
Jace en trois points; les trois droites (D), menées par ces points perpendi-
culairement aux plans principauz correspondants, déterminent un fyyper-
boloide. On peut construire deux génératrices de cet hyperboloide
appartenant au systeme (D) et perpendiculaires au diametre passant
par M ces génératrices rencontrent la normale en M aux deux centres de
courbure principaur relatifs ¢ ce point, et les plans, menés par le diameétre
perpendiculairement a ces deuxr génératrices, coupent le plan tangent en
M suivant les axes de Uindicatrice.

Nous devons enfin citer, avant de clore ce paragraphe :

1° Une Note sur la détermination des lignes géodésiques des surfaces
dont I’élément linéaire est donné par la formule

du? dv?

(fs* = | ;
¢ L

ces lignes sont déterminées par la relation

cosdy sind g
— - —- — const.,
Ve

Vu?

¢ désignant I'melinaison de la géodésique sur la courbe ¢ = const. ;
2° Une exposition simple et lumincuse des formules fondamentales
de la théorie des surfaces, telles qu’elles résultent des travaux de

MM. O. Bonnet et Codazzi. Laguerre a déduit de ces formules cer-
LVE Cahier, 31
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taines propriétés des systemes de droites normales a une surface qui
méritent d’étre remarquées :

St des rayons émanants d une surface S sont normaux a une méme
surface et st chacun d’eux fait un angle constant avec la surface S, la
projection de ce systeme de rayons sur S est un systeme de lignes géode-
stques de cette surface.

Etant donnés un systéme de lignes géodésiques tracdes sur une surface
et leurs trajectoires orthogonales, st par chaque point M de {"une de ces
lignes on mene une droite située dans le plan de la tangente a cette ligne
en M et de la normale & la surface, U'angle de cette droite avec le plan
tangent étant d’ailleurs constant le long d’une trajectoire orthogonale
(mais pouvant varier quand on passe d'une trajectoire & |’ autre), toutes
ces droites sont normales a une méme surface.

VI.

Tout théoreme de Géométrie concernant des segments ou des angles
comporte I'emploi des signes; mais ces théoremes se distribuent en
deux genres bien distincts.

Dans les uns, le sens positif que 'on doit attribuer a chacune des
droites de la figure est arbitraire, et les énoncés, s'ils sont corrects,
doivent se vérifier de quelque maniére ¢u’on fasse cette attribution.

Dans les autres, le sens positif n’est arbitraire que pour certaines
droites de la figure; et le sens positif des autres droites est déterminé
par le théoreme lui-méme dont il est un élément essentiel. Ce sont les
propositions de ce dernier genre qui constituent ce que Laguerre
appelait la Géométrie de direction.

Laguerre donne le nom de semi-droite a4 une droite décrite dans un
sens donné; une droite, pouvant étre parcourue en deux sens diffé-
rents, détermine donc deux semi-droites opposées. De méme, un cercle
décrit dans un sens indiqué recoit le nom de cycle, et un méme cercle
détermine deux cycles opposés. En outre, une semi-droite et un cycle
sont dits tangents, si la droite et le cercle correspondants se touchent,
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et si, de plus, sur I’élément commun, le sens est le méme pour la
droite et pour le cercle; si les sens sont inverses, on dit que la semi-
droite est une tangente apparente du cycle.

Il résulte immédiatement de la qu’on ne peut mener a un cycle donné
qu'une tangente parallele & une semi-droite donnée et que deux cycles
donnés n’ont que dewx tangentes communes et, par suite, qu'un seul
centre de similitude. 1) ailleurs, les trois centres de similitude de trois
cycles considérés deux a deux sont sur une méme droite qui est 'axe
de similitude de ces trois cycles.

On nomme distance tangentielle de deux cycles la distance comprise,
sur I'une des deux tangentes communes, entre les deux points de con-
tact; elle n’est déterminée qu’en valeur absolue.

Le rayon d'un cycle sera considéeré comme positif si le cycle est
décrit dans le sens des aiguilles d'une montre et comme négatif dans le
cas contraire. Par suite, T étant la distance tangentielle de deux eycles,
R et R leurs rayons et D la distance des centres, on a la relation

T*=D*— (R —R')?,
qu se réduit &

T = — 4R

pour deux cycles opposés.

Le cycle qui a pour centre un point donné et qui touche une semi-
droite donnée est bien déterminé; la distance du point a la semi-
droite est le rayon du cercle ; elle est done déterminée en grandeur et
en signe.

Un point doit étre considéré comme un cycle infiniment petit et
toutes les semi-droites passant par ce point comme des tangentes i ce
cycle.

Ktant données deux semi-droites, le lieu des centres des cycles qui
leur sont tangents est une droite qu’on nommera la bissectrice des deux
semi-droites. Par suite, le cycle astreint a toucher trois semi-droites
données est unique, et son centre est a la rencontre des trois bissec-
trices des semi-droites prises deux a deux.
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1l importe d’observer que les cycles qui touchent deux semi-droites
opposées sont les divers points de la droite qu’elles déterminent. On
le voit, en supposant que, le point d'intersection de deux semi-droites
restant fixe, I'angle de ces semi-droites décroisse indéfiniment de fagon
que les deux semi-droites viennent se confondre avec leurs bissectrices;
i la limite, les cycles inscrits se réduisent a des points, tandis que les
deux semi-droites deviennent des semi-droites opposées.

Ces définitions étant établies, voici en quol consiste la méthode de
transformation par semi-drottes réciprogues cui constitue, sans con-
tredit, I'une des plus ingénieuses créations de Laguerre.

Considérons une droite fixe Q et un cycle K situés dans un meéme
plan; soit P un point choisi arbitrairement sur la perpendiculaire
abaissée du centre O du cycle sur la droite Q; a chaque semi-droite MN
du plan, on peut faire correspondre une autre semi-droite de la facon
snivante. Menons au cycle K Ia tangente AB parallele A MN, joignons le

point de contact A aupoint P; puis, au point A" ou la droite AP coupe
le cyele, menons la tangente A'B’; la semi-droite MN’ menée paralle-
lement & A'B" par le point M ou MN rencontre Q sera la semi-droite
correspondante & MN. Tl est évident, d’aprés les constructions indi-
quées, que MN correspond réciproquement i MN'; on dit, d’apres cela,
que ces semi-droites sont réeciproquees.

On démontre aisément que dewx couples quelconques de semi-drottes
réciproques sont tangentes & un meéme cycle. La transformation se trouve
:aractérisée par cette propriété et par celle qui est contenue dans
la définition méme et ui consiste en ce que deux semi-droites récipro-

ques sc eroisent sur Uaxe Q de la tmntsfurmation.
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Il est clair que la transformation est définie quand on se donne
Paxe Q de transformation et deux semi-droites réciproques D et D';
pour obtenir la semi-droite A’ réciproque d'une semi-droite quel-
conqque A, il suffira de construire le cycle tangent a D, D" et A; la
seconde tangente menée au cycle par le point M ou A coupe 'axe Q
sera la semi-droite demandée A’,

'Sil’on considere une courbe C comme 'enveloppe d’une semi-droite
mobile A, la réciproque A" de A enveloppera une courbe C' qu’on
nomme la transformée de la courbe C.

On démontre :

1° Que des semi-droites paraliéles ont pour réeciproques des semi-
droites paralleles et qu’ill y a deux séries de semi-droites paralléles qui
se transforment en elles-mémes ;

2° Que, si une semi-droite touche deux courbes en deux points P
et Q et si la semi-droite réciproque A’ touche la transformée aux points
P et O, les deux longueurs PQ et P" Q' sont égales;

3 Qu'un cycle K a pour transformée un cycle K'; 'axe radical de
K et K’ est Paxe de transformation; leurs tangentes communes sont
paralleles & deux directions fixes (directions des semi-droites qui se
transforment en elles-mémes); la distance tangentielle de deux cyeles
est d’ailleurs égale a la distance tangentielle des deux cycles corres-
pondants.

Désignons par R et R’ les rayons des deux cycles et par D et TV les
distances de leurs centres a 'axe Q; R et R’ sont donnés en grandeur
et en signe, et il en est de méme de D et D', 'axe de transformation
étant ici considéré comme une semi-droite dont on fixe le sens arbi-

trairement. Les rapports

D—-D' D<+D
R—B" R +F

ont une méme valeur constante qu'on nomme module de la transfor-
mation, Une transformation étant définie par son axe et son module,
1l existe une infinité de cycles qui se transforment en simples points ;
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leur propriété caractéristique consiste dans la proportionnalité de leur
rayon R 4 la distance D de leur centre a I'axe. On peut transformer
en trois points trois cycles qui ne sont pas rencontrés par leur axe de
similitude.

Tels sont les principes fort simples qui servent de fondement & la
transformation par semi-droites réciproques.

Cette transformation peut servir, commela transformation par rayons
vecteurs réciproques, soit a simplifier la solution de certains pro-
blémes, soit a généraliser certaines propriétés géometriques.

S1lon propose, par exemple, de construire un cycle tangent a trois
¢ycles donnes, on transformera ces cycles en trois points en prenant
pour axe de transformation 'axe de similitude. Le cercle passant par
ces points déterminera deux cycles opposés dont les réciproques sont
les solutions du probléme. D’ailleurs, comme deux eycles opposés
rencontrent 'axe de transformation aux mémes points, il en est de
méme de leurs réciproques, d’ou I'on voit que la question proposce a
deux solutions,

Le probleme de mener un cercle tangent a trois cercles donnés se
ramene immédiatement au précédent en attribuant un sens a chaque
cercle de maniere a le transformer en cycle; cette attribution pouvant
se faire de quatre manieres différentes, on voit qu’il y a huit solu-
tions.

Observons encore qu’on peut souvent aveec avantage employer
simultanément la transformation par semi-droites réciproques et la
transformation par rayons vecteurs réciproques. Par cette double
transformation, on peut transformer cinq cycles en deux semi-droites
et trois points.

C’est dans la géométrie de la sphére que Laguerre a puisé I'idée de
sa théorie des eycles; volci comment :

Lorsqu’un point M se déplace sur une sphére, le grand cercle dont
ce point est le pole enveloppe une courbe sphérique C' corrélative de
la courbe C déerite par le point M. Mais, si a un pole M répond un
arand cercle polaire unique, & un grand cercle correspondent deux
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poles, en sorte que la théorie des courbes sphériques ainsi présentée
offre quelque chose de défectueux. C’est pour faire disparaitre cette
imperfection que Laguerre a imaginé de faire correspondre & un
point M, non plus le grand cercle polaire, mais ce cercle parcouru dans
un sens déterminé pour un spectateur placeé sur la sphére et ayant ses
pleds en M ; en appelant grand cycle le cercle ainsi défint de posi-
tion et de direction, on voit qn’a un point de la sphere répond un
grand cycle polaire bien déterminé, et, réciproquement, qu’i un grand
cycle correspond un pole unique. De cette maniere, la corrélative
d'une courbe algébrique décrite par un point mobile sur la sphére est
I'enveloppe de grands cycles et, par suite, une courbe de direction,
¢’est-a-dire une courbe telle qu’en chaque point sa tangente sphérique
(arc de grand cercle) ait non seulement sa position, mais encore sa
direction déterminées. Ces notions s'imposent évidemment quand on
veut approfondir la géométrie de la sphére. S1 maintenant on suppose
que, le rayon de la sphére croissant au dela de toute limite, la sphére
dégénere cn un plan, les grands cycles deviendront des semi-droites,
et I'on voit méme ainsi comment Laguerre a été conduit & considérer
les courbes planes de la quatriéme classe, auxquelles il a donné le nom
d’hypercycles. Ges courbes ne pouvailent sans doute lul échapper puis-
qu’elles sont les transformées par semi-droites réciproques de la para-
bole et qu’il était naturel d’appli(juer le mode de transformation a cette.
hgne, la plus simple apres le cercle. Mais, par le fait, c¢’est en étudiant
les courbes de direction corrélatives des cassiniennes sphériques dont
nous avons parlé au § IIl, puis en faisant dégénérer la sphere en un
plan, que Laguerre a obtenu les premiéres propriétés des hyper-
cycles.

Nous ne voudrions pas éire trop longs; mais quelques indications
sont encore nécessaires pour montrer I’extension que Laguerre a s
donner a cette théorie, .

Le cycle et 'hypercycle sont des courbes de direction, mais il n’en
est pas ainsi d’'une courbe algébrique uelconque. Pour qu’on pusse

transformer une courbe algébrique C de classe n en une courbe de
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direction C,, en la supposant décrite dans un certain sens, 1l faut que,
parmi les a7z tangentes communes & la courbe C et a un cycle quel-
conque K, il y en ait seulement » qui soient des tangentes effectives
a C,, les n autres étant des tangentes apparentes. L’équation qui déter-
mine les tangentes communes a K et i C doit done, par I'extraction
d'une racine carrée, se ramener a la résolution de deux équations de
degré n, et comme, en coordonnées rectangulaires, I'équation tangen-
tielle d'un cercle uelcondque est

1+ o' = (ou+ By +7)°,

il en résulte que ["équation mngemieac la plus générale d ‘une courbe de

direction est de la forme
F*(u, v) — (1 4 v*) *(u,v) =0,

¥ et & désignant des fonctions rationnelles de u et de ¢v. Dans tout autre
as, et tel est celui d'une conique quelconque différente du cercle,
pour transformer une courbe algébrique C en une courbe de direc-
tion, il faut la considérer comme double, c¢’est-a-dire comme résultant
de la superposition de deux courbes opposées qui sont I'enveloppe
d'un cycle de rayon infiniment petit dont le centre décrit la igne C.

Les cycles, qui, ayant lenrs centres sur une courbe algébrique, tou-
chent une méme semi-droite, enveloppent évidemment une courbe de
direction qui est unc anticaustique de la ligne primitive, les rayons
incidents étant perpendiculaires & la semi-droite considérée. Ainsi
toute anticaustique d’une courbe algébrique est une courbe de direc-
tion, et réciproquement une courbe de direction quelconque est une
anticaustique d’une infinité de lignes algébriques qu’on peut déter-
miner. )

Les courbes paralléles &4 une courbe de direction sont également des
courbes de direction, et il en est de méme de I'enveloppe de leurs
normales, |

Outre de nombreuses propriétés des systémes de cycles et les con-
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s¢(quences intéressantes (ui en résultent relativement aux coniques,
Liaguerre a donné une théorie compléte des hypercycles et en particu-
lier de I'hypercycle cubique. Tandis qu'un hypercycle quelconque
pent étre défini comme une courbe de la quatriéme classe et dusixiéme
ordre, passant par les ombilics du plan et ayant trois tangentes dou-
bles dont 'une est la droite de Pinfini, ou encore comme une anticaus-
tique par réfraction de la parabole, les rayons mcidents étant paralléles,
I’hypercycle cubique peut étre défini comme une courbe de troisieme
classe, passant par les ombilies, touchant la droite de l'infini et
ayant une tangente double apparente, on encore comme une anticaus-
tique par réllexion de la parabole, les rayonsincidents étant parallcles;
¢’est la courbe de direction la plus générale de la troisieme classe, et,
par suite, la premiere & étudier apres les cycles, (ui constituent i eux
seuls les courbes de direction de la seconde classe. Laguerre a résolu,
relativement a hypercycle cubicue, les divers problemes qui n’exigent
que I'emploi de la regle et du compas et a indiqué un grand nombre de
propriétés, parmi lesquelles 11 faut surtout signaler une relation remar-
(quable entre six tangentes (uelconques.

Toutes les notions qui prectdent peuvent d’ailleurs étre étendues a
I'espace, notamment la méthode de transformation (ui est alors une
transformation par semi-plans réciprogues et d’ou Laguerre a déduit,
entre autres applications, les beaux théoremes de M. Darboux sur les
anticaustiques des surfaces du second ordre.

VII.

Passons maintenant aux travaux d’Analyse pure.

Les premieres recherches analytiques de Laguerre ont pour objet
des méthodes d’approximation pour des fonctions spéciales. Llles
trouvent leur point de départ dans certains Mémoires de Lagrange ou
de Jacobi et dans divers travaux de M. Hermite, pour lequel Laguerre
professait une s1 légitime admiration.

Lagrange s’était occupé de 1a rédduction en fraction continue d’une
LVI Cahier, 3a
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fonction définie par une équation différentielle du premier ordre &
coefficients rationnels. Laguerre, considérant le cas particulierement
important ou I'équation est linéaire, a résolu la question d’'une maniére
bien plus compléte en signalant et utilisant les liens étroits (ui ratta-
chent cette recherche a la théorie des équations différentielles linéaires
du second ordre admettant pour intégrales des polynomes algébriques.
Soit une fonction z, développable suivant les puissances décroissantes
de @ et satisfaisant a I'équation diflérentielle

W7 =aVz-rU,

ou U, V, W désignent des polynomes entiers. La réduite de rang n—+ 1
étant

fr,

Ju
I.agnerre montre d’abord que £, satisfait 4 une équation différentielle

linéaire dn second ordre dont

de

% |
¢ (?n“”/;*)
est une deuxieme solution; il raméne ainsi la question a former cette

éqquation du second ordre et A déterminer les polynf‘)mes du premier

degré QQ, qut figurent dans la formule de récurrence

aﬁ+|__(2n/;-FJﬁ_,=={L

A cet effet, il introduit des polynomes auxiliaires, dont les uns 0,
sont du degré de 'expression

— —>

X xTe

et les autres {2, d’un degré supéricur d’une unité. Ces polynomes satis-
font a uatre identités, d’oi 'on déduit immédiatement et sans calcul
les polyndémes (Q, et I'équation différentielle, dans le cas ou 0, est de
degré zéro. Lorsque 0, est d'un degré plus élevé, les identités dont
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de 0 et Q
et, par suite, de calculer par récurrence les polynémes (), ainsiqueles

nous venons de parler permettent de déduire ©,_, et Q

=1

numérateurs et les dénominateurs des réduites.
Laguerre a appliqué cette théorie & diverses fonctions, et notamment

! 1 —2\™ Lo
earc tang; ( ) , f Z,;C.
? 1 —X r *

On sait que Laplace a donné, dans la Mécanique céleste, le développe-

aux fonctions

ment en fraction continne de 'intégrale

*© 2
f e dx:
&£

sa démonstration, reposant sur 'emplol d’'une série divergente, est
absolument madmissible, bhien que les résultats soient exacts, comme
Pa fait voir Jacobi en démontrant ces résultats directement. Laguerre
fait observer que la méthode qu’il a appliquée a I'mmtégrale

o
e x

f —dx
T b M

subsiste entierement pour l'intégrale de Laplace; ajoutons que sa me-
thode a l'avantage de montrer avec netteté comment, en partant d’une
serie divergente, on peut arriver néanmoins i une fraction continue
donnant la valeur de la fonction & représenter.

Le développement d’une fonction suivantles puissances croissantes
d’un polynome avait déja fixé I'attention de Jacobi, mais sculement au
point de vue de la détermination des coefficients. Laguerre a montré
comment on pouvait rattacher cette théorie difficile a celle beaucoup plus
aisée de I'approximation par les fractions rationnelles. Il a traité, en
particulier, deux cas fort intéressants : celui de ¢* suivant les puissances
d’un polyndéme F (z), et celui de f(«x + £3), f désignant une fonction
quelconque, suivant les puissances de x(x —1). Dans le premier cas,
1l est conduit a une équation différentielle linéaire d’ordre » qu’il in-
tegre completement, en employant 1'équation adjointe de Lagrange.
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I étude du second le conduit a une élégante formule d'interpolation,
“trouvée antérieurement et de tout autre facon par M. Hermite.

Voici cucore, dans le méme ordre d’'idées, un résultat trés impor-
tant. Aprés avoir démontré géométriquement ce theoreme de M. Her-

mite : « 87, pour toutes les racines de I équation
F (;L’) + 7P (L‘) — 0,

le coefficient de t a le meme signe, I’ équation
pF(@)+q0(z)=o,

ore p et g désignent dewx nombres réels arbitraires, a toutes ses racines

réelles », Laguerre établit la proposition suivante :

F (x) désignant un polynome de degré n v, tellement choisi que les frac-

trons
D (x) Di(x) o Du(x)
Fx)’ TF(x)’ © T(x)
rzppmcfwnt le p/ us des transcendantes
eal.r, eaza:, e, % :

le polynome ¥ (x) est entierement caractérisé par cette propricté gue, dans
le développement de T{x)e™ suivant les puissances croissantes de x, le

coefficient de x*"" est
i

,-H(;__al)il(;_a_g)t’v? sty (;H )

At

1’expression de F () résulte de la fort aisément.
Citons enfin, pour ne rien omettre d’essentiel :
1° Une étude sur le développement de I'intégrale

1
n —-%-+zx
53¢ 2 3

qui conduit aux polynémes U,, rencontrés déja par M.

a3

Hermite a

propos des dérivées successives de e=;
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2° Une démonstration, parla théorie des fractions continues algébri-
ques, du théoréme fondamental de la théorie des fonctions symétriques
des racines d’une équation, théoreme qui, donné d’abord par Cauchy,
avait ¢té démontre par Borchardt au moyen de la théorie des fonctions
ultra-elliptiques. '

3° Une Note sur la partition des nombres, qui se rattache a la dé-
composition en fractions simples de la fraction rationnelle

(v—s*)(1— %) ... (l—zf)’

ay b, ..., étant les coeflicients entiers de I'équation
ar —+ by —+ ...+ lu=N,

dont il s’agit de trouver approximativement le nombre T(N) des solu-
tions entieres et positives. En appliquant sa théorie générale aix cas
simples

ax -+ by =N et ax -+~ by -+ c3==N.

Laguerre obtient les formules

T(N) =,

a

T(N) = —— (N-+a+b+c),

dont la premiere est bien connue et attribuée a 1Paoli.

VIII.

Les travaux de Laguerre sur la résolution des équations numériques
forment par leur ensemble la partie la plus considérable de son ccuvre,
et peut-étre celle & laquelle il attachait le plus de prix. Il se proposait,
avant que la mort vint le surprendre, de coordonner ces recherches
et de les réunir en un Volume cut en ett renfermé l'exposition complete.
Ce Volume, dont seulement les premiers Chapitres ont ¢té rédigés et
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publiés dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, eat é1é
divisé en trols Sections ayant trait respectivement a la généralisation et
aux applications du théoréme de Descartes, aux méthodes d’approxi-
mation pour le calcul des racines, enfin a la recherche des racines ima-
ginaires. Cest cet ordre méme que nous allons suivre ici.

La premiere Partie est la plus compléete, et Laguerre semble avoir
dit son dernier mot sur ce sujet.

L.e théoreme de Descartes consiste dans la proposition suivante :

F'(x) designant un polyndme ordonné suwant les puissances décrois-
santes de x, le nombre des racines positives de U'équation F(x) = o est

an plus éoal aw nombre des variations du polynéme F(x).
4 g ot}

Laguerre observe que, la proposition étant évidente lorsque les
termes du polynéme ont tous le méme signe, il suffit de prouver (uec
le théoréme, étant admisdans le cas ou F (&) compte m — 1 variations,
subsiste lorsque F(x) a une variation de plus. A cet effet, il applique
le principe de Rolle a I'équation

a2 F(x)=o,

dans laquelle o est un nombre arbitraire et dont les racines positives
sont d’ailleurs les mémes que celles de

(1) [F(x)=o.

I1 en conclut que le nombre des racines positives de cette équation (1)
est au plus supérieur d'nne unité a celui des racines positives de 1'¢-
quation

(2) xF(z) —aF(x)=o.

Or on voit aisément, en mettant ¢n évidence la composition des poly-
nomes I'(x) et I'(x), que le premier membre de I'équation (2) offre,
comme F(x), m —1 variations ; 'équation (2) a donc au plus m —1
racines positives, et, par suite, I’équation proposée (1) en renferme un
nombre au plus égal a m.
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Nous avons indiqué cette démonstration, non seulement & cause
de sa simplicité, mais surtout parce qu'on y trouve l'origine de l'ex-
tréme généralisation que Laguerre est parvenu a donner au théoréme
de Descartes. Rien dans cette démonstration, et c’est la le point dé-
cisif, ne suppose que F(x) soitun polynome entier; les exposanté pour-
ralent étre fractionnaires ou incommensurables; F(x) peut méme étre
une série ordonnée suivant les puissances décroissantes ou croissantes
de 2. Le théoréme de Descartes prend des lors une extension considé-
rable, et Laguerre I'énonce comme 1l suit :

W étant une série ordonnce suivant les puissances entieres fraction-
naires ou incommensurables de x, le nombre des valeurs positives de x,
pour lesquelles la série W est convergente et a pour wvaleur zéro, est au
plus égal aw nombre des variations que présente la suite des divers termes

de la série.

De la découlent un grand nombre de reégles simples et nouvelles
pour certains types d’équations remarquables, telles que

A B L

—
I > n 9 '—'—O

x—1

et

b
/ e Q(z)dz=o,
o

" @(z)ds
(z—x)t 0

ou ¥(z) désigne une fonction qui peut étre discontinue. Nous citerons

encore les deux théorémes suivants :

F(x) désignant une scrie ordonnée swwant les puissances croissantes
de x et ayant tous ses coefficients positifs ow nuls; o, o,, ..., &, dési-
gnant, d’autre part, des quantités positives rangdées par ordre décroissant
de grandeur, le nombre des racines positives de I'équation

AF(a,x)+ A, F(a,z) +...4+A,F{a,z) =0,
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c’est-a~dire le nombre des valeurs positwes de x, pour lesquelles le pre-
mier membre converge vers zéro, est auw plus égal au nombre des varia-

tions de la suite

AH Am s An'

Ltant donnés un polynome entier f(x) ¢t un nombre positif quel-
conque &, on peut toujours déterminer un nombre entier p, tel que Uéqua-

tion
(1-+ 0z} f) = o

présente autant de wariations que Uéquation f(x)=o0 o de racines

2 ositives.

Cette seconde proposition a été généralisée depuis par M. Poincaré.

Mais Laguerre ne s’cst pas arrété 1a. I1'a étendun d’abord la régle des
signes de Descartes, au cas ou le premiermembre de I’'équation est ex-
primé linéairement au moyen des polynémes de Legendre, et plus géné-
ralement au moyen de polynémes enticrs satisfaisant a certaines équa-
tions différentielles linéaires du second ordre; puis, poursuivant encore
le cours de ces recherches, il a étudié les équations dont le premier
membre est une fonction entiére de x, en introduisant, d’apres Weier-
strass, la notion du genre d’une fonction. La plupart des propositions
relatives aux équations dont le premier membre est un polynéme
entier ne s’appliquent plus alors (ue sous de nombreuses réserves.
Tel est, par exemple, le théoréme des lacunes; apres avoir cité des
exemples ou cette proposition est en défant, Laguerre a montré que
le théoréme subsiste dans le cas ou les éléments simples du premier
membre de I'équation sont des fonctions du genre zéro ou du genre 1,
ou des exponentielles de la forme ¢+ a4, b, ¢ désignant des nombres
réels quelconques dont le premier est essentiellement négatif. Dans ce

méme ordre d'idées, il a fait voir encore que :

St la fonction entiere di genre n, F(x), ne s’ annule que pour un nombre
limité de valeurs imaginaires, toutes les dérwées de ¥ (x) sont du genre n.

Enfin, il a réussi & démontrer que la transcendante de Bessel est du
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genre zeéro, proposition (ue Fourler avait trouvée jadis, mais par des
raisonnements justement contestés par Poisson et Cauchy.

Passons maintenant a la deuxiéme Partie, ¢’est-a-dire aux uestions
relatives a l'approximation des racines des équations algébriques ou
transcendantes.,

La méthode de Newton pour déterminer une limite supérieure des
racines positives d’une équation

(I) f(JL') = ‘Aua"mni. *Al‘rm—i ...+ Am—-—i'r -+ Am= O

consiste & trouver une quantité ¢ qui rende positives la fouction f(x)
et ses dérivées successives. Mais le calcul des valeurs numériques de la

sulte

(2) F@ S @

est penible, d’autant plus que la connaissance des valeurs de plusieurs
termes de cette suite ne facilite en rien le calcul des suivants. Laguerre
montre qu’on peut atteindre le méme but & 'aide des fonctions

S () = A,
j:n__{ (.r): A +A,,
(3) Jma(X)=A, 2+ A, 2+ A,,

Jlx)=A "+ A"+ ...+ A,
Sx)=A 2" +A 2" 4+...+A, 2+ A,

dont le calenl est beaucoup plus aisé, attendu que les valeurs de ces
fonctions se présentent successivement d’elles-mémes dans le calcul de
la valenr que prend la derniere f(x) pour une valeur donnée de x.
Ainsi :

Tout nombre positif a, qui rend positifs les polynimes de la suite (3 ),
est une limite supérieure des racines de l'équation (1).

Les mémes observations critiques s’appliquent encore, et avec plus

de force, au théoréme de Budan qui indique comme limite supérieure
LVIt Cahier. 33
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du nombre des racines réelles comprises entre deux nombres « et & la
différence entre les nombres de variations qu’offre la suite (2) pour
r=a et x = 0, Laguerre résout le méme probléme, d’'une maniére bien
moins pénible :

Si Uon désigne par a et b deux nombres positifs et par
C,+C,x~+...+C_a"*

la partie entiere du quotient dic polyndme f(x) par (x —a) (x— b), le
nombre des racines réelles de l'équation (1) comprises entre a et b cst
an plus égal au nombre des variations des termes de la suite

fla),
f(6)—0b (b—a)C,,
(4) f(o)y—b0(b—a)C,,

—

Sy —"(b—a)C,_,,

S(b);
et, st ces deux nombres sont différents, leur différence est un nombre
pair,

Faisant ensuite application de ce théoréme a la ¢uestion suivante :
déterminer deux (imites entre lesquelles restent comprises les valeurs du
polynome f{x) lorsque x recoit toutes les valeurs situées entre dewx nom-
bres positify a et b, il trouve que ces limites sont le plus petit et le plus
grand des termes de la suite (4).

Dés qu’on a une valeur suffisamment approchée d’une racine d’une
équation, la méthode d'approximation de Newton et la méthode des
parties proportionnelles fournissent 'une et I'autre des moyens com-
modes et rapides pour approcher indéfiniment de cette racine, Ta dif-
liculté principale est d’obtenir cette valeur assez approchée pour servir
de point de départ. Laguerre cherche a I’éviter en posant la question
Q’autre facon : Etant donné un nombre arbitraire x, déterminer, sans

tatonnement et par une sutte d’opérations réguliéres, des valeurs de plus
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en plus approchées de la racine immédiatement supérienre or immédiate-
ment inférieure a x. 1l résout completement ce probléme pour les équa-
tions algébriques dont toutes les racines sont réelles, a I'aide de la pro-
position suivante :

En déstgnant par f{x)= o une équation de degré n dont toutes les

racines sont réelles et par o. une quantité arbitraire, les denx valeurs de x
déterminées par l'équation

T )
5 1 _ S g \/ _- -
(%) A (O LAY

sont respectiverient comprises entre o. et les deux racines de | ’équation
proposée qui avoisinent x.

A m LA LN 2 . . / :
Dans la formule (5), ¢ désigne I'unité prise avec le signe de /(a.), et

H (1:) représente le hessien

H(z)=/"(z)—nf(z)/" ()

de f(a); on sait d’ailleurs que ce hessien a une valeur toujours posi-
tive.

Ce théoreme résout pleinement la question proposée : on tirera de
la formule (5) nne valeur convenable de x — o ; puis, en partant de la
nouvelle valeur de &, ou, pour faciliter les substitutions, de toute autre
valeur comprise entre x et o, on continuera les opérations (ui permet-
tront ainsi d’approcher indéfiniment de la racine.

Cette méthode offre sur celle de Newton I'avantage de n’étre jamais
en défant, quelle que soit la valeur de départ o, et 'on démontre sans
peine que, dans le cas ou la méthode de Newton peut étre employée
avec sureté, la formule (5) donne toujours une approximation plus
grande.

Signalons encore un théoréme tres important sur la séparation des
racines des équations dont toutes les racines sont reelles :

S - - . . . o 7
Si Uon désigne par a. une quantité réelle arbitraire, les nombresc et ¢,
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gul satisfont a la relation

(E—o)(F —a) [/ (&) —/S(2) [ (2)]

+ (645 — :zm)f(oc)f’(m) +nf(e)}=o,

et dont U'un est arbitraire, séparent les racines de l’équation, de degré n,
@) =o.

Nous appellerons, a ce sujet, I'attention sur le principe élégant qui
sert de base a la démonstration de ce théoréme et de plusieurs autres
propositions du méme genre : il consiste a mettre la relation (ui
exprime la propriétée a démontrer sous une forme telle, qu’elle ne ren-
ferme que des covariants de la forme binaire f(x,y)=o0; la propriéte
ainsi présentée se trouve alors projective et il suffit, pour I'établir géné-
ralement, de la démontrer pour deux valeurs particulieres des denx
variables indépendantes.

Le cas des équations dont toutes les racines sont réelles est tres
important, les ¢quations de ce genre s’oflrant d'une maniére fréquente
en Analyse. La place nous manque pour suivre Laguerre dans les
diverses applications de ses méthodes aux équations qui déterminent

v A [# 4 - - . - x
oS — tang —5 +++5 QS qu’a celles qu’on obticnt en égalant a zéro les

polynomes X, de Legendre, les polynomes U, de M. Hermite, et plus
généralement les polyndmes ¢ (x) qui satisfont a une équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre. Dans le cas ou'équation ¢ () = o
a toutes ses racines réelles, Laguerre forme une expression simple { ui
doit aveir une valeur positive oun nulle toutes les fois qu'on y met
pour x une racine de I'équation. S1 done {2 n’est pas positive pour
toutes les valeurs de x, on obtiendra par la méme des limites compre-
nantles racines de I'équation; en particulier, si Q est toujours négative,
on pourra affirmer 'existence de racines imaginaires.

La troisieme Partie concerne la recherche des racines imaginaires.
Elle renferme une notion absolument nouvelle, celle des points dérivds,
dont nous allons indiquer en ¢uelques mots le sens et I'utilité.

Soit 1'équation f(x, ) = o, de¢ degré n, ou y est égal i I'unité et a
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été introduit pour rendre le polynome fhomogene; si 'on représente,
i la maniere de Cauchy, une quantité imaginaire par un point du plan
et s1 M est le point représentatif de x, Laguerre nomme point dérivé
de M le point iz qui représente la quantité £ définie par la rélation

of o
dr ' dy

Jwvy

d’out il résulte (ue, si M est le point représentatif d’'une valeur & appro-
chée d’une racine et si M’ désigne le point représentatif de la valeur
approchée que donne la méthode de Newton, le point dérivé m s’ob-
tiendra en portant a partir de M, dans la direction MM’, une longueur
égale a n. MM’

Cette considération donne lieu a plusieurs propositions nouvelles
dont voici les deux plus simples :

Tout cercle passant par un point quelconque du plan et par le point
dérivé renferme aw moins une racine de [’ équation; et il y a aussi au moins
une ractne en dehors du cercle.

Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il faut et il suffit
que chaque point di plan et son point dériwé soient situés de part et d’ autre
de ['axe des z.

Du premier théoreéme résulte le moyen de calculer les racines par
approximations successives. Supposons, en effet, qu’on ait déterminé
un contour fermé, un cercle par exemple, renfermant dans son inté-
rieur une seule racine. Si 'on a déterminé une valeur suffisamment
approchée de la racine, on pourra trouver un point M intérieur au
cercle et tel que ce cercle renferme aussi le point dérivé m. Par les
points M et m on ménera alors deux cercles C et C’ tangents au cercle
donné, et il est clair que la racine cherchée devra se trouver dans la
luntle commune & C et & C'; en continuant les mémes constructions,
(qui peuvent d’ailleurs &tre remplacées par des formules analytiques,
on parviendra a déterminer la racine avee telle approximation gu’on

voudra.
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Laguerre a appliqué les considérations qui précedent a la détermi-
nation des racines imaginaires des équations a coeflicients réels qui
n’ont ue deux racines imaginaires.

Cette troisieme Partie, on le voit, est Ja moins complete, sinon la
moins remarquable des trois. Nul doute que, sile temps ne lui et fait
défaut, Laguerre n’eat heureusement complété ses belles tentatives
dans un genre de recherches si hérissé de difficultés.

[X.

l.es travaux de Laguerre sur les équations différentielles compren-
nent : d’abord un Mémoire sur le facteur intégrant des équations du
premier ordre, et deux autres applications intéressantes du principe
du dernier multiplicateur de Jacobi; puis un Mémoire fondamental
sur les équations linéaires d’ordre quelconque, enfin une exposition
fort ingénieuse et trés nette de la méthode de Monge pour I'intégration
des équations aux dérivées partielles du second ordre.

Dans le Mémoire relatif a la recherche du facteur d'intégrabilité,
1] complete d’importants résultats obtenus par Lagrange. Soit

zdr =0

dy

I’équation du premier ordre a intégrer, dans laquelle z est déterminé
par Péquation V(z, y, z) = &, ou « désigne une constante arbitraire.
M étant un facteur propre a rendre dy — zdx une dillérentielle exacte,
on peut supposer que, dans son expression, on ait remplacé « par
V(z, y, z), en sorte que le multiplicateur M soit une fonction des trots
variables indépendantes de x, y, z; cette fonction satisfait 4 une équa-
tion Iméaire aux dérivées partielles dont il suffira de trouver une so-
lution particuliere pour intégrer 1'équation proposée. Inversement,
étant donné un multiplicateur M (z, ¥, z), on peut demander toutes
les fonctions V jouissant de la propriété ue, z étant déterminé par la
relation V(x,y,z) =o, I'¢quation dy —zdx admette M comme fac-
teur intégrant. En se fondant sur la théorie dn dernier multiplicateur,
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Laguerre fait voir que, si1'on connait une valeur particuliére de V, on
peut les déterminer toutes par une quadrature pouvant étre réellement
eflectuée. De la résulte, en particulier, que st I'on sait intégrer une
équation différentielle du premier ordre renfermant une constante
arbitraire ou, ce qui est équivalent, une équation diflérenticlle du
second ordre, on saura par la méme intégrer un type d’équations dif-
férenticlles du premier ordre renfermant trois fonetions arbitraires.
Lagrange avait d¢ja donuné une proposition semblable, mais ou il n’en-
trait qu’une fonction arbitraire.

Les deux autres applications du principe dn dernier multiplicateur
ont trait : I'une a I'équation

(l) dy F (%)

——

dz* \/f(xsy)

ou I' désigne nne fonction quelconque et f un polyndéme du second
degr¢; autre a 'équation

oy 2 (dy\* :
(2) Y Adrt —3(@) =6¢(m)?

¢ (2) désignant un polynéome du second degré. Laguerre, en utilisant
les propriétés des formes uadratiques, montre (u'on peut Intégrer

I’équation (1), dés quel’on eonnait une solution particuliere de I'équa-

dy
2y - (@)

dz* = \fo(z, ¥)

tion

7

» désignant un autre polynome du second degré. Quant a I'équa-
tion {2}, qui est évidemment satisfaite par tous les polynémes dua troi-
sidme degré dont le hessien est f(x), Laguerre donne I'expression de
son intégrale générale i 'aide des fonctions elliptiques.

Arrivons aux équations linéaires d’ordre quelconque. Si, dans une
telle équation d’ordre 2, on conserve la variable indépendante x, en
remplacant la fonction inconnue y par zu, et si 'on dispose de = de
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maniere a faire évanouir, dans la transformée, le second terme, c’est-
d" 'V u
d.;l’.!""'

des fonctions que Laguerre qualifie de semi-invariants; ces fonctions

a-dire le terme en » les coefficients des termes qui suivent sont

jouissent en eflet de la propriété d’invariance lorsque I'on conserve la
variable mdépendante en prenant une autre fonction pour inconnue.
De I'étude de ces semi-invariants, Laguerre déduit, en particulier, que
'on peut toujours, dans une équation différentielle linéaire d’ordre
quelconque, faire disparaitre le troisieme et le quatrieme terme par
'intégration d’'une équation linéaire du second ordre et une quadra-
ture. Il signale, en outre, pour I'équation linéaire du troisieme ordre,
un wvariant tel que, lorsqu’il s’annule, il existe une relation homogene
et du second degré entre trois solutions quelconques de I'équation dif-
férentielle proposée.

« Ge remarquable Mémoire », disait M. O. Bonnet dans son rap-
port si élogicux pour notre ami, lors de la candidature de Laguerre a
I’Académie des Sciences, « ce remarquable Mémoire, ou se trouve pour
la premiere fois I'idée si originale, si neuve et si féconde des inva-
riants des équations différentielles, contient la plus saillante des décou-
vertes analytiques de Laguerre, qui a ouvert une voie féconde et
brillamment parcourue depuis par M. Halphen ».

Dans son exposition si élégante et vraiment curieuse de la méthode
de Monge pour l'intégration des équations aux deérivées partielles
du second ordre, Laguerre commence par observer que le premier
membre W de I’équation a intégrer

Hr4+a2Ks4+ Lt — M4 N(rt—s*)==0

peut étre nus, d’'une infinité de maniéres, sous la forme
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aybye,dya, B, v, ¢ étant des quantités dont trois peuvent ¢étre choi-
sies arbitrairement. Tous les systemes de valeurs de ces quantités se
distribuent en deux groupes correspondants aux deux signes du
radical

v K* — HL — MN.
Représentons, pour abréger I'écriture, par

F(A, B, C, D)

I'expression

dw dw’ dw do\ =~ dw dw

N § LN, . ™y f ¥ 7 J i {o
et désignons par (a, b, ¢, d, o, B, 7, 6}, (¢, &, ¢, &', o', §

deux systemes de valeurs des indéterminées n’appartenant pas a un

! !

'\; .
s ﬁ‘f,’ 6 )
A ryv /A A L] 4 ) ’
meéme groupe. IN'oute la méthode pourra ¢tre renfermdée dans ce theo-
reme unique :

wetv étant deux solutions commucnes au systeme d équations

F(a, b, ¢, d) =o,
5 N
I'{e, 5, v, 6) = o,
et i et v deux solutions communes aw systeme
Fa, 0, ,d)=o,
o f ! ro
Fal, B, Y, ) =o,
st des équations
u—f(v)=o,

W—o(W)=o,

ote [ et © désignent des fonctions arbitraires, on tire p et q en fonction de

2, ¥, 2, ces valeurs, substitiées dans

pdx—+ qdy,
LYVIe Cahier, 34
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rendront cette expression ine différenticlle exacte, et ['on aura la fonction
inconnue z par la formule

s=[{pdr-+qdy).

Dans le cas ou le radical dont nous avons parlé ci-dessus s’annule,
nn seul systeme de valeurs de a, b, ¢, d, a, 8, v, ¢ suffit.

Passons maintenant aux travaux sur les transcendantes elliptiques
et abéliennes. Nous avons cité déja la belle construction que La-
cuerre a donnée pour laddition des fonctions ultra-elliptiques de
premiere espece. Nous devons signaler encore diverses recherches sur
la transformation des fonctions elliptiques, entreprises surtout dans le
but de généraliser des résultats trouvés par M. Ilermite relativement a
la transformation du troisieme ordre. -

Le probleme de la transformation peut étre posé dans les termes

spivants :

U (x, y) étant une fonction homogene du quatrieme degré (y est ici

P~

mtroduait pour l’homogénéité et doit étre sSuppos égal a 1) et H étant

LT

- de U'équation

A

.

son hessien, trouver une intégrale rationnelle z =

e

ds dx
JU(G, 1) Y20+l

les nombres i et v. étant convenablement choisis.

Dans le cas on le degré de la transformation est de la forme 4n ==,
Laguerre raméne la détermination de X et Y it celle de deux poly-
némes homogenes en U et H, qui ne dépendent des valeurs particu-
licres attribudes a U (ue par les valeurs des invariants S et T de ce po-
lynéme U; cette détermination peut s’eflectuer par les méthodes
données par Jacobl

Laguerre fait connaitre en outre une transformation remarquable de
I'équation différentielle

dx
VA 4+ 4Bt - Caxt - 4 D 4+ IS

= (1 ;
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X . . ,
enposantx = 3, on peut remplacer cette équation par unsysteme d’é-

(quations renfermant une fonction arbitraire #, et dans le cas ou cette
fonction seréduit & une constante, les valeurs de X ct de Y qui satisfont
a ce systeme d’équations donnent les fonctions 0 de Jacobi et les
fonctions Al de Weierstrass. Laguerre déduit de la plusieurs résultats
unportants déja trouvés par Jacobi et Eisenstein. |

Enfin, tandis que Jacobi avait ramené la réduction en fraction con-
tinue de la racine carrée d’'un polynéome du quatrieme degré i la mul-
tiplication des fonctions elliptiques, Laguerre, adoptant le point de vue
opposé, montre que I'mtégrale algébrique de I'équation

fd’ 1 ndx
1

VUG ) JU(z.)

0,

on 2 est un nombre impair et ou % et y sont introduits pour I'ho-
mogénéité, résulte de la connaissance de deux polynémes homogenes
dont la détermination se ramene a la réduction en fraction continue de
la racine carrée d’un polynéme du quatrieme degré. 1l donne d’ailleurs
cette intégrale algébrique sous forme explicite pour le cas de n =23 et
pour celul de » =>5.

Laguerre s’est aussl occupé avec succes des fonctions abéliennes,
Dans un Mémoire trop peu remarqué surle caleul des systemes linéaires,
apres avoir développé les regles de ce nouvean calcul quu a une étroite
connexion avec les quaternions d’Hamilton, les clefs algébriques de
Cauchy et les imaginaires congruentielles de Galois, Laguerre en fait
Papplication & la théorie des formes et i celle des fonctions abéliennes.
in représentant toutes les variables par ee quil appelle une 2ariable
linéaire, 11 obtient une notation commode a certains égards, et qui lul
permet de condenser en une formule unique les 2** séries différentes,
dont les quotients donnent les fonctions abéliennes d’ordre n. 1l par-
vient ainsi a étendre aux fonctions abéliennes d’ordre queleconque plu-
sieurs propriétés données antérieurement par M. Hermite sur les
fonctions du premier ordre, et notamment cette notion capitale des
Jormes abéliennes que M. Hermite a introduites dans la Science et
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(qui jouent, dans cette théorie, un roéle analogue a celm des formes
binaires dans la théorie des fonctions elliptiques.

Pour achever notre tiche, nous n’avons plus qu’a parler d’'un der-
nier travail concernant I'attraction des ellipsoides et ou 'on retrounve
en quelque sorte inopinément une fort ingénieuse application de cette
théorie des imaginaires, qui a toujours été 'étude de prédilection de
notre savant ami. La méthode consiste, en eflet, a décomposer les ellip-
soides en tranches comprises entre des plans infiniment voisins et pa-

ralleles an p]an

X CosQ —+ 1y sin@ 4+ 5 =—o0.

11 st vrat que ces plans sont imaginaires et au premier abord la décom-
position ne semble avoir aucun sens; mais 1l résulte des principes éta-
blis par M. Hermite, dans sa belle théorie des coupures des intégrales
definies, que, s 'on effectue les caleuls en attribuant a 7 nne valeur

réelle, les résultats obtenus sont encore valables lorsqu’on fait

i=1/—1. C'est ainsi que Laguerre parvient A une expression du po-
tentiel de denx ellipsoides qui est relativement d’une extréme simplhi-
cité; ka comparaison de ses formules avec les résultats, déja si parfaits,
(qu'avaient obtenus ses nombreux et célebres devanciers, conduit i
des propositions nouvelles dont la démonstration directe offrirait de
sérieuses difficultés.

[.e théoreme de Laguerre peut étre énonce simplement comme 1l suit :

Soient (x>, v, z) et Y, (x, ), 5) deux formes quadratiques, @ et £,
leurs discriminants, ¢t A et A, les valeurs que prennent leurs formes

adjointes, quand ony remplace respectivement les variables par

I COS @ sin & ]
—_— — 7 iy —
/
VO Ve Jo
ot par
¢ COSP I 511 o )

p——

VO VRV,

Désignons par g, 1, C les coordonnées du centre du second ellipsoide

par rapport ¢ des axes rectangulaires passant parle centre du premier;
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les equations des surfaces extéricures des deux corps étant
J(x,y,z)=1,
Y- - - —_—
'fo('r“—sjy_ £ *'_C)_"' 1,

représentons par f(h, ) et f,(A*) les densités des couches dont les surfiaces

extérteures ont pour équations

w(x,),5) =,
Yo —Ey—m,2—{) =0,

g posons

[ram=E@, [ LRe)d=F,,).

Le potentiel P des deux ellipsoides s’exprime par la formule

])_QVW/“/""'/“ F(e)Fo(t)) dedtydo
Jaw SR S A z,'?-_;cos:?—f-i'qsinﬂ—}—C—t\/E_t”fA—“’

dans laguelle V et N | sont les volumes des deux corps et oie on suppose
¢ > o.

Lia formule se réduit notablement lorsque les ellipsoides sont de ré-

-

volution, A et A, étant alors des carrés parfaits.
Dans le cas ou les ellipsoides sont homogeénes, en appelant © et w,

leurs densités, on a
F(t)=w(1—1), F,(t,)=w,(1—1).

11 est ais¢ de voir que A a la méme valeur pour des ellipsoides hoino-
focaux, ce ui conduit au théorcme de Maclaurin. Mais hatons-mnous
d’observer, avee Laguerre, pour faire ressortir pleinementla perfection
de la méthode, que ce théoréme ne résulte pas seulement du résultat
final du calcul : 1l est encore une conséquence immédiate de la marche
méme suivie pour effectuer les intégrations. Tous les plans paralleles
au plan

17 cOSP —+ 1)y Sin 04 3=0
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sont des plans isotropes, et, pour déeterminer les limites des intégra-
tions relatives a ¢ et a t,, il suffit de déterminer ceux de ces plans qui
touchent chacun des ellipsoides. Comme ¢ prend toutes les valeurs
possibles de o a 27, on a donc i considérer tous les plans 1sotropes qui
sont tangents & chacune des surfaces ; et, comme deux surfaces homo-
focales du second ordre touchent les mémes plans isotropes, il faut
conclure ue le potentiel n'est modifie que par I"'introduction d’un fac-
teur constant, lorsqu’on substitue a I'un des ellipsoides un ellipsoide
homofocal.

Enfin Laguerre montre comment I'expression du potentiel donnde
ci-dessus conduit aisément ason développement sunivant les puissances

de 'lnverse de la distance des centres des deux Corps.

ksl
X.

T'el est I'inventaire des richesses que nous a laissées notre regretté
camarade.

On ne saurait s’y méprendre. L’homme que la Science vient de
perdre n’était pas seulement un géometre distingué, habile a trouver
d’heureux développements et des solutions élégantes : ¢’était un inven-
teur, aux 1dées neuves et fécondes, dont les écrits sur 'emplo1 des
imaginaires, sur la théorie des équations, sur les cycles, etc., rendront
le nom impérissable. « Laguerre », disait un excellent juge, M. O.
Bonnet, dans le Rapport déja cité, « est un des géometres les plus pé-
nétrants de notre époque; ses découvertes en Géométrie lul assignent
le premier rang parmi les successeurs de Ghasles et de Poncelet, et
ses recherches nombreuses et profondes sur 'Algebre et le Calcul dif-
férentiel et intégral accusent un talent d’analyste de premier ordre. »

Et cependant jamais plus de modestie ne s’allia & un mérite si écla-
tant. « Edmond Laguerre », écrivait notre illustre et vénéré mattre,
M. Bertrand, pour les funérailles de son jeune Confrére, « Edmond
Laguerre, passionné pour la Science, semblait indiflérent au succes.

Jamais 1l n’a néghgé un devoir; jamais il n’a sollicité une faveur.....
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‘T'onjours oublieux de se faire valoir, il a pris sa retraite, Jeune encore,
saus avoir atteint dans Dartillerie les hauts grades ou son mérite sem-
blait appeler..... Ses découvertes 'avaient placé au premier rang des
géometres francais avant que I’Académie des Sciences en ent entendu
discuter et proclamer 'importance. »

Hélas! ce fauteunil a I'Institut qu’il avait conquis sans coup férir, il
devait a peine 'occuper ! C’est au moment ou tout semblait Iui sourire
et ou la bienveillance de M. Bertrand lui ouvrait les portes du Collége
de France que la mort est venue nous le ravir. Son heaun travail sur
I"attraction des ellipsoides a été le chant du cygne. A la fin des exa-
nens de février, & I'Ecole Polytechnique, une fievre violente le prit
(que rien ne put vamcere, ni les soins les plus affectueux, ni le séjour
momentané de Versailles, n1 'air du pays natal, conseillé cormmme der-
nier recours, L.e 14 aoat 1886, cette belle intelligence s’éteignit douce-
ment, sans avolr livré tous ses secrets.

Paissent sa veuve et ses enfants puiser quelques consolations dans
les paroles éloquentes que M. Halphen a prononcées sur sa tombe, et
dans le pieux hommage que j’adresse ici a notre cher camarade, au
nom de cette Ecole qul aima avee passion, sur laquelle 1l a faitvejaillie
tant d’éclat et qui, par un sort étrange, au moment ou l'instruction est
partout en honneur; semble avoir & se faire pardonner de produire

encore de si glorieux enfants.
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Sur la courbe enveloppée par les axes des coniques qui passent par quatre points
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donnés; sur les lignes spiriques; 187q.
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Sur quelques propriétés des équations qui ont toutes leurs racines réelles; 188o0.

. Théorémes généraux sur les équations algébriques; 1880.

. Transformation par semi-droites réciproques; 1832.

Sur les anticaustiques par réflexion de la parabole, les rayons incidents étant pa-
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Sur les courbes de direction de la troisiéme classe; 1883,
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. Théorémes généraux sur les courbes algébriques; 1865.
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Sur 'application des formes binaires a la Géoméirie plane; 1874.
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