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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS

DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L’ACADEMIE.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Sur la theorie analytique de la chaleur.
Note de M. H. PoiNcari.

« Les principes sur lesquels reposent les lois générales de la théorie
analytique de la chaleur, pour le cas d’un corps solide quelconque, sontloin
d’étre établis d’une facon suffisamment rigoureuse. Sans doute, en cette
maliére, il seraitimpossible, et d’ailleurs inutile, d’exiger autant de rigueur
qu'en Analyse, et méme les raisonnements que je vais proposer ne seraient
pas de nature & satisfaire un analyste; cependant il ne sera peut-étre pas
sans intérét de perfectionner les méthodes de démonstration dont on a dit
se contenter jusqu’ici. )

» 1. On considére un corps solide homogéne et isotrope, isolé dans un
milieu indéfini 4 travers lequel la chaleur se propage par rayonnement.
La température extérieure est o, la température du corps est V et cette
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fonction V est définie par les équations suivantes, ol j emploxe les nota-
tions habituelles de la théorie du potentiel :
dv dv

— 2 ay .
%-—aAV, dn+/zV_o.

» La premiére de ces équations doit étre satisfaite 4 I'intérieur du corps
etla seconde 4 la surface. Quant 4 4, ¢’est un coefficient positif qui dépend
du pouvoir émissif et que je supposerai constant.

» La solution classique de ce probléme repose sur la considération
d’une infinité de fonctions fondamentales U satisfaisant aux conditions

AU + kU =o, glg—i—/LU:o, fU2d¢=1,

k£ étant une constante positive. Le premier point est donc d’établir 'exis-
tence de ces fonctions U. C’est ce qu'on n’a pas encore faif, que je sache,
dans le cas général, et ce que je vais chercher 4 faire.

» 2. Soit F une fonction quelconque, et posons

A= [T, */szzdm-l—f[( <y)’+(d,)]d¢.

» L’intégrale A ainsi que la seconde des intégrales de l'expression B
sont étendues 4 tous les éléments dv du volume du corps solide et 'intégrale

f F? dw est étendue & tous les éléments dw de sa surface.

» Supposons que la fonction F soit assujettie & la condition A = 1, mais
reste d'ailleurs quelconque, I'expression B qui est essentiellement positive
ne pourra s'annuler; elle admettra donc un minimum absolu. Soit U, ce
que devient F quand ce minimum est atteint ; le calcul des variations nous

donne
1

L A_fU SU, d= = o,
138 —fsm( L AU, )dm—fAU 3U, dr = o.

» On en conclut .

dU
‘+/LU =0, AU, +4U,=o,
k, étant une-constante. L’existence d'une des fonctions fondamentales est

donc établie. Quant & £,, il est aisé de venﬁer que c'est la valeur méme
de B.
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» On a donc, quelle que soit la fonction F,
B
k< X
d’olilestaisé detirer une infinité d’inégalités importantes. On trouve ainsi,
par exemple, que % est toujours plus petit que le rapport de la surface du
corps solide & son volume.

» Supposons maintenant que la fonction F soit assujettie 4 deux condi-
tions '

A=fF’d‘r=I, fFU,d’r:O.

» L’expression B n’en aura pas moins un minimum absolu, et, si ce
minimum est atteint pour F = U,, on trouve, comme plus haut,

D hU=o0,  AU+hkU,+1U, =0,

k, et étant deux constantes; mais, si I’on tient compte des conditions

U dUi—Ui%‘—‘o, (/‘U,Ug(l‘r=0, fod’r:I,

2dn
on verra sans peine que A est nul. L'existence d’une seconde fonction

fondamentale est donc démontrée.
» §il'on impose maintenant 2 la fonction F les trois conditions

fF2dT=I, fFU,d’r:fFU2d‘r=o,

on démontrera de la méme facon I'existence d’une troisiéme fonction U,
et, en continuant de la sorte, on verra qu’il existe une infinité de fonctions
fondamentales.

» On remarquera que cette démonstration est tout & fait analogue a
celle dont se sert Riemann pour établir le principe de Dirichlet et que les
analystes ont depuis remplacée par des raisonnements plus rigoureux. Je
crois néanmoins que nous pouvons nous en contenter ici.

» En particulier, si 2 = o, on trouve

ky=o, U, = const.

» Si le corps solide est un parallélépipede rectangle et que a soit la
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plus grande de ses dimensions, on trouve, pour 4= o,

2
™
k2=2§'

" » 3. Soient U’ et U” deux fonctions fondamentales’ correspondant &
deux valeurs différentes du pouvoir émissif; soient /2’ et A7, £ et £ les va-
leurs correspondantes des coefficients 4 et £. On trouve

K — B f U'Udo = (K — &) f U'U” dr.

» Sil'on suppose que U’ et U, /' et A", &' et £ différent infiniment peu,
on .trouve

' dlsz’zdm = tﬂ:fU"a’v.

» Cette égalité prouve que, lorsque % va en croissant, toutes les quan-
tités £, £, ..., %y, ... vont aussi en croissant.

» 4. D’aprés la définition de £, £, croit avec n; je dis qu’ll cro‘it au dela
de toute limite.

» D’aprés ce qui précéde, il me suffira de le démontrer pour le cas de
h=o. '

» Supposons d’abord que le solide considéré soit un polyédre P, dont
chaque face soit paralléle 4 I'un des trois plans de coordonnées. Posons

V=o, U +e¢,Uy+ ... +«,U,,

les « étant des coefficients indéterminés, On trouve

[V d~>f[<dx> +(Z >2+ (‘g)ﬂ]dm

» Nous pouvons, si n est assez grand, décomposer notre polyédre en
n —1 parallélépipédes rectangles. Nous pourrons ensuite disposer des
coefficients = de telle fagon que, pour chacun de cesn—1 paraJleleplpédes,

on ait
der =o.

» Or, d’aprés la définition de k,, si - =0 et si V est une fonction quel-
conque, telle que
i e fV dv = o,
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» Si donc les trois dimensions de nos n — 1 parallélépipédes sont plus
petites que a, on aura, pour chacun des parallélépipédes et, par consé-
quent, pour le polyédre P tout entier,

(&) +(G)+(F) ]=>5 [vea=.

» On en déduit
B>
n E'

» Quand n croit indéfiniment, a tend vers o, donc £, tend vers I'infini.
‘ C. Q. F. D.

» Pour étendre ce résultat au cas d’un solide quelconque, il me suffira
de faire observer que I’on peut toujours construire un polyédre P, qui dif-
fere de ce solide aussi peu que 'on veut. Je crois que, dans une question
de ce genre, je puis me contenter de cet apercu.

» 5. Le probléme & résoudre consiste, étant donnée la valeur initiale F
de la température V du corps solide, & trouver une foriction V, qui repré-
sente cette méme lempérature V & I'instant ¢=1¢,, avec une erreur R
aussi petite qu'on le veut. La mesure de l'erreur commise sera, par défini-
tion,

K= [(V = Vo de= [Redn.
» Nous devons avoir, par hypothése,

(1) %—Y:a"’AV, %—l—/ﬂ/:o.

» La seconde de ces équations est certainement satisfaite pour toute
valeur positive du temps, mais elle pourrait ne pas I'étre pour z = o, puisque
la fonction donnée F est quelconque. Nous pouvons supposer toutefois,
pour éviter toute difficulté, quelle le soit encore pour ¢ = o; car, quelle
que soit F, on peut toujours trouver une fonction qui en différe aussi peu
qu'on veut et qui satisfasse & cette équation.

» Cela posé, écrivons

V:B|U1+32U2+---+ﬁnUn+R-
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» On sait que, sil'on veut déterminer les coefficients 8, de telle facon

que f R2 dx soit minimum, il faut prendre

b= f YU, ds.

» On trouve, en tenant compte des équations (1),

-‘Z—% =— ka? Bis d’oi- B, = const,e= ",

» Nous trouvons, d’autre part,
- dA dR', Peay
—leT——'- fR'a‘t-dT-——“—Za B,
ol l'on a posé

e i f[(2)' (§)+ (8]

» Maisona

fRUﬂl%:O (i=1,2,..., n).
» On en conclut, d’aprés la définition de £, ,,

B>k, A
d’ol1 enfin

Al< A"oe-Za’k,H“t< e—za’anthz d,r,
A}, désignant la valeur initiale de A’. Cela montre que, si ¢ est positif, on
peut prendre n assez grand pour que A’ soit aussi petit que I'on veut.

C. Q. F. D.
» 6. Posons, en désignant toujours par V la température,

A:fV’a}r, ' B:—fVAde-.
» 1l viendra

dB
o= 2a°B, Z = 2a2f(AV)” dr

et

dB dA 2 ’ V/ '
AG —BG =—a [ [(VAV— Vav)dedv.

» Pour calculer l'intégrale du second membre, il faut effectuer deux
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intégrations : la premiére par rapport  dv, la seconde par rapport 4 d+', et
étendre chacune d’elles a tous les éléments du volume du corps solide.
Dailleurs V et V' désignent respectivement la température dans I'élément
d~ et dans I'élément dv'.

» Ces égalités prouvent que A et % vont constamment en décrois-

sant. »

MECANIQUE APPLIQUEE. — Sur ’emploi des manometres a écrasement pour la
mesure des pressions développées par les substances explosives. Note de
MM. Sarrav et VIEILLE.

« 1. Nous avons étudié dans de précédentes Communications (') les
conditions de I'emploi du manométre 4 écrasement, dit crusker, pour la
mesure_des pressions développées par les explosifs.

» On sait que 'on observe avec ce manométre I'écrasement d'un petit
cylindre de cuivre rouge placé enire une enclume fixe et la téte d’un piston
dont la base, de section connue, recoit 'action des gaz.

» Ce manométre suppose I'emploi d’'une table de tarage ou table de cor-
rélation entre la valeur d’une force connue agissant suivant un mode dé-
terminé et la grandeur de I’écrasement que cette force produit.

» L’élément le plus important que P'on se propose d’évaluer avec cet
appareil est la pression maximum produite par un explosif dans des condi-
tions données d’expérience, et la difficulté consiste & déterminer le mode
suivant lequel cette évaluation doit s’opérer, 4 'aide de la table de tarage,
d’aprés I'écrasement mesuré.

» 2. Nous avons tout d’abord défini d’une fagon précise les conditions
du tarage et adopté un mode spécial, dit siatigue, dans lequel il y a équi-
libre, 4 la fin de I'écrasement, entre la force appliquée et la résistance du
cylindre, de sorte que la table de tarage n’est autre que la table des résis-
tances que le cylindre oppose au piston pour les diverses valeurs de I’écra-
sement (*).

» Nous avons signalé ensuite deux cas limites dans lesquels la pression

(') Comptes rendus, t. XCGV, p. 26, 130 et 180; t. CII, p. 1054.

(?) Nous avons vérifié que la résislance opposée par le cylindre au mouvement du
piston dépendait seulement, pour chacun des écrasements successifs qui se produisent,
de la valeur de cet écrasement et non des autres circonslances du mouvement,



