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Z~f fonctions /<?~ et /7~C~MP/

PARM. H POINCARÉ.

I. NOTATIONS ET DÉFINITIONS.

Dans ic Mémoire qui va suivre, et qui a pour objet l'étude arithmé-

tique des fonctions fuchsiennes, nous ferons usage d'un système abrégé
de notations qui a déjà été assez souvent employé.
Nous désignerons une substitution linéaire quelconque par une seule

lettre.
Ainsi soitt

une forme homogène en .c, y et z.
(considérons une substitution linéaire portant sur ces trois variables

et dénnic par le système de neuf coefficients

Nous désignerons par exemple cette substitution par la lettre S.
Alors la notation

F.S
désignera la forme
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Comme F. S sera aussi une forme homogène en x, nous pour-

rons lui appliquer une autre substitution linéraire

(F.S)S~
ou plus simplement

F.S.S\

Cela dëmut en même temps la substitution SS~cL montre<mcFon .<

Nousallons considérer en particulier la forme quadratique

dépendant des trois variables indépendantes Y et Z et les transfor-
mées de cette forme quadratique par diverses substitutions linéaires S.
Il est aisé de trouver toutes les substitutions linéaires S qui n'altèrent
pas c~cst-à-dirc qui sont telles que

Mais il convient d'abord de distinguer ces substitutions en deux
sortes.
Une transformation qui n'altère pas une forme quadratique peut
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décrire
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Formons l'équation en S, du troisième degré

cette équation aura une racine égale à + t, ou une racine égale a i.
Dans le premier cas, la transformation sera dite droite; dans le second
cas, elle sera gauche.
Dans cequi va suivre nous ne nous occuperons que des transforma-

tions droites, de déterminant -w. Il est aisé de voir alors que les sub-
stitutions semblablesdroites de la forme peuvent s'écrire

où M, Y, sont quatre quantités quelconques telles que

Nousn'envisagerons que les substitutions à coefficientsréels; nous
supposerons donc que o<, y, 3 sont réels, de sorte qu'on devra avoir

Nous rejetterons également les substitutions de déterminant i, de
sorte qu'on aura enfin

Nous avons appeléM~~M~o~c~Mc/~e.y lessubstituions de la
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forme

Si S et S' sont deux transformations linéaires qui traitèrent pas 4\
et que et s' soient les substitutions fuchsienncs correspondantes, a la
transformation SS' correspondra la substitution fuclisiennc ss'.
A tout groupe discontinu de transformations n~ttc'rant pas <Lcor-

respondra un groupe fuchsicn, et réciproquement.
Soit maintenant T une transformation linéaire de déterminant qu<'t-

conque et qui altère Posons

La forme quadratique F sera Inaltérée par certaines substitutions
linéaires de déterminant i, que nous appellerons, pour employer une
expression consacrée par l'usage, /r~o'7~a/<o/M M/c: r/~ F.
A toute transformation semblable de F correspondra une transfor-

mation semblable de
SI en enct S est une transformation semblable de T ST sera une

u ansformation semblable de F.
Ainsi a tout groupe discontinu de transformations semblables de F

correspondra un groupe de transformations semblables de ~P,et par
conséquent un groupe fuchsien; et réciproquement.
Supposons que F ait ses coefficients entiers; parmi les transforma-

tions semblables de F nous distinguerons celles dont les coefficients
sont entiers. Elles forment un groupe discontinu qui a déjà attire l'at-
tention de nombreux arithméticiens désireux de parcourir la voie qu~a
ouverte M. Hermite.
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A ce groupe discontinu correspondra donc un groupe fuchsicn et
par conséquent un système de fonctions fuchsiennes. De pareilles fonc-
tions fuchsiennes pourront s'appeler fonctions ~Mc/M~/t~~ <!r/~y/t~-
tiques (Cf. Bulletin de l'Association française pour ~C!p~AMcy/ïc~/
des Sciences, t. X, p. 132 et i38~ et Comptes rendus de /~c<ï~
des Sciences, Note du 20mars 1886).
Le but du présent travail est l'étude de ces fonctions fuchsienncs

arithmétiques et de leurs applications à la théorie des nombres.
Je me propose en particulier d'établir que ces fonctions admettent

nn théorème qui peut être regarde comme la généralisation du théo-
rème d'addition des fonctions elliptiques, ce qui ne para)t pas avoir
lieu pour les fonctions fuchsiennes ordinaires.
Pour compléter ce système de définitions qui me seront nécessaires

dans la suite, je vais rappeler ce qu'on doit entendre par indice d'un
sous-groupe.
On peut trouver dans le groupe principal un certain nombre de

substitutions

telles que toute substitution du groupe principal puisse se mettre d'une
manière et d'une seule sous la forme

T, étant une substitution du sous-groupe et S~ une substitution (!u

système (i).
Le nombre des substitutions de ce système (qui peut d'ailleurs être

infini) est l'indice du sous-groupe.
Le groupe commun à deux groupes G et G' est le groupe forme de

toutes les substitutions communes à G et à G'.
Deux groupes sont co~t/?K~MM/'<~<Mquand leur groupe commun est

pour chacun d'eux un sous-groupe d'indice fini.
On définirait de même le groupe commun à trois groupes ou la com-

mensurabilité de trois groupes.
Voici maintenant quelques propositions qu'on peut déduire immé-

diatement de ces définitions.
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t° Soient G et G' deux groupes quelconques, C leur groupe com-
mun, soit g un sous-groupe d'indice fini de G; soit c le groupe com-
mun à et à G'; c sera un sous-groupe de C; je dis que ce sera un

sous-groupe d'indice fini.
Soit n l'indice du sous-groupe
Soient

ii substitutions convenablement choisies dans le groupe G. Toute
substitution de G pourra se mettre sous la forme

T, ctant une substitution de
Nous pourrons toujours supposer que S, se rechuta la substitution

identiauc

Formons le tableau des substitutions de C, c~est-a-dirc des substi-
tutions communes a G et à G'. Nous pourrons les classer eu classes.
Chacune d'elles peut, en cnet, se mettre sous la forme T~ et K petit
prendre valeurs diMercntcs. It peut arriver toutefois qu'une ou plu-
sieurs des classes ainsi définies ne contienne aucune substitution.
Soient

tes substitutions de la première classe qui correspond au cas de A = i
ctdf~

Ce seront par définition les substitutions du sous-groupe c.

les substitutions de la seconde classe.
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Je dis que toutes ces substitutions pourront se mettre sous la forme

T< étant une substitution de la première classe, c'est-a-du'e du

groupe c.
Je dis que l'on aura par exemple

T, appartenant à c; cota revient à dire que

apparient a c. En effet, T~ et T~ appartenant par hypothèse a il en
est de même de T~ T~ de plus, T~Sg et T; S~ appartenant a G', il en
sera encore de même de

Cette dernière substitution faisant partie a la fois de et de G' fera
partie du groupe commun c.
Ainsi le Tableau des substitutions du groupe C reparties en classes

pourra s'écrire

quelques-unes des classes pouvant manquer.
Par conséquent l'indice de c par rapport a C est au plus égal a l'in-

dice de par rapport a G.
2° Si et~' sont deux sous-groupes d~ndicc fini de G et de G', leur

groupe commun sera un sous-groupe d'indice fini par rapport au
groupe commun de G et de G\
Cette proposition se déduit immédiatement de la précédente.

yo«~.de~ï</<.(~ serie)~tome1! Fasc.)V,~87. 5
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3" Si et sont deux sous-groupes d'indice fini par rapport à un
même groupe G, leur groupe commun sera encore un sous-groupe
d'indice fini de G.
/t" SI deux groupes G et G' sont commensurables à un même troi-

«I<'me(< ils seront commensurables entre eux, et les trois groupes
seront encore commensurables entre eux.
Soient en cnct C,, Cget C3 les groupes communs, respectivement à

G' <~a G~a (}' et à G, et enfin à G et à G'.
Soit enfin c le groupe commun aux trois groupes G, G' et G"; c sera

évidemment aussi le groupe commun à deux quelconques des trois
groupes C,, (~ et C:
Par hypothèse, les indices de C, par rapport à G' et à G", et de (~

par rapport à G et à G", sontfinis.
Je dis que c est un sous-groupe d'indice fini de G"; c'est en effet le

groupe commun à C, et à C: sous-groupes d'indice fini de G".
.!e dis également que c est un sous-groupe d'indice fini de G ;cn

('H'c~<'est le groupe commun a G' et à Cg C2 est un sous-groupe d'in-
dice finide G\ Donc l'indice c par rapport au groupe commun à G et
il < c'cst-a-dirc par rapport a (~ est fini. Or l'indice de C, par rap-
port. a G' est lui-même fini. Donc l'indice de c par rapport a G' est
encore fini.
Kien ne distingue d'ailleurs G de G'. Donc l'indice de c par rapport

aux trois groupes G, G' et G" est nni; donc les trois groupes sont com-
tncnsurables entre eux. c. Q. F. tt.
C;, contenant c aura évidemment un indice fini par rapport a G et

a G~d'où il suit que ces deux derniers groupes sont aussi commensu-
rables entre eux.

H. ~ÉDUCTMN DES FORMES.

Unns mon Mémoire sur les groupes kleinéens (,~c~ ~a/Ac~a/tca,
t. 111, i, § 2), j'ai exposé la distinction entre les groupes propre-
ment discontinus et les groupes improprement discontinus. On vu

qu~UMgroupe peut être proprement discontinu dans une région donnée
de l'espace et improprement dans une autre région.
Ici nous envisageons des formes quadratiques ternaires qui ont six
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coefficients elles peuvent donc être regardées comme des ensembles a
six dimensions (ou a cinq seulement si l'on suppose le discriminant
donne). Les groupes que nous envisageons peuvent donc être propre-
ment discontinus quand les six coefficients sont soumis à certaines iné-
galités, et ne plus l'être qu'improprement quand ces inégalités cessent
d~étrc remplies. Par exemple, ils pourront l'être proprement en re qui
concerne les formes définies et improprement en ce qui concerne les
formes indéfinies.
Considérons donc un groupe G forme"de substitutions linéaires et

proprement discontinu par rapport à toutes les formes quadratiques
ternaires définies. Soient F et F' deux formes quadratiques ternaires
définies; je dirai que ces deux formes sont équivalentes par rapport au
groupe G quand on pourra passer de l'une a Fautre par une substi-
tution de ce groupe. Parmi les formes équivalentes a F, il y en aura
une que l'on regardera comme plus simple que toutes les autres et que
Fon appellera la réduite de F.
Cette définition comporte évidemment un très grand m'bitraire; on

peut d'une infinité de manières trouver des inégalités telles que, parmi
les formes équivalentes a F, il y en ait une et une seule qui y satisfasse
(et <'<'laquelle que soit F). Ce sont alors ces inégalités qui sont les
conditions de réduction.
!n d'autres termes, et pour employer un langage géométrique, con-

sidérons les six coefficients de notre forme quadratique comme les
coordonnées d'un point dans l'espace a six dimensions. Cet espace sera
divisé en deux régions, R correspondant aux formes défîmes et R' cf)r-
rcspondaut aux formes indéfinies. Notre groupe G sera proprement
discontinu dans H, improprement dans H On pourra donc partager lï
<'nune infinité d~' régions partielles /'g, ad de telle façou
que les substitutions de G changent ces régions partielles les unes dans
les autres. Cette subdivistion sera tout à fait analogue a ce qUestdans
la théorie des groupes fuchsiens la subdivision du plan, ou <Fuu<;
partie du plan, en une infinité de polygones curvilignes. Alors les
formes réduites, par rapport au groupe G, seront celles qui correspon-
dent à des points intérieurs à la première région partielle 7'
Cette définition de la réduction par rapport à un groupe G est une

généralisation immédiate de celle de la réduction arithmétique. Dans



ÏI. POiNCARÉ.4~

le cas de la réduction arithmétique, en eiîet, G n'est autre chose que
le ~7*0~? arithmétique, qui est formé des substitutions linéaires à
coefficients entiers et de déterminant i. On peut prendre alors pour
conditions de réduction, soit celles qui ont été adoptées par M. Sel-
lin~, soit celles de MM.Korkinc et Zolotarcn'. Mais on pourrait en
imaginer une infinité d'autres.
Un autre cas particulier intéressant est celui où G est un sous-groupe

d'indice fini du groupe arithmétique. Alors une substitution quel-
conque du groupe arithmétique pourra se mettre d'une manière et
d'une seule sous la forme

T\.S,,

T/ étant une substitution de G et

~<)

étant des substitutions du groupe arithmétique dont le nombre est
précisément l'indice du sous-groupe.
Si alors F est une forme dennie quelconque, sa réduite arithmétique

s'écrira
FT~,

et nous pourrons convenir, pour définir la réduction par rapport au

groupe G, de dire que sa réduite par rapport a ce groupe sera FT,.
Tout cela ne peut pas s'étendre au cas des formes indenmes, caf les

groupes qu'il pourrait être Intéressant de considérer, et en particulier
legroupe arithmétique, sont improprement discontinus pour ces formes
indennics, c~est-a-dirc dans la région que nous avons appelée U
Mais tous les arithméticiens connaissent l'ingénieux artince pa)

lequel M. Hcrmitc, introduisant les variables continues dans la théorie
des nombres, a le premier triomphe de cette difficulté.
Kn même temps que la forme indennie
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qui est définie. Si T est une substitution linéaire et si HT est une
forme définie réduite par rapport au groupe G, nous dirons que la suh-
stitution T est réduite par rapport à G et que la forme indéfinie ~T
est également réduite par rapport à G.
Voici maintenant comment on pourra trouver les réduites d'une

forme indéfinie

où M, y, o sont quatre quantités reçues quelconques tclics que
Ce groupe des substitutions S, qui Traitèrent pas s~appeHera

~OM~C7'~F'OcfMC~t/'~C
Considérons la forme définie HSï; il y aura toujours, diaprés ce

qui prc'ccde, dans le groupe G une substitution T qui réduira cette
forme quadratique deimic par rapport au groupe G. La forme HS-T
sera alors rcduitc. La substitution S~T sera réduite, et la forme ind<
iinie

sera réduite. La substitution T sera alors l'une des substitutions réduc-
trices de F. Comme il y a une infinité de substitutions S, la forme F
admettra en gênera! une infinité de substitutions réductrices.
Il peut se faire que deux substitutions réductrices T et T' conduisent

a une même réduite, et qu'on ait

Hn ce cas, T T' est l'une des substitutions de G qui nattèrent pas F.
Il peut donc arriver que le nombre des réduites soit fini, bien que
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celui des substitutions réductrices soit infini. C'est ce qui se passe, par
exemple, si F a ses coefficients entiers et si Gest le groupe arithmé-

tique.
Il en est encore de même si, les coefficients de F étant entiers, G est

un sous-groupe d'indice fini du groupe arithmétique.
.rappellerai ~7'OM~cre~roc~c~/dc F te groupe des substitutions li-

néaires de déterminant -+-1qui nattèrent pas cette forme. Ce sera le
transforme par la substitution Tdu groupe reproductif de 4~ car toute
substitution qui n altère pas F peut se mettre sous la forme

-'S-,
S n'a itérantpas
.rappellerai M~v'o/?c ~a~7 de G par rapport a F le groupe

commun a Get au groupe reproductif de F. Le transforme de ce sons-
groupe par la substitution T' sera le ~ro~ ~Y?/wc
relatif à G et à F. Ge sera un sous-groupe du groupe rcproductit de <P.
\ous avons vu au numéro précèdent qu'a toute substitution du

groupe reproductif de correspond une substitution fucbsienne .s'.
Donc au groupe inaltérant transforme relatif a G et a F correspondra
un certain groupe fucbsien que j'appellerai ~7'< /A.?/~ /v/<~
G <?~ F.
Nous adopterons des dénominations spéciales, pour abréger !<'lan-

gage, dans le cas où G sera le groupe arithmétique. Le sous-groupe
inalterant s appellera le ~7'<?c~a/6~' F; le groupe inatterant
transfornK's'app('llet'ale~<3~c~or/ F; enfin le
groupe fuchsien relatif à F et au groupe arithmétique s'appellera le
~o~c ~c/~c~joy'~c~~ F.
11résulte de la que, pour étudier le groupe principal de F, forme

des substitutions semblables de F, il suffit d'étudier le groupe fuchsien
principal de F.
~\ous adopterons le mode suivant de représentation géométrique.
\ous considérerons un plan représentant la variable imaginaire

nous ferons correspondre à la substitution S la substitution



LES FONCTIONS FUCHSÏENNËS ET L'ARITHMÉTtQfE

que nous représenterons elle-même par le point du plan des z qui a pour
afnxc

Ce point fait partie du dernier plan situé au-dessus de t'axe des quan-
tités réelles. A chaque substitution S correspondra un point de ce demi-
plan, mais à chaque point du demi-plan correspondront une infinité de
substitutions S faisant partie du groupe reproductif de
Nous regarderons comme donnés le groupe C et la transformation T

qui change $ en F.
Voici alors comment se représentera géométriquement la réduction

de F par rapport à G
A chaque substitution S et, par conséquent, à chaque forme quadra-

tique définie H. S correspondra un point de notre demi-ptan. Je dis
maintenant qu'à chaque point de ce demi-plan, auquel correspondent
pourtant une infinité de substitutions S, ne correspondra pourtant
qu'une seule forme définie H. S.
Soient, en effet, S et S'deux substitutions correspondant :'<unmême

point P de notre demi-plan. Je dis que

c'est-à-dire

Kn effet, les substitutions fuchs~nnes s et (lui correspondent rcs-

Decttvcmcnt à S et S' changent toutes deux le point t dans le

point P. Donc la substitution ss' n'altérera pas le point t.
On en conclura que les valeurs des quatre quantités ot, <

correspondent a.?. ou ce qui revient an mcme a SS' sont

<Détant un angtc quelconque; d'où l'on dédu!ra sans petne que la substi-
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tution SS' s'écrit

et, par conséquent, quelle n'altère pas H. c. o. F. D.
A chaque point du demi-plan correspond donc une seule forme H. S,

par conséquent une seule forme <~S. Connaissant la forme définie
H§~ on connaîtra la substitution réductrice T qui fait partie du groupe
G et réduit HS~ par rapport a G.
A chaque point du demi-plan correspondra de la sorte une substitu-

tion réductrice et une seule. Nous pourrons donc subdiviser ce demi-
plan en une infinité de régions, telles que, pour tous les points d~une
même région, la substitution réductrice soit la même.
Ce mode de représentation géométrique est analogue, mais non iden-

tique a celui qu'a employé M. Selling.
Nous avons vu que, dans certains cas, bien qu'il y ait uneinfinité de

substitutions réductrices, il n'y avait qu~un nombre fini de réduites.
Qu'arrive-t-il alors? Soient nos n réduites. Nous avons
subdivise le plan en une infinité dérogions qui correspondent aux dîne-
rentes substitutions réductrices. Soient ~«? ~'<~"') ~</une inti-
nité de ces régions correspondant a la réduite y,, elles seront les trans-
formc'cs les unes des autres par les diverses substitutions du groupe
fucbsicn relatif a F et a G. Soient de même ~'a,, y'~ les régions
(lui correspondent il la réduite Soient enfin /o, les
régions qui correspondent a la réduite
Nous pourrons toujours supposer qu'on a choisi les indices de telle

sorte que l'ni soient les transformées de r~, r~ par la
tuérnc substitution qui change en
Cela pose, réunissons /~o en une région unique K. et

de m~me /'a/, en une région unique R/. Les diverses ré-
gions H/ seront les transformées les unes des autres par les diverses
substitutions du groupe fuchsien relatif a F et a G.
Il serait aisé de ramener ces réglons Ro, H/, u des polygones
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rm'vuigncs, comme je Fai expliqué dans le § V de mon Mémoire sur
tes groupes fuchsicns (Acta math., L I).
Avat~t de terminer ce paragraphe, je dois faire une dernière rc-

tnarquc. Nous avons regardé comme donnée la substitution qui chang''
<L'en F. Il ne suffit pas, pour cela, de se donner F. En effet, cette forme
peut dériver de <Pd~unc infinité de manières; on a non seulement

S étant nue substitution quelconque du groupe reproductif de
Il est clair, si l'on se reporte aux définitions qui précèdent, que le

groupe fuchsicn relatif à F et a G ne sera pas le même selon qu~on ru-
gardera F comme dérivée de <Pparla substitution Tou par la substitu-
tion S~.
Quand cela sera nécessaire, ann d'éviter toute contusion, nous distin-

guerons ces deux cas en disant, dans le premier, le groupe fuchsien re-
!atif (t et à F = <i~; dans le second, le groupe fucbsicn relatif à (! et
aF==<I'S-.
Le groupe fuchsien relatif a G et a F = <DS':sera le transformé du

groupe fuchsien relatif a G et F = ~T par la substitution .sétant
la substitution fuclisicnne qui correspond à S, en vertu des conventions
faites. Fn particulier, le groupe fuchsien principal de F = ~S" sera le
ransformedu groupe fuchsien principal de F = par.s-

!!1. LEMMESDtVHHS.

!jHMME1. <S~ C~ MM~UM~OM~CC~CC~t de G, /C ~7'O~C
/'MC/<CMrelatif a et à F sera M~MM~o~c ~ce /M~
~o<c /McA.s'/c/~/'c/a<< à G c<à F.

(~est une conséquence des lemmes démontres a la un du § t et des
définitions du § II.

)<RMMEII. Si G et G' ~0~/ C~CM~OM~MCO~/?!C/<.9M/M, /S
VoMr/</c.Vf~/<.(~ série),tomelit. Fasr.IV,t88~. 3')
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~7'o~<M/M<<M ~<?F 7'<?~ re~ec~~c/~c/~ G c<a G~.yo/~aussi
f'0/M/~C~.9Mr~<?.?.

<~clemmc csLune conséquence immédiate du précèdent et des den-
nittons.

Î~EMMEni. <So//F ==~T .9~/C/~<?~M~CT~M~C~M~M~O/Ï ~C(<
et F'= ~ïT' M~c/brwc c~M~a/<<? a F~r /'<2~o/'<au ~OM/)C('.
~C~C~eM~/b/VMC.?r P~F' <XM~'0~/~2~/7?C~7'O~C ~C~/C~ /'C~~ (

En eHet, ic sous-groupe inaltérant de (jrpar rapport à F' sera t<'
transforme par la substitution T' du sous-groupe inaltérant. de (~ par
rapport à F.
Si, encnct, U est une substitution du second sous-groupe~, de teHc

sorte que

de telle façon que T UT' appartiendra au premier sous-groupe
Le groupe inaltérant transforme de F sera le transforme de par
ce sera donc

-g-

De même, le groupe inaltérant transformé de F = <1~T'sera

Mais nous venons de voir que

Il vient donc

de sorte que les deux groupes inaltérants transformés se confondent
Les deux groupes fuchsiens se confondront donc également.

C. Q. F. D.
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Kn particulier, si G est le groupe arithmétique~ le groupe fuchsipi

de F ==~ï par rapport à un groupe commensurable à G sera commen
surahic avec le groupe fuchsien principal de F ==
Si T' est une substitution a coefficients entiers, les deux formes équi

valentes F = <P~et F' = ~rT' auront même groupe fuchsien principal

IjEMMEIV. Si G et G~M/~ deux groupes CO~/MC~~M~'a~~c
S ~~<?.o/~ dc G', K/~ ~e~~MM~a/~c~~e~.9 de S (~r~o~
.s' ~~rc/~ ~c o) /<?/'a~a/c de G.

Soit, en cnet, le groupe commun de G et G'; soit l'indice dt
sous-groupe par rapport à G'; cet indice est fini par hypothèse.
Si alors on prend au liasard /<-h i substitutions dans G~(parmi les

({uplloson peut toujours supposer que l'on comprend la substitutioi
Identique i), on pourra toujours trouver parmi elles deux substitution
S~et S/~ telles que

s~

npp.u tx'nne a et, par conséquent, a G.
Prenons, par exemple,

fera parité de G. c.Q. F. u.
Nous allons étudier maintenant quelques-uns des sous-groupes du

groupe antimietiquc. Ce groupe est forme, d'après sa dennit'on, (:!e
toutes les substitutions H

dont les coefficients sont entiers, et le déterminant <<d <.
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Pour définir un sous-groupe du groupe arithmétique, il faut doue
assujettir les coefncicnts entiers a, c a de nouvelles conditions.
Je distinguerai les .90M.y-oM~c.?a co/~r'M<c<?~ou les neuf cocfn-

cients a, &,c sont assujettis à satisfaire a certaines congrucnccs suivant1
un certain module q premier ou compose.

fjEMMEV. Un MM~O~C O!CO/MC/ÏCC.~C~ /OM/0~ un .~O~.S'-
~F'0!/JOC~t~ÏCC~H~M~rOM~e <ï7't~MC.

Soit. en cnet, un sous-groupe denni par les A con~rucnces

m')les P sont des polynômes envers par rapport aux a, r.
Les con~rucnccs (i) devront ctrc sat!sfait~s s! !'on (h)t

et, en effet, la substitution identique

d< ru fa!re partie de
Le sons-groupe d<uni par les congruences (2) sera donc un sous-

groupe du groupe (pu est tui-mciu~ un ~ous-~roupc du ~mupc
anthmotique.
Il est évident que sera un sous-groupe d~udtce uu! du gt'oup<'

ar!thmetiquc; car cet Indice sera certaincmcuL plus pettt <jue<y"( !1se
réduira a y" si q est premier), puisque chacun des ncufco~fucieuts
c peut prcudre y valeurs incongrues par rapport au module y.
Donc a /<<w/ sera un sous-groupe d~indicc uni du groupe

arithmétique, c. Q. F. t'.
(~onsidet'ousuiaintenautuuc transformation T'a coefficients entiers,

ma!s dont le déterminant soit (''gaia un enttcr Aplus grand que t.
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SocnL C le groupe anthmchquc, C' son U'ansformc par T\
groupe commun a C et a < je dis que sera un sous-groupe à con-

une substitution n cocfncicnts entiers faisant partie de <j
Soitt

ta substiLudon dcnnic plus haut.
La Lr:msform6cde S par T' s'ccru'a

tes P riant des polynômes entiers homogènes et du premier de~r<' p<<r
rapport aux 6!, et c, cLdont les cocfncicnts dcpendcn!, des K, <~
Pour que ccHc substitution fasse partie dc~, il faut et il snfnt (nx*

s<'soocfnctcnts soient entiers, ce qui s~exprhne par les neuf con~ruenccs

(~ctamontre que est un sous-groupe à congruenccs; (t'ou t'un (!<
(!uit aiscmcnt le Icmme suivant

LEMMEVi. jLc~O~Oe~7'A/~C~MC<?~ CO~yM<?~.yM/<*a~r.W~
/bry~c par M/~c~M~y~M/ïo~à co<?~c<c~~ c/? <«-
~«/ï/ /?~M.?~7*<ï/ï~~M<?1.
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Ou, ce qui revient au même,

~7'oM~carithmétique est co/MyM<9~a~/c a~c son /<?/ï~/<9/'wc
M/~substitution à coc~c<e/ï~y/'<xc~o/<c.9.

Soit maintenant T' une substitution a coefficients fractionnaires; je
dirai que /a,/b/e F est commensurable avec sa transformée FT~par
la substitution T'.

IjEMMEVII. Considérons ~<?M.r/b/'WC~CO/??~9M/'<X~/MF
FT'; le ~7'o~c /McA.9ïe/xj07'~c~ de F = sera c<w?/?ïe/MM/'a~
~~CCle ~7'OM~C/MC/~tCM~7'~C~a/dl' FT' ==~T'.

r~ effet, le groupe arithmétique est commcnsu râble avec le groupe ( t
qui est son transformé par T'
Soit le sous-groupe Inalterant de G par rapport a F; il sera com-

!ncnsurablc avec le groupe principal de F.
D'autre part, le groupe principal de FT' sera le transformé de

par T'.
Le groupe transformé principal de F = <I~ sera le transforme par

T*' du groupe principal de F; le groupe transformé principal de
FT"= ~ïT' sera le transformé par (TT')"' = T'T'' du groupe prin-
cipal de FT', et, par conséquent, le transforme par du groupe
Or et le groupe principal de F sont commcnsurables.
Donc les groupes transformes principaux de F = <P-et de FT'= <1~T'

le sont également.
Donc les groupes fucbslens principaux de F ==~T et de FT'== ~TT'

sont commcnsurables. c. Q. i. n.

IV. SUBSTITUTIONSFRACTIOTSKAlHES.

On peut se proposer de rechercher quelles sont les substitutions a
coefficients fractionnaires qui n'altèrent pas une forme F à coefficients
entiers, ou, en d'autres termes, quelles sont les transformations sem-
blables fractionnaires de F. Il est aisé de prévoir, d'ailleurs, que le

groupe formé par ces transformations ne sera pasun groupe discontinu.
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On voit aussi immédiatement que des substitutions semblables frac-
tionnaires de F on pourra déduire les substitutions semblables fraction-
naires d'une forme F = FT~commensurable avec F. En effet, les der-
nicrcs seront les transformées des premières par la transformation T.
Soit donc a trouver les substitutions semblables fractionnaires de la

forme

désignant le discriminant de F, de telle sorte que la forme F est, a
un facteur constant près, commensurable avec

Nous sommes donc ramenés à étudier les substitutions semblables
fractionnaires des formes telles que

ou plutôt, puisque nous avons anaire à une forme indéfinie, et si nous
voulons mettre les signes en évidence

\ous allons cTabord nous poser le problème suivant

Quelles M~ substitutions fractionnaires qui /~a~rc/~ /</
/nA~-t-By'?

M faut alors trouver quatre nombres fractionnaires a, y, tel~
(rue

Nousmettrons les quatre nombres x, Y, sous la forme
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~n Tt~t? s étant entiers ou fractionnaires, nous pourrons toujours
supposer que K,, y, et F sont entiers on aura alors

Il r~sLp(tonc a rcsoudrp Fcquntion

\uus muttJpHcrons donc t3par un carre quelconque <na!sde tcth
façon que By~ soit divisible par A, et de plus soit impair ou divisible
par.~ (ainsi, si B est un multiple de -<-2, y, devra et.rc pan'; si
A=A<A~ A, u'etnut divisible par aucun carre, devra être d!vts!bt<'
par A,A~).
H sera fac!lc cnsmtc do décomposer en deux tacLeurs tous deux

pairs ou tous deux nupairs, s x, et s x,< et d'en dedun'c, pour s
et ?,, deux valeurs entières.
Tel est donc le moyen de former les substituions semblables frac-

tionnaires de la forme binaire

Pour les étudier plus compleLeu~ent,nous supposerons A = ). Ce~e
hypothèse est toujours permise car, si l'on avait A <~r, on mutttpHf-
ratt la forme par A, et on chan~'era!t ensuite de varmMc eu posanLl
A. ===
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Considérons notre substitution fractionnaire

et la substitution fuchsiennc correspondante. Cette dernière sera évi-
demment une substitution elliptique qui n'altérera pas un certain point
du plan. Ce point, que j'appelle P, se détermine aisément, et l'on
trouve qu'H est le même pour toutes les substitutions fractionnaires d<;
notre forme

Pour dénnir une substitution fuchsienne elliptique, il faut se donner
non seulement le point P qui n'est pas altéré par cette substitution,
m<usencore Fan~le de rotation <

tci nous avons

Nous devons supposer que o~, Y<et € sont premiers entre eux, et

par conséquent que ot,et sont premiers entre eux. Les deux nombres
conmtexcs

Met N étant deux nombres complexes existants ou idéaux, conjugués
entre eux et de plus premiers entre eux.

YoM~t.de~t</t.(~ série),tomeIII. Fasc.tV,t88~. ~6
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Cela posé, cherchons d'abord si peut être commensurable avec 2~.
Si cela était, on trouverait un entier nz, tel que

M et N étant premiers entre eux, cette égalité est impossible. Il n'y
aurait exception que si e était égal à t et que a:, -h y< B fut une
unité complexe.
Mais il faut faire attention au sens que l'on doit attacher à ce mot.

Pour que la théorie des nombres complexes idéaux soit applicable, it
faut prendre pour hase du système B, si + D (que d'ailleurs nous

supposerons n'être divisible par aucun carré) est multiple de /) plus 2
ou plus il faut prendre, au contraire,

si B est multiple de plus 3. Dans ce dernier cas,

est considéré comme un entier complexe 'si K-(- est pair (voir
DEpEKtND,T~cor/c des ~<?~&y'c~entiers a/~J~r~MM, p. f)i. Paris,
Gauthier-Villars; i8y~).
Alors on a, comme unités complexes,

On doit donc conclure de cette discussion que l'angle ? ne peut être

commensurabic avec 2?cque s~ilest égal a a =L-) a ± ou à d=

On voit, de plus, que les substitutions fractionnaires qui repro-
duisent à la fois les deux formes
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correspondent aux divers entiers complexes formés avec B, et que
leur théorie dépend intimement de celle de ces nombres complexes et
des idéaux correspondants.
Voilà donc une première catégorie de substitutions fractionnaires

n'altérant pas la forme

Une autre catégorie se composera des substitutions qui n'altèrent
ni y, ni C~ (sans parler d'une autre catégorie qui sera formée
de même des substitutions qui n'altèrent ni x, ni By~ C~). Ces sub-
stitutions correspondront aux nombres complexes formés avec ~/C
comme celles de la première catégorie correspondaient aux nombres

complexes formés avec B. Mais l'analogie de ces trois catégories
de substitutions fractionnaires est trop évidente pour qu'il soit néces-
saire d'insister.
Je dis maintenant que toute substitution fractionnaire peut toujours

être ramenée à celles que nous venons d~étudicr.
Soit, en effet,

une substitution fractionnaire quelconque qui n'altère pas une cer-
taine forme quadratique F à coefficients entiers ou commensurables.
Je supposerai, de plus, que cette substitution est droite au sens donne
il ce mot. dans le premier paragraphe de ce Mémoire.
On pourra trouver alors une forme linéaire

à coefficients entiers, qui ne sera pas altérée par la substitution.
On pourra ensuite trouver encore deux formes linéaires
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à coefficients entiers, et telles que l'on puisse écrire

A~ A2 et A:, ctanL des quantités commensurables positives on néga-
tives.
Faisons maintenant un changement linéaire de variables en faisant

de telle sorte que, si l'on appelle T la substitution linéaire

sera fractionnaire et n'altércra pas FT- Mms il y a plus, cHct~ahcrcra
pas ?, ni par conséquent j, n q

Nous sommes donc ramenés au cas précédent.
Il conviendrait peut-être, pour compléter cette théorie, do dire

quelques mots des substitutions fractionnaires gauches qui n'altèrent
pas une forme quadratique. Mais je ne crois pas devoir m~y arrêter
pour le moment. Je me bornerai a observer que, si S est une substi-
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tution fractionnaire gauche n'altérant pas F, S~ sera une substitution
fractionnaire droite n'altérant pas non plus F.

V. CALCUL DES MULTIPLICATEURS.

S()tt

une substitution linéaire de déterminant ï, et

sa transformée par une substitution linéaire quelconque T. On aura

i~i d'autres termes, la somme <t-~+c, sera un invariant. On
pourra choisir la substitution T, de telle façon que T ST soit de la
forme canonique

Alors 7. et X, seront les multiplicateurs de la substitution À;
ces multiplicateurs seront les racines de l'équation en

et l'on aura
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Si, en particulier, S n'altère pas une forme quadratique et est une
substitution droite, l'un des multiplicateurs est égal à ï, et le produit
des deux autres est aussi égal a i.
Soit alors

la substitution fuchsicnnc correspondant à S; &+ ~sera, pour cette
substitution, un invariant comme ~f,-+-~-t-~ rétait pour S, et Fon
aura (Tailleurs

H résulte de là que la connaissance de a -t- suffit pour déterminer
les trois multiplicateurs, qui devront satisfaire a l'équation du troi-
sième dearé

Si S est une substitution à coefficientsentiers, la somme + + f:,
devra être un entier, et par conséquent <x+ 3 devra être la racine
carrée (Tuu entier.
La sommeoc + o s~appellcraF~tWM~ ~<?la ~M~M//o/~ S cLs~e-

rrira, pour abrc~< [S].
Nous allons traiter mamtcnant le problème suivant

On yc e~o/c [AJ, [BJ c~ ~<x/~[AB] la co/yï~~<xMo~AB
des </CM~.?M~~M~!0/MA C<B. On ~C/MŒ~C~C C~~CM/C/'~~(~r/a/ï<
~C CO/M~a~O~ ~Me/CO/X~MC~CCC~~P~M~~M~O/~9

q étant des C/C7'~ quelconques positifs ou négatifs.

Tout d'abord, il est évident que deux substitutions inverses l'une de
l'autre auront même invariant; on aura

De plus, une substitution aura même invariant que sa transformée
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par une substitution quelconque; ainsi,

Nous pouvons toujours, par une transformation convenable, n~ttr<
la substitution fuchstenne qui correspond à B sous la forme

seront les substitutions fuchsiennes correspondant respectivement à
AB et à AB', de sorte qu'on aura
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Si, dans la formule précédente, on change A en ABn, il vient

C'est une formule de récurrence qui permet de calculer [AB"], où
est un entx'r quelconque positif ou négatif, quand on connatt [A ~B)1
ct[AB].
Aussi, connaissant [A], [B] et [AB], nous pouvons en dedtur<'

AB" et par conséquent [B"A~, puisque

Nous connaissons ainsi

ce qui permet de calculer [B~A~), ou //<et sont des entiers quet-
conques, par la formule de récurrence

Nous avons d'aUlcurs

ce qui pennot de calculer

où //<, sont des entiers quelconques.
Cherchons maintenant

où les quatre exposants sont entiers. On voit d'abord que, par notre
formule de récurrence, nous pourrons calculer cet invariant, quel que
soit q, pourvu que nous connaissions, outre [B],
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La première de ces deux expressions est connue d'après ce (lui pré-
cède il reste donc a calculer

On verrait de même que le calcul de

se ramené à celui de

Or, ce dernier invariant est connu, puisque c'est celui de (HA)' <'tque
nous connaissons celui de BA.
Ce qui précède suffit pour faire comprendre comment, on calculerait

l'Invariant d'une combinaison quelconque des dcu\ substitutions A
et
imaginons maintenant que A et B sont des substitutions a coefH-

rients entiers et de déterminant i. Il en sera de même de toutes leurs
combinaisons. Alors, dans la formule

tes deux termes du premier membre, ainsi que le terme unique du
second membre, devront être la racine carrée dtm enhcr.
Maisit est aise de voir que, si l'on a

(te: étant des entiers), les trois cxpt'cssions

yo~t. f/e ~/<ï~/<.(~* surie)~ tome in. Fuse. IV, )S8~.
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Il suit de là que les produits

sont entiers.
Il est aisé d'en déduire que si [A] est égal à un nombre commensu-

rable multiplié par ~at, et [B] égal à un nombre commensurable mul-

tiplié par ~p, [AB] devra être égal à un nombre commensurable mul-

tiplié par \/o~, et [AB~j à un nombre commensurable multiplié par \/ot
ou, ce qui revient au même, à un nombre commensurable multiplié
par yOtj~.
Plus généralement, on aura

UL,et étant commensurables, et Aet k étant égaux soit à o, soit à i.
suivant la parité des deux nombres m -h p et -)-q, et de telle sorte
auc

Cela peut s'énoncer encore d'une autre manière.
Considérons le groupe dérive des deux substitutions linéaires A

et B. Pour que toutes les substitutions de ce groupe aient leurs inva-
riants égaux a la racine carrée d'un entier, il faut et il suffit que

soient des entiers.
Nous allons maintenant envisager un groupe dérivé de trois substi-

tutions linéaires A, B et C. Je dis que l'on peut, à l'aide de la relation
de récurrence démontrée plus haut, calculer les invariants de toutes
les substitutions de ce groupe, à l'aide de sept invariants

Pour le démontrer, je rappelle d'abord que cette relation de récur-
rence permet (M, N, P étant des substitutions quelconques) de cal-
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(~ entier positif ou négatif), quand on connatt

Kllc permet ainsi, connaissant [A], ~B] et [AB], de calculer les
invariants de toutes les combinaisons de A et de B, ou, à l'aide de nos

sept invariants, de calculer ceux de toutes les combinaisons A, B et C,
où l'une de ces trois substitutions n'entre pas.
Je dis qu'on pourra trouver de même

Kn effet, le calcul de cet invariant se ramène a celui de A"' !i" qui
est connu et a celui de [A"'B~'C]. Ce dernier se ramené à [A"'CJ, qui
est connu, et a [A~BC]. Ce dernier, à son tour, se ramène à [BC] et
à ABC], qui sont tous deux supposés connus..
Considérons maintenant une combinaison quelconque

On ramènera, par le même procédé, le calcul de cet invariant à

où les lettres sont restées les mêmes et dans le même ordre, mais où
tous les exposants sont réduits à l'unité.
Je dis maintenant qu'on peut ramener le calcul de cet invariant à

celui de

où deux des lettres sont permutées.
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!~neffet, notre formule de récurrence permet de réduire le calent de

(ou I<~nombre des lettres est moindre, et que, par conséquent, <m
peut supposer préalablement calcule) et a celui de

Hest clair qu'en appliquant d'une façon convenable le double pro-
cède qui permet de permuter deux lettres (juelconqueset de réduire tes

exposants a Fumte, on arrivera a réduire de puis en plus le nomhre des
!eUres de telle façon qu~onsera ramené finalement a l'Invariant connu

JABCJ.
On eonna!tra donc ainsi rinvarlant d'une subslltuLlou qneh'o)nptt'

dn groupe.
On peuLen conclure ce qui suit

Pourque toutes les substitutions du groupe aient pour Invariant la
racine carrée d~unentier (ce qui arrive nécessairement quand les sub-
stitutions A, H, C ont leurs cocfucicnts entiers), il faut et il suffit que

soient des entiers.
nos sept invariants eux-mêmes ne sont pas indépendants tes uns

des autres. Il y a entre eux une relation algébrique.
Cette relation se présente sous une forme plus symétrique, quand on

considère, au lieu de nos sept invariants, les sept invariants suivants (ce
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(lui revient (Faillcurs au même)
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.r;d rcpn'scntc, pour ahn~cr, les sept invariants par l<'sIcUrcs oc,
3r~r

)~arctation s'écrit alors

On arrive a un rcsuhat analogue dans le cas d'un groupe dérive de
<)uaLt'psuhshtuhons ou d'un plus ~rand nombre.

~y'? /<.y~M~o/xy

jP(~ ~<~ loulcs /M.~M~M<<0/~ du ~OM/~ aient pour //<
/w/ ca!yv'J<?~M/~ cy~ /<XM~c<il .9M~<~M<'

(~ /< <9C:/Ï/.9 S.M/ ~~MC .90!< 0, .90Ï< l), ~OM~<~? <<f

VI. RÉDUCTION DES SUBSTITUTIONS.

Voici la question que je me propose de traiter dans ce paragraphe.
Soit S une substitution a coefficients entiers et de déterminant t

soit T une autre substitution a coefficients entiers et de déterminant t;
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je dirai que la substitution S et sa transformée

sont homologues et appartiennent a la même classe.
Cela posé, parmi toutes les substitutions d'une même classe, il y en

a une qui est plus simple que toutes les autres, et que j'appellerai sub-
stitution rc~Mt~e.
On peut se proposer, étant donnée une substitution S, de trouver la

substitution réduite qui appartient à la même classe, ou, en d'autres
termes, de réduire la substitution S.
On voit d'abord tout de suite que deux substitutions homologues ont

mêmes multiplicateurs. Je supposerai, comme je l'ai fait jusqu'ici,
qu'un des multiplicateurs est égal a i, ainsi que le produit des deux
autres.
tt résulte de là qu'il existera une forme linéaire

à coefficients entiers et premiers entre eux, qui sera Inaltérée par la
substitution.
On peut alors former une substitution linéaire

à coefficients entiers et de déterminant
La substitution T'' ST, transformée de S par T, sera alors de lail-

ce qui constitue une première réduction.
Supposons d'abord que b, et c, soient nuls, et que la substitution S
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Si l'on transforme alors S par une substitution T de la forme

a coefficients entiers et de déterminant i~ la substitution S conservera
la même forme après cette transformation.
Envisageons la forme quadratique binaire

Que deviendra cette forme lorsque l'on remplacera S par sa trans-
formée

Tout se passera comme si l'on avait appliqué à cette forme la substi-
tution

D'où cette conclusion
Pour que deux substitutions
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appartiennent à la même classe, il faut et il suffit que les deux formes

soient équivalentes.
Nous sommes donc conduits à dire par définition que la substitu-

tion S est réduite quand la forme l'est elle-même.
La somme des multiplicateurs de S est

Ln substitution est elliptique si

H résulte de laque le discriminant de est fonction de l'Invariant
de S, et par conséquent que les .M~'o~ S ~/o/
répartissent C/<M/</<0/Y'C C/a~CA'.
La substitution S sera elliptique si est définie. Les conditiotts de

réduction pourront alors s'écrire

b et c seront d'ailleurs toujours de signe contraire.
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La substitution S sera hyperbolique si ')/ est indéfinie. Il arrive alors

que chaque classe de substitutions contiendra plusieurs réduites,
comme cela arrive pour les formes indéfinies.
Nous prendrons alors pour unique condition de réduction que b et c

soient de même signe.
!~nnn la substitution S sera parabolique si se réduit à nn carré

parfait. Nousdirons alors que est réduite si elle s~écrit<)/= r~, de
telle sorte que les conditions de réduction de S s'expriment comme il
st)!t ·

~numcrons maintenant les substitutions elliptiques réduites.
Pom a-t-~== o, le discriminant de 2~ est égal à 4, et celui

de à Si est une réduite, on a donc

i.a substitution réduite S siéent alors

Pour a-)- ~/==i, le discriminant de 2~ est égal à 3, et cette
forme 2'~ est improprement primitive. On a alors, si 2~ est réduite,

de sorte que l'on trouve pour S

Pour a -t-d = ï, on trouve encore

VoMrn. e~ Math. (4* eëne), tome HL FaM. fV, tM?.
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ce qui donne
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Nous classerons encore parmi les substitutions elliptiques la substi-
tution suivante

pour taqueHe la forme étant, identiquement uuue, ne peut être re-
gardée ni comme définie~ni comme mdennie.
tt y aura donc en tout quatre classes de substitutions eUiptiqucs.
\ous remarquerons que la substitution S;,n'est autre chose que t<'

carre de la substitution S~.
Quant au\ substitutions parabotiques réduites, eues s'ecnronL

soit

où c est un entier quelconque.
Ne supposons plus maintenant que b, ct< sont nuls ~'t ccrivons

notre substitution S sons la forme suivante
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avec la condition

On peut supposer que la réduction a été faite comme si et <
(''taicnt nuls et par conséquent que l'on a

si elle est parabolique.
11s'agit maintenant de réduire autant que possible les coefficients b,

etc..
Pour cela, écrivons les équations qui définissent la substitution S de

la façon suivante

Les deux dernières équations s'écriront alors
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ttn (Fautrcs termes, les coefficients de la substitution S n'ont pas

changé par cette transformation, sauf que b, et c, sont devenus

Le problème consiste a déterminer les entiers ocet pour dimi-
nuer autant que possible b, et c,. Je dirai que deux systèmes de nom-
bres (b" < ) et (b' c, ) appartiennent à une même classe si l'on peutt
trouver deux entiers ocet tels que

Le nombre (les dasses entre lesquelles se rcpat tïsscnL les sysLemes
(~ c, ) est alors eg.d à

Parmi les systèmes (~, c, ) appartenant à une même classe, il y en
aura un que l'on regardera comme plus simple que les autres et que
l'on appellera système réduit; le nombre des systèmes réduits est
fini.
Alors, pour qu~une substitution

soit réduite, il faudra non seulement que les quatre entiers b, c, </
satisfassent aux conditions (i), (2), (3) ou (~) énoncées plus haut,
mais encore que le système (~, c,) soit réduit.
Nous avons vu plus haut que, si b, et c, sont nuls, les substitutions S

d'invariant donné se repartissent en un nombre fini de classes. D'après
ce qui précède, cela est encore vrai si b, et < ne sont pas nuls.
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Revenons au cas des substitutions elliptiques et cherchons à déter-

miner les systèmes réduits (&<?,). Il y a quatre cas à considérer,
puisque les substitutions elliptiques, quand b, = c, = o, se répartissent
en quatre classes.

Mais~si nous observons qu'en appliquant àj~ et z une transformation
linéaire, on fait subir cette même transformation à b, et c, sans changer
d'ailleurs les autres coefficients de S; nous verrons que ces quatre
systèmes peuvent être réduits a deux.
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Il y a donc huit substitutions elliptiques réduites que je vais cnu-
tm'rcr.

On peut faire une classification analogue pour les substitutions pa-
raboliqucs, mais le nombre des classes est inûni; on doit envisager
d'abord le cas où les trois multiplicateurs sont égaux a t; on trouve
alors que la substitution doit être de la forme

Les transformations qu'on peut faire ne peuvent changer la valeur
de a et de c. La seule réduction possible, c'est d'amencr b à être plus
petit que le plus grand commun diviseur de a et de c (et par consé-

quent a être nul, si a et csont premiers entre eux); on peut également
supposer que c n'est pas nul.
On considérera ensuite le cas où deux des multiplicateurs sont égaux

a i on a alors
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On a donc quatre systèmes réduits (~ c,)et quatre substitutions
)'ed)i!tes

VII. §UBSTITU'nOKS ELLIPTIQUES.

Nous allons chercher dans ce paragraphe quelle est la condition
pour qu~unc forme quadratique admette une substitution semblable
elliptique, et (Fabord quelles sont les formes qui ne sont pas altérées
par les huit substitutions réduites S,~ S' S~, S~ S~, S'~ S, et S', défi-
u!es dans le paragraphe précèdent.
<)n a entre ces diverses substitutions les relations suivantes

( ~la pose, nous résoudrons successivement les problèmes suiv.mb
)~ /~7'y /~a~reM~ S,. Ce sont. les formes
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4" Formes inaltérées par S, et par conséquent par S~. (~esont~L
les formes

où A' doit être pair.
5" Formes inaltérées par S~<?~a/' co/MC7~joa/' S~et ~~7'S~.
Ce sont les formes

où A' doit être pair.
Il n'y a d'ailleurs pas d'autre forme inaltérée par Sg.
6~ Formes inaltérées par S g. Ce sont les formes

ou A' est pair.
/~oF'/?!<?.y~~C7' Sg. Ce sont les formes

où A' est pair.
Nous allons chercher maintenant si une forme quadratique donnée

admet une substitution elliptique; pour cela, il faut évidemment et il
suffit quelle soit équivalente à l'une des sept formes que je viens cré-
numérer.
Je dis d'abord qu'on pourra reconnaître s'il en est ainsi par un

nombre limité d'essais.
Hn effet, prenons d'abord la première forme

On décomposera donc le discriminant Ade la forme donnée en deux
facteurs

ce qui ne peut se faire que d'un nombre limité de manières. On con-
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struira ensuite une forme binaire/'J~

de déterminant D, ce qui ne peut se faire encore que d'un numbu'
Hmh(''(le mameres. On n~a plus ensuite qu\\ examiner si ta fortne

ainsi construite, est équivalente a la forme donnée.
La même méthode s'applique sans changement aux troisième et ci n-

quième formes

Mais te nombre des essais est encore plus limité; le déterminant de
la troisième forme est égal à AA" et celui de la troisième a 3AB' (enr
posant A~= aB), de sorte qu~unc forme ne peut admettre une sub-
stitution semblable équivalente a S~que si son discriminant est divisible
pat*
j~nce qui concerne la seconde forme

le nombre des essais est encore limite. !~nei~ct, son déterminant s'L'c'rit

On décomposera donc le déterminant Aen deux facteurs
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(~es formes binaires, qu'on peut être conduit a essayer se repartissent
donc en un nombre fini de ctasses.

SI nous faisons subir la forme (~!) une transformation tineaire de

déterminant 2, en posant

ae~e réduite autant que possible par une su!)stitnLio!)ne poj'tan) <)N''
snr~ et
Si B csLpan',on pcuLappliquera ccLtcforme'bmah'c une snbsUtuLton

!))ic:nrcquelconque sans faire cesser la particutarite qui la carach')!s<
a savoir que les coefncicnts dc' de~~et,de2~'J sont de un'un'pante.
\ous pouvons donc toujours supposer que ccHc forme est réduit'' au

sens ordinaire du mot, c'est-à-dire, si nous la supposons définie, que
too a

On ne pourra donc former qu'un nombre GuiJe formes (2 )et, par con-

séquent, qu'un nombre fini de formes (i) satisfaisant a ta fos <m\ eou-
<!)tions

On n'aura donc qu'un nombre limite d'essais a fa!rc pour reconnahre
si l'une de ces formes est e<~uvatcnLca la forme donnée.
Supposons maintenant (me B soit !mpa!r. (.))i nepent pasapptxmer

a notre forme hmau'c
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une substitution linéaire quelconque sans que les trois coefficients de
r", de 2~ c't de cessent d'être tous trois impairs. Pour qu'une
sHhshtuhox

)«' fasse pas cesser cette pardculante, il faut que ion <ut

Les suhsh Luttonsqui satisfont a l'une de ces deux conditions tonnent
«t! groupe (' qui est un sous-groupe a congrucnccs du groupe arithmr-
hqm'.

\ousu'avots (~nc plus ici le droit de supposer (ju<;la forille (3) est
n''dnh<'a)) sens ordinait'c du uiot, c'cst-a-dire par rapport au groupe
<)t)th!<h(ptc\ mais seulement qu'elle est réduite par rapport au
groupe (t.

<t<-sta!s< de voir (p)e les conditions de réduction s'écrivent abrs

Un n<' p<)tn't'ac'\t(t('tnjn(~it trouver (~i'Hnnoni!)r<'Mrmt<de foi'm<'s( 2)
ou ( f) s:ttisf:nsant shnnhan~mcntauxcondt~ons

( )n n'aura donc encore qu'un nombre limite d'cssais a faire pour re-
counahrp si runc de ces formes est équivalente a la forme donnée.
Ce que je viens de du'e s'applique sans changement a la forme

]\'pt'odnctiUc par S,.
)i nous reste a cxaulincr comment on pourra reconnaître si une forntc

Jonucc <'st susccptthh' (rctrc reproduite par une substitution hono-
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to~nc a Sgou à §~ c~est-a-dirc si elle est équivalente a l'une des fcnncs

<)U~==tOU2.

.FappcUcrai (Tabord Fattcntion sur Fcn'et que produit sur cette forme
ta substitution suivante de dct.crmmant 3

selon que est égal a i ou a 2.
Hest clair qu'on ne peut trouver que d'un nombre fini de manières

deux nombres entiers A et B satisfaisant a l'une des deux conditions

On n'aura donc qu'un nombre limite d'essais à faire pour recomahrc
si une forme donnée de déterminant A est équivalente a l'une d<'s
formes (~).
Ainsi, dans tous lcs cas possibles, le nombre des essais à faire est

limité, et il peut être diminue encore par la considération des ordres
et des genres.
Il est clair, d'après ce qui précède et sans qu'il soit nécessaire (t in-

sister, que toutes les formes n'admettront pas de substitution semblable

elliptique.
Mais, en revanche, on voit tout de suite qu'une forme quadratique
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quelconque F est toujours commcnsurable avec une forme qui admet
une substitution semblable elliptique. Et, en effet, quelle que soit la
forme F, on peut toujours trouver une substitution a coefficients com-
mensurables T', telle que

Cette forme FT~, commcnsurable avec F, admet la substitution el-

liptique S,.
Cherchons maintenant quelles sont les formes qui admettent une des

substitutions paraboliques S~, S~, S~ S. et §~.
En premier lieu, les seules formes qui sont reproduites par une des

quatre substitutions S., S~, S~ et S~ ont leur discriminant nul. T\ous
devons donc les laisser de côte et ne nous occuper que des formes re-
produites par

Pour qu'une forme quadratique admette une substitution parabo-
lique, il faut et il suffit qu'elle soit équivalente a la forme (5) ou, <'u
d~autres termes, qu'elle soit susceptible de représenter o, conformément
aux conditions du § CCX.CÏX des D~M~o~c.? ~7~e~c~.
Ce!a est conforme à un résultat déjà obtenu par M. Sott!n~.

VHL RHSLMH.

Nous pouvons maintenant résumer ainsi les résultats encore très in-
complets que nous avons ohtenus.
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Au groupe des substitutions a coefficients entiers qui n~dtcrcnt pus
une forme (ptadratiquc donnée F correspond toujours un groupe
fueltsicn qui le détermine entièrement.
Les formes F peuvent d~abord se repartir en quatre catégories
)° Celles qui n'admcttent ni substitutions elliptiques, ui snbsUtu-

tions paraboliques;
2~'Celles qui admettent des substitutions elliptiques, uiais pas de

substi Luttonsparaboliques;
Celles (pti admettent des substitutions paraboliques, mais pas de

substitutions elliptiques;
Celles qui admettent a la fois des substitutions elliptiques et pa-

raboliques.
\ous avons \'u, dans ic paragraphe précèdent, comment un nombre

limité dressais permet de rccouna!tre a laquelle de ces quatre catégories
appartient une forme donnée.
SI la forme F est de la première ou de la deuxième catégorie, son

groupe fucbsien principal sera de la première familie si F est de la troi-
sième catégorie, son groupe fuchsicu est de la deuxième famitte; si F
''st de la quatrième catégorie, son groupe fuchsien est de la sixième
famiHe.
Si la forme F est de la première catégorie, te polygone générateur

de son groupe fucbsien a côtes, les côtes opposes étant conjugues.
Les sommets forment un seul cycle, et la somme des angles est eg.de
a
Si F est de la deuxième catégorie, les sommets du polygone gen'

rateur peuvent former plusieurs cycles. (!1 couplent d'ajouter que te

ptus souvent ils n'en forment qu'un seul et qu'il n'y aura plusieurs
cyctes que dans des cas exceptionnels.) Pour recounaitre combien ces
sommets forment de cycles, on construira les formes

t la tonne txnairc A't- A" 2! ctant. rcdmU') on t)K')tciicor<'
tes fot'ttics (i) et ( ) (ht para~'aptic prcccdcnL Si la i'orim' F est cqm-
\at<'nk' a des foruu's ainsi construites, les sotnmeLsdu poty~onc ~c-MI
))<)'aLcur forincrontIl CYctcs.
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La somme des angles de l'un quelconque de ces cycles sera égale a

ou Si F est équivalente a une forme reproductible par S, ou

S,, la somme des angles du cycle correspondant sera si F est équi-
valente a une forme reproductible par S, ou S' la somme des angles
du cycle correspondant sera si F est équivalente il une forme repro-

ductible par S~, la somme des angles du cycle correspondant sera

si, cnuu, F est équivalente a une forme reproductible par S, ou S' la

somme des angles du cycle correspondant sera

Si F est de la troisième catégorie, les sommets du polygone généra-
teur sont tous sur te cercle fondamental, et ils forment un ou plusieurs
cycles (eu général un seul), dont la somme des angles est nulle.
Si F est de la quatrième catégorie, les sommets du polygone géné-

rateur sont les uns sur le cercle fondamental, les autres a Fintericur, et
Hs forment plusieurs cycles dont la somme des angles peut être o, T:,

ou< u 3
\ous avons rencontre aussi d~autres propriétés du groupe fuchsien

principal d'une forme F. Kn premier lieu, les multiplicateurs des di-
verses substitutions devrout satisfaire aux conditions exposées au § Y.
Ku second lieu, ce groupe fuchsien devra être commcnsurable avec ses
transformes par une infinité de substitutions, correspondant aux substi-
tutious fractionnaires étudiées au § IV.
Il Ille reste a parler des substitutions gauches.
Dans la théorie des groupes fuchsicns, on décompose le cercle fon-

datnental en une inimite de polygones égaux entre eux au point de
vue pseudogeometrique; les angles sont égaux entre eux au sens ordi-
naire du mot, et les côtes sont égaux a notre point de vue speciaL
c'est-à-dire qu~ils ontmême L.
(considérons une circonfereucc coupant orthogonatement le cercle

fondamental, et supposons qu'on transforme un de nos polygones Il

par inversion (par rayons vecteurs réciproques) par rapport à cette
circonférence, ~ous dirons alors, au point de vue pseudogeometrique,
que le polygone Il et son transforme R' sont symétriques par rapport a
cette circonférence. <~esdeux polygones auront mêmesangles et mêmes
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cotés (a notre point de vue spécial), mais les cléments homologues
seront disposés dans l'ordre inverse.
Si nous considérons ensuite un polygone R", égal il R au point de

vue pseudogéométriquc, les deux polygones Il et R" auront aussi les
éléments homologues égaux, mais disposés dans l'ordre inverse. Nous
dirons alors qu'ils sont symétriques en grandeur, mais non en position.
Si la forme F admet une substitution gauche, on peut décomposer

le cercle fondamental en une infinité de polygones curvilignes; deux

quelconques de ces polygones sont égaux entre eux ou symétriques (en
grandeur) au point de vue pscudogéométrique; deux polygones adja-
cents sont toujours symétriques, et la réunion de ces deux polygones
adjacents symétriques constitue le polygone générateur du groupe
fuchsien formé en ne considérant que les substitutions droites.
La substitution

pcuLcLrca volonté considérée comme droite ou gauche, puisqu~un de
ses multiplicateurs est égal à + i, et deux
~\ous avons vu que, pour savoir si la forme F est reproductible par

t<nesubstitution homologue a S~ il suffit de chercher si elle est équiva-
tente a une forme, telle que

est définie, et alors nous regarderons la substitution S., comme droite
et elliptique, ou bien cette forme binaire est indéfinie, et alors nous re-
garderons S~ comme une substitution gauche.
On comprend ainsi ce qu'on doit entendre quand je dis que F est

reproductible par une substitution gauche appartenant u la même
classe que S~. Si cela arrive, le polygone générateur peut se décom-
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poser en Jeux polygones adjacents symétriques l'un de l'autre, non
seulement en grandeur, mais encore en position, le côté commun ser-
vant d'axe de symétrie.
Les résultats que je viens d'exposer demanderaient évidemment a

être complétés. Les propriétés nouvelles des groupes que nous avons
étudies ne suffisent pas pour les déterminer complètement; mais, en en
faisant un usage judicieux, on peut notablement simplifier les anciens

procèdes de calcul qu'on employait autrefois pour former ces groupes.

IX. GÉNÉRA.LISA.T10K UU THHORHME U\DDtTIOK,

Dans ce qui précède, je me suis efforcé de montrer la possibilité
d'employer les fonctionsfucbslennes dans des questions d'Arithmétique.
inapplication inverse de l'Arithmétique a la théorie des fonctions
fuchsiennes est au moins aussi féconde.

L'analogie des fonctions fuchsiennes et des fonctions elliptiques ert
évidente; les premières ne changent pas quand l'argument subit une
substitution linéaire appartenant à un certain groupe, de même que les
secondes ne changent pas quand l'argument augmente de certaines pé-
riodes. 11y a cependant une propriété des fonctions elliptiques qui ne
s'étend pas Immédiatement aux fonctions fuchsicnnes, c'est le théorème
d'addition.
Si l'on augmente l'argument d'une transcendante elliptique d'une

quantité qui ne soit pas une période, il y a une relation algébrique entre
l'ancienne et la nouvelle valeur de la transcendante. Si donc F(s) est
une fonction elliptique, il y aura une relation algébrique entre F(~) et
F(~ -i-A), Aétant une constante.
Voici quelle serait la généralisation la plus naturelle de cette pro-

priété. Soient F(J) une fonction fuchsiennc, S une substitution linéaire
n'appartenant pas à son groupe. Il devrait y avoir une relation algé-
brique entre F(?) et F(~, S). (Je désigne par ~S, selon l'habitude, ce

que devient quand on applique à cette variable la substitution S.)
Llest aisé de voir que cette propriété ne peut subsister pour /OM~ les
substitutions fuchsiennes S, c'est-à-dire pour toutes les substitutions
linéaires S qui n'altèrent pas le cercle fondamental. D'autre part, il

yoH~.de ~t. (~ série),tomeIII. Fa~c.IV.t8S:. 60
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arrivera, en général, que cette propriété n'appartiendra à aucune substi-
tution fuchsicnne; ce nest donc que pour certaines fonctions fuch-
sicnnes exceptionnelles quelle appartiendra à quelques substitutions
fuchsienncs.
A ce double point de vue, on peut dire que le théorème d'addition

des fonctions elliptiques ne s'étend pas, e/< général, aux fonctions
fuchsiennes.
Je vais faire voir toutefois que, pour certaines fonctions fuchsicnncs

particulicrcs F(J), il existe une inimité de substitutions S, telles que
F(~) et F(J, S) soient liées par une relation algébrique. Il est clair
que, dans ce cas, ces substitutions S formeront un groupe.
Que faut-il pour qu'il en soit ainsi? Soit G le groupe de la fonction

F(?). La fonction F(?, S) sera aussi une fonction fuchsicnne, et son
groupe sera le transformé de G par la substitution S, c'est-à-dire
S"'GS. Si les deux groupes G et S~GS sontcommcnsurables entre
eux, leur groupe commun g sera un sous-groupe d'indice fini pour
chacun d'eux. Ce sera donc encore un groupe fuchsicn. Mais alors on

peut regarder F(~) et F(s, S) comme les fonctions fuchsienncs admet-
tant le groupe Ces deux transcendantes seront donc liées par une
relation algébrique.
D'où la conclusion suivante

Z~Mr yM'/7~ ait M/<c/'<?~o~ a/c <?y~'<?M/b/ïc~o~~cA-
.MC/ F(~) de ~O~C G et sa //Y~.y/b/7MCCF(~, S)~ la ~M~
~'0~ S, ~~M< C< que les deux ~O~OC~ G C/ S'* GS
<'077?/~P/M/a~

je citerai d'abord un premier exemple sur lequel je ne m~arr<tcra)

pas. Soient (' un groupe fuctisien et un second groupe fuclisien~
sous-groupe du premier; soit F(~) une fonction fuehsicnne de groupe
SoiLenfin S une substitution apparLcnant a G, mais non à Je dis

(p~il y aura une relation algébrique entre F(~) et F(~, S).
Soit, en effet, ~(~) une fonction fuehsicnne de groupe G; nous

pourrons la regarder aussi comme une fonction de groupe g; elle sera
donc liée algébriquement à F(~). Mais nous pourrons de même re-
garder ~(~) comme une fonction fuehsicnne de groupe S"' ~S~ puisque
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S'S est aussi un sous-groupe de G. Donc ~(~) sera aussi lice algé-
briquement a F(~, S). Cela prouve que F(~) et F(~, S) sont liées algé-
briquement l'une à l'autre.
Les substitutions S forment, dans ce cas, un groupe G qui est dis-

continu. Aussi ce premier exemple n~onrc-t-11pas grand intérêt. Nous
le laisserons donc de côté pour ne nous occuper que des cas où les
substitutions S, telles que F(~) et F(J, S), soient liées algébriquement
forment un groupe continu.
C'est ce que nous observerons dans un second exemple, il savoir

quand F(~) se réduit à la fonction modulaire J. Le groupe de cette
fonction se compose alors de toutes les substitutions

où K, Y, Ssont quatre entiers, tels que

Nous savons qu'il y a une relation algébrique entre F(s) et F(~-);
c'est cette relation algébrique qui est bien connue sous le nom d'équa-
tion Mo~M/~y'cdans la théorie de la transformation des fonctions ellip-
tiques.
Verinons que le groupe G, formé des substitutions

ou x, j~ Y, sont entiers, est bien commensurable avec son transforme
S'' G S par la substitution

ou /t est cnucr.
En ciïct, le groupe S"' GS est formé des substituions

où ot, Y, § sont entiers et tels que &$ ~ty= t.
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Le groupe commun g aux deux groupes G et S"' GS est alors forme

des substitutions

C'est donc, par rapport à G, un sous-groupe à congruences et par
conséquent un sous-groupe d'indice fini. c. Q. F. D.
Pour la même raison, on a une relation algébrique entre la fonction

modulaire F(~) et F(~~ p et étant deux entiers premiers entre/t
eux.
Plus généralement, je dis qu'il y aura une relation algébrique entre

la fonction modulaire F(~) et F(~ .)) a, b, c etc~ étant des entiers\C5 -hC[/
quelconques.
(~ar la substitution

où a, b, c, d sont des entiers quelconques, peut toujours être regardée
f'oïnmc la résultante de plusieurs autres de la forme

ou de la forme

1/enscmblc des substitutions S, telles que F(?) et F(J,S~ soient
tiécs algébriquement, forme donc un groupe continu.
Jusque présent cet exemple était isolé, mais nous sommes mainte-

nant à mcmc d'en citer une Innnite d'autres.
Envisageons une forme quadratique indéfinie F à coefficients entiers

et reprenons les dénominations du § II. Considérons le groupe repro-
ductif de F formé de toutes les substitutions à coefficients quelconques
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qui n'altèrent pas cette forme, et le groupe principal de F forme de
toutes les substitutions à coefficients entiers qui n'altèrent pas cette
forme. A toute substitution du groupe reproductif correspondra une
substitution fuchsiennc et au groupe principal de F correspondra un

groupe fuchsien G qui sera le groupe fuchsicn principal de F.
Soit~(J) une des fonctions fuchsicnncs engendrées par le groupe G.
J'envisagerai également les substitutions du groupe reproductif qui

ont des coefficients/<xc~o/rc~ (ce sont cciles que nous avons étu-
diées dans le § IV), les substitutions fuchsiennes correspondantes et
le groupe r formé par ces substitutions fuchsiennes et qui sera un

groupe co/M.
Soit S une substitution fractionnaire du groupe reproductif de F;

soit s la substitution fuchsicnne correspondante appartenant a r. Kn
vertu des lemmes II et VI du § III, le groupe principal de F scia
commcnsurable avec son transformé par S.
Donc G sera commcnsurable avec son transformé par

Il y a donc ?~C /'C/<X/ <Ï/~J~MC C/<*

s étant /C substitution quelconque <~ ~O~C CO~M ?.

Les foncnons fuchsicnncs arithmétiques jouissent donc, comme
fonct-ionmodulaire, de la propriété qui nous occupe. La fonction mo-
dulaire n'en est d'ailleurs qu'un cas particulier et on l'obtient en pre-
nant, pour la forme quadratique F,

Ainsi il y a une propriété que l'on peut regarder comme la genera-
lisation du théorème d'addition, si l'on regarde les fonctions fuch-
sienucs comme la généralisation des fonctions elliptiques, mais que
l'on peut aussi regarder comme la généralisation de la transformntion,
si l'on regarde les fonctions fuchsiennes comme la general!sat!on de la
fonction modulaire.



Il. POÎXCA.RÉ. LES FONCTIONS FUCHStENNES ET L\RITHMKT!QUE.~4
Cette propriété n'appartient pas en général a toutes les fonctions

fuchsienncs; mais elle appartient aux fonctions fuchsicnncs arithmt'-
tiqucs.
Cela peut faire concevoir l'espoir que ces transcendantes arithmé-

tiques rendront, dans la théorie de certaines classes d'équations algé-
briques, des services analogues à ceux qu'a rendus la fonction modu-
laire dans l'étude de Féquation du cinquième degré.
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