LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'ARITHMETIQUE. 4ob

Les jonctions fuchsiennes et U’ Arithmétique ;

Pax M. H. POINCARE.

I. — NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Dans le Mémoire qui va suivre, et qui a pour objet I'étude arithmé-
tique des fonctions fuchsiennes, nous ferons usage d’un systéme abrégé
de notations qui a déja ¢té assez souvent employé.

Nous désignerons une substitution linéaire quelconque par une seule
lettre.

Ainsi soit

F(z, y,3)

une forme homogéne en z, y et 3.
Considérons une substitution linéaire portant sur ces trois variables
el définic par le systéme de neuf coefficients

a b ¢
a b, c,
a, by, ¢, |

Nous désignerons par exemple cette substitution par la lettre S.

Alors la notation
F.S

désignera la forme

F(a,z+ b,y +¢,3, a2 + b,y + ¢,3, a,x + byy +¢,3).
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Comme F.S sera aussi une forme homogéne en x, y, 35, nous pour-
rons lui appliquer une autre substitution linéraire

’ ! ’

a‘ b‘ cl
S=|a, b, c
’ 2 1

I aa bﬂ c3

Nous obtiendrons ainsi la forme

@@, + By +6,5)+ by(@, + By +¢,5) + e, (d, e + by +¢)3)
F| au(a,0 + by +¢,5)+ bu(a,@ + By + &,3) +e.(a)e + Uy +¢,3)
a3, @ + b,y + ¢, 5)+ by(a,@ + B,y + &, 5)+ e, (a) + by +¢,3)

(jue nous désignerons par la notation

) (F.5)S,

ou plus simplement

F.8.8.

Cela définit cn méme temps la substitution S$’ et montre que 'on a
F(88)=(FS)S.

Nous allons considérer en particulier la forme quadratique

O =Y2—- XZ,

dépendant des trois variables indépendantes X, Y et Z et les transfor-
mées de cette forme quadratique par diverses substitutions linéaires S.
1l est aisé de trouver toutes les substitutions lincaires S (ui n'altérent
pas @, c’est-d-dire qui sont telles que

b.S=19.

Mais il convicnt d’abord de distinguer ces substitutions en deux
sortes.

Une transformation qui n’altére pas une forme quadratique peut
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s écrire
a, b, ¢
a, b, c,
a, b, ¢,

Formons I’équation cn S, du troisiéme degré

a,—S b, ¢
ag bz - S 63 = 0,

a, b, c—S

cette ¢quation aura une racine égale 3 + 1, ou une racine égale a4 — 1.
Dans le premier cas, la transformation sera dite droite; dans le second
cas, clle sera gauche.

Dans ce qui va suivre nous ne nous occuperons que des transforma-
tions droites, de déterminant +- 1. Il est ais¢ de voir alors que les sub-
stitutions semblables droites de la forme ® peuvent s’écrire

& =& 7
S=| —288 al+fy —207]

B —af a?
ol @, B, ¥, ¢ sont quatre quantités quelconques telles que
(a3 —By)e=1.

Nous n'envisagerons que les substitutions & coefficients réels; nous
supposerons donc que a, 8, v, & sont réels, de sorte qu’on devra avoir

ad — pY =1,
Nous rejetterons également les substitutions de déterminant — 1, de
sorte qu’on aura enfin

ad —fPy=1.

Nous avons appelé substitutions fuchsiennes les substitutions de la
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forme

(_ «z +p

“y yz +" a b
ol &, B, v, & sont des quantités réelles telles quc
«d—By=1.

On voil ainsi qu'a la substitution S correspondra unc substitution
fuchsienne

Si S et §' sont deux transformations lin¢aires qui n’altérent pas @,
et que s ct s’ soient les substitutions fuchsiennes correspondantes, & la
transformation S8’ correspondra la substitution fuchsiennc ss'.

A tout groupe discontinu de transformations n’alt¢rant pas ¢ cor-
respondra un groupe fuchsien, ct réciproquement.

Soit maintenant T une transformation lincaire de déterminant (uel-
conque et qui altére ®. Posons

F=0.T.

La forme quadratique F sera inaltérée par certaines substitutions
linéaires de déterminant 1, que nous appellerons, pour employer une
expression consacrée par l'usage, transformations semblables de F.

A toute transformation semblable de I' correspondra une transfor-
mation semblable de P.

Si en effet S est unc transformation semblable de @, T- * ST sera unc
transformation semblable de I¥.

Ainsi & tout groupe discontinu de transformations semblables de I¥
correspondra un groupe de transformations semblables de 0, ct par
conséquent un groupe fuchsien; et réciproquement.

Supposons que F ait ses coefficients entiers; parmi les transforma-
tions semblables de F nous distingucrons celles dont les cocfficients
sont entiers. Elles forment un groupe discontinu qui a déja attiré I'at-
tention de nombreux arithméticiens désireux de parcourir la voie qu’a
ouverte M. Hermite.
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A ce groupe discontinu correspondra donc un groupe fuchsien et
par conséquent un systéme de fonctions fuchsiennes. De pareilles fonc-
tions fuchsiennes pourront s’appeler fonctions fuchsiennes arithmé-
tiques (Cf. Bulletin de I’ Association francaise pour U'avancement
des Sciences, t. X, p. 132 et 138, ct Comptes rendus de I’ Académic
des Sciences, Notc du 29 mars 1886).

Le but du présent travail est I'étude de ces fonctions fuchsienncs
arithmétiques et de leurs applications i la théorie des nombres.

Je me propose en particulier d’établir que ces fonctions admettent
un théoréme qui peut étre regardé comme la généralisation du théo-
réme d'addition des fonctions elliptiques, ce qui ne parait pas avoir
lieu pour les fonctions fuchsiennes ordinaires.

Pour compléter ce systtme de définitions qui me seront nécessaires
dans la suile, je vais rappeler ce qu’on doit entendre par indice d'un
sous-groupe.

On peut trouver dans le groupe principal un certain nombre de
substitutions

([) SH S]’ te9 Sn

telles que toute substitution du groupe principal puisse se mettre d’unc
maniére ct d’'une seule sous la forme

'l'i Slrs

T, étant une substitution du sous-groupe et S; une substitution du
systéme (1).

Le nombre des substitutions de ce systéme (qui peut d’ailleurs étre
infini ) est I'indice du sous-groupe.

Le groupe commun i deux groupes G et G’ est le groupe formé de
toutes les substitutions communes 4 G et 4 G'.

Deux groupes sont commensurables quand leur groupe commun est
pour chacun d’eux un sous-groupe d'indice fini.

On définirait de méme le groupe commun 4 trois groupes ou la com-
mensurabilité de trois groupes.

Voici maintenant quelques propositions qu'on peut déduire immé-
diatement de ces définitions.
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1° Soient G ct G’ deux groupes quelconques, C leur groupe com-
mun, soit g un sous-groupe d’indice fini de G ; soit ¢ le groupe com-
mun & g et & G’; c sera un sous-groupe de C; je dis que ce sera un
sous-groupe d’indice fini. ‘

Soit n I'indice du sous-groupe g.

Soicnt

S,, S;n ey Sn

n substitutions convenablement choisies dans le groupe G. Toute
substitution de G pourra se mettre sous la forme

T;S; (k=1,2,...,n),

T, ¢tant unc substitution de g.
Nous pourrons toujours supposer que S, se réduit & la substitution
identique

S, =1.

Formons le tableau des substitutions de C, c’est-d-dire des substi-
tutions communes & G ct & G’. Nous pourrons les classer en » classes.
Chacune d’clles peut, en effet, se mettre sous la forme T;S; et K peut
prendre n valeurs différentes. Il peut arriver toutefois qu'unc ou plu-
sicurs des classes ainsi définies ne contienne aucune substitution.

Soient :

T, T,, ..., T, ..., alinfinj,
les substitutions de la premiére classe qui correspond au cas de A = 1
ctde
Sk = S. =1I.

Ce scront par définition les substitutions du sous-groupe c.
Nous pourrons supposer

=1

Soient maintenant

T8, T,8,, ..., T;S, ...

13

les substitutions de la seconde classe.
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Je dis que toutes ces substitutions pourront se mettre sous la forme
T.T'S,,

T, ¢tant une substitution de la premiére classe, c'est-a-dire du
groupe c.

Je dis que 'on aura par excmple
T,S,=T,T,S,,
T; appartenant & ¢; cela revient a dire que
T, T,

appartient & c. En effet, T; et T', appartenant par hypothése a g, il en
est de méme de T; T de plus, T; S, et T', S, appartenant a G, il en
sera encore de méme de

T!S,(T,S,)" = T, T

Cette derni¢re substitution faisant partic 4 la fois de g et de (' fera
partie du groupe commun c.

Ainsi le Tableau des substitutions du groupe C réparties en 7 classes
pourra s'éerire

T,, T, U
Tlcszn T._.T’.S._,, teny TiT;Sw S}
T,S,, T.T,S, ..., TTS,,

ey .

T™S,, T,T

vy feey  ssee se .oy sy

(n) n)
NS, ..., TT®S, ...

quelques-unes des classes pouvant manquer.

Par conséquent I'indice de ¢ par rapport & C est au plus égal i l'in-
dice de g par rapport a G.

2° Si g et g’ sont deux sous-groupes d’indice fini de G ctde &, leur
groupe commun scra un sous-groupe d’indice fini par rapport au
groupe commun de G et de G'.

Cette proposition s¢ déduit immédiatement de la précédente.
Journ. de Math. (% série), tome I1I. — Fasc. IV, 1887, 5.{
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3¢ Si g et g’ sont deux sous-groupes d’indice fini par rapport & un
méme groupe G, leur groupe commun sera encore un sous-groupe
d’indice fini de G. .

4° Sideux groupes G et G’ sont commensurables & un méme troi-
sitme (7, ils seront commensurables entre eux, et les trois groupes
seront encore commensurables entre eux.

Soient en effet CC;, C, et C, les groupes communs, respectivement i
Geta 7, aG etd Gyetenfina Geta G'.

Soit enfin ¢ le groupe commun aux trois groupes G, G et G”; ¢ sera
¢videmment aussi le groupe commun a deux quelconques des trois
groupes C,, G, ct C,.

Par hypoth¢se, les indices de C, par rapport & G’ et 4 G”, et de C,
par rapport & G et & G”, sont finis.

Je dis que ¢ est un sous-groupe d'indice fini de G”; c'est en cffet le
groupe commun & (G, et & C,, sous-groupes d'indice fini de G”.

Je dis également que ¢ est un sous-groupe d'indice fini de (5’5 en
effe, ¢ est le groupe commun & G et & C, 5 G, est un sous-groupe d'in-
dice finide G”. Donc l'indice ¢ par rapport au groupe commun a G’ ¢l
4 67, c'est-a-dire par rapport a (G, est fini. Or I'indice de C, par rap-
port & (+ est lui-méme fini. Donc l'indice de ¢ par rapport a (i esl
encore fini,

Rien ne distingue d'ailleurs G de (5°. Donc V'indice de ¢ par vappor!
aux trois groupes G, G’ ct G” est fini; donc les trois groupes sont com-
mensurables entre cux. €. Q. F. D.

(; contenant ¢ aura ¢évidemment un indice fini par rapport a G et
a G5 d’ot il suit que ces deux derniers groupes sont aussi commensu-
vables entre eux,

Il. — RépvcTioN DES FORMES.

Dans mon Mémoire sur les groupes kleinéens ( Acta mathemalica,
1. 101, fig. 1, § 2), j'ai exposé la distinction entrc les groupes propre-
ment discontinus ct les groupes improprement discontinus. On a vu
(u’un groupe peut étre proprement discontinu dans une région donnée
de I'espace et improprement dans une autre région.

[ei nous envisageons des formes quadratiques ternaires qui ont six
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cocfficients : elles peuvent donc étre regardées comme des cnsembles
six dimensions (ou & cinq seulement si 'on suppose le discriminant
donn¢). Les groupes que nous envisageons pcuvent donc étre propre-
ment discontinus quand les six coefficients sont soumis a certaines iné-
galités, ct ne plusP’étre qu'improprement quand ces inégalités cessent
d’étre remplies. Par exemple, ils pourront I'étre proprement en ce qui
concerne les formes définies et improprement en ce (ui concerne les
formes indéfinies.

Considérons donc un groupe G form&-de substitutions linéaires cl
proprement discontinu par rapport i toutes les formes (uadratiques
ternaires définies. Soient F et ' deux formes quadratiques ternaires
définies; je dirai que ces deux formes sont ¢quivalentes par rapport au
groupe G quand on pourra passer de I'une & Pautre par une substi-
tution de ce groupe. Parmi les formes équivalentes & F, il y en aura
une que I'on regardera comme plus simple que toutes les autres et que
Fon appellera la réduite de I.

Cette définition comporte évidemment un trés grand arbitraire; on
peut d’une infinit¢ de maniéres trouver des inégalités telles que, parmi
les formes équivalentes & I, il y cn ait une ct une seule qui y satisfasse
(et cela quelle que soit F). Ce sont alors ces indgalités qui sont les
conditions de réduction.

I’n d’autres termes, et pour cmployer unlangage géométrigue, con-
sidérons les six cocfficients de notre forme quadratique comme les
coordonnées d'un point dans I'espace i six dimensions. Cet espace sera
divisé en deux régions, R correspondant aux formes définies et R’ cor-
respondant aux formes indéfinies. Notre groupe G sera proprement
discontinu dans R, improprement dans R’. On pourra donc partager IR
en une infinit¢ de régions particlles r,, 74, ..., ad inf.; de telle facon
(que les substitutions de G changent ces régions partielles les unes dans
les autres. Cette subdivistion sera tout 4 fait analogue a ce qu'est dans
la théoric des groupes fuchsiens la subdivision du plan, ou d'une
partic du plan, ¢n une infinité de polygones curvilignes. Alors les
formes réduites, par rapport au groupe @, seront celles qui correspon-
dent a des points intérieurs a la premicre région partielle r,.

Cette définition de la réduction par rapport & un groupc G est une

19

généralisation immédiate de celle de la réduction arithmétique. Dans



K} H. POINCARE.

le cas de la réduction arithmétique, en effet, G n'est autre chose que
le groupe arithmétique, qui cst formé des substitutions lincaires &
cocfficients entiers ct de déterminant 1. On peut prendre alors pour
conditions de réduction, soit celles qui ont ¢té adoptées par M. Sel-
ling, soit celles de MM. Korkine ct Zolotarcff. Mais on pourrait en
imaginer une infinité d’autres.

Un autre cas particulicr intéressant est celui ot G est un sous-groupe
d'indice fini du groupe arithmétique. Alors une substitution quel-
conque du groupe arithmétique pourra se¢ metire d’une manicre ct
d’une seule sous la forme

Tisln

T, étant une substitution de G ct

étant des substitutions du groupe arithmétique dont le nombre 72 est
précisément 'indice du sous-groupe.
Si alors IF est unc forme définie quelconque, sa réduite arithmétique
0 .
s'éerira

FTi Sln

ct nous poutrons convenir, pour définir la réduction par rapport au
groupe G, de dire que sa réduite par rapport & ce groupe sera FT,.

Tout ccla ne peut pas s’étendre au cas des formes indélinics, car les
groupes qu'il pourrait étre intéressant de considérer, ct en particulicr
le groupe arithméticue, sont improprement discontinus pour ces formes
ind¢finies, ¢'est-d-dire dans la région que nous avons appelée R'.

Mais tous les arithméticiens connaissent lingénicux artifice par
lequel M. Hermite, introduisant les variables continues dans la théorie
des nombres, a le premicer triomphé de cette difficulté,

En méme temps que la forme indéfinie

¢ =Y2-XZ,
envisageons la forme
' ., N2
H=Y+ > + —

v
4
“
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qui est définic. Si T cst une substitution linéaire et si HT est unc
forme définie réduite par rapport au groupe G, nous dirons que la sub-
stitution T est réduite par rapport a G ct que la forme indéfinie oT
est également réduite par rapport d G.

Voici maintenant comment on pourra trouver les réduites d'unc
forme indéfinie

F=0r.
On aura aussi

F= (I)ST,
S étant une quelconque des substitutions

82 —_ 8«{ .‘{2
— 288 ad+fBy —o2ay |,

B w

ol &, B, ¥, ¢ sont quatre quantités réelles quelconques telles que :

Ce groupe des substitutions S, qui n’altérent pas @, s'appellera
groupe reproductif de ®.

Considérons la forme définic HS=~; il y aura toujours, d'aprés ce
(ui préeede, dans le groupe (v une substitution T qui réduira cette
forme quadratique définic par rapport au groupe G. La forme HS=T
sera alors réduite. La substitution S~ T sera réduite, et la forme indé-
finie

PS-:T=F,T

sera réduite. La substitution T scra alors I'unc des substitutions réduc-
trices de . Comme il y a une infinité de substitutions S, la forme I¥
admettra en géncral une infinité de substitutions réductrices.

Il peut se faire que deux substitutions réductrices T et T conduisent
A unec méme réduite, ct qu’on ait

FT =FT".

in ce cas, T-'T" est I'unc des substitutions de G qui n’altérent pas F.
Il peut donc arriver que le nombre des réduites soit fini, bien que
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celui des substitutions réductrices soit infini. Clest ce qui se passe, par
exemple, si I a ses coefficients entiers et si G est le groupe arithmé-
tique.

Il en est encore de méme si, les coefficients de I ¢lant entiers, (5 est
un sous-groupe d’indice fini du groupe arithmétique.

Jappellerai groupe reproductif de F le groupe des substitutions li-
néaires de déterminant + 1 qui n’altérent pas cette forme. Ce scra le
transformé par la substitution = du groupe reproductif de ¢, car toute
substitution qui n'altére pas F peut se mettre sous la forme

'Se,
S n'altérant pas Q.

Jappellerai sous-groupe inaltérant de G par rapport a I le groupe
commun a G ¢t au groupe reproductif de F. Le transformé de ce sous-
groupe par la substitution ! sera le groupe inaltérant transformé
relatif & G et & I°. Ce sera un sous-groupe du groupe reproductif de ¢.

Nous avons vu au numéro précédent qu'a toule substitution du
groupe reproductif de ¢ correspond unc substitution fuchsicnne s.
Done au groupe inaltérant transformé relatif & G et a F correspondra
un certain groupe fuchsien (ue jappellerai groupe fuchsien relatif a
Getal.

Nous adoplerons des dénominations spéciales, pour abréger le lan-
gage, dans le cas ol G scra le groupe arithmétique. Le sous-groupe
inaltérant s appellera le groupe principal de 175 le groupe inallérant
transform¢ s'appellera le growpe transformé principal de 15 eufin le
groupe fuchsien relatif & I' et au groupe arithmétique s'appellera le
groupe fuchsien principal de Y.

I résulle de la que, pour étudier le groupe principal de F, formé
des substitutions semblables de F, il suffit d'étudicr le groupe fuchsien
principal de F. ,

Nous adopterons le mode suivant de représentation géomeétrique.

Nous considérerons un plan représentant la variable imaginaire s;
nous f{erons correspondre & la substitution S la substitution

s= s ~:“?)

3
Tz +¢
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que nous représenterons elle-méme par le point du plan des z quia pour
affixe

ay/— 14 8

TW—1+38

Ce point fait partie du dernicr plan situé au-dessus de I'axe des quan-
tités réclles. A chaque substitution S correspondra un point de ce demi-
plan, mais & chaque point du demi-plan correspondront une infinité de
substitutions S faisant partic du groupe reproductif de ¢.

Nous regarderons comme donnés le groupe (s ct la transformation <
qui change ® en IF.

Voici alors comment se représentera géométriquement la réduction
de F par rapport a G :

A chaque substitution S ct, par conséquent, & chaque forme quadra-
tique définie H.S correspondra un point de notre demi-plan. Je dis
maintenant qu'a chaque point de ce demi-plan, auquel correspondent
pourtant unc infinit¢ de substitutions S, ne correspondra pourtant
qu'une seule forme définie H.S.

Soient, en effet, S et S’ deux substitutions correspondant & un méme
point P de notrc demi-plan. Je dis que

.S =HY,
¢'est-a-dire

H.SS-' =1l

in cffet, les substitutions fuchsicnnes s et s’ (ui correspondent res-
pectivement & S ct §' changent toutes deux le point y— 1 dans le

point I. Donc la substitution ss'~*, n'altérera pas le point y — r.
On en conclura que les valeurs des quatre quantités a, B, v, €, qui
correspondent & ss' !, ou ce qui revient au méme a 8S'-*, sonl

@ = COsP, 8 = ssing, v = — sing, ¢ = cosg,

¢tant un angle quelconque: d’ou l'on déduira sans peine cue la substi-
9 gie q qucy P |
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tution S8 s’¢erit

| cos’y  +gsiny  sing |

| — sin?9 cos’y sin?g |,
sin’9 — isin*y  cos?g

et, par conséquent, qu'elle n’altére pas H. C. Q. F. .

A chaque point du demi-plan correspond donc une seule forme H. S,
par conséquent une seule forme @S. Connaissant la forme définie
HS+=, on connaitra la substitution réductrice T qui fait partie du groupe
(i ct réduit HS< par rapport a G.

A chaque point du demi-plan correspondra de la sorte une substitu-
tion réductrice ct une seule. Nous pourrons donc subdiviser ce demi-
plan cn une infinité de régions, telles que, pour tous les points d'une
mnéme région, la substitution réductrice soit la méme.

Cc mode de représentation géométrique est analogue, mais non iden-
tique & celui qu’a employé M. Selling.

Nous avons vu que, dans certains cas, bien qu’il y ait une infinité de
substitutions réductrices, il n’y avait qu’un nombre fini de réduites.
Qu'arrive-t-il alors? Soient f,, /., ..., f, nos 2 réduites. Nous avons
subdivis¢ le plan en une infinit¢ de régions qui correspondent aux diffé-
rentes substitutions réductrices. Soient 7,4, 7,4y 744y +. -, ', Unc inti-
nit¢ de ces régions correspondant i la réduite £, clles seront les trans-
formces les unes des autres par les diverses substitutions du groupe
fuchsicn relatif & I et & G. Soient de méme ryg, 75,y - ., 7%y los régions
(qui correspondent & la réduite f,, .... Soient enfin 74, 7, ... les
régions qui correspondent i la réduite f,.

Nous pourrons toujours supposer qu’on a choisi les indices de telle
sorte que 7'y, ..., I'y soient les transformées de ry,, ..., 7y, par la
méme substitulion qui change 7, ¢n r,;.

Ccla posé, réunissons 7y, 74y, ..., 7'y ¢n une région unique R, et
de méme 1y, 'y ..y 1y 0 oune région unique R, Les diverses ré-
gions R; scront les transformées les unes des autres par les diverses
substilutions du groupe fuchsicn relatif 4 IF et a G.

1l serait aisé de ramencr ces régions R, ..., R;, ... a des polygones
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curvilignes, comme je I'ai expliqué dans le § V de mon Mémoire sur
les groupes fuchsicns (Acta math., t. T).

Avant de terminer ce paragraphe, je dois faire unc derniére re-
marque. Nous avons regardé comme donnée lasubstitution % qui change
@ en I Il ne suffit pas, pour cela, de se donner I, En effet, cette forme
peut dériver de @ d’une infinité de maniéres; on a non sculement

-

I = ¢r,
mals encore
IF=¢.8.+,

S ¢lant une substitution quelconque du groupe reproductif de ®.

Il ¢st clair, si 'on se reporte aux définitions qui précédent, que le
groupe fuchsien relatif & F et a (¢ ne sera pas le méme selon qu’on re-
gardera I' comme dérivée de ¢ par la substitution = ou par la substitu-
tion S7.

Quand cela sera néeessaire, afin d’éviter loute confusion, nous distin-
gucerons ces deux cas en disant, dans le premier, le groupe fuchsien re-
latif & G et & I = &= dans le second, le groupe fuchsien relatif & (i et
ald = ‘I)S‘T.

e groupe fuchsien relatif & G et & F = ©S+ sera le transformé du
groupe fuchsien rvelatif & G et I¥ = @~ par la substitution s=*, s élant
la substitution fuchsienne qui correspond & S, en vertu des conventions
faites. En particulier, le groupe fuchsien principal de IF = ®S< sera le
transformé du groupe fuchsicen principal de ¥ = @< pars .

I1l. — LEeMMES pivens.
S " Q. v, 2y ,, y (] : » . 2l
Imn..\m l. — Si g est un sous-groupe d’indice fini de G, le groupe
fuchsien relatif a g et & F sera un sous-groupe d’indice fini du
groupe fuchsien relatif ¢ Geta I.

(Zest une conséquence des lemmes démontrés & la fin du § et des
définitions du § 1L

LewMe H. — S: G et G sont deux groupes commensurables, les
Journ. de Math. (}* série), tome II. — Fase. IV, 1883, 55



120 II. POINCARE.

groupes fuchsiens de ¥ relatifs respectivement a G et a G' sont aussi
commensurables.

Ce lemme est une conséquence immédiate du précédent et des défi-
nitions.

Lenwe 11, — Soit I = $x; soient ensuite T’ une substitution de (i
et F'=0=T" une forme équicalente a ¥ par rapport au groupe G.
Les deux formes I et ¥ auront méme groupe fuchsien relatif a (s.

En effet, le sous-groupe inaltérant g’ de G par rapport & ¥’ scra le
transformé par la substitution T’ du sous-groupe inaltérant g de G par
rapport a F.

Si, en effet, U est unc substitution du second sous-groupe g, de telle
sorte que

F =T,
on aura

F=FI'=FUT=1T-'UT,

de telle fagon que T'~* UT" apparticndra au premier sous-groupe g’.
Le groupe inaltérant transformé de F sera le transformé de g par
~=1, ce sera donc

De méme, le groupe inaltérant transformé de F' = ®1T" scra
=T gT-17.
Mais nous venons de voir que

‘ g=T""gT.
Il vient donc
T g T =T-gT,

de sorte que les deux groupes inaltérants transformés se confondent.
Les deux groupes fuchsiens se confondront donc également.
C. Q. F. D.
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n particulier, si G est le groupe arithmétique, le groupe fuchsien
de I = @~ par rapport 4 un groupe commensurable & GG sera commen-
surable avec le groupe fuchsien principal de F = ®=.

Si T’ est une substitution & coefficients entiers, les deux formes équi-
valentes I = @< ct ¥’ = ¢ <T" auront méme groupe fuchsien principal.

Lenye IV. — Si G et G’ sont deux groupes commensurables, et
S une substitution de G', une des puissances entiéres de S (d’expo-
sant différent de o) fera partie de G.

Soit, cn cffet, g le groupe commun de G ct G’; soit 2 l'indice du
sous-groupe g par rapport a (+'; cet indice est fini par hypothése.

Si alors on prend au hasard n + 1 substitutions dans G’ (parmi les-
quelles on peut toujours supposer que I'on comprend la substitution
identique 1), on pourra toujours trouver parmi elles deux substitutions

5; el 8y, telles que
S:S;!

appartienne & g et, par conséquent, a (.
Prenons, par exemple,

o e W .
8=, S8, 8, L, S
(ui toules font partie du groupe G'; soient alors
Y T
S =&, S, = B4,
Alors
RS
fera partie de G. C. Q. F. b.

Nous allons étudier maintenant quelques-uns des sous-groupes du
groupe arithmétique. Ce groupe est formé, d’aprés sa définition, de
toutes les subslitutions

b, b, b, |

a, a, a,

dont les coefficients sont entiers, ct le déterminant dgal a 1.
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Pour définir un sous-groupe du groupe arvithmétique, il faut done
assujettir les coefficients entiers @, b, ¢ & de nouvelles conditions.

Je distingucrai les sous-groupes a congruences ot les neuf coeffi-
cients a, b, ¢ sont assujeltis A satisfaire & certaines congruences suivant
un certain module ¢ premier ou composé.

Lemve V. — Un sous-groupe a congruences est loujours un sous-
groupe d’indice fini du groupe arithmétique.

Soeit, en effet, g un sous-groupe défini par les & congruences
(1) | LY LCRERES LS} (modg),

on les I sont des polyndmes enliers par rapport aux a, b, «.
l.es congruences (1) devront &tre satisfaites si I'on fait

a,~z=by =2z, ]
(2) b S =Ber et : (mod ¢).

Vay=a, = by==by=:0,2 0, =0

et, en cffet, la substitution identique

't o o
i

o 1 ol
C0 o 1

devra faire partie de g.

Le sous-groupe g’ défini par les congruenees (2) sera done un sous-
groupe du groupe g qui est lui-méme un sous-groupe du groupe
arithmétique.

Il est ¢vident que g’ sera un sous-groupe d’indice fini du groupe
avithmétique; car cet indice sera certainement plus petit que ¢* (il se
réduira & ¢* si ¢ cst premier), puisque chacun des neuf cocfficients «,
b, ¢ peut prendre ¢ valeurs incongrues par rapport au module ¢.

Donc a fortiori g sera un sous-groupe d’indice fini du groupe
arithmétique. €. Q. F. D

Cousidérons maintenant une transformation T” & coefficients entiers,
mais dont le déterminant soit égal & un entier A plus grand que 1.
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A . Al . [ \ » ’ N e
Soient G le groupe arithmétique, G’ son transformé par T, g le
groupe commun a (et a ('3 je dis que g sera un sous-groupe a con-
gruences.
Soit, cn eflet,

une subslitution & coefficicnts entiers faisant partie de G.
Soit

a, @, U
T=8 f B
\‘}| ~l’2 \":‘

la substitution définie plus haut.
La wansformée de S par T’ s’éeriva

[P Py Py
i3 Ay
oy P, P, P!
r—1 | 1 3 _s
PO = D 3T
Ly Py Dy
|T R

les I étant des polynomes entiers homogénes ct du premier degré par
rapport anx @, b ct ¢, et dont les cocfficients dépendent des a, B et .

Pour que cetie substitution fasse partic de g, il faut et il suffit que
ses cocfficients soient entiers, ce qui s'exprime par les neuf congruences

P;-=o (modJ).

Ceela montre que g est un sous-groupe & congruences; d'on I'on dé-
duit aisément le lemme suivant :

Lesme VI, — Le groupe arithmétique est commensurable avecson

(ransformé par une substitution & coefficients entiers de détermi-
nant plus grand que 1.
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Ou, ce qui revient au méme,

Le groupe arithmétique est commensurable acec son transformé
par une substitution a coefficients fractionnaires.

Soit maintenant T” une substitution & coefficients fractionnaires; je
dirai que la forme F est commensurable avec sa transformée FT par
la substitution T".

Lemse VII. — Considérons deux formes commensurables ¥ et
I'T'3 le groupe fuchsien principal de ¥ = O~ sera commensurable
avec le groupe fuchsien principal de FT' = ¢=T".

‘n cffet, le groupe arithmétique cst commensurable aveele groupe i
(ui est son transformé par T'~*.

Soit g le sous-groupe inaltérant de G par rapport & IF; il sera con-
mensurable avec le groupe principal de F.

D’autre part, le groupe principal de FT sera le transformé de g
par T".

Le groupe transformé principal de F = ®= scra le transformé par
7=' du groupe principal de F; le groupe transformé principal de
FT'= ®=T' scra le transformé par (zT")~* = T~ ==* du groupe prin-
cipal de FT', ct, par conséquent, le transform¢ par ==* du groupe g.

Or g et le groupe principal de F sont commensurables.

Donc les groupes transformés principaux de I = @z et de FT'= ¢ =T
le sont également.

Donc les groupes fuchsiens principaux de I = @< et de FT' = ¢+ T
sont commensurables. C. Q. F. D,

Iv. — SUBSTITUTIONS FRACTIONNAIRES.

On peut se proposer de rechercher quelles sont les substilutions a
cocfficients fractionnaires qui n’altérent pas une forme IF & coefficients
entiers, ou, en d'autres termes, quelles sont les transformations sem-
blables fractionnaires de F. 1l est ais¢ de prévoir, d'ailleurs, que le
groupe formé par ces transformations ne sera pas un groupe discontinu.
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On voit aussi immédiatement que des substitutions semblables frac-
tionnaires de F on pourra déduire les substitutions semblables fraction-
naires d’une forme ' = FT’ commensurable avec F. En effet, les der-
nitres scront les transformées des premiéres par la transformation T.

Soit donc & trouver les substitutions semblables fractionnaires de la
forme

F=Agt+ Ay*+A"s2+ 2Bys + 2B'ws + 2By
Ona

A(AN — B)F = (AA'— B?)(Az + B’y + B'z)?
+ [(AA'—B"?)y + (AB —- B'B')z]* + AAz2,

A désignant le discriminant de F, de telle sorte que la forme F est, &
un facteur constant pres, commensurable avec

F'=(AA’ — B")a? + y -+ AAz?,

Nous sommes donc ramenés & étudier les substitutions semblables
fractionnaires des formes telles que

Axr*+ By*+ Cz?,

ou plutdt, puisque nous avons affaire 4 une forme indéfinie, et si nous
voulons mettre les signes en évidence

Az + By*— Gz
Nous allons d’abord nous poser le probléme suivant :

Quelles sont les substitutions fractionnaires qui n’altérent ni s
ni Ax*+ By*?

[l faut alors trouver quatrc nombres fractionnaires a, f§, ¥, ¢, tels
([UC
A(aw + By) + B{yz + Sy)*= Ax*+ By

Nous mettrons les quatre nombres «, B, v, 8 sous la forme

%

o)

/7 o
o= —, L.
€ ‘j e’

) Y:——s 8=
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%,, 8,, ¥, 8, € Gtant entiers ou fraclionnaires, nous pourrons loujours
supposer que «,, v, ct ¢ sont cntiers : on aura alors
%, al - ?l“'n = ¢,
Aol +Byi= A&,
AN, 8, + By,g, = o,
ABI+ Ber = B

l

Supposons (ue I'on ait trouvé trois entiers 2, ¥y, et ¢ satisfaisant a

Aoy + Byl = \e?,
il suffira de prendre

pour satisfaire aux Lrois autres ¢quations,
Il veste done i résoudre I'équation

Byi=A(e—2,)(c+2,).

Nous multiplicrons done B par un carré quelconque v3, mais de telle
facon que By soit divisible par A, ct de plus soit impair ou divisible
par 4 (ainsi, si B est un multiple de 4 + 2, y, devra étre pairy si
A=A A}, A, n'étant divisible par aucun carré, ¥, devra étre divisible

[}
par A, A,).

. . . B .
Il sera facile ensuite de décomposer = en deux facteurs tous deuy

pairs ou tous deux impairs, € - 2, ¢l ¢~ %,, et d'en déduire, pour
et o, deux valeurs enticres,

Tel est donc le moyen de former les substitutions semblables frac-
tionnaires de la forme binaire

A+ B)'ﬁ.

Pour les étudicr plus complélement, nous supposerons A = 1. Celte
hypothése est toujours permisc; car, si l'on avait A < 1, on multiplic-
rait la forme par A, et on changerait ensuite de variable en posant

Ar=ur,
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Considérons notre substitution fractionnaire

1.8
=<}
-2
=

ct la substitution fuchsiennc correspondante. Cette derniére sera ¢vi-
demment une substitution clliptique qui n’altérera pas un certain point
du plan. Ce point, que j'appelle P, sc détermine aisément, ct l'on
trouve qu'il est le méme pour toutes les substitutions fractionnaires d¢
notre forme

x* + By2.

Pour définir une substitution fuchsienne elliptique, il faut s¢c donner
non seulement le point I’ qui n’est pas altéré par cette substitution,

mais encore 'angle de rotation g.
¢t nous avons '
COS? =0 = ﬂ,
€
d’oti I'on déduit
) + VB
sing = %-

Nous aurons alors

(o + 7, v—B) (“l'—Yc V—B)=¢.

Nous devons supposer que «,, v, ¢t & sont prcmiers entre eux, et

par conséquent que &, et v, sont premiers entre eux. Les deux nombres
complexes

o+ V=B et o« —v,y—B
scront alors aussi premiers entre eux, ct I'on aura
¢ = MN, %, + v,V — B=M, a,—y,W— B=N?

Met N étant deux nombres complexes existants ou idéaux, conjugués
cntre eux ct de plus premiers entre cux.

Journ. de Math. (}° série), tome 1II. — Fasc. 1V, 1885. 56
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Cela posé, cherchons d’abord si 3 pcut étre commensurable avec 27.
Si cela était, on trouverait un nombre entier m, tel que

(2, +yV=B)"=¢"
ou qll(‘,

Nlm — Nm ;

M ct N étant premiers entre eux, cette égalité est impossible. 11 n'y
aurait exception que si € était égal a 1 ct que «, + y,v'— B fit unc
unité complexe.

Mais il faut fairc attention au sens que ’on doit attacher a ce mot.
Pour que la théorie des nombres complexes idéaux soit applicable, il
supposerons n’étre divisible par aucun carré) est multiple de 4 plus 2
ou plus 13 il faut prendre, au contraire,

1+y—B
2 b}

st B est multiple de 4 plus 3. Dans ce dernier cas,
1+ By—B
PR

est considéré comme un entier complexe 'si a + 3 est pair (voir
Depekino, Théorie des nombres entiers algébrigques, p. g1. Paris,
Gauthier-Villars; 1877).

Alors on a, comme unités complexes,

On doit donc conclure de cette discussion que I'angle ¢ ne peut étre

. ' 3 . ™ I . 27
commensurable avec 2 que s'il est égal d =, & &= =, & &= zoud == .

On voit, de plus, que les substitutions fractionnaires qui repro-
duisent a la fois les deux formes

s et x4+ By?
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correspondent aux divers entiers complexes formés avec y— B, et que
leur théorie dépend intimement de celle de ces nombres complexes et
des idéaux correspondants.
Voila donc une premiére catégorie de substitutions fractionnaires
n’altérant pas la forme
z? +By? — Cz2.

Unc autre catégorie sc composera des substitutions qui n’altérent
g p q

ni y, ni z* — Cz? (sans parler d’'une autre catégorie qui sera formée

de méme des substitutions qui n’altérent ni ,ni By? — C3?). Ces sub-

slitutions correspondront aux nombres complexes formés avec y/C
comme celles de la premiére catégorie correspondaient aux nombres

complexes formés avec — B. Mais I'analogie de ces trois catégories
de substitutions fractionnaires est trop évidente pour qu'il soit néces-
saire d'insister.

Je dis maintenant que toute substitution fractionnaire peut toujours
étre ramenée a celles que nous venons d’étudier.

Soit, en effet,

la, b, ¢
S=|a b, c
a, b, ¢,

unc substitution fractionnaire quelconque qui n’altérc pas unc cer-
taine forme quadratique F a coefficicnts entiers ou commensurables.
Je supposerai, de plus, que cette substitution est droite au sens donné
d ce mot dans le premier paragraphe de ce Mémoire.

On pourra trouver alors une forme linéaire

&+ B y+7v3

a coefficients entiers, qui ne sera pas altérée par la substitution.
On pourra ensuite trouver encore deux formes linéaires

a0, + By + Y25,
0,2+ By + Y53
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a coefficients entiers, ct telles que 'on puisse écrire

F= A(az+fy+v35)
+ A, (27 + Ba}’ -+ ‘(2:)2
+ As(ayz + Py +¥53)%

Ay, A, et A, étanl des quantités commensurables positives ou néga-
tives.

Faisons maintenant un changement linéaire de variables en faisant

=a,x+8,y+v3,
Y=az+03y+ 153,
=, + B,y +v,5,
il viendra
F=Az?+A,y*+ A%

de telle sorte que, si I'on appelle T la substitution linéaire

%y 34 e
22 @2 T2 |»
Ay @s Ya

on aura
FT'=A 2+ A, y*+ A, 5%
La substitution
TST-

scra fractionnaire ct n’altérera pas FT—'. Mais il y a plus, clle n’altérera
pas 3, ni par conséquent
Az + A,y

Nous sommes donc ramenés au cas précédent.

Il conviendrait peut-étre, pour compléter cette théoric, de dire
(quelques mots des substitutions fractionnaires gauches qui n’altérent
pas unc forme quadratique. Mais je ne crois pas devoir m’y arréter
pour le moment. Je me bornerai & observer que, si S est une substi-
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tution fractionnaire gauche n'altérant pas F, $? sera unc substitution
fractionnaire droite n’altérant pas non plus F.

V. — CALCUL DES MULTIPLICATEURS.
Soit

n
I
8
s
R

’ ' U

a‘ b‘ c‘

T QT ' ' '
['ST=|a, b, c,
r U U

ai b:' ca

sa transformée par une substitution linéaire quelconque T. On aura
a,+b,+ ¢, =a, + b, +c;.

In d'autres termes, la somme @, + b, + ¢, sera un invariant. On
yourra choisir la substitution T, de telle facon que T-'ST soit de la
I ) ¢ q
forme canonique

' A o0 o0

o A o |

(0] (4] )\.‘

g

Alors &, A, ct A, scront les multiplicateurs dc la substitution A;
ces multiplicateurs seront les racines de 1'équation en 2,

a,—\ b, c,
a, by—\ ¢, |=o,

a, b, ¢,—A
ct I'on aura
MN+A+MN=a,+ b, +c,.
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Si, en particulier, S n'altére pas unc forme quadratique ct est une
_ substitution droite, I'un des multiplicateurs est égal a 1, et le produit
des deux autres est aussi égal & r.

Soit alors
(= 358
)

la substitution fuchsienne correspondant & S; a -+ 4 sera, pour cette
substitution, un invariant comme @, + b, + ¢, I'était pour S, ct I'on
aura d’ailleurs

(x+8)Y¥=a,+by+c, + 1.

11 résulte de la que la connaissance de o + ¢ suffit pour déterminer
les trois multiplicateurs, qui devront satisfuire & I'équation du troi-
sitme degré

7\“—[—[(1—}-3)"‘— 1J(A*—=h)=o.

Si S est unc substitution a coefficients entiers, la somme a, + b, + ¢,
devra étre un cntier, ct par conséquent « + ¢ devra étre la racine
carrée d’un cntier. :

La somme « + ¢ s'appellera incariant de la substitution S el 8'é-
erira, pour abréger, [S].

Nous allons traiter maintenant le probléme suivant :

On se donne [A |, | B]| et Vincariant[ AB] de la combinaison AB
des deur substitutions A et B. On demande de calculer Uinvariant
d’une combinaison quelconque de ces deux substitutions

AmBlr, A”B* A", AMB7 AP Bq, .o

m, n, p, q étant des entiers quelconques positifs ou négatifs.

Tout d’abord, il est évident que deux substitutions inverses 'une de
I'autre auront méme invariant; on aura

[Al=|A""},  [B]=[B'], ...

De plus, une substitution aura méme invariant que sa transformée
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par unc substitution quelconque; ainsi,

[A]=[B~'AB],
| AB*A”BY | = [ BrA"BA7|,

ct, en particulier,
[BA]=]AB| =] A~B-]=|BA~|
Je vais maintenant chercher une relation entre

|A], [B], [AB] et [AB?|

433

Nous pouvons toujours, par une transformation convenable, mettre

la substitution fuchsienne qui correspond & B sous la forme

e

(_ a3+ 3

~y "—_‘_" A
Y5+¢

Soit ensuite

\

la substitution fuchsienne correspondant & A. Alors

( ads + 3\ a5 + BA?

3, ——~ ct 3, ——
1,,.°2 Lo
XU+A> < )\24 X2)

N

scront les substitutions fuchsiennes correspondant respectivement i

AB ct 4 AB?, de sorte qu’on aura
()\‘4_ 1)=[B], =z+3=|A],
ah+ 7 =|AB],  «N 45 =[AB].
On en tire aisément, par I'élimination de «, & et 2,

[AB|[B] = [A] -+ | AB?].
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4

Si, dans la formule précédente, on change A en AB”, il vient
[AB"?] =[AB"'][B] — [AB"].

Cest unc formule de récurrence qui permet de calculer [ AB*], ol 2

est un entier quelconque positif ou négatif, quand on connalt [A ], [B|

et [AB].

Aussi, connaissant [A], [B] ¢t [AB], nous pouvons cn déduire
| AB*], et par conséquent [ B*AT, puisque

[B"A | =[AB"].

Nous connaissons ainsi
[B'AT, [B] « [A],

ce qui permet de calculer [B*A™ |, ot m2 et 2 sont des entiers quel-
conques, par la formule de récurrence

[B"A™+2| = [B*A"+'|[A] — [B*A™].
Nous avons d'aillcurs
[B*A™| = |A"DB"| = [A"-?B"A?| = [B?A™B"~?|,
ce qui permet de calculer
|A™B"AP] el [B™A"B?|,

ou m, n, p sont des enticrs quelconques.
Cherchons maintenant

lAm Bn Ap BqJ’
ou les quatre cxposants sont entiers. On voit d’abord que, par notre

formule de récurrence, nous pourrons calculer cet invariant, (uel que
soit ¢, pourvu que nous connaissions, outre [ B],

[A"B"AP] el |A"B"A?B].
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La premicre de ces deux expressions est connue d'aprés ce ui pré-
ctdes il reste done & calculer

[A™B*APB| = [ BA"B"A#|.
On verrait de méme que le caleul de
[BA™B*A?|
se rameéne a celui de
[BA"B*A [ =[ABA"B"],
(ui sc¢ rameéne lui-méme & celui de

[ABA”B| = [ BABA™|
ou enfin & celul de

[BABA|.

Or, ce dernier invariant est connu, puisque ¢'est celui de (BA)? et que
nous connaissons celui de BA.

Ce qui préeede suffit pour faire comprendre comment on caleulerait
I'invariant d'une combinaison quelconque des deux substitutions A
el B,

hmaginons maintenant que A ¢t B sont des substitutions & coefti-
cienls enliers et de déterminant 1. Il en sera de méme de toutes leurs
combinaisons. Alors, dans la formule

[AB*| + A ] =[AB][B],

les deux termes du premier membre, ainsi que le terme unique du
second membre, devront étre la racine carvée d'un entier.
Mais il est ais¢ de voir que, sil'on a

Vi Ve = Vi,

‘les w ¢lant des entiers), les trois expressions
b

\/l*zi*u \/!"3 Bos VP

devront étre des enliers.

Journ. de Math. (4* série), tome 1L, — Fasc. 1V, 1885,

(14
~1
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Il suit de la que les produits
[A][AB], [A][AB][B], [AB*][AB][B]

sont entiers.

Il est aisé d’en déduirc que si [A] est égal & un nombre commensu-
rable multiplié par y/z, et [B] égal & un nombre commensurable mul-
tiplié par B, [AB] devra étre égal 4 un nombre commensurable mul-
tiplié par B, et | AB?| 4 un nombre commensurable multiplié¢ par ya
ou, ce qui revient au méme, & un nombre commensurable multiplié
par yaf?.

Plus généralement, on aura

[A™B"APBY]| =, Va™+PB+d = p, \JuhB¥,

&, et 1, étant commensurables, et / et k étant égaux soita o, soita 1.
suivant la parité des deux nombres m + p et n + ¢, et de telle sorte
que

h=m + p, c==n+¢q  (mod2).

Cela peut s’énoncer encore d'une autre maniére.

Considérons le groupe dérivé des deux substitutions linéaires A
et B. Pour que toutes les substitutions de ce groupe aient leurs inva-
riants égaux a la racine carrée d’un entier, il faut et il suffit que

[AF, [B]* et [A][B}[AB]

soient des entiers.

Nous allons maintenant envisager un groupe dérivé de trois substi-
tutions linéaires A, B et C. Je dis que 'on peut, a I'aide de la relation
de récurrence démontrée plus haut, calculer les invariants de toutes
les substitutions de ce groupe, & I'aide de sept invariants

[A], [B], [C], [AB}], [BC], [CA], [ABC].

Pour le démontrer, je rappelle d’abord que cette relation de récur-
rence permet (M, N, P étant des substitutions quelconques) de cal-
culer

[MN?]
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( p entier positif ou négatif), quand on connalt
[M], [N] et [MN],
ou plus généralement de calculer

[MN?P |
quand on connait

[MP], |N] et [MNP].

Elle permet ainsi, connaissant [A], |B] et [AB], de calculer les
invariants de toutes les combinaisons de A el de B, ou, a 'aide de nos
sept invariants, de calculer ceux de toutes les combinaisons A, Bet C,
ou I'une de ces trois substitutions n’entre pas.

Je dis qu'on pourra trouver de méme

I Am Bn Cp'l.

n effet, le calcul de cet invariant se raméne a celui de | A" B”], qui
est connu et & celui de [A™B” C). Ce dernier se raméne a [A" C}, qui
est connu, et i [A™BC]. Ce dernier, & son tour, sec raméne &4 | BC| et
a | ABC], qui sont tous deux supposés connus.

Considérons maintenant une combinaison quelconque

[A"B"CPBIAT B C¥).

On raménera, par le méme procédé, le calcul de cel invariani a
celui de

[ABCBACBC],

ou les lettres sont restées les mémes et dans le méme ordre, mais ou
Lous les exposants sont réduits & I'unité.

Je dis maintenant qu'on peut ramener le calcul de cet invariant a
celui de :

| ABC(AB)CBC],

ol deux des lettres sont permutées.
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“n effet, notre formule de récurrence permet de réduire le caleul de

{ABC(BA)CBC]
a celui de

[ABC.CBC]

(ot le nombre des lettres est moindre, et que, par conséquent, on
peut supposer préalablement caleulé) et a celui de

|ABC(BA)~'CBC| = [ABCA-'B-*CBC];
en réduisant les exposants i T'unité, ce dernier devient
|ABCABCBC].

Il est elair qu'en appliquant d'une fagon convenable le double pro-
céddé qqui permet de permuter deux lettres (queleconues et de véduive les
exposants & I'unité, on arrivera i réduire de plus en plus le nombre des
lettres de telle facon ¢u’on sera ramené finalement & invariant connu
| ABC].

On connaitra donc ainsi invariant d'une substitution guelconque
dn groupe.

On peut en conclure ce qui suit :

Pour que toutes les substitutions du groupe aient pour invariant la
acine carrée d’un entier (ce qui arrive nécessaivement quand les suh-
stitutions A, B, C ont leurs cocfficients entiers), il faut et il suffit que

[\][BE, [CR, [AI[BI[AB], [BI[CI[BC], [CI[A|[CA]

ek
[AB]|C[ABC|
soient des entiers.
Mais nos sept invariants cux-mémes ne sont pas indépendants les nns
des autres, 1l y a entre cux une relation algébrique.
Celte relation se présente sous une forme plus symétricque, quand on
considére, au licu de nos scpt invariantls, les sept invarviants suivants (ce
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(ui revient d'ailleurs au méme) '
[Aj=e, [B]=8, [C]=8, [C'B|=p,
— Wl — ’ "_‘ _' -— 7
[BA] =1, |CA}=Y, [C'B'A]l =Yy
Jai veprésenté, pour abréger, les sept invariants par les letives a
9 , )
B v '

La relation s’éerit alors

12 4 'fj! 4+ ,‘,2 + 312 -+ \‘1’2 + B/rz + \‘,1/2 _ 4
= afly + 2By + 2By + By By By

~ 2By — 2By — BBy + 2 BFE — 3R

On arrive & un résultat analogue dans le cas d'un groupe dérivé de
(quatre substitutions ou d’un plus grand nombre.

Soit un groupe dérivé de n substitutions

Pour que toutes les substitutions du groupe aient pour incarient
la. racine carrée d’un entier, il faut et il suffit que

|A| Iga lf\zlza sy lz\,, lge
ainsi que toules les combinaisons
| AVAZAL. L. i\f“'”A, I‘-[A,]‘z. . | A, la"

(ot les exposants € sont gaux soit d o, soil & 1), soient des entiers.

V1. — REDUCTION DES SUBSTITUTIONS.

Voici la (question que je me propose de traiter dans ce paragraphe.
Soit S une substitution & cocfficients entiers ct de déterminant 1 ;
soit T une autre substitution & coefficients entiers ct de déterminant r;
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je dirai que la substitution S et sa transformée
T-*ST

sont homologues et appartiennent i la méme classe.

Cela posé, parmi toutes les substitutions d’une méme classe, il y en
a une qui est plus simple que toutes les autres, et que j'appellerai sud-
stitution réduite.

On peut se proposer, étant donnée une substitution S, de trouver la
substitution réduite qui appartient & la méme classe, ou, en d'autres
termes, de réduire la substitution S.

On voit d’abord tout de suite que deux substitutions homologucs ont
mémes multiplicateurs. Je supposerai, comme je I'ai fait jusqu'ici,
qu'un des multiplicateurs est égal & 1, ainsi que le produit des deux
aulres.

11 résulte de la qu'il existera une forme linéaire

Ax 4+ Rg) 4 Ay 5,

a coefficients entiers et premiers enlre cux, qui sera inallérée par la
substitution.
On peut alors former unc substitution linéaire

i?xq | VO
T= p e

YV, Vs Vs

a coefficients entiers et de déterminant 1.
La substitution T-'ST, transformée de S par T, sera alors de la
forme

ce qui constitue une premiére réduction.
Supposons d’abord que b, et ¢, soient nuls, et que la substitution $
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s'écrive
't o o
S=l0 a b
o c d
avec la condition
ad—bec=1.

Si I'on transforme alors S par une substitution T de la forme

I 0o o
T=jo A u
’ o )\l Pvf

a cocfficients entiers et de déterminant 1, la substitution S conservera
la méme forme aprés cetie transformation.
Envisageons la forme quadratique binaire

¥ =8+ (d — a)in— b,
qui n'est pas altérée par la substitution linéaire
a b
¢c d '

Que deviendra cette forme lorsque I'on remplacera S par sa trans-
formée

T-*ST?

Tout sc passera comme si I'on avait appliqué a cette forme la substi-
Lution
o
)\/ P', l'
Dol cette conclusion :
Pour que deux substitutions

1 o o "1 o o
|
S=|o a b|, S='o a ¥

o ¢ d lo ¢ o
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apparticnnent & la méme classe, il faut et il suffit que les deux formes
&+ (d—a)in — by*
et
cr:;x_*_(d;_ a’)ET‘ - bl?;’
soient équivalentes.
Nous sommes donc conduits & dire par définition que la substitu-

tion S est réduite quand la forme ¢ I'est clle-méme.
La somme des multiplicatcurs de S est

a+d-+1,
¢t son invariant

JardTs.
La substitution cst elliptique si
(a+ d)*< 4, dott (a+d)=o, (a+d)==1,
parabolique si
(a+d)=4, d’on a+d=:=2,

hyperbolique si
(a+d)>4.

La forme 2¢ a pour discriminant
(d—a)+4be=(a+d)3—4.

1l résulte de la que le discriminant de ¢ est fonction de P'invariant
de S, et par conséquent que les substitutions S d’invariant donné se
répartissent en un nombre fini de classes.

La substitution S scra clliptique si ¢ est définie. Les conditions de
réduetion pourront alors s'éerire

ld—a| < |b| < ¢);

b et ¢ seront d’ailleurs toujours de signe contraire.



LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'ARITHMETIQUE. 443

La substitution S sera hyperbolique si { cst indéfinic. Il arrive alors
(que chaque classc de substitutions contiendra plusieurs réduites,
comme cela arvive pour les formes indéfinics.

Nous prendrons alors pour unique condition de réduction que & et ¢
soicnt de méme signe.

‘nfin la substitution S sera parabolique si § se réduit & un carré
parfait. Nous dirons alors que ¢ cst réduite si elle s'écrit ¢ = &2, de
telle sorte que les conditions de réduction de S s’expriment comme il
suit :

b=o, d’ou a=d==1.

Enumérons maintenant les substitutions elliptiques réduites.
Pour a -+ d= o, le discriminant de 2y est égal a — 4, et celui
de $ & — 1. Si { est une réduite, on a donc

=8+

La substitulion réduite S s'écrit alors

I o o
S'= o o -—I
o 1 (]

Pour @+ d =1, le discriminant de 2¢ est égal 4 — 3, ct cette
forme 2 est improprement primitive. On a alors, si 2¢ est réduite,

¢ =E+En+ 02

de sorte que I'on trouve pour S

I o o
S;=|0 o —1t|
o 1 1
Pour @ + d = — 1, on trouve encore

Y =8+En + 92,
Journ. de Math. (4 série), tome 111. — Fasc. IV, 1887, 58
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ce qui donne

1 0 0
S;=l0 —1 -1
1

o 1 o |

Nous classerons encore parmi les substitutions clliptiques la substi-
tution suivante

' 0 O |

Si=| o —i ol
1 |
i 0 (8] —1 !

pour laquelle la forme ¢, élant identiquement nulle, ne peut étre re-
gardée ni comme définie, ni comme indéfinic.

1l y aura donc en tout quatre classes de substitutions clliptiques.

Nous remarquerons «ue la substitution S, n'est autre chose que le
caree de la substitution S,.

Quant aux substitutions paraboliques véduites, elles s'éeriront.

coil
1 0 o
, i ;
S;={o0o 1 o,
| ,
o ¢ 1
soil
I 0 o
S;=!0 —1 ol
|
0 ¢ -1

ol ¢ est un entier quelconque.
Ne supposons plus maintenant que b, ¢t e, sont nuls et éerivons
notre substitution S sous la forme suivante

1 o n|
by a b !,

e, ¢ d!
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avec la condition

ad — bc=1.

On peut supposer que la réduction a été faite comme si b, et ¢,
¢taient nuls et par conséquent que 'on a

(r) ld—a|<L|b| <]
ou
(2) d=a=-—1, b=c=o

si la substitution est elliptique;

(3) be>o0
si elle est hyperbolique, ei

(4) b=o

si elle est parabolique.

Il s’agit maintenant de réduire autant que possible les coefficients b,
ele,.

Pour cela, ¢crivons les équations qui définissent la substitution S de
la facon suivante :
x' =@,
y'=bx+ay+ bs.

I=c,x+cy+ds.
Posons ensuite

y=y,+oex, 5=z +Bur;
d'ol v
’ ! ’ ’ ’
¥y =y, +ax, s=3,+ B
Les deux derniéres équations s’écriront alors

yi=z[b+(a—1)a+bf |+ay, + bz,
3, =xz[c, +ca +(d—1)B]+ cy, +dz,.
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‘n d’autres termes, les coefficients de la substitution S n'ont pas
changé par cette transformation, sauf que b, ct ¢, sont devenus

by+(a—n1)a+ bB,
e+ e+ (d—1)B.

Le probléme consiste 4 déterminer les entiers a ct 3 pour dimi-
nuer autant que possible b, et ¢,. Je dirai que deux systémes de nom-
bres (b,, ¢,) ct (|, c,) appartiennent 4 une méme classe si 'on peut
trouver deux entiers « et 3, tels que

b,=b,+(a—1)x+bj,
c,=¢ +ca+ (d—1)B.
L.e nombre des classes entre lesquelles se répartissent les systémes
(b4, ¢,) est alors égal &
(a—1) b
¢ (d—1)
Parmi les systémes (b,, ¢,) appartenant & une méme classe, il y en
aura un que l'on regardera comme plus simple que les autres et que

Pon appellera systéme réduit; le nombre des systémes réduits est
fini.

Alors, pour qu’une substitution

=l2a—a—~d.

t o o
b, a b
e, e d

soit réduite, il faudra non seulement que les quatre entiers @, b, ¢,
satisfassent aux conditions (1), (2), (3) ou (4) énoncées plus haut,
mais encore que le systéme (b,, ¢,) soit réduit.

Nousavons vu plus haut que, si b, ct ¢, sont nuls, les substitutions S
d’invariant donné se répartissent ¢n un nombre fini de classes. D’apreés
ce qui précéde, cela est encore vrai si b, et ¢, ne sont pas nuls.
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Revenons au cas des substitutions elliptiques et cherchons a déter-
miner les systémes réduits (b,, ¢,). Il y a quatre cas & considérer,
puisque les substitutions elliptiques, quand b, = ¢, = o, se répartissent
en quatre classes.

Premier cas:

2 — a — d = 2; il y a deux systémes réduits
| b,=¢,=o, b,=1, ¢, =o.
Deuxiéme cas :
a =o, c=d=1, b=—u;

2 —a—d=1;iln’y a qu'un systéme réduit

Troisiéme cas :
a=b=-—x, c=1, d=o
2 —a—d=3;ilya trois syst¢tmes réduits
b,=o, ¢, =o, b, =1, c,=o, b =2 ¢, =o.

Quatriéme cas :

a=d=—1, b=c=o

.o

2 —a —d = 4; il y a quatre systémes réduits
by=0 ou 1, ¢,=o0 ou I.

Mais, si nous observons qu'en appliquant & y et 3 unc transformation
linéaire, on fait subir cette méme transformation i b, et ¢, sans changer
d’ailleurs les autres cocfficients de S; nous verrons que ces quatre
syst¢mes peuvent étre réduits & deux.
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I1'y a donc huit substitutions elliptiques

meérer.
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réduites que je vais ¢nu-

' o o I o o
S,=]|o 0o —I S, 1 0o —1
0 1 0 o I 0|
1 o o ] o o
S,=]o 0 —1 S, 0o —1 —1
0 [ 1 o t 0
I o o 1 o o0
Si=|1 —1 —1 S, 2 =1 —1
0 ' o 0 1 —o
1 o o ' o o
Ss=]o0o —i1 o S, -1 o
0 O — 1 1 (4] — 1 ;

On peut faire une classification analoguc pour les substitutions pa-
raboliques, mais le nombre des classes cst infini; on doit envisager
d’abord le cas ol les trois multiplicatcurs sont égaux & r1; on trouve
alors que la substitution doit &tre de la forme

[ I o0 o
S=]la 1 o
v
I
b ¢ 1!

Les transformations qu’on peut faire nc peuvent changer la valeur
de a ct de ¢. La scule réduction possible, c’est d’amener & & étre plus
petit que le plus grand commun diviscur de @ ct de ¢ (et par consé-
quent & étre nul, si @ et ¢ sont premiers entre cux); on peut également
supposer que c n’est pas nul.

On considérera ensuite le cas olt deux des multiplicateurs sont égaux
A —1; ona alors

a=d=1, 2—a—d=4{.
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On a donc quatre systémes réduits (4,, ¢,) et quatre substitutions
réduites

1 0 0 t o o
Se=|0 —1 ol S,=lo —1 o
o ¢ —1 ¢ =1
1 o 0 | 0 o
S;=|1 —1 o |, S;=| 1 —1 o
o ¢ -1 N

VII. — SuBsTITUTIONS ELLIPTIQUES.

Nous allons chercher dans ce paragraphe quelle est la condition
pour qu'une forme quadratique admette unc substitution semblable
elliptique, et d’abord quelles sont les formes qui ne sont pas altérées
par les huit substitutions réduites §,, 8, S,, 8,, S}, S, S, ct ¥, défi-
nies dans le paragraphe précédent.

On a entre ces diverses substitutions les relations suivantes

1_1_ + ”i AL 13_— \:-_)— ‘.".——-. N
Si=95,, SP=9, Si=1, Ni=n, Si=8;,
A\ - k] o L}
No=N, 5321, S, =1, 53.—_[ S, =1

Cela posc, nous résoudrons successivenment les problémes suivants :
1° Formes inaltérées par S,. — Cc sont les formes

A4+ Ny 4+ 2Bys + A73%:
2° Formes inaltérées par 3. — Ce sont les formes
A+ Ny +a2Bys + A3 — (A'+ B)ey — (A + B)es.

ol I'on doit avoir -
A'=A"=B  (mod2).

3° Formes inaltérées par S, et par conséquent par S,. — Ce sonl
les formes
Ax? 4+ A'(y*+ 3%).
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4° Formes inaltérées par S| et par conséquent par S,. — Ce sont

les formes
Az + A'(y*+ 3° — oy — x3),

ol A’ doit étre pair.
5¢ Formes inaltérées par S, et par conséquent par S, et par S,.
— Ce sont les formes

Ax?+ A'(y*+ y35 + 3%),

ot A’ doit étre pair.
Il n’y a d’ailleurs pas d'autre forme inaltérée par S,.
6° Formes inaltérées par S;. — Ce sont les formes

Ax*+ A'(y*+ y3 + 5 — xy — w3),
ot A’ est pair.
7° Formes inaltérées par S,. — Ce sont les formes

Ax?+ A'(y’ +y5 + 32— 2y — 2.7::).

ol A’ est pair.

Nous allons chercher maintenant si une forme quadratique donnée
admet une substitution elliptique ; pour cela, il faut évidemment et il
suffit qu’elle soit équivalente & I'une des sept formes que je viens d’é-
numeérer.

Je dis d’abord qu’on pourra reconnaitre s’il en est ainsi par un
nombre limité d’essais.

En effet, prenons d'abord la premiére forme

Az*+ A'y*+ 2Byz + A"z

Elle a pour déterminant
A(A’A”—B?).

On décomposera donc le discriminant A de la forme donnée en deux

facteurs
A= AD,

ce qui ne peut se faire que d'un nombre limité de maniéres. On con-
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struira ensuite une forme binaire réduite
Ay*+2Bys+ A”s?

de déterminant D, ce qui ne peut se faire encore que d'un nombre
limit¢ de maniéres. On n'a plus ensuite qu’a examiner si la forme

A+ Ny +2Bys + A”32,

ainsi conslruite, est équivalente & la forme donnée.
La méme méthode s’applique sans changement aux troisi¢me ct cin-
qui¢me formes

A+ A (y*+3*) et Az*+ A (y*+ ys +3%).

Mais lec nombre des essais est encore plus limité; le déterminant de
la troisitme forme cst égal & AA’ ct celui de la troisicme & 3AB? (en
posant A’ = 2B), de sorte (u'unc forme ne peut admettre une subh-
stitulion semblable équivalente & S, que sison discriminant est divisible
par 3.

En ce (ui concerne la seconde forme

A4+ Ny +2Bys+ A7 — (N + B)ey — (N +B)as,
(que Pon peut écrire
(1) A — (2B + B)y* + 2Bys — (2B’ + B)s* + 2By + 2B'us,
le nombre des essais est encore limité. En effet, son déterminant séerit
(2A + '+ B")(2B'B”+ BB + BB”).
On décomposcra donc le déterminant A en deux facteurs
A=CD.
Alors 2D désigne le déterminant de la forme binaire

— (2B"+ B)y*+ 2Bys — (2B’ + B)z®.

Journ. de Math. ({* séric), tome [1I. — Fasc. IV, 1887. a9
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Ces formes binaires, qu'on peut étre conduit & essayer, s¢ répartissent
donc en un nombre fini de classes.

Si nous faisons subir a la forme (1) une transformation linéaire de
déterminant 2, en posant

y =)+ = I Ay o

fl
1
b

elle deviendra

(2) (AA+aB+2B")ui— 2B+ B)yi+2B+yv s — 2B+ B,
On peut, de plus, supposer que la forme binaire

(1) (2B 4+ By — aBys 4 (2 + Bys?

i ¢16 réduite autant que possible par une substitution ne portant que
sur y- et s.

Si B est pair, on peut appliquer i cette forme binaive une substitution
lincaire quelconque sans faire cesser la pavticularité qui la cavactévise,
asavoir que les cocfficients de y2, de 3% et de 23 sont de méme parilé.

Nous pouvons donc toujours supposer (ue cette forme est réduite au
sens ordinaire du mot, c’est-i-dire, si nous la supposons définie, que
Fon a

| 2B (<] 2B+ B || 2B+ B |

On ne pourra done former (qu'un nombre fini de formes ( 2) et, par con-
séqquent, qu'un nombre fini de formes (1) satisfaisant & la fois aux con-
ditions

A=(2A + B+ B)(2B'B"+ BB + BB",
Bo=o (mod2), [ 2B | <] 2B+ B 1< 2B+ B L
On n'aura done qu'un nombre limité d'essais a faire pour reconnaitre
si I'une de ces formes cst ¢quivalente i la forme donnée.

Supposons maintenant (que B soit impair. On ne peut pas appliquer
anotre forme bhinaire

(3) (2B + By — 2Bys + (2B B) =2



LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'ARITHMETIQUE. 453

unc substitution linéaire quelconque sans que les trois coefficients de

y#, de 2)3 et de 3* cessent d'étre tous trois impairs. Pour quiune
substitution

Y
v 3

ne fasse pas cesser cette particularité, il faut que Fon ait

| (mod2).
I O |

Les substitutions ui satisfonl & 'une de ces deux conditions forment
un groupe G qui cst un sous-groupe i congruences du groupe arithmdé-
Lique.

Nous n'avons done plus ici le droit de supposer ¢ue la forme (3) est
réduile au sens ordinaire du mot, c'est-i-dire par rapport au groupe
arithmétique, mais sculement qu'elle est réduite par rapport au
groupe G,

I est aisé de voir que les conditions de rédaction s'¢erivent alors
Bi<ioB+B <! 2B+ B 1.

Onne pourra évidemment trouver qu’an nombre limité de formes ((2)
on () satisfaisant simultanément aux conditions

A= (2N = B+ B2 B+ BB + BB”),
B 1 (moda), B 2B B I 24 B .

On n'aura done encore u'un nombre limité d’essais & faire pour re-
conmaitre si Fune de ces formes est équivalente & la forme donnée.
Ce que je viens de dive s'applique sans changement & la forme

A+ A O+ — oy — e3)

reproductible par S;.
I nous reste i examiner comment on pourra reconnaitre si une forme
donuée est susceptible d'élre reproduile par une substitution homo-
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logue & S, ou a S}, c'est-d-dire si clle est équivalente & I'une des formes
(1) A+ 2By + ys + 32— By — Bus),

ot B=1ou 2.
Jappellerai d’abord I'attention sur I'effet que produit sur cette forme
la substitution suivante de déterminant 3

+ =3z, y=y,+08z, s=3,+3r,.

La forme devient

(9A = 6BB?)i+ 2B(yi+y, 3, + 3}).
Ie déterminant de la forme (4) est, d'ailleurs, égal a

JAB® — 2B°f2,
cest-d-dire a

3AB? — 2B* ou 3AB*- 8D

sclon que B est égal 4 10u & 2.
1 est clair qu’on ne peut trouver que d’'un nombre fini de manicres
deux nombres cntiers A ct B satisfaisant & 'une des deux conditions

3ABz — aB*=A ou JAB: — 83 =\,

On n’aura donc qu'un nombre limité d’essais & faire pour reconnaitre
si unc forme donnée de déterminant A est équivalente & I'une des
formes (4).

Ainsi, dans lous les cas possibles, le nombre des essais & faive est
limité, ct il peut étre diminu¢ encore par la considération des ordres
et des genres.

Il est clair, d'aprés ce qui précede ct sans qu'il soil nécessaire d'in-
sister, que toutes les formes n’admettront pas de substitution semblable
clliptique.

Mais, en revanche, on voit tout de suite qu'une forme quadratique
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(uclconque F est toujours commensurable avec unc forme qui admet
une substitution semblable elliptique. Et, en cflet, quelle que soit la
forme I, on pcut toujours trouver une substitution & cocfficients com-
mensurables T, telle que

T = A2+ By? + Cs2.

Cette forme FT’, commensurable avec 19, admet la substitution cl-
liptique S,.

Cherchons maintenant quelles sont les formes qui admettent unce des
substitutions paraboliques S;, 8, S; S et S;.

in premier licu, les scules formes (qui sont reproduites par une des
(uatre substitutions S, S, S; ct S; ont leur discriminant nul. Nous
devons donc les laisser de cdté et ne nous occuper que des formes re-

produites par

1 [}) 0
S,=|a 1 o}
b ¢ 1
(cs formes s'éeriront
(5) Aw?+ Ay +2B'ws + 2By

avee les condilions
Aa*+ 2B'b+2Ba=A'a+ Be=o.

Pour (u'unc forme quadralique admette unc substitution parabo-
lique, il faut ct il suffit qu’elle soit équivalente a la forme (5) ou, en
d’autres termes, qu’elle soit susceptible de représenter o, conformément
aux conditions du § CCXCIX des Disquisitiones arithmeticc.

Cela cst conforme & un résultat déja obtenu par M. Selling.

VHI. — RésuvuE.

Nous pouvons maintenant résumer ainsi les résultats encore trés in-
complets (ue nous avons obtenus.
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Au groupe des substitutions & cocfficients entiers qui n’altérent pas
une forme uadratique donnée I correspond toujours un groupe
fuchsien qui le délermine entiérement.

Les formes I peuvent d’abord se répartir en uatre catégories :

1° Celles qui n’admettent ni substitutions clliptiques, ni substitu-
tLions parabolicues;

2* Celles qui admettent des substitutions elliptiques, mais pas de
substilutions paraboliques; '

37 Celles qqui admettent des substitutions paraboliques, mais pas de
substitutions elliptiques;

4¢ Celles qui admettent & la fois des substitutions elliptiques et pa-
rabolicues.

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, comment un nombre
limité d'essais permet de reconnaitre i laquelle de ces quatre calégories
appartient une forme donnée.

Si la forme 17 est de la premitre ou de la deuxiéme calégorie, son
aroupe fuchsien principal sera de la premicre famille § si I est de la troi-
sitme calégorie, son groupe fuchsien est de la deuxiéme familles «i I¥
st de la quatriéme catégorie, son groupe fuchsien est de la sixiéme
famille.

Si la forme I¥ est de la premiére calégorie, le polygone générateur
de son groupe fuchsien a 4p cotds, les cotés opposés ¢lant conjuguds.
Les {p sommels forment un seul eycle, etla somme des angles est égale
hoew.

Si LI est de Ta deaxicme catégorie, les sommets du polygone génd-
rateur peuvent former plusicurs cyeles, (11 convienl d'ajouter que le
plus souvent ils nen forment qu'un seul et qu'il 'y aura plusicurs
eveles que dans des cas exeeptionnels.) Pour reconnaitee combien ces
sommets forment de cycles, on construira les formes

;\ g2 4 1\,./\"" -+ A’s? —+- .’.B):

( la forme binaire A')? 4 A" 3%+ 2B)'5 étant réduile) ou bien encore
les formes (1) et (1) du paragraphe précédent. Si la forme 17 est équi-
valente & 2 des formes ainsi construites, les sommets du polygone ge-
nérateur formeront 2 cyeles.
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La somme des angles de 'un quelconque de ces cycles sera ¢gale i
3K LY . , e . . -
Ty oo g OU Si I est ¢quivalente & une forme reproductible par S, ou
3., la somme des angles du cycle correspondant sera w; si I est ¢qui-
valente & une forme reproductible par S, ou S, la somme des angles

ko L3R Al ’ 4 L
du cycle correspondant sera _; si I est équivalente & unc forme repro-

ductible par S,, la somume des angles du cycle correspondant sera ‘;,
si, enlin, I est ¢quivalente & une forme reproductible par S ou S, la
27
5

Si ¥ est de la troisiéme catégoric, les sommets du polygone généra-
teur sont tous sur le cerele fondamental, ct ils forment un ou plusicurs
eveles (en général un scul), dont la somme des angles est nulle.

Si I¥ est de la quatriéme calégorie, les sommets du polygone géndé-
rateur sont les uns sur le cerele fondamental, les autres & U'intérieur, et
ils forment plusicurs cycles dont la somme des angles peut éirve o, =,

Nous avons rencontré aussi d'autres propri¢tés du groupe fuchsien
principal d’une forme I, 150 premier lieu, les mulliplicateurs des di-
verses substitutions devront satisfaire aux conditions exposées au § V.
Lin second lieu, ce groupe fuchsien devra étre commensurable avee ses
transformds par une infinité de substitutions, correspondant aux substi-
tutions fractionnaires ¢tudices au § I'V.

I me reste & parler des substitutions gauches.

Dans la théorie des groupes fuchsiens, on décompose le cercle fon-
damental en une infinité de polygones ¢gaux entre cux au point de
vue pseudogéométrique; les angles sont égaux entre cux au sens ordi-
naire du mot, ct les cdlés sont ¢gaux & notre point de vue spécial,
¢est-i-dire qu'ils ont méme L.

somme des angles du cycele correspondant sera

Considérons une circonférence coupant orthogonalement le cercle
fondamental, ct supposons qu’on transforme un de nos polygones R
par inversion (par rayons vecleurs réciprocques) par rapport a cette
circonférence. Nous dirons alors, au point de vue pscudogcéométrique,
(que le polygone R et son transforme R’ sonl symétriues par rapport a
cette circonférence. Ces deux polygones auront mémes angles et mémes
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cOlés (4 notre point de vue spécial), mais les ¢léments homologues
seront disposés dans 1'ordre inverse.

Si nous considérons ensuite un polygone R”, égal & R’ au point de
vie pseudogéométrique, les deux polygones R ct R” auront aussi les
¢léments homologues égaux, mais disposés dans 'ordre inverse. Nous
dirons alors qu'ils sont symétriques en grandeur, mais non cn position.

Si la forme F admet une substitution gauche, on peut décomposer
le cercle fondamental en une infinité¢ de polygones curvilignes; deux
quelconques dc ces polygones sont ¢gaux entre ecux ou symétriques (en
grandeur) au point de vue pscudogéométrique; deux polygones adja-
cenls sont toujours symétriques, et la réunion de ces deux polygones
adjacents symétriques constitue le polygone générateur du groupe
fuchsien formé cn ne considérant que les substitutions droites.

La substitution

| 1 0 0

S,‘= o —1 o

peut étee & volonté considérée comme droite ou gauche, puisqu’un de
ses mulliplicateurs est ¢gal 4 + 1, et deux & — 1.

Nous avons vu ue, pour savoir si la forme I est reproductible par
une substitution homologuc & S, il suffit de chercher si clle est ¢quiva-
lente & une forme, telle que '

A+ Ay +2Bys + A2

Mais dcux cas sont & distinguer : ou bien la forme binaire

Ay*+2Bys + A"
est définie, et alors nous regarderons la substitution S, comme droite
ct elliptique, ou bien cette forme binaire est indéfinie, ct alors nous re-
garderons S, comme une substitution gauche.
On comprend ainsi cc qu'on doit entendre quand je dis que F est
reproductible par une substitution gauchc appartenant & la méme
classe que S,. Si cela arrive, le polygone générateur peut se décom-
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poser en deux polygones adjacents symétriques I'un de 'autre, non
sculement en grandeur, mais encore en position, le c6té commun ser-
vant d’axe de symétrie.

Les résultats que je viens d'exposer demanderaient ¢videmment i
ttre complétés. Les propriétés nouvelles des groupes que nous avons
¢tudiés ne suffisent pas pour les déterminer complétement ; mais, en en
faisant un usage judicicux, on pcut notablement simplifier les ancicns
procédés de calcul qu'on employait autrefois pour former ces groupes.

IX. — GENERALISATION DU THEOREME D'ADDITION,

Dans ce qui précéde, je me suis cflorcé de montrer la possibilité
«'employer les fonctions fuchsiennes dans des questions d’ Arithmétique.
L’application inverse de I'Arithmcétique & la théorie des fonctions
fuchsiennes est au moins aussi féconde.

L'analogic dcs fonctions fuchsicnnes et des fonctions clliptiques est
évidentey les premicres ne changent pas quand I'argument subit une
substitution linéaire appartenant a un certain groupe, de méme que les
sccondes ne changent pas quand Pargument augmente de certaines pé-
riodes. 1l y a cependant une propriété des fonctions elliptiques qui ne
s'étend pas immédiatement aux fonetions fuchsicnnes, ¢est le théoréme
d’addition. '

Si l'on augmente Pargument d'une transcendante elliptique d'une
(quantité qui ne soit pas une période, il y a uncrelation algébrique entre
I'anciennc ct la nouvelle valeur de la transcendante. Si donc I¥(z) est
une fonction elliptique, il y aura une relation algébrique entre F(z) et
1°(s + 1), h ¢tant une constante.

Voici quelle scrait la généralisation la plus naturelle de cette pro-
priété. Soient F'(3) une fonction fuchsienne, S une substitution linéaire
n’appartenant pas i son groupe. 1l devrait y avoir une relation algé-
brique entre F(s) et F(3,8). (Je désigne par z8, sclon I'habitude, ce
que devient 3 quand on applique & cette variable la substitution S.)
Il est aisé de voir que cetle propriélé ne peut subsister pour loutes les
substitutions fuchsiennes S, c’est-d-dire pour toutes les substitutions
linéaires S qui n’altérent pas le cercle fondamental. D’autre part, il

Journ. de Math. (4* série), tome 1II. — [Fasc. IV, 1887, 6o
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arrivera, en général, que ccttc propriété n'appartiendra a aucune substi-
tution fuchsienne; ce n'est donc que pour certaines fonctions fuch-
siennes exceptionnelles qu’clle appartiendra & quelques substitutions
fuchsicnnes.

A cc double point de vue, on peut dire que le théoréme d’addition
des fonctions clliptiques ne s'é¢tend pas, en général, aux fonctions
fuchsiennes.

Je vais faire voir toutefois que, pour certaines fonctions fuchsiennes
particuli¢res F'(5), il existe une infinité de substitutions S, telles que
I°(3) et (s, S) soicnt liées par une relation algébrique. Il est clair
(ue, dans ce cas, ces substitutions S formeront un groupe.

Que faut-il pour qu'il en soit ainsi? Soit G le groupe de la fonction
17(5). La fonction IF(3, S) scra aussi une fonction fuchsienne, ct son
groupe sera le transformé de G par la substitution S, c’est-d-dire
S='GS. Si les deux groupes G et S~*GS sont commensurables entre
cux, leur groupe commun g scra un sous-groupe d’indice fini pour
chacun d’cux. Ce scra donc encore un groupe fuchsien. Mais alors on
peut regarder () et F(5,5) comme les fonctions fuchsiennes admet-
tant le groupe g. Ces deux transcendantes seront donc liées par une
relation algébrique.

D’ot la conclusion suivante :

Pour qu'il y ait unce relation algébrique entre une fonction fuch-
stenne ¥ (5) de groupe G et sa transformée ¥ (z,S) par la substitu-
tion S, il faut et il suffit que les deux groupes G et S='GS soient
commensurables.

Je citerai dabord un premier exemple sur lequel je ne m’areéterai
pas. Soient G un groupe fuchsicn et g un second groupe fuchsicn,
sous-groupe du premier; soit I () une fonction fuchsienne de groupe g.
Soil enfin S unc substitution appartenant a (, mais non a g. Je dis
qu'il y aura unc relation algébrique entre F(5) ct F(3,S).

Soit, cn effet, ®(3) une fonction fuchsiecnne de groupe G; nous
pourrons la regarder aussi comme unc fonction de groupe g; elle sera
donc li¢e algébriquement & 17(z). Mais nous pourrons de méme re-
garder ®() comme unc fonction fuchsienne de groupe S—* g'S, puisque
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S-'2S est aussi un sous-groupe de G. Donc P () sera aussi lice algé-
briquement a F(3,S). Cela prouve que F(3) et F(z, S) sont lides algd-
briquement l'une 4 'autre.

Les substitutions S forment, dans ce cas, un groupe G qui est dis-
continu. Aussi ce premier exemple n’offre-t-il pas grand intérét. Nous
le laisscrons donc de cdté pour ne nous occuper que des cas ol les
substitutions S, telles que F (z) et F(3,S), soient liées algébriquement,
forment un groupe continu.

C’est ce ue nous obscrverons dans un second excmple, & savoir
quand I*(z) se réduit 4 la fonction modulaire J. Le groupe de cette
fonction sc compose alors de toutes les substitutions

_ x5+ 8
Sy ]
Y5+ 9

oua,f,y, ¢ sont quatre enticrs, tels que

«d — By =1.

n
c’est cette relation algébrique qui est bien connue sous le nom d'égua-
tion modulaire dans la théorie de la transformation des fonctions ellip-
liques.

Vérifions que le groupe G, formé des substitutions

(- a5+p>
~y o s 3 )’
15+0

ol ¢, B, ¥, ¢ sont entiers, cst bien commensurable avec son transform¢é
S~ GS par la substitution
S = (5, :-)a
n
olt n cst enlicr.

En effet, e groupe S=' GS est formé des substitutions

a:—t——p-
n

I ynz+ ¢

Nous savons qu'il y a une relation algébrique entre F(z) ct F( );

ot a, B, ¥, ¢ sont cntiers ct tels que a8 — fy =1.
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Le groupe commun g aux deux groupes G et S—! GS est alors formé

des substitutions
(- a5+ 3)
U’ —TTTR ’
s+

ou , B, v, ¢ sont des entiers satisfaisant aux conditions

o)

@ —By=1, y==o  (modn).

S

1

(Zest donc, par rapport 4 G, un sous-groupe & congruences ct par
conséquent un sous-groupe d’indice fini. C. Q. F. D.
Pour la méme raison, on a une relation algébrique cntre la fonction

modulaire F(z) et F(%z->> p et n ¢lant deux entiers premicrs entre

cux.

Plus généralement, je dis qu’il y aura une relation algébrique entre
la fonction modulaire I'(3) et IF <g’1 3) y a, b, ¢ etd élant des entiers
quelconques.

Car la substitulion

~ _as--b
N= ( Z'S;L'Zi)’

ol a, b, ¢, d sont des enticrs quelconques, peut toujours étre regardée
comme la résultante de plusieurs autres de la forme

_oa3--3 \ 3
("T; -T-é\) ot ac — By=1,
0

ou de la forme
(3, p3) ou (:, i)

I’ensemble des substitutions S, telles que F(z) et F(3,S) soient
liées algébriquement, forme donc un groupe continu.

Jus(u’a présent cet exemple était isolé, mais nous sommes mainle-
nant & méme d’en citer une infinité d'autres.

invisageons unc forme quadratique indéfinie F & cocfficients entiers
ct reprenons les dénominations du § II. Considérons le groupe repro-
ductif de I formé de toules les substitutions a cocfficients quelconques



LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'ARITHMETIQUE. 463

qui n'altérent pas cette forme, ct le groupe principal de F formé de
toutes les substitutions a coefficients entiers qui n’altérent pas cette
forme. A toute substitution du groupe reproductif correspondra unc
substitution fuchsiennc et au groupe principal de F correspondra un
groupe fuchsien G qui sera le groupe fuchsicn principal de F.

Soit f(5) unc des fonctions fuchsicnnes engendrées par le groupe G.

J’envisagerai également les substitutions du groupe reproductif qui
ont des cocfficients frractionnaires (ce sont celles que nous avons ¢tu-
di¢es dans le § IV ), les substitutions fuchsicnnes correspondantes ct
le groupe I' formé par ces substitutions fuchsiennes et qui sera un
groupe continu.

Soit 3 unc substitution fractionnaire du groupe reproductif de I;
soil s la substitution fuchsicnne correspondante appartenant 4 I'. En
vertu des lemmes 11 et VI du § ITI, le groupe principal de F sera
commensurable avec son transformé par S.

Donc G scra commensurable avec son transformé par s.

Iy a donc une relation algébrique entre

S(3) et f(z9),
s élant une substitution quelconque du groupe continu I'.

Les fonctions fuchsiennes arithmétiques jouissent donc, comme la
fonction modulaire, de la propriété qui nous occupe. La fonction mo-
dulaire n'en est d’ailleurs qu'un cas particulier et on I'obtient en pre-
nant, pour la forme quadratique F,

F =oay*— 2xs.

Ainsi il y a une propriété que I'on peut regarder comme la généra-
lisation du théoréme d’addition, si I'on regarde les fonctions fuch-
sicnnes comme la généralisation des fonctions elliptiques, mais que
Pon peut aussi regarder comme la généralisation de la transformation,
si I'on regarde les fonctions fuchsiennes comme la généralisation de la
fonction modulaire.
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Celte propriété n'appartient pas en général & toutes les fonctions
fuchsiennes; mais clle appartient aux fonctions fuchsicnnes arithmé-
tiques.

Cela peut faire concevoir I'espoir que ces transcendantes arithmé-
tiques rendront, dans la théorie de certaines classes d'équations algé-
brigues, des services analogues & ccux qu'a rendus la fonction modu-
laire dans '¢tude de I'équation du cinqui¢me degré.

Paris, 18 mars 188<.



