SUR UNE PROPRIETE DES FONCTIONS ANALYTIQUES.
Par M. H. Poincare, a Pans.

(Exirail d'une Lettre adressée o M, G.-B. Guecia),

Aduwnanza dell 11 novembre 1888.

La lecture de la Note de M. Vivanti dans un des derniers nu-
méros des Rendiconti . m’a vivement intéressé et m’a inspiré diverses
réflexions qu’il ne sera peut-Ctre pas inutile de mettre sous les yeux
de vos lecteurs.

D’aprés M. Vivanti, une fonction multiforme est de la n®»
puissance, si ’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre pour une va-
leur donnce de la variable, est lui-méme de la == puissance, au sens
de M. Cantor. En particulier, elle sera de la 1% puissance si elle
peut prendre en un peint donné une infinit¢ de valeurs susceptibles
d’ftre rangées en une séric linéaire:

Yoo X ooee s Nas v s

de fagon que chacune d’clles se trouve dans cette série une fois, et une
seule, avec un indice déterminé ; si, en d’autres termes, on peut
assigner A chacune de ces valeurs un numéro d’ordre. Au contraire une
fonction qui pourrait prendre en un point donne, par exemple, toutes
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les wvaleurs possibles commensurabies ou non , ou encore toutes les
valeurs incommensurables, serait de la 29 puissance.
Je me propose d’établir qu’il 0’y a pas de fonction analviigie mul-

5

tiforme d’unc puissance supdéricure 4 la 1% Mais pour cela il faut bien
s’entendre sur ce qu’on doit appeler fonction analytique.

Jadopterai la définition de M. Welerstrass.

Un ¢lément de foncton analytique sera une séric de pulssances
convergente a 'mtérieur d’un certain cercle. Deus ¢léments de fonctions
seront la continuation analvtique un de autre, ou, plus bricvement,
seront dérivés 1'un de Pautre quand les deux cercles de convergence
ont une partic commune ct que dans cette partic commune les deux
séries ont mdme sommnie,

Pour construire une fonction analytique, nous partirons d'un ¢lé-
ment de fonction I, convergent dans un certain corcle € Nous con-
struirons ensuite les divers ¢léments de fonction 17, dérives de [ puis
les ¢Clements £, dirivés des divers Cements 75 puis les Cléments P
dérives de F,, ct ainsi de suite. |

L’ensemble des Cléments [0 celul des Cléments [7), ete, sont de
la 2% puissance. Mais 1l 1west pas nécessaire d'envisager tous ces Clé-
ments pour obtenir toutes les déterminations de la fonction,

FPappellerai I ceux des ¢iéments 19 dont le cercle de convergence
C} aura pour centre un point ayant ses deux coordonnées commensu-
rables.

Il est ais¢ de vérifier que Penscruble des ciéments 17 est de ln o
puissance (et quiih en est de mdnme do Ponsemble dos amenes 1
dérives d’un ¢lement F, donnd).

On voit awssi sans peine que tout point intéricur & 1'un des cor-
cles de convergence € de Pun des Séments 17, sera aussi intéricur 2
Pun des cercles de convergence €7 de Pun des Cléments 17,

Fout cercle ayant une partic commune avee Pun des corcles
aura ausst unc partic commune avee un des cercles ¢’ Donc, tout
clément dérive de 'un des dléments I sera aussi dérive de Pun des
Clements F7 . Les divers Céments F sont done dérivés des divers &lo-
ments F; de méme les éments F oseront dlrivés des ¢léments
F, ctc.

La considération des éléments 17, FF, F7, ete. suflit pour obte-
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nir toutes les déterminations de la lonction, Soit en cffet A4 M B un che-
min quelconque allane de fa valeur initiale A de la variable 4 la va-

L F

leur finale B. Il existera un nombre for d’Clements I, I, I, .. .

i3

avant pour cercles de convergence €, €, C,, ..., C, ¢t tels que

I, sort dérive de I, que le point A soit ntéricur & C

) et le point
Ba C, et que Pare AMB traverse successivement le cercle C), la
partie communce a C et ), lecercle € Ta partie communed C et C,, ete,,
sans jamais sortic de Pensemble des n - 1 cercles C, €, ..., C,.
Ce n'est qu'a cette condition que la fonction aura une valeur déter-
minde au point IJ quand on sera arrive en ce poimt par le chemin A M B.

Nous pourrons alers remplacer £, 7, ..., I7, parn <~ 1 le-
ments [0, 17, o0, Foqui en différent assez peu pour que V'arc 4 M B
ne sorte pas de Pensemble des 2 ~- 1 nouveaux cercles de convergence
C, e, o, O

La considération de cos cléments I sutht donc pour faire con-
naitre Ia valeur quiacquiert Li fonction quand on a parcouru le chemin
AMB, C.QED.

L’ensemble des Clements £, 47, .., [7 ete. est de la 1ére
puissance.

i citet, Pensemble des cléments I derives de £, est de la 1%

puissance; done on peut attribuer 2 chacun d’eux un numdéro d’ordre «, .

o)

L7ensembie des Clements I acnivis de colui des Ceéments F! oqui a
pour numéro d’ordre «,, sera encore de la 1™ puissance, done on peut
donner & chacun d’cux un numdére d’ordre «,, et ainsi de suite.

En résumé, un Cément 27 sera délini par 2 numéros d’ordre ¢
oy ey e, %

De sorte que Uensemble des clements ) F., ..., F! etc, aura

22
méme puissance que Uensemble des lractions continues limitées :
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ou que P’ensemble des nombres commensurables, lequel est comme on
sait de la 1% puissance. C.Q.F.D.

Tl suit de la que Pensemble des délerminations d'une fonclion ana-
lytique en 1 point donné cst toujours, @i plus, de la 1% puissance.

1l n’existe donc pas, par exemple , de fonction analytique qui
prenne en un point donné toutes les valeurs possibles commensurables

ou 1o,
Paris, le 27 octobre 1888,

PoixcaRrg.
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