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EXTENSION DES THEOREMES DE M. TCNEBICHEFF. 2)

. . 1)
Extension aux nombres premiers complexes des théoremes

de M. Tchebicheff;

Paz M. H. POINCARE.

I.’¢tude des travaux si intéressants (que M. Sylvester a récemment
consacrés 4 la théorie des nombres premiers (The Messenger of Ma-
thematics, New Series, n* 241, May 1891) m’a déterminé a4 entre-
prendre une généralisation des théorémes de M. Tchebichefl' (voir
Journal de Liouyille, 17 série, t. XVII) et & essayer de les étendre
aux nombres premiers complexes. Les résultats auxquels je suis par-
venu n'ont pas, comme d’ailleurs on devait s’y attendre, le caractére
de précision ui distinguent ceux de I'éminent géométre russe.

Les inégalités de M. Tchebichefl ne se prétent pas toutes également
bien a la généralisation que j'avais en vue. J'ai donc cherché & en
trouver d’autres qui la rendissent plus facile. Celles que j'ai obtenues
ainsi n'ajoutent (ue bien peu de chose & ce que le savant russe nous
avait appris et sont souvent méme contenues dans les sicnnes. Elles
n’offrent donc d’autre intérét que celui qui peut résulter de la méthode
employée pour y parvenir; j’ai cru néanmoins devoir publier ici les
propositions auxquelles j'ai été conduit de la sorte. Le n° 1 se rattache
mal & mon sujet et ne m'a mené 4 aucun résultat important. Je le
conserve néanmoins dans espoir que de plus habiles que moi ¢n
pourront lirer parti. '
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26 H. POINCARE.

1. Rappelons d’abord les notations de M. Tchebicheff et les équa-
tions fondamentales.

Nous désignerons par 0(x) la somme des logarithmes des nombres
premiers qui ne surpassent pas x ct par T(x) la somme des loga-
rithmes de tous les nombres entiers (ui ne surpassent pas .c. On a

alors _
T(a)= R0 ¢/

La sommation est étendue & tous les nombres enticrs positifs m ot &
tous les nombres enticrs positifs n. Il est & remarquer que la somme
du second membre est limitée, car 0(x) est nul si

r < 2.

On peut éerire également

() T@=)+4(5)+4(3)++4(5)+-
(3) (&) =0(e)+ 0o+ 0o +...,

ct l'on en déduit

3) o)=Y aT () 0= aiis

ou
£, =0,

si n est divisible par un carré;;

si n.=1 ou si n, n'étant divisible par aucun carré, contient un nombre
pair de facteurs premiers;
&, = — 1,

si n, n’¢tant divisible par aucun carré, contient un nombre impair de
facteurs premiers.
Il résulte d’abord, de la définition méme de T(x), que

T(x) =logT[E(x) +1],
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en désignant par E(z), sclon la coutume, le plus grand entier con-
tenu dans z.

Soit maintenant C la constante d’Euler et posons
o(z)=x —log(1 + x);

une formule bien connue nous donnera
P .
logI'(x+1)= Yo (;) —Cu,

la sommation s'étendant & tous les entiers positifs .
Posons, d’autre part,

T'(x)=logT(c +1) + Clx — E(s)),

d'ot

T(z)= Yo (%) — CE(x).
Soit a(.c) une fonction telle que

a(L)=1 si x2Z1; a(r)=0 pour x<1;

on aura ¢évidemment

li(w):a(%) +a(‘§) +a(%’) +...+a(%:)+...,

car le premier membre n'est autre chose que le nombre des entiers
(ui ne surpassent pas z, ct chacun des termes du second membre est
égal & 1, si n ne surpasse pas x, ct & o dans le cas contraire.

Si donc nous posons

Y () = o(r)—Ca(z),

il viendra

() T(e)=¢ (5) +4 () +¥(3) +-.
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- (lomparons maintenant T (x) a T'(x).
Nous aurons, pour z > 1,

logT'(2) < T(z) <logT(«c +1).
On a donc

T(z) > log'( + 1) — log.c.

D’autre part, « — E(z) cst toujours compris entre o et 1, de sorte
que
logF (e +1) + C>T'(x) >logl'(x +1):

d’otr enfin
() T'(e) >T(x)>T(x) - C—logx (*).

Des inégalités (5 ), nous pouvons déduire un premicer résultal, ¢'est
(que, si
§(r)
£
tend vers une limite finic et déterminée, quand « crolt indefini-
ment, cette limite ne peut étre que Uunité.
w(

Pour le démontrer, jobserve d’abord que le rapport L';—-' décroit

de 3 &4 o, quand z croit de 0 & += ; on a donc

(6) (o)< 2.

Envisageons maintcnant la quantité
B z
=2(%)

(') On peut méme démontrer que

T(x)—T(z)<[1t+log (z +1)][x — E(2)]:

mais cette inégalité m’est inutile pour mon objet.
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n prenant sous le signe 2 les valeurs E(x) +1, E(s) + 2,

E(x)+3, ..., ad inf. Comme on a évidemment

+1
"l rtds x?
pey >
-~
n

(u+|)”
il vient -
B< [ B
JEw 7
oll
xt a?
B< E(rx) < x—1

Or on a, en vertu de I'inégalité (6),

B s ; .
z> zw(';) [n=E(z)+1, E(z)+2, ..., ad inf).
Nous avons donc
z x?
So(3) <so=y
Définissons maintenant une fonction 3(x) par les conditions sui-
vantes
Bx)=a(x)=1 pour 21,
B(x)=w(r) » <1,

)+8(5)++8(3) +
* ) () +°‘[P(xav)]
ler=)+ o [ra=s]

La premiére ligne du second membre est égale & K(x) et, par consé-
(juent, plus petite que x; la scconde ligne est plus petite que

! viendra

#(

-8
wig

-8 <o

I

-+

€

x’
a(z—1)
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11l vient donc

8(2) +8(2) +orr () 4. < B2

/

Le second membre de cette inégalité, divisé par z, tend vers 3 quand «
croit indéfiniment ; nous pouvons donc prendre x assez grand pour que
ce second membre soit plus petit que 2z et que

(7) 38(3) <oe.

Cela posé, revenons aux inégalités (5). Comme le rapport de C,
de logz, ou de « 4 T(«¢) ou a T'(x), tend vers o quand x croit indéfi-
niment, ces inégalités montrent que I'on pourra prendre o assez grand
pour que l'on ait, pour toutes les valeurs de x supérieures & .,

@8) (+)T(x)—20e>T()>0—¢e)T(c)+ 20,

et cela quels que soient les nombres positifs ¢ et b.
Je dis maintenant que P'on nc saurait avoir pour toutes les valeurs
positives de x

(9) (1+ ) ¥ () <$(r) + bp(r),

car, s'il en ¢tait ainsi, il viendrait

(1 + e)z'{/(-f;) <3y 44(,%) + "Zﬁ(f)
ou a fortiori

(1 +&)T () < T(x) + 2ba.

L’inégalité (8) n’aurait donc jamais licu, méme pour les grandes va-
leurs de¢ .

Je dis ensuite qu’on ne saurait trouver un nombre x, assez grand
pour que I'on efit, pour toutes les valeurs de i supéricures i «,,

(10) (14+ Y (2) < ().
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Si cela était, en cffet, on pourrait trouver un nombre b assez grand
pour satisfaire aux conditions suivantes. Pour

1Sx s,

on devra avoir

b>(1+¢) Y (w) —$(x).
1+ )y <Y+ bB(x), car B(x)=1,

d’on

et, de plus,
b>1+4¢,
d’ou, pour x <1,

O+ Yy <+ b3(x), caar Y=8=0w, J=o0

1’inégalité () aurait donc licu pour toutes les valeurs positives de .-,
ce qui est absurde.

Nous devons donc conclure que 'on a une infinité de fois (je veux
dire pour une infinité de valeurs entiéres de «)

(1+€) ¥ (2) > Y(«).

On démontrerait absolument de la méme maniére :
1° (Qw’on ne saurait avoir, pour toutes los valeurs positives de .,

(1= ¥ (=) > $(x) — bi(2):

2¢ (Qu’on aura une infinité de fois

(1= &) ¥ (2) <$(2).

. . . . o . v e_ .
Ainsi, quclque petit que sout ¢, le rapport X ost une infinité de fois

l#’
plus pelit que 1 + ¢ et une infinité de fois plus grand (ue 1 — e.

- Li ! L]
Or le rapport % tend vers l'unité quand « tend vers + = .

Done, quelque petit que soit ¢, le rapport % est une infinité de
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Jois plus petit que 1+ ¢ et une infinité de fois plus grand que
1—¢

Si ce rapport tend vers une limite, cette limite ne peut done étre
que 'unité, . C. Q. K. D.

On peut déduire également des inégalités (5) unc autre consé-
(lllen(’(.‘.

Envisageons I'expression suivante, introduite par M. TchebichefT,

.
N

U(e)=T() +T(5) -T(5)-T(5)-T(5)
et posons de méme
U(r) =T (c)+T (;-,) ~-T (f) -T(3)-T(5)
Nous pourrons conclure des incgalités (5) que

U'(r) = 20 = logs — |0g;—0
<U(e)<Ua)+3C +log= + log s + log =

Ces inégalités ont lieu pour « > 3o.
Mais M. Tchebichefl a montré ensuite que

en désignant par v ceux des nombres entiers qui sont premiers avee 3o
ou qui sont divisibles par 6, par 10 ou par 155 chaque terme est affecté
du signe + dans le cas ot le nombre v correspondant est premier
avee 3o et du signe — si ce nombre est divisible par 6, 10 ou 155 il en
résulte d'ailleurs que, si Pon range les termes de facon que le nombre v
aille constamment en croissant, les termes scront alternativement po-
sitifs et négatifs.
Nous aurons de méme

Ux)= 2: + .p'(';)
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M. Tchebicheff a remarqué que la série

S=¢(%)

a ses termes alternativement positifs et négatifs et que leur valeur ab-
solue va constamment et indéfiniment en décroissant, et il en a déduit
les inégalités

(@) -4 (3) < U@) < (o).
Au contraire, la série
2=¢(3)

n'a pas des termes dont la valeur absolue va constamment en décrois-
sant. Mais il est aisé de tourner cette difficulté. Nous avons, en effet,

2:-{/(“{):2—_'-“,(?) ffzz-:z(?)-
Les deux séries

S+a(2)

210:(%)=1—1+1—1+...:tl:4:0to¢...

et

ont leurs termes alternativement positifs et négatifs et indéfiniment
décroissants; on a donc

w(m)>2:tw(§)>m(x)—m(g),
210((?):1 ou o,

w(z)—w (g) -C<U(v)< w(x)

d’ou

ou, st z > 6,

(@) - (§) - C<U(@) <Y (2) + C.

Journ. de Math. (4 série), tome VIIL — Fasc. 1, 1892. 5
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Si nous comparons aux inégalités de M. Tchebicheff et a celles qui
limitent la différence U'(x) — U(x), il vient

Y(x)—Y (g) < w(z)+ §C + 3logx — log3n,
Y(x) > w(r)— w(g) — 2C — 2logx + log3o.

Ces inégalités sont moins précises que celles de M. Tchebicheff.
Elles n’ont donc d’autre intérét que celui qui peut s’attacher a la
méthode qui a permis de les obtenir.

Je signalerai, en passant, une formule d'ou I'on pourrait tirer di-
verses inégalités analogues & celles de M. Tehebicheff; ¢'est la sui-
vante :

() -7 () - Tl = 2=+ (3)

Dans Ia série du second membre figurent tous les nombres v qui sont
divisibles par # ou par # + 1, et les termes de cette série sont alterna-
tivement positifs et négatifs.

2. Posons |
Vi, ,.)=E(.f-) + E(‘f) .+ E(2)

J'observe que
E(x) _ 2z
= —1<E(3)<

Ele),
,)

Si nous posons alors

Sp=1+1+...+

1
-9
. . "

il viendra donc

E(4)S, > V(z,n) >E(2)S,— n+1.
Mais on a, d'autre part,

n -1
n

log

<i<logzz
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d'ou
log(n +1) <S, <1+ logn;
d’ot, enfin,
E(z)(1 + logn) > V(z, n) > E(z)log(rn +1) — n +1.

Si n est plus grand que E(z), on a évidemment

V(z, n)= V|z,E(x)];

car

E('—;) =0 sip>E(x).

Si donc nous désignons par V() la séric indéfinic

V(x):E(?) +E(-§) +...+E<‘;f—)+...,
0on aura v(x) _v [x’ E(‘c)]’

d’ou
E(x)[1+logE(x)] >V (x2) > E(x)log|E(z) +1]— E(x) + 1.

Ces inégalités montrent déja que la valeur asymptotique de V()
est xlogx, c'est-a-dire que, quand « croit indéfiniment, on a

I.

Mais il est possible de trouver des inégalités plus serrées.
Combien, cn effet, dans la série V(x), y a-t-il de termes plus
grands que p ou au moins égaux a p? Il y en a évidemment I(%)
Combicn y cn a-t-il qui soient précisément égaux a p?lly en a
évidemment E (f) —E (——£~)
p p+1
Si nous posons
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les ¢ premiers termes de V (z) scront plus grands que p, nous aurons
ensuite

E (%) —E (;%) termes ¢gaux a p.

E(—-’”—) —E (‘;) termes égaux a p ~1,

On en déduit
V@)= Vi@ 9 +p[E(5) ~E(;55)]
+@-v[EGE) -E )]+
ou bien +2[E(2) - E(5)] + [E@ - £(F)]

V(2)=V(z, g) + E(2) + E(Z) +...+ E(3) = pE(5 5 )

ou enfin

V(z)=V(z,9) + V(= p) - py-
Ainsi V (z) est compris cntre les limites suivantes
E(2)(8, +8,) — py

E(z)(Sp+8)—pg—p—1q+2

el

La différence entre ces deux limites est p + ¢ — 2. 8i done p est la
racine carrée de  calculée 4 une unité prés par défaut, de sorte que

P=E(\/-;),

g sera au plus égal 4 p + 2, de sorte que la différence entre nos deux
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limites sera de méme ordre de grandeur que la racine carrée de x,
tandis que, dans les inégalités que j’avais d’abord établies, la diffé-
rence entre les deux limites était de méme ordre de grandeur que «;
car clle était égale 4 E(z) —1.

De I'équation
Viz) _

lim =
zlogz

?

on peut déduire une nouvelle démonstration de ce fait que 'on a une
infinité de fois

Y(=)> az,

si a est plus petit que 1, et une infinité de fois

Y (o) < az,

si @ est plus grand que 1. Cette nouvelle démonstration se préte mieux
que la premiére 4 une généralisation.

Supposons, en effet, que I'unc de ces deux propositions ne soit pas
vrai¢, la premiére, par exemple, c'est-d-dire que I'on n’ait pas une

infinit¢ de fois
Y (z)>ar (a<Lh).

Alors on pourra trouver un nombre x, assez grand pour que, pour
x> iy, On ait

Y(z)< ax.

On pourra alors trouver un nombre b assez grand pour que, pour
toutes les valeurs de z, plus grandes que 1, on ait

Y(r)<ax+b— a;
en effet, la différence ¢(x) — ax, quand on fait varier z depuis 1
jusqu’a x,, reste limitée.

Il viendrait alors

Y z)<aE(z) + bav(a:)

pour = >1, puisque a(xz) =1, E(x) >z — 15 et pour z <1, on
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aurail
¥(2) = aE(z) + ba(a),
puisque
() =E(z) = a(z) = 0.
Donc
24(3)<eZE(3) 0 Xe(3)
ou
T(x)<aV(z)+ VE(x)
ou
T(x) V(=) E(z)
zlo:z <a.tlo:z +b xlo:x.

Mais cette in¢galité est impossible, puisque le premier nembre tend
vers 1 quand z croit indéfiniment et que les deux termes du second
membre tendent respectivement vers a < 1 et vers o.

La proposition que nous avions en vuc est done démontrée per ab-
surdum.

Cette proposition étant établic pour $(x), il est aisé d’en trouver
d’analogues pour 6(x) et pour la fonction ¢ () qui exprime combien
il y a de nombres premiers qui ne surpassent pas .r.

On a, cn effet,

Y(z) — 2Py =0(e) — 0+ 0ye — Oy +...,
Y(z) — 2V <H(2) <Y ().

Je dis alors qu’on aura une infinité de fois

d'ol

(zx)<L ax,
si @ > 1 car on aura une infinité de fois
()< YP(z) < ax.

Je dis maintenant qu’'on aura une infinité de fois

0(w) > az,
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si ¢ < 1. En effet, il résulte des inégalités de M. Tchebicheff que I'on
peut prendre x assez grand pour que

(=) <33
on a donc, si z est assez grand,
0(x) >§(x) ~ 2 vz > 4§ (x) — I
el, par conséquent, une infinité de fois

si a < 1, et unc infinité de fois

0(x)> a'x,
sia < a. C. Q. F. Iy,
8(7)

Done, si—— tend vers une limite, cette limite ne peut étre que

Punité.

3. Passons a la fonction $(z) qui exprime combien il y a de nomn-
bres premiers plus petits ou égaux a .
On a, par définition,

I(z)= ZIng (psr)
et

() =X (1):

tous les termes du second membre sont égaux a 1, et & chaque nombre
premier p plus petit que x correspond un de ces termes. On anra done

¢(z)logz = z log
ct, puisque
logz 2 logp,
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on aura

¢(z)logz > 0(x).
Comme on a une infinité de fois
« 0(z)>ax, s a<l,
on aura unc infinité de fois
?(@) > e

Pour trouver une autre limite de ¢ (), je vais faire usage d’un ar-
tifice qui est dd a M. Sylvester.

Comme il est clair que le nm nombre premier est plus grand que
le n*e nombre entier, il viendra

Tle(2)] <W(z).
Or on a, si b est plus petit que 1 et & partir d’un certain rang,
T(z) > bzlogz.

On aura donc, si x est assez grand,

0(x) > bp(z)logp().
Ov
logg(z) > logl(x) —loglogx;
donc
O(x) > bo(x) [logl(x) — log logx|
et

0(z)
)—loglogz’

1
‘f(w) < b logh(z
Or on a une infinité de fois

I(z)< az, si a>1.
Or la fonction

__ry
logy — log logx
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considérée comme fonction de y, est croissante pourvu que
y>i1+logz.
Or, si z est assez grand, on aura certainement
0(x) > 1+ logx
et, par conséquent, on aura une infinité de fois

0(r) arx .
log () — log logzx < log(ax) — loglogx

I est clair que le rapport de

azx ., ax
log(az) — log log2 a logx

tend vers I'unité quand z crolt indéfiniment. Si donc « est assez grand

et a’'> a, on aura
ar

log(az)— loglogx

axr
< logz”
On aura donc une infinité de fois
. a x
HW2) <5 fogz"

Or, si ¢ est un nombre quelconque plus grand que 1, on pourra tou-
jours trouver trois nombres a, @, b, tels que

[

cz%, a>a>1>0.

On aura donc unc infinité de fois

3(x) < 1o

logz’

M ) w " . . . . .
Si donc le rapport de ¢(z) 4 T tend vers unc limite, cette limite

Journ. de Math. (/" séric), tome VIII. — Fasc. I, 18¢2. 6
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ne peut étre que P'unité. Ce résultat est contenu comme cas trés par-
ticulier dans les premiéres propositions de M. Tchebicheff, et je n'ai
cru devoir en donner une nouvelle démonstration que parce qu’elle se
préte mieux a la généralisation que j’ai en vue.

Ce raisonnement est dd a M. Sylvester; mes inégalités sont moins
précises que celles de I'éminent géométre anglais, mais clles sont ana-
logues et me suffisent pour mon objet.

Posons, 4 I'exemple de M. Tchebichef,

A =o0,9212.

Les mémes raisonnements, combinés aux inégalités de M. Tchebicheff,
conduiront facilement aux résultats suivants:
On aura, & partir d'unc certaine valeur de z,

ar . 6
f(’)<|—0?;.’ St a>5.'\
el

2e)> 2, i b<A.

4. Avant d’étendre les résultats de M. Tehebicheff aux nombres
idéaux, je vais rappeler succinclement la définition et les proprictés
de ces nombres, en renvoyant, pour plus de détails, & POuvrage de
M. Dedekind sur les nombres entiers algébriques (Paris, Gauthier-
Villars, 1877).

On appelle nombre algébrique toute racine de Péquation

(1) U™~ Ay L A @y ™2+ @+ = 0,
dont les coefficients @; sont des entiers ordinaires. Ce nombre algdé-
brique est dit entier sile cocfficient a,, est égal a1,

Considérons maintenant tous les nombres de la forme suivante

(2) =y 0L A Lyl A A L

ou les coefficients a; sont des nombres rationnels ordinaires, et ol .
satisfait & équation (1). Ce sont ¢videmment des nombres algébriques,
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et nous dirons qu'ils appartiennent tous au corps défini par I'équa-
tion (1).

Parmi les nombres algébriques qui font partic d’'un corps, nous
distinguerons ceux qui sont entiers, ct nous dirons qu’ils appartien-
nent & un systéme de nombres complexes, systeme défini par I'équa-
tion (1).

I1 résulte de ces définitions que la somme et le produit de deux
nombres complexes d’un systéme sont deux nombres complexes du
méme systéme.

Pour éclaircir ces définitions, supposons que I'équation (1) s'écrive

x*+ 3 =o0;
les nombres du corps correspondant seront de la forme

y=ao+a,\/-—-3,

%, ¢t a, étant rationnels. Si a, ct «, sont enticrs, le nombre y sera cer-
tainement un nombre entier algébrique et appartiendra, par consé-
(uent, au syst¢me de nombres complexes considéré. Mais cette con-
dition n’est pas nécessaire. Si, en cffet, 2a, et 22, sont deax entiers
impairs, nous aurons

ha; ==4a
el, par conséquent,

=1 (mod 4)

has +12¢i=0  (mod4).

Le nombre y scra donc cntier algébrique et fera partie du systéme,
puisqu'il satisfera & I’équation

=20y + (4 +3a2) =

dont les coefficients sont entiers.
Cela posé, considérons p nombres complexes d'un méme systéme

'y!’ }’27 tey yp'
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Soient ensuite
Ry gy eony G

p nombres complexes arbitraires appartenant encore au méme sys-
téme.
Le nombre
S=a, )+ oY+ Y,

fera évidemment encore partic de ce systéme. L'ensemble de tous les
nombres complexes z que I'on obtient, en donnant aux coefficients
complexcs arbitraires a, toutes les valeurs possibles, s'appellera un
idéal et les p nombres y,, y,, ..., ¥, formeront la trame de I'idéal.
Deux nombres complexes u, et u, sont congruents par rapport i
un idéal, quand leur différence u, — u, fait partic de cet idéal; on
peut dire aussi qu’ils apparticnnent a la méme classe par rapport i cel
idéal. Le nombre des classes entre lesquelles les nombres complexes se
répartissent ainsi par rapport & un idéal donn¢ s’appelle la norme de
cet idéal.
Un idéal A est divisible par un autre idéal A’ quand tous les nom-
bres complexes qui appartiennent a A font aussi partic de A'.
Definissons maintenant le produit de deux idéaux A et B.
Supposons que la trame de A se compose de nombres complexes

Yis Yar ceen Yp
et celle de B des nombres complexes

~ .

N A A
celle du produit AB se composera des pg nombres complexes
3 Vk (i=1,2...,q5 k=1,2,..., p)
I est clair que le produit AB est divisible par A et par B; mais

M. Dedekind a démontré la réciproque, a savoir que, si un idéal B est
divisible par A, il sera le produit de A par un autre idéal C.
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La norme du produit de deux idéaux est égale au produit des
normes de ces idéaux.

I’idéal unité est celui dont la trame se réduit au nombre 1 et qui se
compose, par conséquent, de tous les nombres complexes du systéme.
Sa norme cst égale & 1. Un idéal quelconque est divisible par I'idéal
unite.

Un idéal cst premier s'il n'est divisible que par lui-méme ou par
I'idéal unité. M. Dedekind a alors démontré son théoréme fondamen-
tal : Un idéal quelconque peut toujours étre décomposé d’une ma-
niére et d’une seule en facteurs idéaux premiers.

11 peut arriver que deux trames

Yo Yy cees Vpy
Yo Yo o oeos Ye

soient équivalentes ct donnent naissance au méme idéal. On peut done
se proposer le probléme suivant : Etant donné un idéal défini par sa
trame, réduire cette trame a sa plus simple expression, c’est-a-dire
la remplacer par une autre trame équivalente, de facon & abaisser au-
tant ue possible le nombre des entiers complexes dont elle se compose.
Ce nombre peut généralement étre réduit a deux et quelquefois 4 un.
Dans ce dernier cas, I'idéal se compose de tous les multiples de I'entier
complexe unique qui forme la trame, ct l'on dit que c'est un idéal
principal.

Considérons maintenant trois idéaux A, B et (i qui ne soient pas
principaux et supposons ue les produits AC et BC soient des idéaux
principaux. Nous dirons alors que les deux idéaux principavx A ¢t B
apparticnnent 4 la méme classe. Le nombre des classes entre lescuelles
se répartissent ainsi les idéaux (et qu'il ne faut pas confondre avec les
classes entre lesquelles se répartissent les nombres complexes par rap-
port & un idéal donn¢) est fini.

Nous considérerons en particulier le systéme d'idéaux que 'on ob-

tient en partant de I'équation
’+1=o.

Le syst¢éme des nombres complexes correspondants se composera done
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de tous les nombres complexes de Gauss

a + bi,
ol a et b sont entiers.

Il n’y a alors qu'une seule classe d'idéaux, ct tous les idéaux sont
principaux. Un idéal quelconque se composera donc de tous les mul-
tiples d'un nombre complexe a + bi, qui formera sa trame, et il aura
pour norme a® -+ b* et pourra étre représenté lni-méme par le symbole
a + bi. Mais il importe de remarquer que deux nombres complexes
@+ bi et ¢ + di peuvent donner naissance au méme idéal.

Si, en effet,

c=—a, d=-=0>b,
ou si

c=-—10, d= a,
ou si

C = b, d=— a,

¢ + di est multiple de a + bi et a + bi multiple de ¢ + di, de sorte
que les deux idéaux représentés par les symboles @ + bi et ¢ -+ di
sont identiques; c'est d'ailleurs le seul cas ot cela ait licu.

Les idéaux premiers sont de deux sortes : les uns ont pour norme
un nombre premier ordinaire de la forme 47 + 1, les autres ont pour
norme le carré d'un nombre premier ordinaire de la forme 47 + 3.

Remarquons que, si p est un nombre premier ordinaire de la forme
tn +1, il y aura deux idéaux premiers de norme pj si, au contraire,
p est premier de la forme 47 + 3, il 0’y aura qu’un seul idéal premier
de norme p*.

“n cffet, un nombre premier p de la forme 47 + 1 peut, d'une ma-
ni¢re et d’une seule, se décomposer en unc somme de deux carrés

p=2"+y

et les deux idéaux x + iy et x — iy sont les deux idéaux premiers de
norme p.

Si, au contraire, p est de la forme 4n + 3, il n’y aura (u’un idéal
premier de norme p?, qui a pour trame le nombre p lui-méme, ct est
représenté par le symbole p.
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Hl y a encore un idéal premier qui a pour norme 2 et qui ne rentre
dans aucunc de ces deux catégories : c’est celui auquel on peut donner
pour symbole 1 + f ou 1 — .

Ainsi, le nombre des idéaur premiers dont la norme ne surpasse
pas & est égal a deur fois le nombre des nombres premiers ordi-
naires de la forme 4n + 1 qui ne surpassent pas x, plus le nombre
des nombres premiers ordinaires de la forme §n + 3 qui ne sur-
passent pas yx, plus 1.

Soit 7 + nile symbole d’un idéal quelconque; nous savons que cet
idéal ne change pas quand on change m et nen — met — n, ou bien
en — n et m, ou hien encore en — n et — m. On obtiendra donc tous
les idéaux possibles, et 'on n’obticndra chacun d’eux qu'une fois, en
donnant & m et & n toutes les valeurs entiéres ui satisfont aux con-
ditions

mz2i, n2o.

Revenons au cas général.
Soient A et B deux idéaux quelconques, principaux ou non. Le
symbole
r/x
VB

n'a, en général, aucun sens. Nous conviendrons, néanmoins, de défi-
nir la norme de ce symbole en disant qu’elle est égale & la racine pine
de celle de A, divisée par la racine pi*me de celle de B.

Si I'idéal A est principal, il se compose de tous les multiples d’un
nombre enticr complexe y 5 nous dirons que la norme de ce nombre
complexe y est égale a celle de I'idéal principal auquel il a donné nais-
sance. Si ce nombre complexe

Y=+ %x+ 12_1;3+ e+ zm_l‘l.m_g’
est réel, ce qui arrive si ¢,=~a,=...=a,_,, sa norme sc¢ réduit

ay™, m étant le degré de I'équation (r). Si donc y est un nombre riel
non entier, nous pourrons encore dire que sa norme est ¢gale a y"i et
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nous conviendrons enfin de dire, si y est un nombre réel non entier

et A un idéal, que la norme de \7 ‘{ est égale a la racine pie=¢ de celle

de y, divisée par la racine pi™ de celle de A.

8. Occupons-nous maintenant d’étendre & ces idéaux premiers les
théorémes de M. Tchebicheff, en employant des notations analogues.

Soit = un idéal quelconque.

Soit T(z) la somme des logarithmes des normes de tous les idéaux
dont la norme ne surpasse pas celle de .

Soit 0(x) la somme des logarithmes des normes de tous les idéaux
premiers dont la norme ne surpasse pas celle de «.

Il résulte d’'abord de la que si z, et x, sont deux idéaux de méme
norme, on aura

T(z,) =T(x,), 8(x,) = 0(z,).

. . m[r
Il peut arriver qu'on ne sache pas ce qu'on doit entendre par \/ -‘,;;

. . ¢ . m/jx
mais nous pourrons toujours désigner par 04 /= la somme des loga-

rithmes des normes de tous les idéaux premiers dont la norme ne sur-
passe pas la racine m*m® de celle de  divisée par la racine mi*®® de
celle de n.

Je dis alors que I'on aura

(1) T(:c‘)-_-zr)\"/é,

la sommation étant étendue, d’une part, a tous les entiers réels posi-
tifs m, et, d’autre part, & tous les idéaux n du systéme.
Soit, en effet, E(x) le nombre des idéaux dont la norme ne surpassc

I -+~ m ;' IR ¥}
pas celle de z, et, par conscquent, IS \/ ~ le nombre des idéaux dont

la norme ne surpasse pas la racine mi“® de celle de x divisée par la ra-
cine miém de celle de n.
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Soit a ('/ % une fonction définie comme il suit :

m [ . m .;<l
ay /- = $ mney/ -
~ = 0y 1 NOr n ’
m/r =z
a

. mnfJx
- =1, sinorme g/ —21,
n n

m/sar , ¢ . 0 e
la norme de \/; ¢tant définic comme au paragraphe précédent.

Il résulte de cette définition que

z(/;;___,(;).

Toutes ces définitions s'¢tendent immédialement au cas ot ., au
lien d’étre un idéal, est un nombre réel ordinaire positif entier ou non
entier; nous avons, cn cffet, défini au paragraphe précédent ce qu’on

. m/fua
doit entendre par la norme de \/; .

Cela posé, on a évidemment

(2) I‘Z(.'I;)::Za(f)‘

En effet, ceux des termes du second membre qui seront égaux & 1 et
non pas 4 o seront ceux qui seront tels que

nOrme 25 norme &,

et leur nombre sera précisément E(xz).
Cela posé, je dis que

‘ T(x) = ZlE (;) lognp + E (;—,) lognp + .. 3

i =2E(-[?;) lognp.

Journ. de Math. ( }* série), tome VIH. — Fase [, 182,

(3)

~J
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Nous écrivons, pour abréger, lognp pour

log norme de p.

La sommation du sccond membre doit étre étendue a tous les
idéaux premicrs p et & tous les nombres cnticrs réels et positifs m.

En cffet, T(ic) est, par définition, la somme des logarithmes des
normes de tous les idéaux dont la norme ne surpasse pas celle de «. Si
nous supposons tous ces idéaux décomposés en leurs facteurs pre-

“miers, T () sera la somme des logarithmes des normes de tous ces
facteurs premiers.

Combien de fois entrera, dans cette somme, le logarithme de la
norme de p? 11 y entrera :

1° Autant de fois qu’il y aura d'idéaux divisibles par p. 11y en aura
0 e (X . o3 o o .
¢videmment E (;), car, si y est un idéal divisible par p et dont la
norme ne surpasse pas celle de ., on ponrra tronver un idéal z tel
(que 3p =y, et dont la norme ne surpasse pas celle de = ;

, l’ ’
2 Autant de fois qu'il y aura d’idéaux divisibles par p?. ¢'est-a-dire
~ [ X . v 3 ¢ o . p . .
E (?) fois; car un idéal divisible par p* contient le facteur p deux
fois ¢t non pas sculement une fois;

3° Autant de fois qu'il y aura d'idéans divisibles par p*, ¢est-i-dive
~ xX . TR . . o
E (?) fois; car un pareil idéal contient le facteur p non pas den fois,
mais trois fois.

2t ainsi de suite.

La formule (3) est done démontrée.

On aura, d’autre part,

1) l)(,,;)::Z:(%)lu;.{ﬂp,

la sommation étant étendue a tous les idéaux premicers p.
En effet, 0(«) est la somme des logarithmes des normes des idéanx
premiers dont la norme ne dépasse pas . Le terme lognp devra done



EXTENSION DES THEOREMES DE M. TCHEBICHEFF. 51

entrer dans I'expression de §(x), avec le coefficient 1 ou avee le cocf-
ficient o, suivant que la norme de p ne surpassera pas ou surpassera

. . e . r ) . \
celle de i, ¢'est-d-dire suivant que « (—,;) sera ¢gala 1 ou 0.
On en déduit

0§/ =5 /) o = s

la sommation étant élendue a tous les idéaux premiers p,

/L =Ya(-Z

2 J\/” Za pre lognp,

la sommation étant étendue : 1° & tous les idéaux premiers p: 2° 4

tous les idéaux possibles 15 3° & tous les entiers récls et positifs m.
D’antre part, la combinaison des formules (2) et (3) donne

T(x) :2 E (ﬁ) lognp =2 a(v”;m‘/) lognp.

La formule (1) est done démontrée. Je Iéerirai sous la forme suivante,
en introduisant une fonction auxiliaire 4 (.2) :

T(:r,)zz-.’,(%), ',’4(_.0}:20';.;.

6. Bornons-nous maintenant aux idéaux (ui se rapportent a I'équa-
tion %+ 1= o0, et qui, comme nous I'avons vu, peuvent étre repré-
sentes par le symbole mr + ni.

N\ous aurons besoin de savoir calculer la valeur asymptotique pour .«
trés grand de certaines sommes de la forme suivante

E sim.n),

la sommation étant ¢tendue a tous les idéaux m + ni dont la norme ne
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dépasse pas celle d’un nombre réel donné «, c'est-a-dire i tous les sys-
témes de valeurs de m et de n telles que

(1) m>u, n>o, m®+ n3Sx.

Supposons d’abord que la fonction 3(%, n) soit constamment posi-
tive et croissante, c’est-i-dire que 'on ait

2(E+h,n+K)>9(, ),

si et k sont positifs.
On aura alors

%(m, n)<ff9(’£, ) dsdn < g(m+1, 1+1),

I'intégrale double étant étendue & la surface du carré qui a pour som-
wets les quatre points

: v
G=myq=n35=m+1,1=n:

t=myp=n+rii=mAa,0=0n+1),

et qque j'appellerai, pour abréger, le carré (m, n).
Nous aurons donc

S5 (m, )< [ [3(& n) diddn.

I'intégrale double ¢tant étendue a tous les carrés (m, n) satisfaisant
aux conditions

(1) m? 4+ n® = x?, m-, n-o.

Or tous ces carrés sont tout entiers contenus dans 'aire limitée par
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les droites § = 1, y = o et par le cercle

B 2= (o +y2)',

Fig. 1.
"
¢ H
hﬁ §\\
| JE— . ~
S .
OA=0B =1, \\\
0C = OF =z — 3, \\ N
oD = 0OG :.l;—}—\/;; S \\
\
K
 — TR

¢’est-i-dire dans aire ACDIIFKA de la fig. 1.
I1s sont done tout entiers contenus dans 'airc ACDHGEBA limitée
par les deux axes et par les circonférences

2= (x+y2), Br?=,

aire (que j'appellerai, pour abréger, 'aire &.. Notre somme
b b

2

g(m, n)

est donc plus petite que I'intégrale double étendue a Faire ..
Cherchons maintenant une limite inférieure de notre somme

2

¢(m, n),

cette somme doit étre étendue a tous les idéaux tels (que

mi, nZo  (m*+ n?)Sxt:
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mais, commce  est essenticllement positif par hypothése, cette somme
sera plus grande que la méme somme étendue aux mémes combinai-
sons de valeurs de m ct de n, i 'exception des suivantes

m=1, n=iIj m=m, n=o.

De plus, chacun des termes que nous aurons conservés sera plus
grand que l'intégrale double étenduc au carré (m — 1, n —1).

Il vient donc
X ¢(m n)> f [ 42 n) dEdn,

I'intégrale double étant étenduc & tous les carrés (m — 1, 1 — 1) tels
(jue
m>1, n’i (m?+ n*)sa?,

a Pexception du carré (o, o).

Soit % l'aire recouverte par I'ensemble de ces carrés.

Appelons &' I'aire ACFEBKA, limitée par les deux axcs, par les
cotés BK et AC du carré (o, o) et par le cercle

B pr= (2 —y2)"

cetle aire A sera tout enticre contenue dans Latre .
Notre somme
-
z g(m, n)

sera done plus grande que U'intégrale double étendue 4 laire 1.
Si donc nous désignons par A I'intégrale double étendue a Paire v,
par A’ cette méme intégrale étendue i Paire A/, on aura

A> 2 g(m,n)>A'.

La différence A — A’ est I'intégrale double étendue d'une part au
triangle curviligne ABK, d’autre part i I'aive CDHGEFC. Admettons
(jue le rapport

A—A
A
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tende vers o quand x croft indéfiniment; il scra ais¢ de vérifier (ue
cctte condition est remplic dans les diverses applications que je fera
plus loin.

On aura alors

. Eo(m,n)
lim A’—- =1,

ce que nous exprimerons cn disant que I'intégrale A est la valeur asyin-
ptotique de la somme

z?(m, n).

Supposons maintenant que la fonction o( E soit constamment
Tl
positive et décroissante, c'est-i-dire (ue

G+ b+ k)< 3 (5 m),

si b ct k sont positifs.
On aura alors

“(m, n)>ff?(’;',n)¢l’.{dn>?(m+|, n4-1),

Cintégrale double étant étendue aa carré (m, n).
On aura donc

r »
> 5(m, u)>ff?(=, )l d,
Pintégrale étant étendue & tous les carrés (m, 1) tels que
m-u, n’o (m*+ n?)~u«*,

ou a toute aire contenuc tout enti¢re dans laire recouverte par l'en-
semble de ces carres.

Tel est le cas de 'aire ACFKA que j'appellerai € et qqui est limitée

Jap

par les droites § =1, v = o et par le cercle

Bamr= (e —v2)"
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Si donc je désigne par C lintégrale double étendue & l'aire 2, il
viendra

3 3(m, n)>C.
z ¢(m,n)= 21 +2’.

. 2 3 (myn)

loujours étendue & toutes les combinaisons de valeurs de m et de n
satisfaisant aux conditions (1), Z, cst la méme somme étendue aux
systemes de valeurs de m et de n qui satisfont aux conditions

Soit maintenant

[.a somme

(2) m=n=1
ou
(2 bis) n=o.

X, esL encore la méme somme étenduc i Lous les systémes des valeurs
(qui satisfont aux conditions (1), sans satisfaire aux conditions (2) ou

(2 bis). On a alors
3 <[ 9 n)didn,

I'intégrale double ¢tant étendue & tous les carvés (m — 1, n — 1) tels
(ue
m>r, n’u (m*+ n*)y a?,

al'exception du carre (o, o).
Tous ces carrés sont tout entiers 4 intéricur de aire -A.

On a done
2 <A

C <29(m, n)<A +2'.

el par conséquent
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Or, dans l'nniquc application que nous ferons [en supposant

w(m, n)= E'—-:_-"n?]’ il est facile de voir que Z, et C— A restent

finies quand . croit indéfiniment, tandis que les deux intégrales C:
ct A croissent au dela de toute limite.
On aura donc encore

lim E—————?(:’”) =1;

c’esl-a-dire que A sera encore la valeur asymptotique de Z¢(m, n).
Soit d’abord

¢(m, n)=log(m?*+ n?);
d'ot

2 w(m, n)y="T(z).

La fonctlion log(m? + n?)est positive ct croissante dans laire .v..
La valeur asymptotique de T () sera done l'intégrale

A=fflog(§’+'r,’)(ﬁ,(l-r‘,

¢tendue i Paire A, ¢'est-i-dire

A=ﬂ[(‘”_'*‘a\/;_)’log(r +-\/.})__ (_f_";_Vi.)iJ’

ou bien encore
T
n2
S log.c,
puisque

. | I 4 o
lin e g loge =1 (pour .= ).

Soit maintenant
w(m, n)=r1;
d'olt
Y o(m, u)=E(x).

Journ. de Math. (}* sécie), tome VIII, — Fasc, I, 1893, 8
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La valeur asymptotique de E(x) sera I'intégrale

a=f[ &

étenduc a l'aire &, c'est-a-dire

A= Z[(a, +v2) —1];

ou hien encore
nr?

—y

4
puisque

1 .
limi’il‘{-:l (pour x = =x).

Soit enfin

?(ﬂl, ﬂ)= m'

La fonction 7 est cette fois décroissante; la valeur asymptotique de
2 1
m*+ nt’
dtdy
A —-ff 1 7Ai

étendue a l'aire A clest-a-dire

sera l'intégrale

A= g log (i +v2),
ou plus simplement
;—’ loga,
puisque
lim —Lw—-.— =1 (pour x == ).
log(z +v/2) | |

Soit maintenant
) |

p(m, n)= Ve
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il viendra
df dy

3 1
valeur asymptotique Z Vet f f e
Iintégrale étendue & I'aire & est égale &

;(x+\/;-—1).

. 1 ' )
L valeur asymptotique de 2———est donc égale &
\ ,m’ -+ nt

puisque

J'aurai besoin pour ce qui va suivre, non sculement de la valeur
asymptotique de E(x), mais d’une limite supéricure et d’une limite

inférieure de cette quantité,
Or, d'apres ce qui précéde, 15(x) est plus petit que intégrale

ffd’:'dr,.

étendue a I'aire & ct plus grande que la méme intégrale étendue &
Paire &'. On a donc

7z —v2) = 1< E(2) < 7 (o) = T

Nous avons suppos¢ que x est un nombre réel positif; si nous vou-
lons avoir deux limites de I'expression

E(Eiin)’

il faut, d’aprés la définition de cette expression, remplacer dans les iné-
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galités qui précédent x par le nombre réel positif qui a pour norme la
norme de x divisée par cclle de m + ir, c’est-a-dire par le nombre

réel positif
F 4

Vm? 4 nt

Il vient done

%/

s —8) — <EEm)<i(=+ ) -

1l vient ainst
I z E(x)
) m+in) mi+ nt
LY | 1 r ” A 1
Vaz/ o )+ = (=)
3 \Ymit+nt m+n 4 2 m?+- n?

E <m+ t'n) _ _E(x)

el

x m?—+- n?
—naz ] ' n 5
> 2 (“,';,'T_;",;i + mt+ n’) +<; - I)— 4 mrx nt

ou, a fortiori,

nx\/3 ®

(1)

F r N\ E(x)
N m+iu) m*+ nt

7. Nous allons nous proposer d'évaluer la somme

2 E (m:—in)’

somme étendue i tous les idéaux m + in possibles. Il suffira évidem-

<

PRN

Vm*+ nt
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ment de I'étendre & tous les idéaux dont la norme ne surpasse pas celle
de x. Car, si la norme de m + in était plus grande que celle de ., on

aurait
X
E (m + in) =0.

Eiendons, par conséquent, la sommation aux seuls idéaux tels que

norme(n + in)Snormexz.

Je dis qu’on aura asymptotiquement pour & trés grand

(3) SE(in) =2 mm

je veux dire que le rapport des deux membres tend vers I'unité quand
z croit indé¢finiment.

En effet, la différence entre les deux membres de (2) est, en vertu
de l'inégalité (1), plus petite en valeur absolue que

B ] k4
4 "Vl e T 2T
Il est facile de trouver la valeur asymptotique de cette expres-

1
Vm*+ nt

sion (3), car, d’une part, nous connaissons celle de z (ui est

ct d’autre part

a pour valeur asymptotique
niut
6

La valeur asymptotique de (3) est donc

22 (8vz +1).
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Considérons maintenant le second membre de (2); sa valeur asym-
ptotique sera

l‘l(.z:)z ﬁ? = (1-{: x’) <’-; logz) = %’x’ logx.

La comparaison de cette valeur asymptotique avec celle de (3)
montre que le rapport de (3) au second membre de (2) a pour limite
o et par conséquent que le rapport des deux membres de (2) a pour
limite 1. C.Q. F.D.

Donc l'expression
2 E ( m : in )

/

a pour valeur asymptotique
w3
5 = logz.
8. On peut tirer de Ja des conséquences analogues & celles du ne 2.

Je me propose de démontrer que, si @ > 1, on aura une infinité de
fois

(1) Y()< L2 E ().

Sicela n’était pas vrai, en effet, on pourrait trouver un nombre r,
asscz grand pour que, pour toutes les valeurs de x plus grandes que z,,
on efit

fa 4
$(x)> = E(x);
on pourrait alors trouver un nombre b assez grand pour que,

(pour z,>x > 1),

on efit

Y(0)> L E(2) - ba(a).
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Enfin pour # < 1, on aurait évidemment

, -
Y(z) =2 E(z)~ ba(x),
lorsqu’on aurait

Y(z)=E(xr)=a(x)=0o.

L’inégalité
$(2) > 42 E(z) — ba(x)

serait donc absolument générale.
On cn déduirait

2'{;("11‘.”)}4—-:213(’":?_‘.”)— bza(m:-in)

ou bicn

(2) T(2)> 4 $E(;25) - bE(a).

v

Mais le premier membre de cette inégalité a pour valeur asympto-
lique

~
-~ x?logx,
2
le second membre a pour valeur asymptotique
P piouq
ar
— z*logz.

Sidone a > 1, cette seconde valeur asymptotique cst plus grande
que la premiére. Donc, pour z assez grand, l'inégalité (2) cesserait
d’avoir licu.

L’hypothése faite est donc absurde, et nous devons conclure que
inc¢galité (1) a lieu une infinité de fois.

On démontrerait de méme qu’on a une infinité de fois

Y(2) > E(a)
sia<.
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Si l'on se rappelle quelle est la valeur asymptotique de E(x), on
pourra énoncer le méme résultat d’une autre maniére.
On aura une infinité de fois

(&) > ax?
sia <1, el une infinité de fois

$(z) < as®
sa>1.
Dansle cas des nombres premiers réels, M. Tchebichefl avait trouvé
«(u'a partiv d'une certaine valeur de . on a

(o)L z.

On pourrait trouver une inégalité analogue par des prociédés sem-
blables a ceux qu'a employés le savant russe, mais il est plus simple
de la déduire de la sienne.

Pour éviter toute confusion, je désignerai par 0,(.c) et P, (.x) les
fonetions de M. Tchebicheff relatives aux nombres réelss et je conti-
nuerai & représenter par 0(x) et P(x) les fonctions relatives aux
idéaux.

Alors §,(x*) cst la somme des logarithmes de tous les nombres pre-
miers qui ne surpassent pas x?; et O(x) est la somme des logarithmes
des normes de tous les idéaux premiers dont la norme ne surpasse pas
celle de i, c’est-d-dire deux fois la somme des logavithmes des nombres
premiers de la forme 4n + o qui ne surpassent pas «*: plus la somme
des logarithmes des carrés des nombres premiers de la forme e + 3
(qui ne surpassent pas x (c'est-a-dire plus deux fois la somme des loga-
rithmes de ces nombres premiers) plus le logarithme de 2.

Combicn de fois le terme logp figurcera-t-il donce dans 8,(?) et dans
h(x)?

Si p = 2, une fois dans 0,, unc fois dans 0.

Sip=/4n-+1, pSx?, une fois dans 0),, deux fois dans 0.

Sip = 4n +3, pSx, une fois dans 0,, deux fois dans 0.

Sip=4n+3,p>x, pSx?, une fois dans 0,, zéro fois dans 0.

Si p > x*, zéro fois dans 6,, zéro fois daus 0.
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On peut déduire de la I'inégalité suivante
0(x) < 20,(*).

Si nous désignons par 0,(x) et 0,(z) la somme des logarithmes des
nombres premiers de la forme 42 + 1 et de la forme 4n + 3 quine
surpassent pas r, on a donc

O (x) =2a0,(x*)+0,(xx) + logz.

3
) bo(z?)= 0,(x*) + 0,(«*) + log2.

Comme on a
Y (x) =0(z) +0yx +0{r —...,
Yo (#?) = 0,(£?) + 0g\oc? + 0, it +.. .,

il viendra également

() <2d(o?),
et 'on aura, a partir d'une certaine valeur de «,
V()<L 2,222,

Dautre part, nous retrouvons les inégalités

V(@) >0(x) > Y(c) — 24 \';;,
don
() > 0() > () — lnlfin
On aura une infinité de fois, sia >1,

$(z) < ax®
0(x) <ax.

On aura une infinité de fois, sie < @' < 1,

el, par conséquent,

$(z)>aa?,

Journ. de Math. (4 série), tome VIII. — Fasc. 1, 18g2. 9
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ct, par conséquent, si x est assez grand,
O(x)>ax*+ 4,440 > ar.

Si donc le rapporto(-—‘j—fl tend vers une limite, cette limite ne peat
étre que unité.

Si I'on ohserve ue la différence
0(x) — 20,(r*)

est égale & 0,(x ) + logz, c'est-a-dire positive et plus petite que 0,( 1),
ou, a fortiori, que 1,11 & (si & est assez grand), on conclura qu’elle
est négligeable devant »2.

Donc on a une infinité de fois

2
0,(+H) < siaion,
et une infinité de fois

‘).(4.’1:"‘\)>f';;§f sta <.

Donc la somme des logarithmes des nombres premiers de la
Sforme fhn + 1 qui ne surpassent pas x est une infinilé de fois plus

A axr . . s e, .
petile que — st @>1, el une nfinité de fois plus zrande que
ar .
- sta <1.
(’est ce qu’on peut exprimer d'une facon vague, mais concise, en

. . £
disant que cette somme oscille autour de o

9. Soit maintenant g, (.£) la somme des logarithmes des nomihres
premicers de la forme 42 + 1 (ui ne surpassent pas ..
. ’
Nous aurons, cn appelant p ces nombres premiers,

p(@)=X1,  0(e)= Y logp.
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et, puisque logp < log.r,

log. 21 zlogl >210"[).

7.(x)log.e >0,(x).
Or, on a unc infinité¢ de fois

B(e) > sia<.

On aura done une infinité de fois

f’(l/)> gl(wr

D autre part, 0, () est la somme des logarithmes de 3, () nombres
entiers tous différents entre cux, ct sera, par conséquent, plus grand
(que la somme des logarithmes des 4, () plus petits nombres entiers,

c'est-a-dire que
INENEIIE

Je donne ici & T(x) la méme signification que M. Tchebicheff,
¢'est-a-dire la méme signification (que dans les n°' 143, ctnon [»lus la
signification que je lui ai donnée dans les n™ 5 4 9

Je rappelle maintenant que, dans le n° 3, jai (leduit des inégalites

7(w) log.e > 0(x),
Tlg(x)] <0(x),

h(x)<aur,

el de la suivante

qui doit avoir licu une infinité de fois si @ > 15 jai déduit, dis-je, que
'on doit avoir unc infinité de fois

ar
7(r) < fogr
sia>1.
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De méme ici j’ai les deux inégalités
%.(x)logx > 0,(x),
Tl ()] <0, (2),

et je sais que Pon a une iafinité de fois
0,(e) <t

st @ >1. Je puis donc répéter le méme raisonnement sans y vien
changer et en déduire le méme résultat.
On aura unc infinité de fois

as
2(0)< alosr

sia>1.

Ainsi le nombre des nombres premiers de la forme jn + 1 qui ne

surpassent pas i est une infinité de fois plus petit que TToer
axr

sta<li.
2logx <

(Cest ce (qu’on peut exprimer en disant que ce nombre oscille autour

a>1 et une infinité de fois plus grand que

de

T .
pendant que le nombre total des nombres premicrs non su-
alogr

¢ . .. . Z . X} .
périenrs @ .« oscille autour de fogz” oW d’une maniére plus incorrecte

encore, en disant qu'il y a autant de nombres premiers de la forme
fn+1quiil yena dela forme jn +3.

11 est elair qu’on pourrait, en raisonnant tout 4 fait de la méme ma-
niére, trouver des résultats analogues cn partant d’idéaux construits a
a I'aide d'unc équation fondamentale autre que 22 +1 =o0. Deux
nombres s’introduiraient alors dans les calculs, & savoir le nombre des
classes d'id¢aux et un nombre dépendant des unités complexes; mais
je crois qu'ils disparaitraient & la fin du calcul.

Paris, le 3 décembre 18¢s.



