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LES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES

. Toute conclusion suppose des prémisses; ces pré-
misses elles-mémes ou bien sont évidentes par
elles-mémes etn’ont pas besoin de démonstration,
ou bien ne peuvent étre élablies qu'en s’appuyant
sur d’autres propositions, et comme on ne saurait
remonter ainsi & linfini, toute science déductive,
et en particulier la géométrie, doit reposer sur un
certain nombre d’axiomes indémontrables. Tous les
traités de géométrie débutent donc par I'énoncé
de ces axiomes. Mais il y a entre eux une distinc-
tion a faire : quelques-uns, comme celui-ci par
exemple: « deux quantitéségales & une méme troi-
siéme sont égales entre elles », ne sont pas des pro-
positions de géométrie, mais des proposilions
d’Analyse. Je les regarde comme des jugements
analytiques a priori, je ne m’en occuperai pas.

Mais je dois insister sur d’autres axiomes qui
sont spéciaux a la géométrie. La plupart des trai-
tés en énoncent trois explicitement :

{° Par deux points ne peut passer qu'une droite;

2° La ligne droite est le plus court chemin d’un
point & un autre;

3° Par un point on ne peut faire passer qu'une
paralléle & une droite donnée.

Bien que I'on se dispense généralement.de dé-
montrer le second de ces axiomes, il serait possible
de le déduire des deux autres et de ceux, beaucoup
plus nombreux, que 'on admet implicitement sans
les énoncer, ainsi que je 'expliquerai plus loin.

On a longtemps cherché en vain a4 démonirer
également le troisiéme axiome, connu sous le nom
de postulatum d'Euclide. Ce qu’on a dépensé d’ef-

forts dans cet espoir chimérique est vraiment ini-
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maginable. Enfin au commencement du siécle et &
peu prés en méme temps, deux savants, un Russe
et un Hongrois, Lowatschewski et Bolyaiétablirent
d’une faconirréfutable que cette démonstration est
impossible; ils nous ont & peu prés débarrassés des
inventeurs de géométries sans postulatum ; depuis
lors ’Académie des Sciences ne regoit plus guére
qu'une ou deux démonstrations nouvelles par an.

La question n’était pas épuisée; elle ne tarda pas
3 faire un grand pas par la publication du célébre
mémoire de Riemann intitulé: Ueber die Hypothesen
welche der Geometrie zum Grunde liegen. Cet opus-
cule a inspiré la plupart des travaux récents dont
je parlerai plusloin et parmi lesquels il convient de
ciler ceux de Beltrami et de von Helmholtz.

La Géométrie de Lowatchewski. — S'1l élait possible
de déduire le postulatum d’Euclide des autres
axiomes, il arriverait évidemment qu’en niant le
postulatum, et en admettlant les autres axiomes, on
serait conduit & des conséquences contradictoires;
il serait donc impossible d’appuyer sur de telles
prémisses une géométrie cohérente.

Or c’est précisément ce qu'a fait Lowatchewski.
11 suppose au début que :

L'on peut par un point mener plusieurs paralleles &
une droite donnée ; )

Et il conserve d’ailleurs tous les autres axiomes
d’Euclide. De ces hypothéses, il déduit une suite
de théorémes entre lesquels il est impossible de
relever aucune contradiction et il consiruit une
géométrie dont I'impeccable logique ne le céde en
rien & celle de la géométrie euclidienne.

Lesthéorémes sont, bien entendu, trés différents
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de ceux auxquels nous summes accouluméset ils
ne laissent pas de déconcerter un peu d’abord.

Ainsi la somme des angles d’un triangle est tou-
jours plus petite que deux droits et la différence
entre cette somme et deux droits est proportion-
nelle a la surface du triangle.

Il est impossible de construire une figure sem-
blable & une figure donnée mais de dimensions
différentes.

Si l'on divise une circonférence en n parties
égales, et qu'on méne des tangentes aux points de
division, ces n tangentes formeront un polygone si
lerayon dela circonférence esl assez pelit; maissice
rayon est assez grand, elles ne se rencontreront pas.

11 est inutile de multiplier ces exemples; les
propositions de Lowatchewski n’ont plus aucun
rapport avec celles d’Euclide, mais elles ne sont

pas moins logiquement reliées les unes aux autres. -

La Géométrie de Riemann. — Imaginons un mende
uniquement peuplé d’étres dénués d’épaisseur; et
supposons que ces animaux « infiniments plats »
soient tous dans un méme plan et n’en puissent
sortir. Admettons de plus que ce monde soit assez
¢loigné des autres pour étre soustrait & leur in-
fluence. Pendant que nous sommes en train de
faire des hypothéses, il ne nous en cotte pas plus
de douer ces étres de raisonnement et de les croire
capables de faire de la géométrie. Dans ce cas, ils
n’attribueront certainement & l'espace que deux
dimensions.

Mais supposens maintenant que ces animaux
imaginaires, lout en restant dénués d’épaisseur,
aient la forme d’une figure sphérique, et non d’une
figure plane et soient tous sur une méme sphére sans
pouvoir s'en écarter, Quelle géométrie pourront-
ils construire? Il est clair d’abord qu’ils n’attribue-
ront & l'espace que deux dimensions; ce qui
jouera pour eux le réle de la ligne droite, ce sera
le plus court chemin d’un point adun autre sur la
sphére, c’est-a-dire un arc de grand cercle; enun
mot leur géométrie sera la géométrie sphérique.

Ce qu’ils appelleront l'espace, ce sera cette
sphére d’on ils ne peuvent sortir et sur laquelle se
passent tous les phénoménes dont ils peuvent
avoir connaissance. Leur espace sera donc sans
limites puisqu’on peut sur une sphére aller tou-
jours devant soi sans jamais étre arrété, et cepen-
dant il sera fini; on n’en trouvera jamais le bout,
mais on pourra en faire le tour.

Eh bien, la géométrie de Riemann, c’est la
géométrie sphérique étendue A trois dimensions.
Pour la construire, le mathématicien allemand a
da jeter par-dessus bord, non seulement le pos-
tulatom d’Euclide, mais encore le premieraxiome :
Par deuz points onne peut faire passer qu'une droite.

Sur une sphére, par deux points donnés on ne

peut faire en général passer qu'un grand cercle
(qui, comme nous venons de le voir, jouerait le
role de la droite pour nos étres imaginaires); mais
il y a une exception : si les deux points donnés
sont diamétralement opposés, on pourra faire pas-
ser par ces deux points une infinité de grands
cercles.

De méme dans la géométrie de Riemann, par
deux points ne passera en général qu'une seule
droite; mais il y a des cas exceptionnels oli par
deux points pourront passer une infinité de
droites.

1l y a une sorte d'opposition enire la géométrie
de Riemann et celle de Lowatchewski.

Ainsi la somme des angles d'un triangle est:

Egale a deux droits dans la géométrie d’Euclide.

Plus petite que deux droits dans celle de Lo~
watchewski.

Plus grande que deux droits dans celle de Rie-
mann.

Le nombre des paralléles qu’on peut mener &
une droite dennée par un point donné est égal :

A un dans la géoméirie d'Euclide,

A zéro dans celle de Riemann,

A linfini dans celle de Lowatchewski.

Ajoutons que lespace de Riemann est fini,
quoique sans limite, au sens donné plus haul &
ces deux mots.

Les surfaces @ courbures constanies. — Une objec-
tion restait possible cependant. Les théorémes
de Lowatchewski et de Riemann ne présentent
aucune contradiction; mais (uelque nombreuses
que soient les conséquences que ces deux géo-
mélres ont tirées de leurs hypothéses, ils ont da
s’arréter avant de les avoir toutes épuisées, car
le nombre en serait infini; qui nous dit alors que
s'ils avaient pouassé plus loin leurs déductions,
ils n’auraient pas fini par arriver a quelque contra-
diction?

Cette difficulté n’existe pas pourla géométrie de
Riemann, pouvu qu’on se borne & deux dimensions;
la géoméirie de Riemann a deux dimensions
ne différe pas en eflet, nous 'avons vu, de la géo-
métrie sphérique, qui n'est qu'une branche de la
géométrie ordinaire et qui est par conséquent em
dehors de toute discussion.

M. Beltrami, en ramenant de méme la géomé-
trie de Lowatchewski & deux dimensions & ne plus
étre qu'une branche de la géométrie ordinaire, a
réfuté également l'objeclion en ce qui la con-
cerne.

Voici comment il y est parvenu. Considérons sur-
une surface une figure quelconque. Imaginons
que cette figure soit tracée sur une toile flexible et.
inextensible appliquée sur celte surface, de telle
fagcon que quand la toile se déplace et se déforme,,
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les diverses lignes de cetle figure puissentchanger
de forme, sans changer de longueur. En général,
celte figure flexible et inextensible ne pourra se
déplacer sans quilter la surface; mais il y a cer-
taines surfaces particuliéres pour lesquelles un pa-
reil mouvement serait possible : ce sontles surfaces
& courbure conslante.

Sinous reprenons la comparaison que nous fai-
sions plus haul el que nous imaginions des étres
sans épaisseur vivant sur une de ces surfaces, ils
regarderont comme possible le mouvement d’une

"figure dont toules les lignes conservent une lon-
gueur constante. Un pareil mouvement paraitrait
absurde, au contraire, a desanimaux sans épaisseur
vivant sur une surface & courbure variable.

Ces surfaces & courbure conslante sont de deux
sortes: '

Les unes sont & courbure positive, et peuvent étre
déformées de facon & étre appliquées sur une
sphére. Lagéoméltrie de ces surfaces seréduit done
ala géométrie sphérique, qui est celle de Riemann.

Les autres sont & courbure négative. M. Beltrami a
fait voir que la géométrie de cessurfacesn’estautre
que celle de Lowatchewski. Les géométries a deux
dimensions de Riemann et de Lowatchewski se
trouvent donc rattachées & la géométrie eucli-
dienne. '

Interprétation des, géométries non-ecuclidiennes. —
Ainsi s'évanouit 'objection en ce gqui concerne les
géométries & deux dimensions.

Il serait aisé d’étendre le raisonnement de M. Bel-
trami aux géoméiries o trois dimensions. Les es-
prils que ne rebute pas I'espace 4 qualre dimen-
sionsn’y verront aucune difficulté, mais ils sont peu
nombreux. Je préfére donc procéder autrement.

Considéronsun cerlain plan que j'appellerai fon-
damental et construisons une sorte de dictionnaire,
en faisant correspondre chacun achacununedouble
suite de lermes écrits dans deux colonnes, de la
méme facon que se correspondent dans les dic-
tionnaires ordinaires les mots dedeuxlangues dont
la signification est la méme :

Espace ............ Portion de l'espace située au-dessus du
plan fondamental.
Plan.............. Sphére coupant orthogonalement le plan
fondamental.
Droite............. Cercle coupantorthogonalement le plan
fondamental.
Sphere............. Sphére.
Cercle............. Cercle.
Angle.............. Angle.
Distance de deuw
poinls ........... Logarithme du rapport anharmonique
de ces deux points et des intersections
du plan fondamental avec un cercle
passant par ces deux points et le cou-
pant orthogonalement.
etc... ete...

Prenons ensuite les théorémes de Lowatchewski
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et traduisons-les & l'aide de ce dictionnaire
comme nous traduirions un texte allemand a l'aide
d’un dictionnaire allemand-francais. Nous oblien-
drons ainsi des théorémes de la géomélrie ordinaire.

Par exemple, ce théoréme de Lowatchewski:«la
somme des angles d'un triangle est plus petite que
deux droils » se traduit ainsi: « Si un {riangle
curviligne a pour ¢Otés des arcs de cercle qui pro-
longés iraient couper orthogonalement le plan
fondamental, la somme des angles de ce triangle
curviligne sera plus petite que deux droits. » Ainsi,
quelque loin que l'on pousse les conséquences des
hypothéses de Lowalchewski, on ne sera jamais
conduit & une contradiction. £n effet, si deux théo-
rémes de Lowatchewski étaient contradictoires, il
en serait de méme des traductions de ces deux
théorémes, faites o l'aide de noire dictionnaire.
mais ces Lraductions sont des théorémes de géo-
métrie ordinaire et personne ne doute que la géo-
métrie ordinaire ne soit exemple de contradiction.
D'ou nous vient cetle certitude etest-elle justifi¢e?
(est 1la une question que je ne saurais trailer ici,
mais qui est bien intéressanle et que je ne crois
pas insoluble. 1l ne reste donc plus rien de Vob-
jection que j'ai formulée plus haut.

. Ce n’estpas tout. Lagéométriede Lowalchewski,
susceptlible d’une interprélation concréte, cesse
d’étre un vain exercice de logique et peut recevoir
des applications; je n’ai pas le temps de parler ici
de ces applications ni du parti que M. Klein ¢t moi
en avons tiré pour Uinlégration des équations li-
néaires.

Celte inlerprétation n’est d’ailleurs pas unique,
et Yon pourrait établir plusieurs diclionnaires ana-
loguesa celui qui précede et qui tous permettraient
par une simple « traduction » de transformer les
théorémes de Lowatchewski en théorémes de géo-
métrie ordinaire.

Les axiomes impliciles. — Les axiomes explicite-
ment énoncés dans les traités sont-ils les seuls
fondements de la géométrie? On peut étre assuré
du conlraire en voyant qu'aprés les avoir succes-
sivement abandonnés on laisse encore deboul
quelques propositions communes aux théoriesd’Eu-
clide, de Lowatchewski et de Riemann. Ces pro-
positions doivent reposer sur quelques prémisses
que les géomalres admetlent sans les énoncer. 1l
est inléressant de chercher a les dégager des dé-
monstrations classiques. )

Stuart-Mill a prétendu que toute définition con-
lient un axiome, puisqu'en définissantl on aflirme
implicitement Vexistence de l'objet défini. Cest
aller beaucoup trop loin;il est rave qu'en ma-
thémaliques on donne une définilion sans-la faire
suivre par la démonstration de 'existence de I'objet

défini, et quand on s’en dispense, c'est générale-
28"
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ment que le lecteur y peut aisément suppléer. 11
ne faut pas oublier que le mot existence n’a pas le
méme sens quand il s'agit d'un étre mathématique
et quand il est question d'un ohjet matériel. Un
étre mathématique existe, pourvu que sa définition
n’implique pas contradiction, soit en elle-méme,
soit avec les propositions antérieurement admises.

Mais si I'observation de Stuart-Mill ne saurait
s’appliquer a toutes les définitions, elle n'en est
pas moins juste pour quelques-unes d’entre elles.
On définit quelquefois le plan de la maniére sui-
vante :

Le plan est une surface telle que la droite qui
joint deux quelconques de ses points est tout en-
tiére sur cette surface.

Cette définition cache manifestement un nouvel
axiome ; on pourrait, il est vrai, la changer, et cela
vaudrait mieux, mais alors il faudrait énoncer
I’axiome explicitement.

D’autres définilions peuvent donner lieu & des
réflexions non moins importantes.

Telle est par exemple celle de I'égalité de deux
figures : deux figures sont égalesquand on peutles
superposer; pour les superposer il faut déplacer
I'une d’elles jusqu’a ce qu’elle coincide avecl’autre;
mais comment faut-il la déplacer? Si nous le de-
mandions, on nous répondrait sans doute qu'on
doit le faire sans la déformer et & la fagon d’un so-
lide invariable. Le cercle vicieux serait alors évi-
dent.

En fait, cette définition ne définit rien: elle n’au-
rait aucun sens pour un étre qui habiterait un
monde o1 il n'y aurait que des fluides. Si elle nous
semble claire, c’est que nous sommes habituésaux
propriétés des solides naturels qui ne différent pas
beaucoup de celles des solides idéaux dont toutes
les dimensions sont invariables.

Cependant, toute imparfaite qu’'elle soit, cette
définition implique un axiome.

La possibilité du mouvement d'une figure inva-
riable n’est pas une vérité évidente par elle-méme;
ot du moins elle ne ’est qu’a la fagon du postu-
latum d’Euclide et non comme le serait un juge-
ment analytique a priori.

D’ailleurs en étudiant les définitions et les dé-
monstrations de la géométrie on voit qu'on est
obligé d’admettre, sans les démontrer, non seule-
ment la possibilité de ce mouvement, mais encore
quelques-unes de ses propriétés.

C’est ce qui ressort d’abord de la définition de
la ligne droite. On en a donné beaucoup de défec-
tueuses, mais la véritable est celle qui est sous-en-
tendue dans toules les démonstrations ou la ligne
droite intervient :

« [ peut arriver que le mouvement d’une figure
invariable soit tel que tous les points d’une ligne

appartenant & celte figure restent immobiles pen-
dant que tous les points situés en dehors de cetle
ligne se meuvent. Une pareille ligne s’appellera
une ligne droite. » Nous avons & dessein, dans cel
énoncé, séparé la définition de I'axiome qu’elle
implique. :

Beaucoup de démonstrations, telles que celles
des cas d'égalité des triangles, de la possibilité
d’abaisser une perpendiculaire d’un point sur une
droite, supposent des propositions qu'on se dis-
pense d’énoncer, puisqu’elles obligent & admettre
qu’il est possible de transporter une figure dans -
I'espace d’'une certaine maniére.

La quatrieme géoméirie. — Parmi ces axiomes
implicites, il en est un qui me semble mériter
queldque attention, non seulement parce qu’il a
donné lieu & une discussion récente!, mais parce-
qu’en abandonnant, on peut construire une qua-
trieme géomélrie aussi cohérente que celles d’Eu-
clide, de Lowatchewski et de Riemann.

Pour démontrer que }'on peut toujours élever en
un point A une perpendiculaire a une droite AB,
on considére une droite AC mobile autour du point
A el primitivement confondue avec la droite fixe
AB; et on la fait tourner autour du point A jus-
qu’a ce qu'elle vienne dans le prolongement de AB.

On suppose ainsi deux propositions : d’abord
qu'une pareille rotation est possible, et ensuite
qu’elle peut se continuer jusqu’a ce que les deux
droites viennent dans le prolongement 'une de
lautre.

Sil'on admet le premier pointet que U'onrejetle
le second, on est conduit & une suite de théo-
rémes encore plus étranges que ceux de Lowal-
chewski et de Riemann, mais également exempts
de contradiction.

Je ne citerai qu'un de ces théorémes et je ne
choisirai pas le plus singulier : une droite réelle peut
étre perpendiculaire ¢ elle~-méme.

Le Théoréme de Lie. — Le nombre des axiomes
implicitement introduits dans les démonstrations
classiques est plus grand qu’il ne serait néces-
saire, et il serait intéressant de le réduire au
minimum. On peut se demander d’abord si cette
réduction est possible, si le nombre des axiomes
nécessaires et celui des géométries imaginables
n’est pas infini.

Un théoréme de M. Sophus Lie domine toule
cetie discussion. On peut ’énoncer ainsi :

Supposons qu’on admette les prémisses sui-
vantes : )

! Voir MM. Renouvier; Léchalas, Calinon. Revue Philoso-
phique, juin, 1889. Critique Philosophique, 30 septembre et
30 novembre 1889; Revue Philosophique, 1890, page 158;
voir en particulier la discussion sur le « postulat de perpen-
dicularité ».
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1° L’esgpace a » dimensions.

2° Le mouvement d’une figure invariable esl
possible.

3¢ 11 faut p conditions pour déterminer la posi-
tion de cette figure dans I'espace.

Le nombre des géométries compalibles avec ces preé-
misses sera limité,

Je puis méme ajouler que si # est donné, on
peut assigner & p une limite supérieure.

Si donc on admel la possibilité du mouvement,
on ne pourra inventer gn'un nombre fini (et méme
assez restreint) de géométries a trois dimensions.

Les géométries de Riemann. — Cependant ce résul-
tat semble contredit par Riemann, car ce savant
congiruit une infinité de géométries différentes, et
celle a laquelle on donne ordinairement son nom
n’en est qu'un cas particulier.

Tout dépend, dit-il, de la fagon dont on définit
la longueur d’une courbe. Or il y a une infinité de
maniéres de définir cette longueur, et chacune
d’elles peut devenir le point de départ d’'une nou-
velle géométrie.

Cela est parfaitement exact; mais la plupart de
ces définitions sont incompatibles avec le mouve-
ment d'une figure invariable, que l'on suppose
possible dans le théoréme de Lie. Ces géomélries
de Riemann, si iniéressantes & divers titres, ne
pourraient donc jamais étre que purement analy-
tiques et ne se préteraient pas &4 des démonstra-
tions analogues acelles d'Euclide.

De la nature desaziomes. — La pluparl des mathé-
maliciens ne regardent la géométrie de Lowal-
chewski que comme une simple curiosité logique;
quelques-uns d’entre eux sont allés plus loin
cependant. Puisque plusieurs géomélries sont pos-
sibles, est-il certain que ce soit la notre qui soit
vraie ? L'expérience nous apprend sans doute que
la somme des angles d'uniriangle est égale & deux
droits ; mais c’est parce ¢ue nous n’opérons que
sur des triangles trop petits; la différence, d’aprés
Lowatchewski, est proportionnelle & la surface du
triangle : ne pourra-t-elle devenir sensible quand
nous opérerons sur des triangles plus grands ou
quand nos mesures deviendront plus précises?
La géoméirie Buclidienne ne serait ainsi qu’unc
géomélrie provisoire.

Pour discuter celte opinion, nous devong d’abord
nous demander quelle est la nature des'axiomes
géométriques. :

Sont-ce des jugemenls synthéliques a priori,
comme dirait Kant?

1ls s'imposeraient alors & nous avec une (elle
force, que nous ne pourrions concevoir la proposi-
tion contraire, ni batir sur elle un édifice théo-
rique. 11 n’y aurail pas de géomélrie non eucli-
dienne.

Pour s’en convaincre, qu’on prenne un véritable
jugement synthétique a priori, par exemple ce-
lui-ci :

Si Pona une suile infinie de nombres entiers positifs,
tous différents entre euzx, il y en auratowjours un qui sera
plus petit que tous les autres.

Ou cet autre quiest équivalent :

8% un théoréme est vrai pour le nombre 1, si on a dé-
montré qu'il est vrai de n+-1, pourvw qu'il le soit de
n, 1l sera vrai de tous les nombres entiers positifs,

Qu’'on essaie ensuite de s’y soustraire et de
fonder, en niant ces propositions, une fausse
arithmétique analogue & la géomélrie non eucli-
dienne, — on n'y pourra pas parvenir; on serail
méme tenté au premier abord de regarder ces
jugements comme analyliques.

D’ailleurs, reprenons notre fiction des animaux
sans épaisseur; nous ne pouvons guére admettre
que ces étres, s'ils ont Pesprit fait comme nous,
adopteraient la géométrie euclidienne qui serail
contredite par toute leur expérience?

Devons-nous done conclure que les axiomes de
la géométrie sont des vérités expérimentales?
Mais on n’expérimente pas sur des droites ou des
circonférences idéales ; on ne peut le faire que sur
des objets matériels. Sur quoi porteraient donc les
expériences qui serviraient de fondement & la géo-
métrie? La réponse est facile.

Nous avons vu plus haut que on raisonne cons-
lamment comme si les figures géométriques se
comportaient & la maniére des solides. Ce que la
géoméirie emprunlerait & expérience, ce seraienl
donc les propriétés de ces corps.

Mais une difficulté subsiste, et elle est insur-
montable. Si la géométrie était une science expé-
rimentale, elle ne serait pas une science exacte,
elle serail soumise & une continuelle révision. Que
dis-je? elle serait dés aujourd’hui convaincue
d’erreur puisque nous savons qu'il n’existe pas de
solide rigoureusement invariable.

Les awiomes géometriques ne sont donc ni des juge-
ments synthéliques a priori ni*des faits expérimentauz.

Ce sont des conwventions; notre choix, parmi toutes
les conventions possibles, est guidé par des [ails
expérimentaux ; mais il reste &lre et n’est limilé
que par la nécessité d’éviler loule contradiclion.
C’est ainsi que les postulals peuvent rester rigou-
reusement vrais quand méme les lois expérimentales
qui ont délerminé leur adoption ne sont qu'ap-
proximatives.

En d’aulres lermes, les aziomes de la géométrie (je
ne parle pas de ceux de 'arithmélique) ne sont que
des définitions déquisées.

Dés lors, que doit-on penser de celte question :
Lagéométrie euclidienne est-elle vraie?

Elle n’a aucun sens.
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Autant demander si le systéme métrique est
vrai el les anciennes mesures fausses; si les coor-
données cartésiennes sont vraieset les coordonnées
polaires fausses. Une géométrie ne peut pas élre
plus vraie qu'une autre; elle peut seulement étre
plus commode.

Or la géoméirie euclidiennc est el restera la
plus commode :

1° Parce qu'elle est la plus simple; et elle n'est
pas telle seulement par suite de nos habitudes
d’esprit ou de je ne sais quelle intuition direcle
que nous aurions de U'espace euclidien; elle est la
plus simple en soi de méme qu'un polynome du
premier degré est plus simple qu'un polyndéme du
second degré.

2° Parce qu'elle s’accorde assez bien avec les
propriétés des solides naturels, ces corps dont se
rapprochent nos membres et notre il et avec les-
quels nous faisons nos instruments de mesure.

La géométrie el Uastronomie. — On a également
posé la question d'une autre maniére. Si
la géométrie de Lowatchewski est vraie, la
parallaxe d'une étoile trés éloignée sera finie;
si celle de Riemann est vraie, clle sera néga-
tive. Ce sont la des résuliats qui semblent acces-
sibles & 'expérience et on a espéré que les obser-
tions astronomiques pourraient permettre de
décider entre les trois géomélries.

Mais ce qu'on appelleligne droile en astronomie,
c’est simplement la trajectoire du rayon lumineux.
Si donc, par impossible, on venait & découvrir des
parallaxesnégatives, ou & démonirer que toutes les
parallaxes sont supérieures & une cerlaine limite,
on aurait le choix entre deux conclusions : nous
pourrions renoncer a la géométrie euclidienne ou
bien modifier les lois de 'optique et admelire que

la lumiére ne se propage pas rigoureusement
en ligne droite.

Inutile d’ajouter que toui le monde regarderait
cette solution comme plus avantageuse.

La géomélrie euclidienne n'a donc rien &
craindre d’expériences nouvelles.

Qu'onme passe, en terminant, un pelit paradoxe:

Des étres dont I'espril serait fail comme le notre
ct qui auraient les mémes sens que nous, mais qui
n’auraient recu aucune ¢ducation préalable, pour-
raienl recevoir d’un rionde exltérieur convenable-
ment choisi des impressions telles qu'ils seraient
amenés & construire une géoméirie autre que celle
@’Euclide et & localiser les phénoménes de ce
monde extérieur dans un espace non euclidien ou
méme dans un cspace & quatre dimensions.

Pour nous, dont I'éducation a été faite par notre
monde actuel, si nous étions brusquemment trans-
portés dans ce monde nouveau, nous n'aurions pas
de difficultés & en rapporter les phénoménes i
nolre espace euclidien.

Quelqu’un qui y consacrerait son exislence pour-
rait peut-étre arriver ase représenter la quatriéme
dimension.

Je crains dansces derniéres lignes de n'avoir pas
¢lé trés clair; je ne pourrais I'élre qu'avec de
nouveaux développements ; mais j’ai déja été trop
long el ceux que ces développements pourraient
intéresser ont lu Helmholtz.

Dans mon désir d’étre bref, j'ai affirmé plus que
je n'ai prouvé; que le lecteur veuille bien me le
pardonner. On a tant écrit sur ce sujel; on a tant
émis d’opinions différentes que la discussion en
remplirait un volume.

H. Poincaré,

de PAcadémic des Sciouces

SUR LES ALIENES PERSECUTEURS

Sous le nom d'aliénés persécuteurs nous ne vou-
lons point comprendre ious ceux que le hasard de
leur délire peut pousser un jour ou l'autre & se
venger de leurs ennemis imaginaires : tels sont, par
exemple, les délirants chroniques & évolution sys-
tématique qui, arrivés & la période de perséculion,
réagissent violemment contre ceux que leurs hal-
lucinations leur désignent; tels sont encore les
dégénérés i délires systémalisés de perséculion ou
de grandeur, hallucinés ou non, qui, plus ou
moins rapidement, se transforment en persécu-
teurs et poursuivent ceux dontils croient avoir a
se plaindre. Nous entendons au conlraire décrire
un groupe clinique que ses allures spéciales, tou-
jours semblables & elles-mémes, isolent d'nne fa-

con bien netle. Les sujels auxquels nous faisons
allusion et que 'on désigne habituellement sous
le nom de persécutés-persécuteurs, de persécutewrs-rai-
sonnants, ne persécutenl point d’'une fagon secon-
daire, épisodique pour ainsi dire, comme les ma-
lades précédenls :le besoin de poursuivre leurs
ennemis, d’ohtenir justice de torls imaginaires ou
d'une condamnation soi-disanl injuste, est au
conbraire chez eux la note dominante, 'élément
fondamental de leur délire ; leurs actes plus encore
que leurs conceptions sont de nalure patholo-
gique. Chez eux poinl de désordre dans les idées,
ni de délire bruyant et extravagant, ni de troubles
hallucinaloires; point de ces conceplions ambi-
tieuses ou de ces idées de persécution dont l'inco-



