SUR L’INTEGRATION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRE;

par M. H. Poinoaré, a Paris,

Adunanza del 26 aprile 1891,

INTRODUCTION.

Pour reconnaitre si une équation différentielle du 1+ ordre et du
1* degré est intégrable algébriquement, il suffit évidemment de trouver
une limite supérieure du degré de D’intégrale; il ne reste plus ensuite
qu’d effectuer des calculs purement algébriques.

C’est 11 un probléme qui, semble-t-il, aurait dd tenter les géo-
métres , et cependant il s’en sont fort peu occupés. Depuis 1’ceuvre
magistrale de M. Darboux, publiée dans le Bulletin des Sciences Ma-
thémaltiques, 1a question a été négligée pendant vingt ans et il a fally,
pour attirer de nouveau sur elle ’attention qu’elle méritait, que 1’A-
cadémie des Sciences la proposit comme sujet du concours pour le
Grand Prix des Sciences Mathématiques. Deux mémoires furent récom-
pensés, M. Painlevé obtint le prix et M. Autonne une mention
honorable: 1’un de ces deux mémoires a été publié dans les Annales de
VEcole Normale Supérieure et V’autre dans le Journal de ¥ Ecole Poly-
technique.

Les inégalités et les égalités ajoutées par ces deux savants i celles
que M. Darboux nous avait fait connaitre faisaient faire 4 la que-
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162 H. POINCARE.

stion un progrés trés importan:, msis €.'zs ne pouvaient suffire 3 1’épui-
ser compléterent. Supposons, en edet, Gue I'mtégrale générale s’écrive :

F = const,,

F éuant une fraction raticnnelle; on obtiendra une autre forme de I’m-
tégrale générale en égalant 2 une coustante un polyndme entier quel-
conque par rapport 3 F. Li ea résuke qu’om ne pout wouver une li-
mite supéricure du degré de I'intégrale générale algébrique , 3 moins
qu’on Be trouve ud mMoven quekonque d’exprimer, dans les indgelités,
que cette intégrale est irréductible.

C’est ce moyen que je me suS propesé de wouver.

M. Painlevé a parizitement apergu cette difficulté; mais il n’a
pu en triompher; aussi n’'a-t-il pu résoudre le probldme dans toute sa
généralité, mais seulement démontrer, dans un certain nombre de cas,
que I'mtégrale ne peut étre algébrique.

Je n’apporte pas non plus une solution générale , et je me suis
encore borné 3 un cas particulier; mais j’ai lieu d’espérer que ce pro-
bléme tentera les chercheurs et qu'ils parviendront d’ici peu 3 géné-
raliser le procédé qui m’a réussi.

M. Painlevé a posé le probléme suivant: reconnaitre si une
équation différentielle donnée admet une intégrale algébrique de genre
donné; et il a obtenu divers résultats qui peuvent, dans certains cas,
en faciliter la solution. Je donne plus loin une formule qui contient
la solution compléte du probléme de M. Painlevé toutes les fois que
la dimension de I’équation différentielle est supéricure 3 4.

Jai démontré quelques propriétés des équations intégrables algé-
briquement. De pareils résultats n’ont pas pour le moment grande va-
leur; mais ils pourraient en acquérir le jour od I’on pourra reconnai-
tre si ces propriétés s’étendent aux équations non intégrables , ou si
elles ne sont pas toujours vraies pour ces équations; dans le premier
cas, en cffet, on aurait un théoréme général applicable 2 toutes les équa-
tions différenticlles, et dans le second cas on posséderait un critérium
permettant de démontrer que les équations de certaines catégories ne
sont pas intégrables.

En ce qui concerne la limitation du degré, qui était mon but prin-

~
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cipal, je me suis borné au cas ou l’exposant de tous les cols est égal
a—1I.

REsurtaTs DE M. DarBoux.

Adoptons les notations de M. Darboux et écrivons ’équation
différentielle sous la forme homogene, c’est-a-dire sous la forme suivante

dx dy dz
() | ¥ ¥y 2 |=o
L M N

L, M, N étant des polynémes entiérs, homogenes et de degré m en
x, y et z. Le nombre m est ce qu’on appelle la dimension de 1’équa-
tion différentielle.

Si cette équation est intégrable algébriquement, I’intégrale géné-
rale s’¢arira: '

(2 f+ Cp=o,

f et o étant deux polynomes homogenes d'ordre p en x, y et 7, et
C une constante arbitraire. On déduit de I’¢quation (2) I’équation dif-
férenticlle suivante : » .

dx dy dz
(3) x y z|=e
L, M N, .

_8fde _dfde 4, _dfde  dfde
'“Tdz dy dydzg’ ' dxdz dzdx’

Si donc on appelle A le premier membre de (1) et &, cdlui d@
(3), on aura identiquement :
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F étant un polyndme homogéne en x, y, z. Soit b le degré de ce po-
lyndme, on aura:

2p—2=m-+ b

Comment formerons-nous ce facteur F? M. Darboux nous I’ap-
prend également.

Il peut arriver que pour certaines valeurs de C, que nous appel—
lerons valeurs remarquables, la courbe

f+ Cp=o

soit décomposable. Il pourra arriver que pour certains waleurs remar-
quables de C que nous appellerons critiques, on ait:

f4+ Co=uulr ... ups,

les u, étant des polyndmes cntiers homogénes, ct les exposants «; n’é-
tant pas tous égaux i I. -
On aura alors

F = llu>",

le produit désigné par la lettre TI érant étendu A toutes les valeurs cri-
tiques de C et 4 tous les facteurs u, (ceux dont I’exposant est plus
grand que 1 interviendront seuls, car, pour les autres, @, — 1 s’annule
et le facteur correspondant se réduit a 1’unité).

On a donc, si n; est le degr¢ de u,:

h=> (¢, — 1)n,
d’ot:
(@) m+2=2p—2 (— 1)n,

la sommation représentée par la lettre = étant étendue A toutes les va-
leurs critiques de C et & tous les facteurs «,
On aura d’autre part:

® p=San,
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la sommation représentée par la lettre 8 étant étendue A une seule va-
leur remarquable ou critique de C et 3 tous les facteurs u, correspon-
dant 3 cette valeur.

DEs POINTS SINGULIERS.

Les points singuliers de ’équation (1) sont donnés par les équations :

L M _N
(4) =5y =7
M. Darboux a montré que ces points singuliers sont au nom-
bre de

m 4+ m4 1.

Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que ces m* 4 m <1
points singuliers sont tous distincts.
Formons I’équation suivante, en S,

dL  dN dM__ dN
({3—5 N S)( dy ~ 7dy —N- S)

dL dN\/ aM dN)_
{dy d_y-) Cix 7 Vdx %

(5)

ot I’on donne 2 x, y, z les valeurs qui correspondent 3 un point
singulier.

On démontre que si S, et S, sont les racines de cette équation
en S, l’intégrale générale peut dms le voisinage du point singulier &tre
misc sous la forme

(6) X5t X5* = const ",

X, et X, ¢tant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
x X ‘

de = — o g ge L — Lo , en appelant x_, y,, %, le point sin-
< %o g %o

gulier considéré.
Il pourrait y avoir exception dans dxvers cas:
1. Si ’¢équation (5) sc réduit & unc identit¢. Cela n’arrivera pas
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si, comme nous l’avons supposé¢ , les m* + m + 1 points singuliers
sont distincts.

2. Si I’équation (5) a une racine nulle. Cela n’arrivera pas not
plus si les m* 4+ m 4 1 points singuliers sont distincts.

3. Si 'on a §,=3,. Il arrivera alors, en général, que I’intégrale
générale pourra se mettre sous la forme suivante :

‘Z}g‘— + Alog X, = const.,

X, et X, ttant des séries ordonnées selon les puissances croissantes
de = — %o ¢t de L — Yo et A une constante numérique. Le point
4 % L8 L

singulier est alors un point logarithmique. Dans certains cas la "con-
stante A4 est nulle; le point singulier est alors ce que M. Autonne

appelle un point dicritique.
4. Si le rapport % est réel négatif. Le point singulier s’appelle

alors un col. 11 arrive, en général, que I’intégrale générale ne peut pas
se mettre sous la forme (6); le col est alors irrégulier ; mais il peut
arriver également, dans certains cas particuliers, que I’intégrale générale
puisse se mettre sous la forme (6); le col est alors régulier.

Pour que I’équation (1) soit intégrable algébriquement , il faut
(mais il ne suffit pas): 1° que pour tous les points singuliers le rap-

port -%— soit réel et commensurable; 2° que, si pour certains points

se rapport est égal 3 1, ces points soient dicritiques et non logarith-
miques; 3° et enfin que tous les cols soient réguliers.

Le rapport ‘—;‘— s’appellera I’exposant du point singulier.

Les points singuliers pour lesquels ce rapport est réel et positf
s’appelleront des nceuds (les points dicritiques sont donc des nceuds).
Ceux pour lesquels ce rapport est réel et négatif s’appelleront des cols.
‘L

Si I’exposant d’un nceud est commensurable et égal A ket

v étant deux entiers premiers entre eux, w et v scront les entiers ca-
ractéristiques du nceud.
De méme, si I’exposant d’un col est commensurable et égal A
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— £ , ¢ et v étant deux entiers premiers entre eux, p et v seront
v

les entiers caractéristiques de ce col.

Si I’équation (1) est intégrable algébriquement tous les points sin-
gullers sont des neeuds ou des cols.

DEsS NEuUDSs DICRITIQUES.

Nous venons de définir plus haut les points singuliers dicritiques
qui sont toujours des nceuds. En un nceud dicritique la cousbe

f+ Co=0o0 ‘
présente en géneral un point multiple d’ordre A dont les tangentes. semt
distinctes. Mais il peut arriver que pour les valeurs remarquabkes de €

deux ou plusieurs de ces tangentes se confondent,
Soit C, une valeur remarquable de C, de telle sorte que:

f+ Co=ulu? .., ufs,

Supposons que pour la courbe #, =0 le nceud dicritique consi-
déré soit un point multiple d’ordre ;; la courbe u, == 0 étant indé-
composable, les A, tangentes seront distinctes. D’autre part, les caurbes
#,=50 et #,=o0 ¢tant distinctes, les ), tangentes 3 u,==0 seront di-

stinctes des ), tangentes } u; = o.
On aura d’ailleurs

A=+ a4 ... F oy,
ou, en conservant A la lettre § la méme signification que plus haut:
Q)] A=8=x.
Le nceud dicritique considéré est pour 4, un point d’ordre :

2A—1
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et pour F un point d’ordre
2 (a— D
1l doit tre pour.l:%.‘- un point d’ordre 1, ce qui nous donne
la relation :
® 2=2%—Q (2, — 1A,

Examinons en particulier l= cas ou les nceuds sont dicritiques.
Deux courbes

f+ Gz=o, f+Ce=o

correspondant 3 deux valeurs C, et C, de C ne peuvent avoir d’a-
tre point commun que les nceuds; de plus, si I’on considére un ncend
dicritique, les A tangentes i la premitre courbe différeront des 2 tan-
gentes 4 la seconde courbe, de sorte que ce nceud comptera pour X'
points d’intersection. Il vient donc:

® . pr=sy,

le signe S signifiant que la sommation doit étre étendue 3 tous les
nceuds que nous supposons tous dicritiques.

Un point multiple d’ordre ) dont les tangentes sont distinctes a
pour effet d’abaisser le genre de

A — x)'

2

On a donc pour le genre de la courbe f 4+ Cp=o0:

) g = £l_’;'_)2_(1'_:_ 2) _gAA—1)

2

D’autre part, envisageons lintersection de la conrbe indécom-
posable

f+ Cr=0
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avec la courbe 4, = 0 qui.est un facteur de f 4 C, ¢, C, étant une
valeur remarquable de 'C. La premiére est d’ordre p, la seconde d’or-
dre n,, et le nombre des intersections doit étre pn,.

D’autre part, le nombre des intersections situées en un nceud di-
critique est XX, ce qui donne:

®) pn =83,

Comparons maintenant les relations (), (8), (1), (3), (6), (7), (8).
Multiplions la relation (8) par (z,— 1) et faisons la somme de
toutes les relations analogues pour toutes les valeurs remarquables de

C et pour tous les facteurs u; dont I’exposant est plus grand que 1;
il viendra:

PZ(“i""‘ I)”i= SIZ(%—' )2,

p(2p —m — 2)=Sx(22 — 2);

ou bien:

d’oll une premiére remarque: si m n’est pas pair, p doit étre pair.
L’équation nous donne d’ailleurs :

2p* — (m + 2)p =.2S7\’——- 2S5},
d’ott
(m + 2)p =28\

Mais nous avons écrit :

g=L 343 +——("""2 3)P+t,

ou enfin :
® g=""p+ 1.

Cela prouve :
1° que p ou m doivent étre divisibles par 4, ou qu’ils doivent
dtre tous deux pairs;
2° que si m =4, le genre est égal 3 1;
Rend. Circ. Matem., t. V, parte 18—Stampato il 6 maggio 1891, 22



170 H. POINCARE.
-3° que si m < 4, le genre est égal i o; d’ou:
p==2

4—u’

&od p=12 pour m =2, p = 4 pour m=3;
4" que si m > 4, le genre est plus grand que 1.

DEs NEUDS MONOCRITIQUES.

Abandonnons maintenant le cas particulier ol tous les nceuds sont
dicritiques. Un nceud monocritique (c’est-a-dire dont ’exposant n’est
pas égal 3 1) est pour chacune des branches de courbe qui y passent
un point multiple d’ordre g, w étant le plus petit des deux entiers ca-
ractéristiques w et v,

Il y a exception pour deux branches de courbe remarquables, 2
savoir pour les branches de courbe :

X, =o, X, =o;
pour ces deux branches le noeud est un point simple.
Considérons la courbe indécomposable :-

f+ Cep=o0 -

et supposons qu’elle admette A branches de courbe passant par le nceud
considéré. Cherchons quel est I'abaissement correspondant du genre et
le nombre des points d’intersection de deux courbes f + Cp =0,
f+ C 9 =0 qui se trouvent au nceud considéré.

Pour cela, il nous faut d’abord connaitre le nombre des points d’in-
tersection de deux branches de courbe.

Les équations de ces deux branches de courbe pourront s’écrire:

Xi=vX;, Xi=yX,

y et ¥’ étant deux constantes ; or, en combinant ces deux équations
linéairement entre elles, on trouve:

X¢ =, X)=o,

ce qui montre que le nombre cherché est égal & pv.
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Considérons alors les deux courbes f+ Cop=o, f+ C,p=0;
chacune des A branches de la premiére coupe chacune des A branches
de la seconde en pv points confondus. Le nceud compte donc en tout
pour A’*pv intersections.

Il en résulte que la formule (6) doit étre remplacée par la suivante:
(6%) ' PP =S\ pv.

Passons i ’abaissement du genre.
En appliquant une rtgle connue, on trouve que cet abaissement
est ¢gal A

11

®v A A
2 +"2"'—'_2_(f"+ v),

de sorte que la formule (7) devient:

() 9= @G =2 _gXur

A
B2 s (1—p—9).

Considérons maintenant les valeurs remarquables de C; soit C,
une de ces valeurs, et soit:

f4+ Co=uruz .., uf.

Nous dirons qu’un facteur #; est singulier par rapport au nceud
monocritique considéré, s’il s’annule identiquement pour X, =o0 ou
pour X, =o.

Si le facteur u; est singulier et s’annule identiquement pour X,=o,
son exposant «; doit étre divisible par w. S’il s’annule identiquement
pour X, = o, ’exposant «, devra étre divisible par v. :

Mais il peut arriver que le facteur u, soit doublement singulier et
qu’il s’annule identiquement tant pour X, = o0 que pour X, =o. Dans
ce cas I’exposant «; est divisible par pv.

Enfin, il peut se faire-qu’un méme facteur u; soit singulier par
rapport & plusieurs nceuds monocritiques.

Pour chaque noeud monocritique, il existe toujours deux facteurs
singuliers (ou un seul facteur doublement singulier) correspondaat soit
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3 une méme valeur remarquable de C, soit 3 deux valeurs remarqua-
bles différentes de C; et il n’en existe que deux.

On peut faire une distinction de plus; supposons p. < v; nous dirons
que le facteur u, est critique s’il s’annule pour X, = o et hypercriti-
‘que s'il s’annule pour X, =o.

Cherchons d’abord quel est, en un nceud monocritique, le nom-
bre des points d’intersection d’une courbe indécomposable -

f+ Cop=o0
et d’une courbe u,=o.

Soit %, le nombre des branches de la courbe u,—=0 qui passent
par le nceud considéré, Pour chacune de ces branches le nceud sera
un point multiple d’ordre . (je suppose toujours p. < v) sauf pour une
d’entre elles (pour laquelle le nceud sera un point simple) si le facteur
u, est singulier et pour deux d’entre elles s’il est doublement singulier.

Pour deux branches de cousbes quelconques, le nombre des points
d’intersection confondus avec le nceud est égal 3 pv; ily a exception
si ’'une des branches de courbe est X, —=o0, ou X, =o0. Si c’est
X, =0, le nombre des intersections est égal 4 v, et pour X, =o il
est égal 3 p.

Donc, pour nos deux courbes le nombre total des intersections
confondues avec le nceud sera:

A\ @y ' si le facteur 4, n’est pas singulier;
ANRY — A(p — 1)V ’ s’il est critique,
ARy — A0V —1)p s’il est hypercritique,

ANRY 4 A[(r — 1)v + (v — 1)p] §’il est doublement singulier,

Que devient la formule (y)?
Le nceud est pour la courbe %, =20 un point multiple d’ordre :

A si le facteur u; n’est pas singulier,
(A, — )i + 1 s’il est singulier, :
(\,— 2)p + 2 s’il est doublement singulier.

D’autre part, soit C, une valeur remarquable de C. Le nceud sera
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pour la courbe f + C,¢ == o0, un point multiple d’ordre A si aucun
des facteurs de f 4 C, ¢ n’est hypercritique (ou doublement singulier),
mais si 'un des facteurs est hypercritique et que son exposant soit

égal A a , ce sera un point multiple d’ordre Ap. + %(v—y.). D’oti

les équations suivantes qui sont les différentes formes de 1’équation (y):
r=8a), s’il n’y a aucun facteur singulier,
A=8a) + «a (% — 1) s’il y a un facteur critique d’exposant «_,

I

A=8x2 + a,( T — x) s’il y a un facteur hypercritique d’exposant «,,
r=8a + ¢ (—EL- - r) + a,(—%— — I) s’il y a un facteur criti-

que d’exposant «, et un facteur hypercritique d’exposant «,,

r=8¢) + a,(% — 1) + a, (Iv — 1) s’il y a un facteur dou-

blement singulier d’exposant «,.
Le nceud sera pour F un point multiple d’ordre:

2 (5= Dhp — (@, — ) — 1) — (@— 1Dk — 1),

en appelant «, et «, les exposants des deux facteurs critique et hyper-
critique qui existent toujours.

Le nceud sera aussi pour A, un point multiple, mais de quel ordre ?

Le déterminant fonctionnel de f et de ¢ par rapport 4 g et 2 y
par exemple (que nous avons appelé L,) est égal au produit du déter-
minant de f et de ¢ par rapport & X, et A X,, multiplié par le déter-
minant de X, et X, par rapport 7 et 4 .

Il importe de remarquer que les deux séries X, et X, ne sont pas
entidrement déterminées. En effet, nous les avons définies en écrivant
que dans le voisinage du nceud l'intégrale de notre équation s’écrit :

X = const. X}.



174 H. POINCARE.

Si Y est une série quelconque ordonnée suivant les puissance

x x
de X — %o orde L — —t'?- et ne s’annulant pas au nceud, on pet

° ‘0
remplacer X, et X, par

XY et X Y

Parmi toutes ces déterminations de X, et de X, on peut en cho:
sir une, telle que, f et p soient des polyndmes homogenes d’ordre A e
X% et X ‘

Alors le déterminant fonctionnel de f et ¢ par rapport 3 X, et X
est un polyndme homogéne d’ordre 2% — 2 en X* et X!, que j'af
pellerai P, multiplié par X¥— X3,

Le déterminant de X, et X, par rapport 4 y et 4 z ne s’annul
pas en général et en tous cas les trois déterminants

a(Xn X’) a(xl' X:) a_(;)(g_}_fz)
a(y, 2) ’ 9z, %) ’ o(x, y)

ne s’annulant pas A la fois, on peut toujours supposer que le premic
n’est pas nul au nceud. On a alors:

(X, X,)
a(y 2

Pour P le nceud est,un point multiple d’ordre (2% — 2)p si ¢
polynéme ne s’annule pas pour X, = o0, mais cela n’arrive que
@, =v; dans le cas contraire c’est pour P un point multiple d’ordre

L= PXt— X,

(A —2)p + 220 — ),
pour L, d’ordre:

a, — v

@Er—2p+@E—-—D+0-D)+2—0—pw

et pour A, d’ordre :
a, —
v

@Cr—2)p+p+v—1+ (v — ).




SUR L’INTEGRATION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS, ETC. 175

Mais nous savons que ce doit &tre un point simple pour A, il
vient donc :

y — ¥

@r—2p+ptyv—14°

G—w
=2 (@—Dhp—(—DE—D)—(@&—DkE—D+5

vy

ou, en divisant par g :

® (@x—2)+ a,(t ——%) + a,(t — IT):Z(az,— D,

. Que devient maintenant la formule (8)?

Quel est le nombre total des points d’intersection de la courbe
indécomposable f + Co = o0 avec u, =o.

J’appelle ¢, un nombre relatif 4 #, et 4 un des. nceuds, Ce nom-
bre sera nul si %, n’est pas singulier par rapport A ce nceud; il sera
égal A (& — 1)v s’il est critique, & (v — 1)@ s’il est hypercritique,
A (@ —r1)v+4 (v—1)p s’il est doublement singulier. Il vient:

P, =S(\\pv—1e).
Multiplions cette relation par «,— 1 et faisons la somme de tou-

tes les relations analogues pour toutes les valeurs remarquables de C

et pour tous les facteurs u, dont ’exposdnt est plus grand que 13; il
vient :

P (i =Sy Y (6 — DA] — S3 X (e — 1)

Mais d’aprés la signification de ¢, et en appelant encore «, et a,
les exposants des facteurs critiques et hypercritiques, on a:

2 (a— e = (2, — D) — 10y + (&— 1) — Dp.
D’autre part: - |

py2 (@ — DN =02 —2)pv + &,y — 1) + a,p(v — 1)
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11 vient alors:

p(2p—m—2)=Shv(2A — 2) 4 SA(rt — 1)v + SA(v — 1),

ou:

(m + 2)p =S + v).
Or:

- A A
q=P——32P—+—2—S-TF!—ST(l—y.—v)=I——3;I—’+

+S%(y.+v—x),

d’od: .
— A 3+ )
(II) q—l-l-S—z—(y.-}-v ) { -_"l-i-—z. .
Si, par exemple, m == 4, il vient:
— e
=1 +S 2 I).

On voit ainsi que pour m=4, ou a fortiori pour m> 4, le genre
est toujours plus grand que 1.

Quelle est la condition pour qu’on puisse reconnaitre si 1’équa-
tion différentielle comporte une solution générale algébrique de genre
donné? C’est que tous les coefficients du second membre de (11) soient
de méme signe; c’est-3-dire que:

(l"""’)(l +2)>1’

ce qui a toujours lieu pour m > 4.

DEs coLs.

Nous distinguerons trois genres de cols:
1° Ceux du premier genre seront les points doubles d’une courbe
indécomposable

f+ Ce=o,

u,=o,

ou d’une courbe
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u, étant un des facteurs indécomposables de
f+ Co=urur .., upt

pour une valeur remarquable de C.
Tous ceux de ces points doubles qui ne sont pas des nceuds sont
des cols.

Pour un col du 1*r genre les deux entiers caractéristiques sont
égaux i 1.

2° Ceux du 2¢ et du 3* genre sont les points d’intersection de
deux courbes .
%, =0, ;=o0,

u; et n; étant deux facteurs indécomposables de

) f+4 Co=uul2 .., ul
pour une méme valeur remarquable de C.

Tous ceux de ces points d’intersection qui ne sont pas des nceuds
sont des cols. Les deux entiers caractéristiques g et v, qui sont pre-
miers entre eux, seront entre eux dans le méme rapport que les deux
exposants «, et a,.

Si @,=«; et que, par conséquent, p.=v=r, le col sera du 2°
genre, .

Si «; 2 «; et que, par conséquent, p < v, v> 1, le colsera du
3¢ genre.

L’équation différentielle étant donnée , on connait les entiers ca-
ractéristiques. On peut dom.: distinguer les cols du 1% et du 2¢ genre
de ceux du 3¢ genre, mais non ceux du 1* de ceux du 2¢.

PROPRIETES DIVERSES.

N\

Quelques-unes des formules précédentes peuvent dtre simplifiées
si I’on adopte les notations suivantes :

Soit %, un nombre égal 3 1 si u, n’est pas singulier par rapport
au noeud considésé, A p si u, est critique, 3 v s’il est hypercritique,
A pv s’il est doublement singulier.

Rend. Circ. Malem., t. V, parte 1*—Stampato il 6 maggio 1891.



178 H. POINCARE.

A chaque facteur 4, et A chaque nceud monocritique corresponc
ainsi un nombre §,

Soit alors b, le plus petit commun multiple de tous les nombre
{, correspondant 3 un méme facteur #; et 3 tous les nceuds monocri
tiques. Ce nombre b, est donc égal A 1 si u, n’est singulier par rap
port 4 ancun nceud.

Il est clair que «; est divisible par b,; nous poserons donc:

v, = ub, 2, = h,a

d’olr:

Nous appellerons n; = n,b, le degré de v,

La courbe v,=0 se compose de b, courbes corifondues avec #,=c
Jappellerai %! le nombre des branches de la courbe v, =0 qui pas
sent en un nceud monocritique. Chaque branche de #, =0 compter
pour b, branches de v,=o, sauf s’il y a lieu celle ‘qui s’annule pou

. b, .
X, =0 et qui comptera seulement pour —:- branches etcelle qui s’an
v

. b
nule pour X, =0 et qui comptera seulement pour T‘ branches. O

aura donc:

A =h), si le facteur u, n’est pas singulier,
N =h)— b‘(x —_ —;—) s'il est critique,

N =bhxr— b‘(x — %) s’il e¥t hypercritique,

N=hx—b, (2 — —;—‘- — -xT) s’il est doublement singulier.

Le nombre des points d’intersection de
v,=0 e f+4 Cp=o

est alors dans tous les cas
ANy,
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Celui de deux courbes

v, = uli v, = ul
sera
’
NA v,
L’¢quation (Y) s’écrira dans tous les cas :

r=S$ a A

Examinons maintenant la question suivante :
Soit, pour une valeur remarquable de C: -

’

4
fH+ Co=umuz ... up=0"1 ... .
Est-il possible que les deux courbes
v, =0, v,=0
n’aient d’autres points d’intersection que des nceuds?
Appelons b le nombre des points d’intersection de ces deux cour-
bes situés en dehors des nceuds, nous aurons évidemment :
’ ’
won, =S\, 2\ uv + b.

Supposons d’abord que nous n’ayons que deux facteurs et que
’on ait: = '

f+ Co=v&vi,

nous aurons les relations ;

P=S¥pv, pni=8\\ v, 2n 4 an,=p, a V4 o)
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d’ott ’on peut déduire :
an® + ainin, =a SA7uy + o, SN A @y,

ainn, + ain’ =a SN2 uy + a,SA’pv.

Si ’on avait h=o0 et par conséquent #,n, =S\ A, mv, il vien-
drait ;

n =SA wy, n' =Sy,
et pour des valeurs quelconques de x et de y:
() (mx —m9) =Spv(ix — )

Si 'on fait y=1,, x = n;, le premier membre s’annule, ce qui
exige que:
A x=1y.
’ k' . "l
Le rapport - ost donc constant et égal A e
3

Rien dans le raisonnement qui précéde ne suppose que les facteurs
u, et u, sont irréductibles. Si donc on a:

14

f+ Co=viivti ... vivlm ... v}

et si les courbes

n’ont en dehors des nceuds ancun point commun avec les courbes :

Yy, =0, v,=0,...7%=0,

on pourra regarder f 4+ C¢ comme le produit des deux facteurs :
’ ’ ’ ’ ’ ’
vh U2 ...V et Ut L Uk
L § H1 ita
et on aura pour tous les nceuds monocritiques :
XY ’ ’ ’
Nt -F . N wnl a4 . e
’ ’ ’ ’ P8t T ’ ’ ’_ 1
LD R T M TS YO, LTS U P 1
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Revenons au cas ol le nombre des facteurs est égal 3 2 et oV,
par conséquent,

f+ Co=uvrva,
mais ne supposons plus b = o0; la formule (1) deviendra:
(mx — gy =Spv(x —¥yy — p G
Si nous faisons en particulier ; -

’ ’.

y=mn., x=n
il vient :
(2) hp = @, Spy(A n, — X\ n ).

Supposons de nouveau que nous ayons deux facteurs et que nous
écriviops :

f+ Co=v% %,

et supposons de plus h=o0. :

Je dis que la conrbe f + Co = o ne sera indécomposable pour au-
cune valenr de C.

Soit, en effet, & le plus grand commun diviseur de n] et de #]
et posons : :

n, = Bx 8’ ”; = B's’
w,=v§’, w,= 1’;';

les deux. polyndomes w, et w, seront de méme degré, 3 savoir de de-
gré B,B,3.

Soit k& une constante arbitraire. Etudions la courbe :

w, — kw,=o.
Elle sera de degré
pl ‘5: 8'

Voyons comment elle se comportera dans le voisinage d’un naeeud
monocritique.
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On pourra écrire, si x,, y,, z, sont les coordonnées de ce nacud:
w,=W0(X} X)), w,=WNL(X X)),

. . . x x
W, et W, étant deux séries ordonnées suivant les puissances de —{———‘ ,

%

% — —Z’- et ne s’annulant pas au nceud considéré. I, et 11, sont deux

polyndmes homogénes en X® et X7; I, est de degré B, )] et I, de
dcgl'é p: 1;'
Mais on a (puisque b =0):

Ao
X o’
ce qui permet d’écrire :
A =8¢, A =28,¢,

¢ étant un entier.
Donc les deux polynémes 11, et 11, sont de méme degré B, 8,.
Quel est alors, au nceud considéré, le nombre des points d’inter-
section de la courbe
w,—kw,=WN —kW,lI,=o0
avec une branche de courbe :

X# = const. X} ?

Il sera au moins égal 3 B B,epv, et le nombre des points d’in-
tersection des deux courbes

w,— kw, =o, f+ Cop=0o0

est au moins egal i
| 2B, B,ep.

Si les deux polynomes w, — kw,, f + Ce¢ n’avaient aucun fac-
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teur commun, le nombre total des points d’intersection des deux cour-
bes devrait étre :

p px st'

Nous venons de voir que le nombre des points d’intersection si-
tués aux nceuds est au moins égal.d

SAB,B,epv.
Mais nous avons:
p=an, + a.n,, A= X + 2.},
ce qui montre que:
p__
E e
et comme on a:
pPP=S¥\pv,
il viendra: .
p3 =Sxrepv.

Le nombre des points d’intersection situés aux nceuds sera donc
au moins égal A pB,B,3.

Considérons un point quelconque de f + Co =0 situé en de-
hors des nceuds ; on peut toujours choisir la constante % de fagon 2
faire passer par ce point la courbe w, — kw,=o0. Le nombre total
des points d’intersection devient alors supérieur 4 p B, 8,8, de sorte que
f+ Co et w, — kw, doivent avoir un facteur commun. Si f+ Ce¢
est supposé irréductible, w, — kw, sera divisible par f + Co.

Avant d’aller plus loin, il est nécessaire que je démontre un lemme:

Soient X et Y deux polyndmes homogenes de méme degré en x, 4,2, ¢8 &
uine constante quelconque. Si la courbe :

X—a¥Y=o0

est décomposable quelle que soit la constante «, les denx polyndmes X et Y
sont des polyndmes bomogenes et de méme degré par rapport & deux autres
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polyndmes £ et n qui sont eux-mémes bomogenes et de méme degréen x, y et 3.
De plus, la courbe

E—an=o0

w'est pas décomposable quelle que soit la comstante «.

En effet, soit N le degré de X et de Y. Soient ensuite, pour une
certaine valeur de «, n,, n,, ... n, les degrés des facteurs irréduct-
bles de X — « Y. La continuité suffit pour montrer que le nombre
des facteurs et les degrés n,, n,, ... n, seront les mémes pour tou-
tes les valeurs de a sauf pour certaines valeurs que j’appellerai singu-
lidres et pour lesquelles quelques uns des facteurs pourraient eux-mémes
se décomposer.

Soit donc, pour une valeur non singuli¢re de «:

X—a¥Y=22...2,

le facteur Z, étant irréductible et de degré #,.

Soit maintenant a' une constante infiniment peu différente de a,
il viendra:

X—dY=2Z2Z...2Z,.

Le facteur Z; différera trés peu de Z; on voit donc que, si I’on
fait varier « d’une fagon continue, les polyndmes Z,, Z,, ... Z, va-
rieront d’une fagon continue.

Je dis maintenant que si ’on fait décrire 4 la variable « des con-
tours fermés convenables, les divers polynémes Z, ; Z,, ... Z, s’
changeront les uns avec les autres; je dis par exemple qu’on pourra
échanger Z, avec Z,.

Soit, en effet, x,, y,, 7, un point de la courbe Z, =o0 qui ne
soit pas un nceud ; soit de méme x,, y,, g, un point de la courbe

Z,=o. Faisons ensuite varier x, y, { depuis x,, y,, 7, jusqu’d x,,
X . . .
Y,s %3 alors @ = 'y Qui est une fonction de x, y, 7 décrira un con

tour fermé, et quand ce contour sera décrit, il est clair que Z, se ser:
échangé avec. Z,.

Les polyndémes Z,, Z,, . . Z, sont donc de méme degré, de
sorte que N est un multiple de #,.
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Il reste & établir que ’ensemble des courbes Z, = o, qui dépen-
dent du paramétre arbitraire «, forment un faisceau linéaire; or cela est
évident puisqu’elles n’ont pas d’enveloppe , méme au sens purement
analytique de ce mot.

Appliquons ce qui préctde au cas qui nous occupe.

Ou bien w, — kw, sera irréductible sauf pour certains valeurs de
k et ce polynéme devra étre alors identique A f+ Cp; ou bien w,—kw,
ne sera pas irréductible et son degré devra étre un multiple de celui
de son facteur irréductible f 4+ Cop; on aura donc:

BB 8 =Lp=03(« B, + «B,),
{ étant un entier; de sorte que:
BB =0 B, + {6,

Cette égalité n’est possible que si LaB, est divisible par B,, ou,
puisque B, et B, sont premiers entre eux, si {a, est divisible par §,.
Mais si {a] est divisible par 8,, il vient, puisque {, «; et B, sont essen-
tiellement positifs :

Bl Bz < ta: Bl + C"‘;Ba-

L’égalit¢ est donc impossible ct nous devons conclure que f + Ce
ne peut &tre irréductible.

Si donc f + Ceo est irréductible, sauf pour certaines valeurs par-
ticuliéres de C, ce que nous pouvons toujours supposer, les deux courbes

4, =o0, $,==0
auront d’autres points communs que les nceuds.

Rien dans ce raisonnement ne suppose que #, et u, soient irré-
ductibles; si donc on a pour unc valeur remarquable.de C:
[+ Co=ulru ... udiu®t .. ufs

il y aura certainement, en dehors des nceuds, des points d’intersection
Rend. Circ. Matem., t. V, parte 1*—Stampato il 21 maggio 1891. 24
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qui appartiendront 3 la fois A ’'une des courbes:

%,=0, %,=0, ...%=0

et 3 'une des courbes :

CLASSIFICATION DES VALEURS REMARQUABLES DE C.

Nous distinguerons les valeurs remarquables de C en plusieurs
espéces.

La 1% espéce comprendra celles pour lesquelles les exposants «
de tous les facteurs irréductibles u, seront égaux A 1.

La 2* espéce comprendra celles pour lesquelles les exposants «,
seront premiers entre eux, sans étre tous égaux 3 I.

La 3* espéce comprendra celles pour lesquelles les exposants &
auront un plus grand commun diviseur différent de 1, sans é&tre tous
€gaux entre eux.

La 4* espéce comprendra celles pour lesquelles il y a plusieurs
facteurs u, distincts dont les exposants «; sont tous égaux entre eux
sans &tre tous égaux i 1, de telle sorte que f+ Co soit une puissance
parfaite d’un produit de plusieurs facteurs distincts.

La §* espice enfin comprendra celles pour lesquelles f + Cg est
une puissance parfaite d’un polyndme irréductible.

Si C est une valeur remarquable de 1’une des 4 premiéres espé-
ces, la courbe f + Co = o0 se décomposera en deux courbes distinc-
tes, qui, d’aprés le § précédent devront se couper au moins en un
point en dehors des nceuds et par conséquent en un col.

Le nombre des valeurs remarquables des 4 premiéres espéces est
donc au plus égal au nombre des cols.

Supposons que tous les cols sont du 1" ou du 2¢ genre et soit
C une valeur remarquable. Soit

f4+ Co=ulrud® ... ulufitt ... uls;
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'une des courbes #,, #,, ... 4 devra couper en un col Pune des
courbes u;,,, #,,, ... %, et comme le col est du 1 ou du 2¢ genre,
ces deux courbes devront correspondre 3 un méme exposant a.

Je dis que I'on doit avoir :
@ =a,=...=a,

En effet, ’ordre des facteurs u,, #,, ... est arbitraire; si donc
tous les exposants n’étaient pas égaux, on pourrait supposer :

f—e— . = > > >

1 a:-—' e o 0 —'aj) ai’fl <¢l’ a”, <al’ o s a. <¢l.

Un des polyndmes ne pourrait donc pas avoir méme exposant qu’un
des polynomes #,,,, %,,, ... %,

Dong, si tous les cols sont du 1" ou du 2¢ genre, toutes les va-
leurs remarquables seront de la 1%*¢, de la 4*¢, ou de la 5= espéce.

Les valeurs remarquables des 4 dernidres espéces sont celles que
nous avons appelées plus haut critiques.

APPLICATION D'UN THEOREME D'HALPHEN.

Je dis maintenant qu’il ne peut pas exister plus de deux valeurs
remarquables des trois derni¢res espéces.

En effet, s’il y en avait trois on pourrait supposer par une sub-
stitution linéaire que ces trois valeurs remarquables sont 0, 1 et oo,
de sorte que:

fioee—(+9)
seraient des puissances parfaites. Soient :
Xax, Y”, 2%
ces trois puissances parfaites; on devrait avoir identiquement :

X% 4 Y5 4 Z9=o,
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X, Y et Z étant des polyndmes homogenes de degré
L 2P

en x, y et .

Or Halphen, au début de son mémoire couronné sur les équa-
tions linéaires, a étudié les identités de cette forme. Il a montré d’a-
bord que les nombres «,, «, et «, devaient avoir certaines valeurs par-
ticuli¢res («,, 2, 2), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5); il a fait voir en-
suite qu’on devait avoir:

X=Pn,, n,),
Y=P,(n,, n,),
Z= P,(*nl y M),

P, P, et P, étant des polyndmes homogénes en n, etn, qu’Halphen
a complétement formés et qu’il est inutile de transcrire ici, pendant
que m, et n, sont deux polyndmes homogenes de méme degré en x,
y etz

Alors la courbe

f+Cop=Xn4 CY*=0

est décomposable quel que soit C en un certain nombre de courbes
appartenant au réseau :

M = const,
N,

Or c’est 1A précisément le cas exclu plus haut.

Si donc, comme nous 1’avons supposé, f + Co n’est pas réduc-
tible quel.que soit C, le nombre des valeurs remarquables des trois der-
niéres espéces ne peut dépasser 2, et par conséquent le nombre total
des valeurs remarquables est limité.

J’ajoute que, s’il y a deux valeurs des trois dernitres especes, de
telle sorte, par exemple, que

f — Xm, ? — Ya:’ ’
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les deux nombres «, ¢t «, devront étre premiers entre eux , car s’ils
avaient un facteur commun le polynome

X4 CYn
serait réductible quel que soit C.
NOMBRE DES NEUDS.

Supposons que tous les nceuds soient dicritiques, on aura:

pPP=S¥,
(m + 2)p =281;

d’ol, si I’on appelle # le nombre des nceuds et x une variable quel-
conque :
x*pt— (m + 2)px + n=S(x\— 1)

Le second membre étant essenticllement positif, les racines du tri-
noéme du second degré en x qui figure dans le premier membre doi-
vent é&tre imaginaires ou égales, ce qui exige que:

g2y
4

De plus, si
p=(mt2
4

les racines sont égales et le second membre doit pouvoir s’annuler, ce
qui ne peut avoir lieu que si tous les A sont égaux entre eux.

Supposons maintenant que tous les nceuds soient dicritiques et
tous les cols du premier ou du second genre; toutes les valeurs criti-
ques de C sont des deux derniéres espéces et il ne peut y en avoir
plus de deux. Soient «, et «, les exposants correspondants' A ces deux
valeurs critiques. On aura pour la premicére valeur critique :

p=S8oun,=a8n, Sz, — t)n,.=(l —{T)p,
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et de méme pour la seconde valeur critique:

8« — 1)n,= (1 - %’)p.
Alors la formule

m4a=2p— (x,— 1),
S R

iy d)

devient :

ou

On aura de méme pour un nceud quelconque et pour la premitre
valeur critique :

A=8¢% =282, S(e,— 1)7\'.=(I ——-j:—)l,
et pour la seconde :
1
8(e,— 1)), = (x — ?’))\;
de sorte que la formule:

2=2%—) (x,— 1)

devient :
1 1
=5 )
d’ol
af 1 r\’ |
4 (? + —0‘:) =(m + 2)
I I \*cos
(Gt %) o=
ou, puisque p* == S2*;
=t 2)
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LIMITATION DU DEGRE.

Dans le cas ol tous les cols sont du 1¢f ou du 24 genre, il est
possible de trouver une limite supérieure du degré p et par conséquent
de reconnaitre si 1’¢équation est intégrable algébriquement.

Nous venons de trouver, en effet, sans avoir besoin de supposer
que tous ‘les nceuds soient dicritiques :

(m + z)=p(£7 +3),
d’ol: ’
w,a,(m + 3) =p(e, + a,).

Or, «, et «, sont premiers entre eux et par conséquent chacun
d’eux est premier avec «, 4+ «,. Donc «, 4+ «, divise m - 2.

Nous devons en conclure que «, + «, et par conséquent «,, «,
et p sont limités. c. Q. F. D.

Je m’arréterai 13, bien que les principes qui précédent puissent
probablement, avec de légéres modifications, donner des résultats dans
des cas moins particuliers.

Paris, 12 avril 1891.

H. PoiNcARE.



