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INTRODUCTION

La théorie de la Lumiére a été I'objet de mon ensei-
gnement dans le semestre d’hiver 1891-92 ; j'avais
traité le méme sujet quelques années auparavant dans
des lecons qui ont été publiées par les soins de 1'Asso-
ciation amicale des éléves et anciens éléves de la Fa-
culté des sciences de Paris.

Mais en revenant, aprés quatre ans, a I'étude de
I'Optique, j'ai eu & traiter un grand nombre de ma-
tieres nouvelles que le défaut de temps m’avait autre-
fois contraint & laisser de coté. Je ne citerai que la
théorie de Helmholtz, sur la dispersion dont je n’avais
pudire qu'un mot en passant.

D’autre part, dans cet intervalle, la science a pro-
gressé, et bien des points de vue se sont modifiés.
C’est ainsi, par exemple, que la théorie électromagné-
tique de Maxwell a conquis une place qu'on lui con-
testait encore il y a quelques années. Il est difficile
aujourd’hui de parler d'Optique en la passant sous
silence. '



VI INTRODUCTION

J'ai donc été conduit & traduire dans ce nouveau lan-
gage ce qu'avaient dit en d’autres termes les fonda-
teurs de la théorie ondulatoire. Je ne me suis pas
proposé de comparer ces deux doctrines afin de choisir
entre elles. En ce qui concerne les phénomeénes optiques,
ce que la premitre explique, la seconde en rend éga-
lement bien compte; il ne peut d’ailleurs en &tre
autrement. C'est dans le domaine des électricités qu’est
le seul champ de bataille possible entre les champions
des deux théories.

J'ai voulu seulement mettre le lecteur & méme de
manier avec la méme facilité deux instruments qui
peuvent &tre également utiles pour coordonner conve-
nablement la multitude des faits observés.

Jai eu également & revenir sur le probl2me de la
diffraction dont je m'étais déja longuement occupé et
que je suis loin d'avoir épuisé.

MM. Lamotte et Hurmuzescu, qui ont bien voulu’
rédiger mes lecons, ont donc pu, en élaguant autant
que possible tout ce qui aurait fait double emploi,
réunir la matiére d’'un second volume de la Théorie
mathématique de la lumiére. Je tiens & leur exprimer

ici mes sincéres remerciments.




CHAPITRE PREMIER

THEORIE ELASTIQUE DE LA LUMIERE

1. Mouvement de I’éther. — Celte théorie attribue les
phénoménes lumineux aux vibrations d'un milieu élastique,
I'éther, répandu dans tout I'espace, méme dans le vide.

Soit une molécule d’éther qui, dans l'état d’équilibre,
occupe la position M : par suite de la vibration, elle viendra
occuper ure position telle que M’. Le vecteur MM’ s’appelle le
déplacement de la molécule. Sia, y, z désignent les coordon-
nées du point M, « + §. y + v, # 4 { celles du point M’, les
projections du déplacement sur les trois axes de coordonnées
seront &, v, .

Les composantes de la vitesse de la molécule suivant les
mémes axes seront :

@ dy, i
dt dt dt

et les composantes de I'accélération

% d’n a
o’ dr’ di

LUMIERE. I — 1




2 THEORIE ELASTIQUE DE LA LUMIERE

Considérons (fig. 1) un petit parallélipipede ABCDEFGH

reclangle dont les arétes soient paralléles aux axes et aient

respectivement pour longueur dw, dy, dz :le volume de ce
parallélipipéde sera : dv = dwdyds. Pendant la vibration,

A B
A E
i
¢ : D’
D i
| PSR .LI:‘ £ .
' . H C *, ﬂl
Fig. 1.

ce parallélipipéde se déplace et prend une position telle que
A'BCD'E'F'G'H’, il devient un parallélipipéde curviligne, qui
peut étre assimilé, en négligeant des infiniment petits du

second ordre & un parallélipipéde rectiligne, mais oblique.

Posons :
dt 218
G.‘ p—rtd d_w’ G’ —t d_n’ aa = ‘(I_z'
_dy &, _at &K, & dn
p‘_dz—l_dy’ p’—da:-'_dz’ ﬁa—dy'i‘dw

On démontre (voir le Cours d'élasticité, page 1) que les
longueurs des arétes du parallélipipéde deviennent

de(4a)  dy(lde)  dr(l+ay)



MOUVEMENT DE L'ETHER . 3

Pour cetle raison «;, «,, «, s'appellent les dilatations
linéaires.

Les trois angles du triédre A, qui étaient tous trois égaux

a ;» deviennenl respectivement dans le triédre A’

g‘l'pn g'l'paa g‘f‘pa-

B4y Bas B; s’appellent les dilatations angulaires.
Quant a la diagonale AH, elle devient A’H’, et sa longueur
est fonction des six dilatations.

2. Force vive de léther. — Soit T la force vive ou
énergie cinétique de I'éther. Nous avons comme expression
du carré de la vilesse :

&\ | (dn\® | (dk
2 —
v=(z) +@) +@"

La masse du petit parallélipipéde est pdr, p élant la densilé
de ’éther. Par conséquent

Py o (8 + @)+ (3]

8. Energie potentielle de I’dther. — On a démontré,
dans le Cours d’élasticité, page 43, § 26 el suiv., que I'énergie
potentielle avait une expression de la forme :

U =de1.'.

W étant un polynéme du second degré par rapport aux
neaf dérivées partielles du premier ordre de &, v, {.
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Si nous supposons que le milieu est isotrope et que dans
I'état d'équilibre la pression est nulle, nous obtiendrons :

2 2 2 3
w=u(a+a+a+§+B+8) a5
A et p. sont les coefficients de Lamé; 6 est défini par I'égalité
. dt | dy, dt
0 =q '|‘°‘2+°‘3=£,+3:‘:+d—:'

On démontre qu'un élément de volume dr devient aprés la
déformation

dr (1 + 0),

-d’od le nom de dilatation cubique donné a 6.

4. Valeur des forces. — Reprehons le parallélipipéde
ABCDEFGH, et considérons en particulier la face ACEG per-

n

Fig. 2.

pendiculaire a Oz (fig. 2):1'aire de celte face est égale a dydz.
Nous appellerons

P:ran P.-zya Pzz




VALEUR DES FORCES 5

les composantes suivant les axes de la pression qui sexerce
sur cette face par unité d'aire, et nous conviendrons de regar-
der les tensions comme positives, les pressions comme néga-
tives. '

Les composanies de la pression qui s'exerce sur la face
ACEG seront donc :

Pzdydz, P, dydz, P..dydz.
On aura de méme pour la face ABEF perpendiculaire.a Oy:
P, dxdz, P, dxdz, P,.dxdz,
et pour la face EFGH perpendiculaire a Oz :
P, dxdy, P, dxdy, P..dzdy.

D’aprés la théorie de I'élasticité :

Py =Py
Py: = Py
Py =P,
et
dW db . di
Px,=-¢E = A8 da—‘-l-—?y.a, = A0+ 2pa, = M0 -|-2y.d—w
d:
P,, =\ + 2u djy
— &
P.. =204 2 o

sz=uﬂa=u(g—;+%)

5. Equations du mouvement. — En écrivant que la
force d’inertie fait équilibre aux forces qui agissent sur 1'élé-
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ment dt, nous obtiendrons les équations du mouvement :

oddyds. Z—IE — — Puadydz 4 (P,,, + di:-' dw)dydz

— P,y dzde | <P,,,, + d-d—P;l dy)dyda:

— Py.dady + (P,,: + Do dz)dwdy
ou:
& Py, | dPy | dP.
() Pde ™~ da dy + dz

el deux autres qu'on obtiendrait par germutation.
D’autre part :

& &
Paz =0 g, T o gy T2
dt d

sz=l’~;1‘/+i‘-g£

Pz==l‘-g_‘i+!‘%

Substituons ces expressions dans I'équation (1), il vient :

o dy | . do
Pap =Mt o+ Ao

Les ¢quations du mouvement seront donc:
a3 dn
Pap = A+ (A4 ) o=

d: , ,do

M 9d—,;'=ui\n+(l-rv);@

a? dn
PW§=MAK+()‘+M)CT:'
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8. Ondes planes. — Dans les cas des ondes planes, £ et 4
ne dépendent que de z et de ¢. Par suite:

_a% _ % _ & ax.
A;_d 3 A"_dz’ 9_dz AL = dz?

Les dérivées prises par rapporl & « et & y sont nulles et les
équations du mouvement se réduisent 4 :

d’E d’E
Pam =gz
dly _ diy
Pan =gz
d ax

Pa = F'dza"‘ +E"ia—(l+‘2)
Ces équations sont celles des cordes vibrantes,
Supposons que le déplacement soit paralléle a Ox :
n=%{=o0 £ # o.

Le plan d’onde est paralléle au plan des ay. La vibration est
transyersale.

Il reste donc seulement I'équation

I a%
PaA =t

Cette équation a pour intégrale :

E=f<:+t\/g'>+f, (z—t\/g')
f et £, étant des fonctions arbitraires. Cette onde se propage

avec la vitesse \/g
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Nous aurions oblenu un résultat tout a fait analogue en
supposant le déplacement paralléle & Oy.
Si le déplacement est parali¢le a Oz, I'équation

a2 . ax
P O3 =+ 2 s

subsiste seule. L'intégrale

e/ ey )

représente une vibration longiludinale, puisque le déplace-
ment est perpendiculaire au plan d'onde, et la vilesse de pro-

pagation est \ / t?‘f

L'expériem.:e nous apprend que les vibrations lumineuses
sont transversales. En effel, dans les divers phénoménes de
réflexion ou de réfraction, on retrouve toute la force vive du
rayon incident dans les rayons a vibrations transversales.
S'il existait des rayons & vibrations longitudinales, ils absor-
beraient une partie de celte force vive.

Nous admettrons donc qu'’il n’existe pas de vibration lon-
gitudinale dans le rayon lumineux et par suite que :

A+ 2u = o.

7. Intensité lumineuse. Définition expérimentale.
— Pour pouvoir comparer A l'expérience les conséquences
des équations, il est indispensable de bien définir la quantité
qu'on mesure dans les expériences, c'est-d-dire l'intensité
lomineuse.

Il faut méme donner de celle intensité deux définitions,
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INTENSITE LUMINEUSE. DEFINITION EXPERIMENTALE 9

I'une expérimentale, et I'autre théorique; car nous voulons
comparer la théorie a 1'expérience, et, pour que celte compa-
raison soit possible, il faut bien en définir les deux termes.

'Expérimenlalement I'intensité se mesure A l'aide de trois
sortes de phénoménes : 1° les effets physiologiques; 2° les
effets chimiques (pholographiques); 3° les effets calorifiques
de la lumiére. A chacune de ces classes de phénoménes cor-
respond une définition de I'intensité. Il n’est pas évident
a priori que ces trois définitions sont équivalentes, et de fait
il n’en est rien. Nous savons par exemple que l'inlensité de
I'action chimique d’un rayon varie avec sa couleur. Lorsqu'il
s'agit de comparer deux rayons homogénes de méme cou-
leur, il est possible que I'effet physiologique soit proportion-
nel a I'effet chimique et il parait bien en élre ainsi dans le cas
d'une onde plane; mais dans les cas plus délicals, comme dans
les expériences récentes de M. Olto Wiener, un seul mode
d’évaluation est possible, c’est celui qui est fondé sur la pho-
tographie.

Nous sommes maitres cependant d’adopter I'une de ces
définitions et d'en examiner les conséquences.

Nous conviendrons donc de dire que deux lumiéres ont
une égale intensité quand elles produisent dans le méme
temps la méme aclion sur.une plaque photographique;
qu’une lumiére a une intensité plus grande ou plus petite
qu'une autre suivant que, dans le méme temps, elle produit
sur une plaque sensible une action plus grande ou plus petile
que celte autre.

Cette définition est purement expérimentale.

8. Définition théorique. — Au point de vue théorique,




10 THEORIE ELASTIQUE DE LA LUMIERE

on a regardé souvent l'inlensité comme proportionnelle & la
force vive moyenne ou énergie cinétique de 1'éther.

Cette force vive de I'éther, pour 1'élément de volume dr,
est égale & :

02

pd. r)
. . 3
soit par unilé de masse 3

Supposons, par exemple, que la vibration soit rectiligne et
prenons la direction de vibration au point considéré pour axe

des z, alors :

et l'intensité sera proportionnelle & la valeur moyenne de
cette expression.
Le mouvement étant périodique, nous pouvons poser :

E:Asin?n%

en choisissant comme origine du temps l'instant ou § = o;
T est la période ; £ a pour maximum A en valeur absolue;
A est I'amplitude.

&, o ¢
dt—-A T 008211”,1;
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L'intensité sera donc proportionnelle a :

T
1 A—"—nac()s’g !dl—é.’.‘.—“’-
T), 2 T T T e T

elle est donc proportionnelle au carré de 'amplitude A.

Il n’est nullement évident que 1’on définisse ainsi la méme
chose que par la définition expérimentale. Nous sommes tout
aussi bien en droit de supposer que I'action photographique
est proporlionnelle, non pas a 1'énergie cinétique moyenne,
mais & I'énergie potentielle ou & I'énergie totale moyenne.

9. Ces diverses définitions de 'intensité, équivalentes dans
certains cas, comme nous allons le voir, correspondent A des
fagons différentes d’envisager le mécanisme de l'action pho-
tographique.

Considérons en effet les molécules d’éther qui, dans leur
position d’équilibre, occupent une
sphére infiniment petite 0. Lorsque
I’éther entrera en vibration, le centre
de gravité de la sphérz oscillera de
part et dautre de O, et en méme
temps la sphére se déformera : elle Fig. 3.
prendra une forme assimilable a
celle d'un ellipsoide O’ (fg. 3); les axes de cet ellipsoide exé-
cuteront aussi une série d’'oscillations. }

L’intensité dépend-elle de I'amplitude des oscillations de
0,0u est-elle en relation avec 'amplitude des oscillations des
axes de I'ellipsoide ? Nous ne le savons pas. |

Si nous admettons que l'intensité est proportionnelle a la
force vive moyenne, comme les composantes de la vitesse sont
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& dy &
de dt de
le temps, c'esl-d-dire du déplacement du point O. Admeltons

I'inlensité dépendra de la variation de &, v, { avec

au contraire que lintensilé est proportionnelle & I'énergie
potentielle moyenne f Wdx; W dépend des dilatations « et ;

ou bien encore des axes de l'ellipsoide (Cf. Théorie de
{Elasticité, page 9); l'intensité dépendrait alors de 'ampli-
.tude des déformations de la sphére, autrement dit des varia-
tions périodiques qu'éprouve la distance de deux molécules,
lesquelles variations sont fonclions des « et desf.

Nous ignorons la nature des actions chimiques dont les
plaques photographiques sont le si¢ge. Sans doute les atomes
matériels correspondants éprouvent le méme déplacement et
on pourrait étre tenté de raisonner comme il suit :

Supposons que le déplacement du point O soit considérable,
etles déformations de 'ellipsoide tréspetites. Notre sphére sera
soumise seulemenl 3 un mouvement de translation ; la distance
de deux molécules d’éther demeurera invariable pendant la
vibration, et il en sera de méme de la distance de deux atomes
matériels puisque nous avons supposé que le déplacement de
Péther est le méme que celui de la matiére pondérable. Dans
cette hypothése on comprend difficilement la dislocation de
la molécule chimique. Il ne pourrait donc y avoir d'aclion
chimique, quelque grand que soit le déplacement du point O,
quand l'ellipsoide ne se déformerait pas. On conclurait donc
que l'intensité dépend des variations des a« et des f, el non
pas de celles de §, =, {.

Mais cette maniére de voir ne s'impose pas.

Rien n’empéche de supposer que le déplacement de 1'éther
et cclui de I'atome matériel sont seulement proportionnels;
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le coefficient de proportionnalité variant d’'un atome a 'autre,
et on arriverait & une conclusion inverse.

Dans le premier ordre d'idées, I’intensité serait proportion-
nelle & 1'énergie potentielle moyenne ; dans le second cas, &
la force vive moyenne. '

Mbois, répétons-le, aucune de ces hypothéses ne s’impose
nécessairement.

Drailleurs, dans la plupart des cas, et ce sont justement les
seuls que, jusqu’a ces derniéres années, nous ayons réussi &
réaliser dans la pratique, les deux définitions sont équiva-
lentes, c’est quand il s’agit d’ondes planes.

10. Ondes planes. — Prenons le plan de 1'onde comme
plan des xy.
¢, m, { seront fonctions de z et de ¢ sculement. Si la vibra-

tion esl transversale, nous aurons :
{=o
= (e By ()
(o) e o)

Le premier terme dans chacune de ces expressions repré-
senle une perturbation se propageant vers les z positifs.

Le second, une perturbation se propageant vers les z néga-
tifs. Nous supposerons qu'une seule de ces perturbations
existe, sans quoi il y aurait interférence, et nos raisonnements

ne seraient plus valables.
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Nous poserons donc :

z=r(z—t\/i-‘,_)
= (=)

par suite :
& _ o~ dn_.
dz_fl dz %
& _ __ e
dl_—f, p__dz P
dn _ _y By fe,
dt P dz P

L’intensité définie par I'énergie cinétique moyenne est pro-
portionnelle a la valeur moyenne de .

AN
@ +(3)
Calculons maintenant I’énergie potentielle W en considé-

rant I'énergie localisée dans un élément de volume dr et la
rapportant a I'unité de volume:

W= (s 4o+ g+ 5+ B+ 8H) 405

Dans le cas acluel loutes les dérivées prises par rapport

a wet & y sont nulles, de plus { = o, ainsi que toutes ses
dérivées. Done :

O == =0 6=o0 By =o0
d dt
ﬁ4='—n s =
dz dz



ONDES PLANES )

isque 41 o1 & . dn oy &\ nton-
Puisque Tt et a sont proporulonnelsadz et 7z les inten:

sités données par les deux définitions sont dunc proportion-

nelles.

11. Autres formes des équations du mouvement. —
Nous avons troavé pour représenter le mouvement de I'éther
les équations :

a
P T8 = Ak + O+ ) o

Pour que les vibrations longitudinales aient une vitesse
constamment nulle, il faut que

A+ 2w =o.

Introduisons celte condition, et les équations deviennent :
ax% do
Pap—=H (AE - ;;;,)
din__ dé
() PgA= (A —dy)
ax ab
Pl — & (AC - ;)

Si les vibrativns sont transversales, on a & l'origine du
temps,

el 0 reste nul & une époque quelconque. En effet, différen-
cions les équations (2) par rapporta x, y, s et ajoutons, il



16 THEORIE ELASTIQUE DE LA LUMIERE

vient :

-

d3o
. PaT’:p.(AQ—AO):O
: d?0
an =°
9=A+Bt

3

A et B étant indépendants du temps. Si donc on a pouri=o

a6

0= =
oetdt o,

0 est identiquement nul. C’est ordinairement ce qu'on sup-
pose et les équations du mouvement prennent alors la forme :

d%
P agp = vAt
o
() P ’dT;l = pn

ax

Posons :

: v pdi T dy s

Celte relation ne définit » qu'a une constante prée, nous sup-

poserons que pour t—=oona:

(V)
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Formons 'expression :

Po _ P
dydt  dzde

dho (
dydt — Y \dzdy 2)

(-
dzdt dxdz d‘.>

Additionnons membre & membre :

Lo By, (2 )

dydt  dzdt dx
Donc :
B (Lo,
bae = — \@ydt — dade

Intégrons par rapport a ¢:

dE_ (dw dv)

Pae = — \dy ~ dz

D'aprés I'hypothése que nous avons faile sur les conditions

initiales, la constante d'intégration est nulle.
Les équations du mouvement pourront donc étre mises

sous la forme :

K__ (dw__dv

Pt _(dy dz)

w  eg=—(E-8) |
@®X__ (I _du
Pdt——<da>—dy)

LUMIERE, Im—-92
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Sous celte forme, on voit qu'elles ne changent pas quand

L4

on permute
1 1
L w,lenu, v, 0; uv,wen —§, —, —t;;pen;ely.en-P-

Effectuons en effet cette permutation sur la premiére des
équations, qui définit u, il vient :

& dw dv

el en l'effectuant sur la premiére des équations (1V), nous

obtiendrons :

- — T e —

Ces équations ne donnent qu’une premiére approximation
dans les milieux transparents ordinaires, & cause des phéno-
ménes de dispersion : elles présentenl une plus grande exac-

titude dans le vide.




CHAPITRE 1II

THEORIE ELECTROMAGNETIQUE DE LA LUMIERE
COMPARAISON DE CETTE THEORIE AVEC LA
THEORIE ELASTIQUE

12. J'emploierai dans lout ce qui va suivre les notations
de Maxwell, que jerappelle succinctement, en renvoyant pour
plus de détails 4 'ouvrage méme du savant anglais et & mon
trailé intitulé Electricité et Opligue.

Nous considérerons d’abord la force magnétique, dont
Maxwell désigne les composantes par «, B, y. Ensuite I'in-
duction magnétique dont les composanles sonl a, b, ¢ (Cf.
Electricité et Optique, tome 1, pages 110 et suiv.),

On a, s'il n’y a pas de force coercitive :

a=(ln"l
b:p.ﬂ
¢ =y,

@ étant le coefficient de perméabilité magnétique du milieu.

Dans le vide . = 1. Dans les corps diamagnéliques, on a
» < 1, et dans les corps magnétiques w > 1. Mais dans la
plupart des corpé, sauf le fer, le nickel, le cobalt, u est extré-
mement voisin de 1.
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Les expériences de Herlz paraissent démontrer d’ailleurs,
que, dans le cas des courants oscillant avec une extréme
rapidité, I'induction n’a pas le temps de se produire el que
tout se passe comme si p était égal & 4. La théorie électro-
magnétique suppose précisément que les phénoménes lumi-
neux sont dus & de semblables courants allernatifs, ayant
méme période que les vibrations de I’éther. Ces périodes sont
environ 10® fois plus courtes que celles des courants observés

par Hertz.

18. Maxwell admet qu’il existe non seulement des courants
de conduction comme ceux qui se propagent dans les corps
bons conducteurs, mais aussi des courants de déplacement se
produisant dans les diélectriques et méme dans le vide.

L'intensité ¢ du courant peut étre regardée comme la
vitesse de I'électricité; f idt reprisenle le déplacement. La
résistance d'un diélectrique croit, d’aprés Maxwell, avec le
déplacement ; il s’ensnit que les courants de déplacement ne
peuvent étre que des courants alternalifs extrémement
rapides.

Soient u, v, w les composantes du courant total ;

P, ¢, r les composantes du courant d'induction ;

‘:% %, %" celles du courant de déplacement.

[ g, h seront les composantes du déplacement électrique.
En général : )

u=p+g
(1) v=9+%
w=r+d—h
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Mais dans les diélectriques, comme il n’y a pas de conduc-

tion:p=¢g=r =o,et

ar

Y=

_ 9

@ ka7
_adh

Y=

Les composantes du couranl sont liées aux composantes
de la force magnétigue par les relations :

% 4
‘hu-'dy—dz
(3) A|7m=d-£—g-I ]
dz dx
_d8_dn
4mwo = ; —dy

La force électromotrice qui s’exerce en un point quel-
conque a pour composantes X, Y, Z.

X —_ 9F _de
T dt  dem
__ 96 _dg
) Y__dt_dy }
7 — o0 dg
- t dz

.

o est le potentiel électrostatique. F, G, H sont les com-
posantes de ce que Maxwell appelle potentiel wvecteur.

_%EE" — ‘2—(-‘}, —%— sont les composantes de la force due &
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'induction de tous les courants qui existent dans le champ.
On définit aussi quelquefois le potentiel vecteur comme il
suit: F, G, H sont les composantes de la force électromotrice
d’induction que produirait la suppression brusque de tous les
courants existant dans le champ.

On admet, sans qu'aucune expérience sérieuse l'ait vérifiée,
la relation :

dF . dG |, dH
g‘;—l—'@-l-g—o

On démontre en outre que :

— e =9 _ dG
=M=y T A

dF dH

(5) b=pp =7 — 7
dG dF

Dans un conducteur les courants de conduction satisfont
aux relations :

p = CX, etc.

Ce coefficient C est la conductibilité du milieu ; ces cou-
rants de conduction sont donc proportionnels a la force
électromotrice.

Pour les courants de déplacement, on a :
4nf = KX.

K est le pouvoir inducteur spécifique du milieu ; le courant
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de déplacement est donc proportionnel a ‘;—’f; c’est ce qui

explique sa courle durée, car il s’annule dés que la force
électromotrice devient constante.

Différencions la premiére des équations (3) par rapport & ¢.

de dH &G

At dydt  dzdt

d’autre part :

o
dydt
aG d?e dY

T dzdt ~ dydr  dz

dZ

B _ _ 92
+ dydz —  dy

Additionnons ces trois équations membre & membre, il

vient :
(2 2
bat dy dz)
@ _ _ (dX_dZ
(6) l"alt'—'_-(dz' dw)
‘i’r__(d_! dX
P TR dx—dy)

les deux derniéres équations étant obtenues par permuta-
tion.

14. 11 est possible de trouver encore une forme d’équations

plus appropriée a la comparaison que nous avons en vue.
Nous avons posé :

_dy_ 48
‘m‘_dy dz
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avec :

u=p+(—i[ et 4nf = KX.

d T dy ds
K
- &Y _ da_ dy
dt  dz d=x
KL _df_ du
dt — dx ady

Cette forme a été employée par Hertz. Elle a I'avantage
d’étre symétrique et de ne contenir que deux quantités seule-
‘ment : la force électromolrice (X, Y, Z) et la force magné-

tique (a, B, Y)'
Nous avons trouvé dans la théorie élastique les équations :

' fdu &% dy
av =g et
&_ _(do_dv
v) P = — dy_dz), elc.

Lanalogie de forme des deux systémes est évidente, seule-
ment il ne faut pas les comparer directement parce que
I'expression de I'énergie ne se présente pas sous la méme
forme. Aussi, pour faire cette comparaison, nous modifierons
les équations IV et V de la facon suivante.

Posons :

=

a” etc.

% =

U
2 etc.
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Différencions les équations (IV) par rapport au temps; il

vient :
ldv' _dy'  dy
pdt  dy dz
; 1d' & ¥
(8) p.dt—dz—dw (
1dw _dy &
pd dr dy

15. Ces équalions peuvent se comparer aux équations de
la théorie électromagnétique de deux maniéres :

Premier mode de comparaison. — On peut passer du sys-
téme électromagnétique au systéme élastique, en changeant
chacune des quantités écrites en celle placée au dessous.

K XYZ e B v
en

p .97 — ', —, —w.

Deuxitme mode de comparaison. — 1l faut changer

K, X, Y Z ¢« By
en

- ul’ vl’ wl, P El "l’ tl.

1l 8’agit maintenant d’interpréter ce résultat.

Dans la théorie électromagnétique on est conduit, nous
verrons plus tard pour quelles raisons, & admettre que dans
une oscillation lumineuse ou une oscillation hertzienne, la
force électrique est perpendiculaire au plan de polarisation,
tandis que la force magnétique est paralléle a ce plan.

R



26 THEORIE ELECTROMAGNETIQUE DE LA LUMIERE

16. La théorie électromagnétique est fondée sur des expé-
riences assez certaines pour garder sa place, ce sont les théo-
ries élastiques qui doivent se concilier avec elle et n’en étre
qu’une traduction.

Or, dans le premier mode de comparaison, la force (X, Y, Z)
perpendiculaire au plan de polarisation correspond a la
_ vilesse (£, v', {) de la molécule d'éther; la vibralion serait
dans ce cas perpendiculaire au plan de polarisation. Le pou-
voir inducteur K correspond 4 la densité p de 1'éther, cette
densilé p serait variable d'un corps & I'autre comme K ; nous
avons vu qu'il était permis de regarder p. comme constant et
égalh 1: le coefficient d’élaslicité de I'éther serait constant.

Cette interprélation est celle de Fresnel.

117. Dans le second mode, §', v/, {', correspondent a (x, 8, v),
c'est-a-dire que la vitesse correspond & la force magnétique qui
est paralléle au plan de polarisation : le déplacement de I'éther

serait donc aussi paralléle au plan de polarisation ; 1 corres-
. . . 1
pound & K et serait variable comme ; lui a correspond a !: et

serait donc constant : donc la densité de I'éther serait cons-
tante, et son élasticité variable. -
Cette interprétation est celle de Neumann.

18. Nous allons en particulier comparer I'expression de
I'énergie donnée parla théorie de Fresnel et celle que donne
la théorie électromagnétique.

D’aprés Fresnel, I'énergie se compose de 1'énergie cinétique.

f‘;(za ot + 03 s,




)
=1
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et del'énergie potentielle f Wdz, en posant :

Weatad+a+ 8+ BB

en appliquant au cas actuel la formule donnée au n° 3 et
remarquant que :

p=1etd+4 2u=0,00)=—2

puisqu'il s’agit d’ondes transversales.

L’énergie dans la théorie de Fresnel a donc pour expression :
jéﬁr+ﬁ+4nm+fww-

Pour Maxwell elle se compose de I'énergie électrostatique,
plus 'énergie magnétique, et elle a pour expression :

f%(X’—I—Y’-l-Z’)dt—{—fS‘—n(a'+ﬁ7+~(’)dr.

Le premier terme, I'énergie électrostatique, est Squivalent
A4 P'énergie cinétique ; en effet traduisons-le en nolations de
la théorie élastique :il faut changer K, X,Y,Z en p, ¢, 7', ¥, ce
qui donne

tﬁim+w+w»

expression identique a celle de 'énergie cinétique au facteur
numérique i—t prés. Iln'y pas a s'inquiéter de ce facteur, car

le systéme d’unités n'est pas le méme dans les deux cas.
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L’énergie magnétique est, de son coté, égale & I'énergie poten-
tielle. En effet, faisons aussi la traduction.

o _du_ Mdu_ (&4
TaT T wa dy dz

puisque nous avons pris p = 1.
Posons :

rmerrem(E-8) (-8 -9

L’énergie magnétique sera

Vdr
8

Posons encore :

v=(E5- 50+ EE-28)+ GR-2%)

1l est facile de vérifier I'identité :

v
W=5—20,

ou
der:fv‘—;-iI—QfUdr.

Je dis querdr =o0.

Pour le démontrer, il suffit de démontrer que I'une des
trois intégrales

JEZ-52)~
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par exemple, est nulle. La démonstration s’appliquera aux
autres qui s'en déduisent par symétrie.
Cette intégrale s’écrit aussi :

dfdy  dE dy
ff dw Iy dy da:) dzdydz,

les trois sommations étant étendues & tout l'espace, ou par

f f f (gi Z; 3 dw) dady.

L'intégrale double est nulle, si nous supposons que &, w, ¢

conséquent

s’annulent & l'infini; dans cette inlégration, on suppose que z
resle constant, autrement dit on intégre pour tous les élé-
ments desurface, contenus dans un plan z = const.

Considérons &, 4, { comme les coordonnées d’un point de
I'espace: ce sont des fonctions de « et de y; & chaque point
du plan 2 = const. correspond un poiut de I'espace ; au plan
tout entier correspondra une certaine surface fermée; en
effet, pour les points & distance finie, &, =, { sont finis; si le
point s’éloigne dans le plan indéfiniment dans une direction
déterminée, £, v, { tendent vers O, puisqu’ils s’annulent a
I'infini; la courbe qui correspond a cette direction est donc
fermée. Comme cette direction est quelconque, on en conclut
que la surface est aussi fermée.

L'intégrale étudiée représente la projection de la surface
sur le plan des {n. Comme la surface est fermée, cette intégrale

est nulle.
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Il reste donc seulement

et I'énergie magnétique est équivalente & 1’énergie potenlielle
au facteur constant prés 4=, qui est le méme que pour 'énergie
électrostatique.

Par conséquent, il y a bien accord entre la théorie de
Fresnel et celle de Maxwell.

La comparaison entre la théorie de Neumann et celle de
Maxwell présenterait plus de difficultés.

19. Propagation des ondes planes.— Considérons une
onde se propageant vers les z positifs, le déplacement étant
paralléle & O« (onde transversale) : dans ce cas:

g=h=o0
f=F (z — Vi),

V étant la vitesse de la lumiére.

Nous supposerons que P (z) est nul pour z = z,, et pour
% < 3,, et aussi pour z = z', et 2 > z,.

F (2) sera différent de O seulement pour 3, < 2 < 3,.

Dans ces conditions la perturbation sera circonscrite dans
une région limitée par deux plans perpendiculaires & l'axe
des z.

z=1z,+Vt 2=z, 4 Vt.

Ces deux plans s'avancent simultanément, et leur distance
reste constamment égale & 2, — 3,. Entre eux, el la seule-
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menl, I'éther est troublé; en dehors d’eux, toutes les forces
sont nulles.

Rendons-nous compte de ce dernier point.

Entre les deux plans nous avons des courants paralléles a
I'axe des « et ayant pour intensité totale :

g /
u=3€=—VF (# — V).

puisque v = w = o.

Pour calculer l'action magnétique de ces courants, nous
allons appliquer la loi de Biot et de Savart. D’apreés cette loi
un courant rectiligne indéfini exerce sur un pole magaélique
M une force perpendiculaire au plan qui passe parle pole et par
le courant, el inversement proportionnelle & la distance du
point M & ce courant.

Supposons que le courant se propage dans un fil cylin-
drique paraliéle & Ox, 'aclion magnétique de ce fil sur le
pole M sera égale en grandeur
a lattraction qu'exercerait sur " *}’ w ¢ el g
ce péle une matiére attiranle
répandue dans le cylindre avec
une densité égale & celle du
courant ; mais, pour obtenir L
sa direction, il faut faire tour-
ner cette derniére force de 90°
autour de Ox.

B D F

0. Cette régle est encore Fig. 4.

applicable & une série de cou-
rants paralléles & Ox, comme dans le cas qui nous occupe.

Soit un point m extérieur aux deux plans (fg. 4): considé-
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rons une couche infiniment mince comprise entre deux
plans z, et z 4 dz; nous pouvons regarder la densité u du
courant ou de la maliére attirante comme constante dans
cette couche; et I'attraction de cette couche sera la méme que
celle d’un plan indéfini recouvert de la matiére attirante avec
une densilé superficielle 3 = udz. On sait que cetle atlraction
sur un point m est constante et indépendante de la distance

de m au plan et a pour valeur 2x3.
8 =uds = — VF' (2 — V) da.
L’attraction de toute la partie troublée sera :

51+ Ve 3 +Vt
— 22VF' (2 — o) dz = — 2zV [F (3 — Vi) !

304 Ve 394+ Ve

Mais par hypothése F (20) := F (z,) = o: donc I'altraction
cherchée est nulle. '

Il n’y a donc pas de force magnétique en dehors des deux
plans et par conséquent pas d’induction.

Soit maintenant un point intérieur M ayant pour ordonnée Z.
Menons le plan & = Z, nous aurons deux régions a dis-
tinguer: la premiérc ABCD a gauche de ce plan, la seconde
COEF & droite. L'altraction de la porlion de gauche est
égale en valeur absolue &

— 2V [P (s — Vi) ds = — 2xVF (Z — Vi),

30+ Ve

puisque F (z,) = o.
L’attraction de la portion de droite a pour valeur absolue

31+ V!¢

— 27V zF" (# — V) dz = 4 2xVF (Z — V?),

puisqueF (3,) =o.
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Mais ces deux attractions étant dirigées en sens contraires,
leurs valeurs absolues doivent se retrancher : ce qui donne

pour la valeur de I'attraction résultante :
— 4xVF (Z — Vi),

La force magnétique entre nos deux plans n’est donc pas

nulle.

LUMIERE. i.—3
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CHAPITRE 1III

INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT
CAS PARTICULIER DES ONDES PLANES

21. Nous avons trouvé (§ 6) pour représenter les ondes
des équations renfermant des fonctions arbitraires du temps
et des coordonnées.

Nous allons choisir pour ces fonctions une forme particu-

liére el écrire
§ = A, cos pt 4 A, sin pt, etc.,

Quand il est possible de mettre§, v, { sous celte forme, A, ‘
et A, étant fonctlion seulement de x, y, 2, on dit que la
lumiére est homogeéne.

Or, d'aprés le théoréme de Fourier,on peut meltre toute
fonction du temps sous la forme d'une somme de pareilles
expressions, autrement dit une lumiére quelconque est sus-
ceptible d’étre considérée comme résultant de la superposi-
tion d'un trés grand nombre de lumiéres homogénes. D'aprés
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ce théoréme on a en effet :

w -
E=r(? =f[q>, (#) cos 2t + ¢, (2) sin 3¢] ds.
[}
Nous poserons donc :
¢ = A, cos pt 4 A, sin pt, etc.,

ce qui revient A considérer séparément une de ces lumiéres
homogeénes.

22. Les équations différentielles auxquelles doit satis-
faire £ sont linéaires, a coefficients constants et réels.

D’aprés les propriétés bien connues de ces équations, en

changeant ten ¢t — é;) dans la solution

E= A, cospt 4+ A, sin p¢,

nous obtiendrons encore une solution :

E=2A, cos pt— = -{-A,sinpt—f
2 2
= A, sinpt — A, cos p¢
De ces deux solutions nous en déduirons une autre, en

ajoutant a la premiére la seconde multipliée par V=1

E=A, (cospt+ V— 1sin pt) — V—1A, (cos pt +vV—1sin »)
= (A, — V=1 A;) e¥=irt

23. Inversement, si nous trouvons une solution imaginaire
de celte forme, nous en conclurons que la partie réelle et la
parlie imaginaire satisfont séparémenl aux ¢équations.

Il nous sera donc permis de conduire le calcul en nous

-
3

o W

LR )

IR A VPRI D
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servant de ces expressions imaginaires, et de ne conserver a
la fin que les parties réelles, seules susceplibles d'une inter-
prétation physique.

24. Ondes planes. — Appliquons cette méthode a I'étude
des ondes planes.
Dans I'équation générale

dit do
Pap =t (AE — E&)
nous devons faire 8 = o puisque les vibrations lumineuses
sont transversales, il reste :

d?
P-d_¢§=PA£

et de méme:
a?
P -g,,%‘ = pan
d’t

Cherchons & satisfaire a ces équations en posant :

f= AeV‘_‘P
(1) n = BeV-1P
{ = Cev=1P

ou:
P=ax + by 4 c3 4 pt

a, b, ¢, A, B, G, p étant des constantes. Nous obtieadrons de
la sorte une solution imaginaire des équations et par consé-
quent une solution réelle, représentée par la partie réelle de

I'expression imaginaire.
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Dans ces conditions,

E=\/ 1at 7 = — o%
T=—m =

AE= —(a* 48 + e}

%5 = - %
Substituons, il vient:
@ bt = (a” + B + o).
Il faut en outre que:
® b= F R+ E=o,

ce qui donne:

37

0 =y—1 (at + by + ct) = V— 1eV="? (aA + B + ¢C)

ou:
Aa+Bb+Cc=o

équation exprimant que la vibration est dans le plan de

I’onde.

Ceci reste vrai quelles que soient les valeurs, réelles ou

imaginaires, de A, B, C, p, a, b, c. En général nous regarde-

rons A, B, C comme réels : p sera toujours supposé réel.

Les plans ayant pour équalion générale :

ax + by + cz = C*

s’appelleront les plans de I'onde.
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25. Lorsque a, b, ¢ deviennent imaginaires, le plan devient
aussi imaginaire; mais il ne faut pas en conclure que I'onde
correspondante n’existe plus; le calcul montre le contraire.

En effet, prenons par exemple le systéme de valeurs sui-

vanl :

a=a, b= y— 15, c=o0

A=o B=o C=1.
Ce choix de valeurs entraine

E=~q=0.
et

P=ay, >+ v—1by.
L’équation (2) devient :
o7 = (a3 — B3)

et détermine p si a, > b,.
L’équation (3) est véritiée identiquement, car { ne dépend
plus de z et £ et 1, sont nuls. Enfin :

¢ = partie réelle de Ce' ax—V-Tbpy +p1)
= e~Po¥ cos (az + pt),

ce qui représente une onde réelle.

286. Ce genre d’ondes se rencontre dans le phénoméne de la
réflexion totale.

Considérons deux milieux séparés par une surface plane, et
supposons que le milieu supérieur ait le plus grand indice.
Tant que I'angle d'incidence ¢ dans le milieu supérieur a une
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valeur inférieure a I'angle limite, la loi de Descarles donne
une valeur réelle de I'angle de réfraction : le rayon et l'onde
réfractée sont réels. Mais quand I'angle d'incidence devient
supérieur a l'angle limite, la loi de Descartes donne une
valeur imaginaire de I'angle de réfraction. L'onde réfractée
serail imaginaire. I est naturel d'admettre qu'il existe alors
dans le milieu inférieur une onde analogue a celle que nous
venons de trouver, et c’est ce que semblent confirmer les lois
de la polarisation elliptique par réflexion totale. L'observalion
directe de celte onde est rendue trés difficile par la présence
du facteur e—%¥ qui devient trés petit dés que y atteint
une valeur notable, parce que b, est extrémement grand.
Mais son existence, comme nous le verrons plus loin, a été
montrée indirectement. Nous parlerons d'ailleurs rarement

de cette onde.

217. Si nous considérons une onde plane ordinaire se propa-
geant parallélement & Oz et ayant ses vibrations dans le plan
d’onde, elle sera représentée par les équations

{=o0
(4) £ = partie réelle de AeV—17*
n = partie réelle de Be¥V="7!, -

A et B étant des fonclions de z et de ¢, si nous considérons
sealement un point particulier de I’espace, A et B seront des
constanles.

Comme ce sont des imaginaires, nous écrirons :

=A, —V=1A,
B=B,—y—1B,
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ou
A=|A|eVTa
B =|B|eV-1t

en représentant selon 1'usage les modules de A et de B par la
notation | A| et | B|, par conséquent :

£ = A, cos pt 4 A, sin p¢
‘n= B, cos pt 4 B, sin pt
tE=1A]|cos (pt + a)
n=B| cos (pt + &)

(8)

a s'appellera la phase de la premiére composante, & la phase
de la seconde.

Pour trouver I'équation de la trajectoire de la molécule
d'éther, il faudra éliminer le temps entre les deux expres-
sions de § et 4 : il suffit de résoudre ces deux équations par
rapport & cos pt et sin pt et de substituer les valeurs trouvées
dans I'identité.

cos? pt -} sint pt =1,

cos pt et sin p¢ seront des fonctions linéaires homogénes de
§ ¢t v : donc le premier membre de cette identité deviendra
un polyndéme homogéne du second degré en £ et .

La trajectoire cherchée sera donc une conique, el, comme §
el m ne peuvent croltre indéfiniment, cette conique est une
ellipse. Dans le cas particulier ou :
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cette ellipse se réduit & la droile qui a pour équation

= e
Il
=1

Dans ce cas, B est réel et égal & %- B et A ont donc méme
1

argument @ = &, autrement dit les deux composantes ont
méme phase.

28. Intensits dans le cas d’une onde plane, — Nous
avons montré que, lant qu'il s’agit d’ondes planes, toutes les
définitions de l'intensité conduisent au méme résultat. Pour la
calculer, il nous est donc loisible de la regarder comme pro-
portionnelle & la force vive moyenne de I'éther.

Le carré de la vitesse suivant Ox a pour expression :
dt\? . .
(37) = p* (A} 8in? pt +.A} cos? pt + 2A,A, cos p¢ sin pi).

La valeur moyenne de sin? pt et celle de cos? pt sont égales

a %, celle de cos pt sin p¢ est 0. Donc :

] 2
Val. moy. de (Z%) =2 (A1 + A

On trouverait de méme
2
Val. moy. de (f%) = £ (81 + B),
et enfin

Val. moy. de V? = %’ (A? + A} + B} -+ BY).
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. .
Abstraction faite du facteur constant 1_)2_, I'intensité est donc
proportionnelle & (A} 4+ A3 4 B} 4 B3}).

29. Nous avonsregardé A et Bcomme des constantes ; mais
en réalité ces coefficients dépendent de I'état de la source
lumineuse, état qui ne demeure pas constant : ces coefficients
éprouvent donc des variations. Ces varialions, bien qu’elles
soicnt extrémement rapides d'une maniére absolue, ne lai#sent
pas d'étre extrémement lenles en regard des vibrations elles-
mémes. Mais, en raison de leur rapidité absolue, on peut
admettre que pendant lintervalle de 1/10 de seconde,
qui représente la durée de la persistance des impressions lumi-
neuses sur la rétine, ces coefficients prennent toutes les
valeurs comprises entre deux certaines limites, et que ces
valeurs s’associent de toutes les fagons possibles.

L'intensité observée est donc Vintensité moyenne pendant
cette durée de 1/10 de seconde, soit

> 3 (A? + A7 + Bt + BY)

n étant le nombre de vibrations effectuées pendant cet inter-
valle. Comme i-.est une constante, I'intensité sera proportion-

nelle & la somme :
3\ (A1 4+ A3 + B2 4 BY).

Pour définir un rayon, il nous faudra prendre quatre expres-
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sions analogues, savoir :

L= (A14A})
5=, (B + B3
5=, (AB, + A;B))
5, =Y, (AB, — AB,).

L'intensité sera égale a 3, - 3,.

80. Dans la lumiére naturelle, les coefficients A et B prennent
toutes les valeurs possibles pendant 1/40 de seconde el s’asso-
cient de toutes les maniéres possibles. Toutes les directions de
vibration dans le plan d’onde sont équivalentes. Donc

Y (A1 4+ A =Y, (B2 + BY)

ou:

3, est égal & O; en effet, si nous trouvons la combinaison de
A, — V— 1A, avec B, —y— 1B, qui donne le terme
AB, 4 A,B,, nous trouverons aussi la combinaison de
A, — \/——iA, avec — B, +\/——_JB,, qui donne le terme
— (A{B, + A;B,), annulant le précédent; et ainsi de suile
pour les autres combinaisons.

Pour la méme raison 3, = 0.

81. Supposons que la lumiére traversera un analyseur, c’est-

a-dire un appareil qui détruise toutes les composantes perpen-
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diculaires & une certaine direction, et laisse passer les compo-
santes paralléles & cette direction OA (Ag. 5).
Soit ¢ I'angle que fait cetle

24 direction OA avec I'axe des .
La composante du déplacement
A dirigée suivant OA, qui seule
* subsiste, est égale &
} = §cosp -4 7 sing
Fig. &.

et au temps ¢ la molécule
d'éther se trouve sur OA, & une distance de O représentée
par:

(A, cosg + B,sing) cospz + (A,cos9 -} B,sing) sinpt.

L'intensité aura pour valeur, dans ce cas :

Z»(A, cos¢ -+ B, sing)? + (Aycose 4 B,sing)?

= 3§, cos?q | 23;cos¢sing -} 3;sin?e.

Cette expression ne peut étre négative. Les racines du tri-
néme doivent donc étre imaginaires, ce qui exige la cor'ldi-
tion:

33 < 3,.3,.

Si:

8y = 3,8,

I'expression s'annule pour une certaine valeur de ¢. On dit,
dans ce cas, que la lumiére est polarisée rectilignement ou
polarisée dans un plan et que la polarisation est totale.
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82. Supprimons I'analyseur et faisons passer la lumiére &
travers une lame cristallisée dont les sections principales
soient dirigées suivant Oz et Oy. Dans ce passage, la lumiére
se décompose en deux rayons polarisés dans les sections prin-
cipales, et se propageant avec des vilesses différentes, rayons
qui se recombinent ensuite. Mais, en traversant le cristal, ils
ont subi des retards différents : soient a le retard pour la com-
posante dirigée suivant Oz, b le retard pour la composante
dirigée suivant Oy :

A devient AeY—14, B devient BeV-15,

37 == (mod A)?
3} = (mod B)?

ne changent pas.
D’autre part, nous avons :

8 + Vjsl = 2 (A — V:Aa) (B, + \/—T‘Bz)

A — V—1A, est égal A A;
B, 4+ V— 1B, est I'imaginaire conjuguée de B.

Apres le passage a travers la lame, 3; se change en 3; et
8, en 3, de maniére que :

8; + \/-——18' = E Aev—-_‘dBe-\’—_lb
= D\ (A, — V=1A,)(B, 4 V—1B,) &V=Ha-5
= (3 + V—15,) V=1 (a-0,

D'ou, en égalant les parties réelles :

4 =38,cos(a — b) — §,sin (@ — b).
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La condition trouvée :

83 < 5,5,
devient :

[55cos (@ — &) — 3,sin (a — b)]* < 3,3,.

La plus grande valeur que puisse prendre le premier
membre est 83 - 83. Par conséquent, pour une lumiére quel-
conque :

53 4 33 =< 3.3,.

Si la lumicre est tolalement polarisée dans un plan, nous
avons

33 = 3,3,.
Ces deux conditions sont incompatibles & moins que
8‘ = 0.

La valeur de la diflérence a — & dépend de la lame que le
rayon a traversée. En choisissant convenablement cette lame,
on peut donner a 'expression entre crochets, c'est-a-dire 4 3'3,
sa valeur maximum : 33 4 33. Si donc on a

83 + 83 = 8,3,
on peut choisir I'épaisseur de la lam= de telle sorte que
33 = §,3,.

Alors aprés son passage & travers la lame la lumiére sera
totalement polarisée dans un plan.

On dit qu’avant son passage a travers la lame la lumiére
élait polarisée ellipliqguement et que la polarisation était
totale.

.
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Si les conditions deviennent :

33 < 3,8
3, =o,

la lumiére est polarisée rectiligne, mais partiellement. Elle ne
s’éleint pas complétement dans un analyseur, méme si avant
de passer dans cet analyseur elle a traversé une lame cris-
talline de quelque épaisseur que ce soit.

3 4 81 < 3,3,

on dil encore que la lumiére est polarisée elliptiquement,
mais partiellement.

La polarisation circulaire est un cas particulier de la pola-
risation elliptique. Elle est caraclérisée quant a la polarisation
circulaire totale par les conditions

3 =o0 3, =3, =3,
et quant & la polarisation circulaire partielle par :

3 =o0
3, =3, o< 3 <.



CHAPITRE 1V

ETUDE DES INTERFERENCES

83. Etude des interférences dans la théorie élas-
tique. — Lorsque deux rayons lumineux interférent, il y a
deux cas a distinguer:

1° Les deux rayons se propagent dans Ja méme direction
ou du moins font entre eux un angle trés aigu. S'ils se pro-
pagent exactement dans la méme direction, leur superposition
donne encore naissance & une onde plane; s'ils font entre
eux un pelit angle, on peut encore comme premiére approxi-
malion admettre que I’onde résultante est plane;

2° Les deux ray"ons qui interférent font entre eux un angle
voisin de 90 ou de 180 degrés : alors I'onde résultante n’est
plus une onde plane.

Nous allons établir analytiquement ces propriétés des
ondes.

-_

84. Rayons faisant entre eux un trés petit angle. —
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PREMIER cAS. — Nous aurons pour la premiére onde :

¢ = parlie réelle de AeV—1P
n = parlie réelle de BeV— "
{ = partie réelle de CeV—1P
P=ax + by 4 cz 4 pt.

Pour la deuxiéme

£ = partie réelle de A’eV—1F
n = parlie réelle de B'eV—1F
¢ = partie réelle de C'eV—1F'
P'=a'z + by + ¢z +pt,

D est le méme dans les deux expressions car nous supposons
les rayons de méme couleur.

Si les rayons se propagent dans la méme direction, les deux
plans d’onde coincident et

S’ils se coupent seulement sous un angle trés aigu,
a—a',b— ¥, c— ¢ sont des quantités trés petites vis-d-
vis de a, b, c.

Pour 'onde résultante

£ = partie réelle de [A 4 A’e¥V—1(F' —P)] ov=1P
n = partie réelle de [B + B'eV—1 (¥ —PJ] gv=1P
¢ = partie réelle de [C 4 C'e¥V=1(F'—P)] V=1P,

Quand les rayons sont exactement paralléles et de méme
LUMIERE. IL — 4
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sens, P — P = o, les coefficients sont constarts et I'onde
résultante est une onde plane.

Si 'angle des deux rayons est trés petit, P" — P étant trés
petit, les coefficients varieront, mais lentement, et nous pour-
rons les regarder encore comme constanls dans un petit
intervalle, celui d’'une longueur d’onde, par exemple.

Jusqu’a ces derniéres années les expériences se sont bornées
a ce cas, parce qu'autrement les franges seraient trop étroites

pour étre observées.

85. Puisque I'onde résultante peut étre assimilée a une
onde plane, les deux définilions de I'intensité conduisent au
méme résultat. Nous admeltons poer la calculer que I'inten-
sité est proportionnelle & la force vive moyenne.

Considérons deux rayons qui interférent en un point déter-
miné de 'espace, supposons que le plan d'onde svil paral-
ltle au plan des @y :

. £ = A, cous pt + A, sin p¢
Premier rayon. . .
7 = B, cos p¢ 4 B, sin pt¢
L = A{ cos pt + Aj sin pt
Deuxiéme rayon. .
w = By cos pt -} Bj sin pt
. E= (A, 4 A{) cos pt 4 (A, + A{) sin pt
Rayon résultant. .
4 = (B, 4 By) cos pt + (B, 4 B3)sin pt.

86. Plusieurs cas sont & examiuner :

1° Les deux rayons peuvent provenir de sources différentes :
alors A, A,, B,, B, dépendent de I’état de la premiére source,
A/, A;, Bj, B de I'élat de la seconde. Ces états varient, et
cela d’'une facon irréguliére indépendamment 'un de 'autre ;

les deux séries de coefficienls varient donc d’une fagon
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indépendante, ils prennent pendant l'intervallie de 1/10 de
seconde loules les valeurs possibles comprises entre deux
limites, el ces valeurs s’associent de toules les maniéres pos-

sibles. En vertu de la loi des grands nombres, on aura

Naai=o NAB; =0, etc,
en lout seize relations de ce genre.

87. Ceci s’applique aux rayons naturels. Imaginons main-
tenant que les deux rayons aient été polarisés dans deux
polariseurs différents, les formules seront encore vraies.

En effet, quand un rayon traverse un polariseur oa une
lame cristallisée, les coefficients A, Ay, B,, B,, qui définissent
I'état du rayon a un instant délerminé, ou les coefficients
3,, 85, 8, 3;, qui définissent sor état moyen, subissent une
transformation linéaire ; autrement dit leurs nouvelles valeurs
sont fonctions linéaires des anciennes.

Si deux rayons qui interférent sont polarisés, les sommes
¥A,A[, etc., que nous avons considérées, subiront aussi une
transformation linéaire et, par conséquent, demeureront nulles.

Deux semblables rayons ne peuvent donc interférer.

L’intensité du rayon résultant est en effel donnée par:

B A+ A4 (A + AL + (B, + B} + (B, + By)?
= V(A4 A3 +BI B+ YA+ Ay B2+ BY) + 2,
en posant |

¢ =Y (AA{ 4+ AA; +BB] 4 B,B;).
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E. Les deux premiers termes X représentent la somme des
intensités des deux rayons. D’aprés ce que nous avons vu,
s = o, il n'y a donc pas interférence, puisque l'intensité
résultante est égale & la somme des deux intensités compo-
santes.

88. Les deux rayons peuvent provenir d'une méme source,
et présenter une différence de marche parce qu'ils onl par-
couru des chemins différents,

Ce cas se divise en deux autres:

{1° La différence de marche est trés grande. Alors les coef-

ficients A, ..., etc., dépendent de I'étal que présentait la source

Liaaat

£4

au moment ol le premier rayon en est parli; les coefficients

A ..., etc., dépendent de cet état au moment ou le second en
est parti. Mais entre ces deux instants il s’est écoulé un temps
relativement considérable, les coefficients ont éprouvé des

varialions rés grandes, et tout se passe comme si les rayons
provenaient de deux sources différentes.
2° La différence de marche est faible. Alors I'état de la

source n'a pas sensiblement varié entre le départ des deux

VT HT FPRFAE

rayons. Les coefficients A;, A, ... et A{, A] ... sont liés par

v
o

BT A SR TR O RT TR VAN WY

une loi simple. Il suffit de lenir compte de la différence de
phase ¢, et de poser:

A —V—1A) = (A, —V—1A,) eV=T?
B; — V—1Bj = (B, — V—1B,) e¥V-1¢

Calculons s.

AA[+A,A = partieréelle de (A,+V—1A, A ;| —V—1A})
= partieréelle de (A, —1A,)(A,—V—1. A,)eV—re \
=(A?} + Aj) cosq. |

SRR SR e P!
’ A~
3
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De méme :
B,B{ -+ B,B; = (B} + BY) cosg
o= SA1 441 + B2 + B | o

e n’est pas nul, il y aura interférence.

89. Jusqu’ici nous n’avons parlé que de lumiére naturelle,
Voyons ce qui arrivera si les rayons sont polarisés.

Supposons qu'ils aient traversé un méme polariseur étei-
gnant les composantes paralléles a Oy : & la sortie de ce pola-
riseur, les coefficients B,, By, B/, B; sont nuls; les autres

ont des valeurs quelconques et

¢ =cosg Y (A1 4 A}).

Il y a encore interférence.

Supposons au contraire que le premier rayon ait traversé
un polariseur I1, éteignant les composantes paralléles a Oy, et
le second rayon IT' éteignant les composantes paralléles & O.

Alors

B,=B,=o0 Al=A]=o.

Tous les termes de s s’annulent: pas d'interférence. Deux

rayons polarisés i angle droit ne peuvent interférer.

40. Faisons maintenant passer ces deux rayons (déja pola-
risés & angle droit) & travers un méme polariseur II, qui ne
laisse subsister que les composantes paralléles a la direction
OA, faisant avec Oz un angle 6.
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Aprés son passage & travers II les équations du premier
rayon étaient :

E=A, cospt + A, sinpt
n=0

pour le second aprés son passage a {ravers I1':

E=o
n = B cospt 4+ Bj sinpt.

Le déplacement résultant suivant OA, quand les rayons
auront traversé II, aura pour expression :

(A, cospt 4 A, sinpt) cos ) 4 (B cospt -+ B sin pt) sin &
= (A, cos® -+ Bj sin8) cospt 4+ (A, cos6 4 B; sin6) sin pt

et I'intensité sera :
E(A, cos 6 4 B sin 0)2 4 (A, cos 6 4+ Bj sin)?,
ou bien:
c0s 20 Y\ (AT + A3) + sin?0 Y (B'? + BY) + 2,
en posant:
e = cos 0 sin 0 )" (A,B] + A, B})
Les deux premiers termes représenlent respectivement

I'intensité de chacun des rayons s'il était seul. Il y aura donc
interférence ou non suivant que ¢ sera différent de zéro ou
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égal & zéro. Or:

A,B/+A,B} = partie réelle de (A, +y—1A,)(B{ —V—1B;)
— partie réelle de (A,+V—1A,)(B,—V—1B,)eV="?
={AB, + A,B,) cos¢ + (A,B,—A,B,)sing
Donc :

€ = cos 6 sin 6 (3, cosp — 3, sin o).

Si la lumiére primitive est naturelle 3, =3; = o, il n'y a
pas interférence.

41. Si le rayon primitif est polarisé d'une polarisation
rectiligne ou elliptique, il n’en est plus de méme et l'interfé-
rence devient possible, ce que vérifie l'expérience. Deux
rayons d’abord polarisés dans un méme plan, puis polarisés
dans deux plans rectangulaires, et enfin ramenés dans un
méme plan, sout susceptibles d’interférer.

L’état de deux rayons polarisés dans des plans rectangu-
laires n'est donc pas le mé&me suivant qu'ils proviennent d’une
lumiére primitive naturelle, ou d'une lumiére primitive pola-
risée.

Dans le premier cas, en les recombinant, nous oblenonsde
la lumiére naturelle; dans le second cas, nous reproduisons

de la lumiére elliptique.

42. Rayons faisant entre eux un angle fini. —
DEeuxiEME cAs. — C'est le cas des expériences de Wiener. L'onde
résultante ne peut plus étre assimilée & une onde plane; par
suite, les denx définitions de l'intensité ne sont plus équiva-
lentes, et il faut les examiner séparément.

Pour obtenir les deux faisceaux, Wiener se sert d'un miroir
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sur lequel il fait tomber un faisceau de rayons paralléles. Ces
rayons se réfléchissent, el les rayons réfléchis interférent avec
les rayons incidents. La ou la différence de marche est assez
faible, c'est-A-dire au voisinage de la surface; pour observer
les franges on les photographie sur une pellicule sensible
trés mince P/, placée trésobliquement par rapport & elles, de
facon a exagérer leur écartement (£g. 6).

—
P

Fig. 6.

Dans ces expériences, les faisceaux se coupent sous un
angle de 4180 degrés, si I'incidence est normale ; sous un angle
de 90 degrés, si I'incidence est de 45 degrés.

43. Incidence normale. — Les deux faisceaux se coupent
sous I'angle de 480degrés. Supposons le plan d’onde paralléle
au plan de xy, et le déplacement paralléle & Ox.

Nous aurons :

Rayon incident § = A cos (cz + pt)
Rayon réfléchi £ — A cos (cz — pt)
Rayon résultant§ = A [cos (cz — p?) 4 cos (cz — pi).

Sinous adoplons la premiére définition de I'intensilé, cette
quantité sera proportionnelle a la valeur moyenne du carré

3
de la vitesse, c’est-a-dire a la valeur moyenne de (g—i) .
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Dans la seconde définition, l'intensité est proportionnelle &

la valeur moyennc de I'énergie potentielle W. En général
2 2 2 2
wep(ttad+a+B+G+8) a5

En se reportant & la définition de ces quantités, on voit
facilement que, dans le cas actuel, elles sont toutes nulles, sauf

B, qui se réduit & %,

dz
Donc:
— (&Y
W= 2 (dz>
Or
dt . . .
a= —Ap [sin (cz + pt) + sin (pt — cz)]
43 . .
= Ac [sin (cz 4 pt) — sin (pt — c3)).
g—i s’annule pour les valeurs de z comprises dans la formule :
cz +pt=pt —cz+ 2K+ 1) =
ou

%z = (2K 1) .

L’intensité passe donc par une série de minima nuls et de

maxima équidistants.

%s’annule pour les valeurs de z données par la formule :

¢z 4 pt = pt — cz -} 2Kn
ou
2z = 2K1t,
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ce qui correspond encore & une série de minima nuls et de
maxima équidistants.

Seulement les ventres dans la premiére hypothése corres-
pondent & des nceuds dans la seconde.

Ily a donc dans les deux cas une série d’ondes station-
naires, et on ne peut savoir a priori quels sont les maxima
indiqués par la photographie. Je reviendrai plus loin sur
cette question.

44. Lorsque l'incidence est de 43 degrés les deux rayons se
coupent & angle droit.

Leurs vibrations peuvent avoir méme direction ou étre
rectangulaires. En effet, soient une onde paralléle au plan
des yz, perpendiculaire & Ox par conséquent, et uneautre onde
paralléle au plan des xz, perpendiculaire & Oy. On peut
supposer que pour l'une et I'autre la vibration est paralléle
4 Oz, oubien que pour la premiére elle est paralléle 3 Oy et
pour la seconde parali¢le & Oz.

Dans la premiére hypothése, les équations du déplacement
résultant sont:

§E= n=0
¢ = A [cos (cz + pt) + cos (cy + pt)],
car on a respectivement pour les deux rayons
E =n=0 =7n=0

{ = A cos(cy + pt) | { = A cos (cx 4 pt)

Dans la seconde hypothése :

£ = A cos (cy + p!)
1) n = A cos {cx + p!)
{=o.
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) . - at dy d¥
Dans 'une et 'autre les dérivées o a'y’ T sont nulles, et

par conséquent 6 = o.
W =167 + 87 + B2

Cherchons ce que deviennent §,, B,, B,.

Dans le premier cas :

d .
‘=%=_Acsm(cy+}7‘)

d .
p’=£=—Ac sin (cy -+ pt)
ﬁa.-:o.

Dans le second cas, comme { = o et £ ne dépend pas de z,

Pr=0=8,
By = — Ac [sin (cy + pt) + sin (cx 4 pt)].

Le premier systéme de valeurs, correspondant an cas oi
les deux vibrations sont paralléeles & Oz, donne pour le

carré de la vitesse:

(%) = A" fsin (e + pt) + sin (ey + pO1,
et poﬁr I'énergie potentielle

W= ; Adc? [sin? (ca + pt) + sin? (cy + pi)).

Les secondes valeurs relatives au cas ou les deux vibrations

sont rectangulaires entre elles donnent

(%)’ + (%)’ = A%p? [sin® (c2 4 pt) +sin? (cy + po)]
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et
W= B = 2 (sin (e + pt) + sin (cy + PO
Dans le premier cas, la force vive est donc¢ proportionnelie
au carré de la somme des sinus, et 'énergie potentielle & la
somme des carrés de ces mémes tinus; dans le second, au
contraire, c'est la force vive qui est proportionnelle & la
somme des cat:rés. et I'énergie potentielle au carré de la

somme de ces sinus.

45. Cherchons la valeur moyenne de ces quantités :
suivant qu’elle sera constante ou variable, il y aura interfé-
rence ou non. '

PREMIER CAS. — La somme des sinus s’annule, quel que soil ¢
pour

cx —cy = (2K 4+ 1) =.

Aux points correspondants & cette condition, il y aura mini-
mum de l'intensité définie comme proportionnelle & la force
vive.

La somme des sin 2 ne peut s’annuler. La valeur moyenne

de chacun des sin * est 1/2 : donc I'énergie potentielle a une
valeur moyenne constante % A3c2, Il nly a pas d'interférence.

DEUXIEME cAS. — On trouve de méme que dans le second
cas laforce vive moyenne est constante, égale & A?p?.Iln'ya
donc pas inlerférence quand on définit I'intencité par la force
vive.

Au contraire I’énergie potentielle s'annule quel que soit ¢ aux

points pour lesquels

cx—cy =2 (K414)mx,
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il y a donc interférence quand l'intensilé est définic par
I'énergie potentielle.

48. Nous pouvons résumer les résultats de cette discussion
dans le tableau suivant :

Intensité prop. : Vibrat. parall. . Interférence.
A la force vive Vibrat. rectang. Pas d’interférence.
Intensité prop. 3 Vibrat. parall. . Pas d'interférence.

3 I'énergie potentielle { Vibrat. rectang. Interférence.

47. U'expérience ne nous fait pas connaitre la direction de
la vibration, mais seulement ceile du plan de polarisation. Or
Fresnel admet que la vibration se fait perpendiculairement au
plan de polarisation. Neumann, au contraire, admet qh’elle
se fait parallélement a ce plan.

Dans I'expérience les deux plans de polarisation peuvent
étre ou paralléles ou rectangulaires.

48. 1° Les plans de polarisation sont paralléles entre eux,
tous deux paralléles au plan des #y par exemple. L'expérience
nous montre qu'il y a interférence. Si nous admettons avec
Fresnel quela vibralion est perpendiculaire au plan de pola-
risation, nos deux vibrations seront dans ce cas paralléles
toutes les deux & Oz. Il nous faudra admettre que l'intensité
chimique de la lumidre est proportionnelle a la force vive de
I’éther.

Si nous acceptons la théorie de Neumann, c’est-a-dire que
nous regardions la vibration comme paraliéle an plan de
polarisation, le premier rayon paralléle & Ox aura sa vibra-
lion dirigée suivant Oy, le second paralléle & Oy aura sa
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vibration dirigée suivant Ox. Puisque chaque vibration est
perpendiculaire au rayon correspondant, les deux vibrations
sont rectangulaires, el il y a interférence. Il nous faut donc

définir 'intensité par 'énergie potentielle.

49, 20 Les plans de polarisation sont rectangulaires, I'un
est par exemple parallele au plan des yz, I'autre paralléle au
plan des xz. L'expérience montre qu'il n’y a pas interférence.
D'apres la théorie de Fresnel, les vibrations seraient rectan-
gulaireset, par suite, I'intensité proportionnelle & la force vive.
D’aprés celle de Neumann, les vibrations seraient paralléles
el, par suile, 'intensité serait proportionnelle a l'énergie
potentielle.

Les expériences d» Wiener ne préjugent rien en faveur de
I'une plutdt que de 'autre théorie. Elles montrent seulement
que la théorie de Fresnel nécessile la proportionnalité de
I'intensité de I'action chimique de la lumiére & la force vive
moycnne de 1’éther, celle de Neumaan au contraire entraine
la proportionnalité de cette intensilté & I'énergie potenticlle
moyenne de I’éther.

50. Etude des interférences dans la théorie électro-
magnétique. — 4° Supposons les plans de polarisation
paralléles au plan des 2y, Ox étant la direction du premier
rayon, Oy celle du second. On est conduit & admettre, nous en
verrons plus loin la raison, que la force électrique est perpen-
diculaire et la force magnétique paralléle au plan de polari-
sation.

Les directions des divers éléments peuvent donc élre

résumées dans le tableau ci-dessous.
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layons | Plans de polar. | Force élect. | Force magn.
1 Ox (xy) 0z Oy
2 Oy (xy) Oz Ox
Pour I'onde résultante :
X=0 % = Bcos (cy + p¢)
Y=0 B = Bcos (cx - p¢)

Z = A [cos (cx + pt) 4+ cos (cy + pt)] | y = 0.

L'énergie électrostalique a pour expression :

ﬁ% (Xt 4 Y3 4 23) d=

pour l'unité de volume, elle est donc proportionnelle a :
X2 4 Y? 4 73,

c’est-a-dire au carré de la force électrique.
L’énergie électromagnétique

P2 2 3

wa > + p + 17

esl proportionnelle au carré de la force magnctique :
ot B

Dans le cas que nous avons considéré, ces expressions se

réduisent respectivement a :

22 == A? [cos (cx + pt) + cos (cy + pt)]?

et:

a3 4 B3 = B? [c0s? (cx + pt) + cos? (cy + pt)]
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Et il faut prendre les valeurs moyennes de ces expressions.
La premiére proportionnelle au carré de la somme des
cosinus s’annule en méme temps que cette somme, c’est-3-
dire, quel que soit le temps ¢, aux points qui satisfont a la
condition :
cx —cy =(2K 4 1) =

L'énergie électrique présentera donc des maxima el des
minima.

Au contraire, I'énergie électromagnétique proportionnelle &
la somme des cos? aura une valeur moyenne constante.

Les expériences de Wiener montrent qu'il y a alors interfé-
rence. Il faut en conclure que 'action photographique dépend
de I’énergie électrique.

Le seconde série d’expériences, dans lesquelles les plans de
polarisation sont rectangulaires conduit aux mémes conclu-
sions. Il n'y a pas alors d'interférence, et on voit facilement
que la valeur moyenne du carré de la force électrique est
constante, tandis qu'clle est variable pour la force magné-
tique.

Pour le détail des expériences de Wiener, voir la traduction de scn
mémoire. Annales de chimie et de physique, 6° sério, XXIII, 1891, et
Bulletin des sciences physiques, Tome 111, page 469.




CHAPITRE V

THEORIE DE LA REFLEXION. — REFLEXION VITREUSE

54. Pour étudier le cas ou les rayons interférents font un
angle de 180 degrés, il nous faut dire d’abord quelques mots
sur la théorie de la réflexion el de la réfraction dans I’hypo-
thése de Maxwell :

Reprenons les équations de Maxwell sous la forme que lenr
a donnée Herlz.

KX __dy_ 4B

dt —dy  dz

aY _dx_ dy

M Ka_dz—dx
Kﬁi_z. g _ dx

dt — dx dy

d_ ()

dt dy z

1y B (B2
p=1 ot dz dx
d_‘t__<"_Y_d_x

gt = — \da dy)

LUMIRRE, Mm—-35
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Supposons que nous ayons deux milieux, possédant des
pouvoirs inducteurs spécifiques K différents el séparés par
une surface, que nous supposerons réduite au plan des xy.

Comme il est trés peu probable que le passage d’un milieu
A l'autre se fasse brusquement et qu'ils soient séparés par une
surface purement géométrique, nous admettrons qu'il existe
une couche de passage o K varie trés rapidement, mais cepen-
dant d'une maniére continue.

52. Toutes les quantités X, Y, Z — «, B, v, K seront finies
ainsi que leurs dérivées prises par rapporl & «, y et ¢; mais
nous ne pouvons dire qu'il en est de méme de leurs déri-
vées par rapport & z. Voyons, par exemple, ce qui arrive
pour K. Puisque K varie trés rapidement dans la couche de

passage, il faut que Z—g prenne des valeurs trés grandes, du

méme ordre de grandeur que l'inverse de I’épaisseur de celte
couche de passage. Ges dérivées par rapport & s peuvenldonc
devenir infinies.

58. Différencions les équalions (II) respectivement par rap-
port & @, y, 3, et ajoutons-les, il vient :

at (da,+_§ ) v

Nous avons le droit de supposer qu’a l'origine du temps

do __df _ dy _
de — dy~ dz

Alors I'équation ci-dessus se traduit par

(1) dx + + =0
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En opérant de méme sur le syst¢éme (I) nous trouvons :

d(KX)+_ KY) ]__0

dt
et en supposant qu'a 'origine du temps :

d(KX) _d(KY) d(KZ)
s . dy  dz >

ceci entraine :

@ d(KX)+_ de)+_d(K§)

54. Considérons maintenant la premiére équation du

124
systeme(I); K == Z}/ sont des quantités finies; il ne pour-

dX

dt
. ag . , .

rait y avoir doule que pour iz Mais d’aprés I'équation elle-

m me, -~ doit étre nécessairement fini, puisqu'il est égal &

4y _ g %X
dy dt
Par conséquent 8 est continu dans la couche de passage.

La deuxiéme équation nous monlre que a est aussi continu
el enfin I'équation (1) que v est continu. Nous démontrons
ainsi que les trois composantes de la force magnétique sont
continues.

La premiére des équations (I[) montre que j—-} est fini et par

suite que Y est continu, la seconde que % est fini et X con-

tinu, donc les composantes tangentielles de la force électrique
sonl continues.
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Mais nous ne pouvons en dire autant de la composante
normale Z. Car I'équation (2), dans laquelle les deux termes
du premier membre sont finis nous apprend seulement que

d (KZ)
dz

est fini, soit que KZ est conlinu. Mais puisque K est

discontinu, Z I'est aussi.

55. Réflexion d’'une onde plane. — Ces préliminaires
posés, considérons une onde plane qui se réfléchisse et se
réfracle sur le plan des zy, et supposons que le plan d’inci-
dence soit celui des yz. Deux cas peuvent se présenter :

i° La force électrique est perpendiculaire au plan d'inci-
dence;

2° La force magnétique est perpendiculaire au plan d'inci-
dence, la force électrique étant paralléle a ce plan.

56. PreMIER cas. — La force électrique est paralléle & OX,

done :

X = partie réelle de AeV=1¢y+cs+p)

pour le rayon incident.
Le plan de l'onde réfléchie est aussi perpendiculaire au
plan d'incidence et doit faire le méme angle avec la normale,

mais du coté opposé. On aura pour le rayon réfléchi

X = partie réelle de BeV=T(by—cz+pt)

by — cz = o est le plan de 'onde réfléchie.
Enfin pour le rayon réfracté :

X = partie réelle de CeV—1 6y +es+p),

Nous avons vu que X devait étre continu; d’ailleurs
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Y == Z = o, par conséquent g—? se réduit a — g——i( qui doit étre

continu. De méme %} se réduit &Z—;‘ qui doit étre aussi continu.

da
Enfin = o.

Désignons par X, la valeur de X dans le premier milieu,
prise sur la surface de séparation, par X, cette valeur dans
le second milieu,

Puisque X est continu, X, = X, tout le long de la surface
de séparation. On peut donc ditTérencier par rapport

d xetayet éerire

ax, _ X, X, _ dX,
dx dx dy dy
et puisque Tz doit étre continu,
aX, _ X,
dz dz

Egalons les valeurs de X pour 2 = o de chaque coté du

plan de séparation, il vient :

X — AeV=T(by +ez+pt) + BeY—1(by—ez+pt) — CeV=1by + '+ pt)

soit pour z = o, en supprimant le facteur commun eV 17,
(A 4 B) Y=ty = CeV- 1ty

Comme celte relalion doit avoir lieu identiquement, quel que

soit y, il faut que:

b=1¥ A+B=C.
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dX
a2z Pourz =o, et sup-

primant le facteur exponentiel, commun aux deux membres,

De méme en égalant les valeurs de

il vient: .
(A—B)e=Cc.

Introduisons 'angle d’incidence ou I'angle que fait le plan
de I'onde incidente avec le plan des xy (la surface de sépa-
ration).

Le plan de I'onde incidente a pour équation :

by +cz=o0
Les cosinus direcleurs de la normale sont :

b ¢

% re et

Par conséquent :

. 4 .o b
C08t = ———— SINt = ——————
Vo? + c? \/b’ + c?

-Pour I'onde réfractée, il suffit de changer ¢ en ¢’ et en
désignant par r I'angle de réfraction que fait le plan del'onde
incidente avec le plan-de I'onde réfractée.

¢’ . b
COSr:\/ba—T;—E sinr :m
D'ou:
, _tang ¢
~ tang r
B_c—c'_ colgi— cotgr
A7 ¢+ ¢ cotgi 4 cotgr

__tangr —tang:  sin(r —3)
" tangr - langi~ sin (r 4o
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57. 2° Supposons maintenant que la force magnétique
soit perpendiculaire au plan d’incidence, et la force électrique
située dans ce plan.

Dans ces conditions on a :

Pour ’onde incidente:

a — partie réelle de AeV-1?

Pour I’onde réfléchie:
« = partie réelle de BeV=i"
Et pour 'onde réfractée :

« = partie réelle de CeV=1"

en posant :

P=10ty+cz+4 pt
P,= by —cz 4 pt
P =by + 'z 4 pt.

Par conséquent, dans le premier milieu :
« = AeV=1P + BeV—1P1
et dans le second :

o= Ce\/:-ip.

« doit étre continu; de méme Y.
Donc pour dcux points infiniment voisins I'un de T'autre,

mais situés de parl et d’autre de la surface de séparation, Y
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. . . dY
doit avoir méme valeur, et il en est de méme de —-- Comme

dt
g4 _de_ 9y
dt — dz dx
et qu'ici:
Y=o
dY da
e = a
il faut que:
1du
K dz

soit continu.
Soit K le pouvoir inducteur spécifique du premier milieu,
K’ celui du second ; on sait que :

K sin 2 = K’ sin %

Dans le premier milieu :

| v

éA&:iEev:P__Bjégleew:m

da _
dz K

=

Dans le second :

C \/-:Tﬁl ev__—“_;‘
K'

da
dz

-

Sur la surface de séparationz—=oetP=P, =P'=by -} pt.
En écrivant que « a la méme valeur dans les deux milieux
pour z = o0 et supprimant l'exponentielle qui est facteur

commun, nous obtenuns la condition

A+B+cC
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En écrivant de méme que % g—: est conlinu, il vient:

m_mﬁ=%.

De ces deux relations, nous déduirons:

/

c_¢
B_K K _ sin2 —c<in2r
A ¢, ¢ 7 sin2 +-sin2r
K + K’
__lang(i =7
" tang ({ + 1)
En effet : des deux égalités
¢ _tamgs  K'__ sin
¢ tangr K ™ sin%’
il résulte :
£ £
K K'

Lorsque ¢ 4 r = ’-;tang (¢ 4 r) devient infini et g devient
nul.

Le rayon réfracté est alors perpendiculaire au rayon réflé-
chi; la valeur correspondante de I'angle d’incidence s'appelle
angle de polarisation complétle ou angle de Brewsler.

58. Réflexion totale. — Si le deuxiéme milieu est plus
réfringent ou bien s'il est moins réfringent que le premier,
mais que 1'angle de réflexion totale ne soit pas atteint, ¢’ est

réel; 1—3 est aussi réel, et la différence de phase entre la vibra-

tion incidente et la vibration réfléchie est égale a 0 ou & =.
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Si l'angle limite est dépassé, ¢’ devient une imaginaire

pure; ¢ — ¢’ et ¢ 4 ¢’ sont imaginaires conjugués, leur rap-

port E a un module égal & 'unité.

La lumiére réfléchie a méme intensité (ue la lumiére inci-

B . NI
dente ; seulement, comme le rapport A est imaginaire, il y a

une différence de phase entre les deux vibrations.

Cette différence n'a pas la méme valeur suivant que la
force électrique est perpendiculaire ou paralléle au plan
d’incidence. Aussi, quand le plan de polarisation n’est pas per-
pendiculaire au plan d'incidence, le rayon réfléchi est pola-
risé elliptiquement.

L’onde réfractée devient imaginaire. En posant

c'=—V— ie,

ona:
P =by — V—1e, +pt,
et pour cette onde réfractée
X = partie réelle. de CeV=1oy—ciz+V=1pt,
soit, en supposant C réel,
X == Ce~:® cos (by + pt).

Commec, est en général trés grand, le facteur e—1* devient
trés petits dés qu'on s'écarte un peu de la surface; aussi
n’observe-t-on pas de lumiére réfractée dans ces conditions.

59. Vérifications expérimentales. — Nous sommes

arrivés a cette conclusion que :
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1° Quand la force électrique cst perpendiculaire au plan
d'incidence, le rapport de 'intensité de la lumiére réfléchie &
I'intensité de la lumiére incidente est égal &

sin? (r — 7)
sin? (r 4 7)
2° Quand la force électrique est située dans le plan d'inci-
dence, ce rapport est égal &

lang? (i — 7).
lang? (i + 7)

Ces conclusions sont susceptibles de deux genres de vérifi-
calions : les unes empruntées a I'observation des phéno-
ménes opliques, les auvlres & l'observalion des oscillations
hertziennes.

Si nos conclusions sont exactes, les valeurs de l'intensité
de la lumiére réfléchie trouvées par I'expérience doivent
coincider avec les valeurs déduites de 'une ou de I'autre des
formules ci-dessus, suivant que la lumiére incidente est
polarisée perpendiculairement ou parallélement au plan

d’incidence : c’est ce qui a lieu.

60. L'expérience prouve que le rapport de la lumiére réflé-
chie a la lumiére incidenté est égal a

sin? (r — 7)

sin? (r 4 i;'
si la lumiére est polarisée dans le plan d’incidence; et &

tg? (i — 1)
tg* (i +7)
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si le plan de polarisation est perpendiculaire au plan d'inci-
dence.

Il en résulte que la force électrique doit étre perpendicu-
laire au plan de polarisation.

Mais, si nous ne possédions que cette vérification, la valeur
de cette conclusion serait subordonnée a celle des hypothéses

que nous avons faites.

64. L’étude des oscillations hertziennes fournit une confir-
mation plus rigoureuse. — Dans ces oscillations on connait
a priori la direction des vibrations magnétiques. On peut
donc réaliser les expériences dans des conditions délerminées:
produire la réflexion des ondes sur la surface d'un diélec-
trique, en placant la force électrique d’abord perpendiculaire,
puis paralléle au plan d'incidence, et faire varier I'incidence.
Dans le second cas, on doit observer une certaine valeur de
l'incidence pour laquelle il n'y aura plus réflexion, ce qui ne

doit pas arriver dans le premier cas.

82. Les expériences faites sur un mur de 1 métre d’épais-
seur et sur un bloc de soufre ont réussi mieux méme qu’on
n’aurait pu s’y altendre. 1l semble 8 premiére vue qu’il aurait
dd se produire une réflexion sur la seconde face du mur: ce
mur de 1 métre est en effet une lame mince vis-a-vis des
oscillations électriques, puisque son épaisseur n’est que de
quelques longueurs d’onde.

Mais il est facile de voir que, si un rayon tombe sur la pre-
miére face de lalame, de facon & ce qu'il n’y ait pas réflexion,
il ne s’en produira pas davantage sur la seconde fuce.

1l suffit en effet de faire la (igure, et on s’aper¢oit immédia-
tement que le rayon réfléchi sur la seconde fuce serait aussi
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perpendiculaire au rayon réfracté correspondant, et que par
suile la réflexion n’a pas lieu (Ag. 7).

63. Cette extinction du rayon réfléchi est trés nette : mais
la vérification des formu-
les de rapport est moins
satisfaisanle. 1l semble

qu'il devrait y avoir des

minima pour certaines

épaisseurs de la lame

mince ; on n'a rien obser-

vé de lel: probablement

Fig. 1.

a cause de I'amortisse-
ment considérable que présentaient les excitateurs et les ré-
sonateurs, d’ou il résultail une perle d’inlensité qui ne per-

metlait plus aux ondes d’interférer complétement.

64. Application aux expériences de Wiener. — Reve-
nons maintenant aux expériences de Wiener, danslesquelles le
rayon incident et le rayon réfléchi sunt normaux au miroir.
Comue le plan d’incidence est indélerminé, nous pouvons le
supposer perpendiculaire a la force électrique et appliquer
notre premiére formule. Comme les angles tendent vers O, nous

subslituerons leur rapport & celui de leurs sinus :

>l
i
TR
+|
Ll Ll
+ |
313

Donc en supposant n > 1, g est négatif.
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Pour la force magnétique :

En remplacant le rapport des tangentes par celui des arcs, %

est positif.

Par conséquent, la force électrique a dans le rayon réfléchi
le sens contraire & celui qu'elle a dans le rayon incident. La
force magnélique a le méme sens dans les deux.

Les deux rayons interférent, et la pholographie indique un
minimum sur la surface méme de réflexion. Or les deux forces
électriques incidente et rétléchie se retranchent, puisqu’elles
sont de sens contraire ; landis que les deux forces magnétiques
sont de méme sens et s'ajoutent. .

L'intensilé photographique est donc minimum en méme
temps que la force électrique. Par conséquent, elle dépend,
non de la force magnétique, mais de la force électrique, non
de I'énergie électro-magnétique, mais de 'énergie électrosta-
tique.

85. Si nous adoptons la théorie de Fresnel, I'intensité est
mesurée par I'énergie cinétique moyenne ; si nous adoptons
I'hypothése de Neumann, l'intensité est mesurée par 'énergie
potentielle moyenne.

Nous avons vu en effet au n° 17 que dans ’hypothése de
Fresnel I'énergie électrostatique est proportionnelle a ’énergie
cinétique, et dans I’hypothése de Neumann a I'énergie poten-
tielle.

Ces deuxiemes expériences de Wiener confirment donc

pleinement les premiéres, sans d’ailleurs rien leur ajouter.
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66. Anneaux colorés, — Considéronsune lame mince com-
prise entre deux plans paralléles. Un rayon AB tombe sur la
premiére surface, il se divise en un rayon réfléchi et un rayon
réfracté.

Ce rayon réfracté arrive & la seconde surface, subit une divi-
sion analogue, et ainsi de suite. Dans chacun des deux milieux
on a une série de rayons paralléles ; dans le milieu supérieur
ils proviennent d'un nombre impair de réflexions et de deux
réfractions; dans le milieu inférieur, ils proviennent d’un nom-

bre pair de réflexions et de deux réfractions {£g. 8).

Fig. 8.

Généralement on calcule I'intensité de ces rayons et leur
différence de phase, puis on les compose en profitant de ce
qu'ils forment une progression géométrique.

11 est plus court de procéder de la maniére suivante :

Supposons que la lumiére soit polarisée dans le plan d’in-
cidence, et que la force électrique soit perpendiculaire & ce plan.

Nous aurons dans le premier milieu :

X = AeV=1P 4. BeV—P,



80 THEORIE DE LA REFLEXION

Le terme AeV—'" se rapporte au rayon incident, le second

BeV='P1 a I'ensemble des rayons réfléchis

P=20by + cz 4 pt
P,=by + cz+ pt

Dans la lame mince

X = CeV—tV" + DeV—1F1
P=0by+4 c'z+ pt
P|=by 4 c's 4 pt.

Le premier terme se rapporte au rayon BD non réfléchi et
A ceux qui Ini sont paralléles.

Le second, au rayon une fois réfléchi dans la lame DB’ et
a ceux qui lui sont paralléles.

I'nfin dans le troisiéme milieu
X = EevV—iP

pour 'ensemble des rayons qui ont traverse la lame.

Dans chacun des milieux, on a respectivement

4°* milien ‘2—’: = AV— 1ceV—1? — By— fce¥V—P1

¢ 5 X oy THee W — Dy oV

e AX gy T qeeVTP
3 » dz_lz.\/ ce .
dX

dz

Or sur la premiére surface

Xetl doivent étre conlinus sur les deux surfaces.

z=o0,etP =P, =P =PJ.
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En supprimant '’exponentielle en facteur, il vient

(1) A+B=C4D
) (A—B)e=(C—D)c.

Sur la seconde surface

GeVT¥' - DVt — BV TP
Cc'eV—"" — De'eV=1P'1 —= EceV—1P,

Si A est ’épaisseur de la lame, il faut faire z = X dans ces

relations, et il vient, aprés simplification

3) CeV=TcA | De-V=1cA — EeV=Ter
(4) Ge'eV=T? — Dele-V=1eA = Eee-V=1eh,

Les équations (1), (2), (3), (4) permetlent de calculer
B, C, D, E lorsqu’on connaitA.

L'intensité de la lumiére réfléchie est proportionnelle au
carré du module de B; la phase est égale a I'argument de B.

Dans les cas ou la lumiére serait polarisée perpendiculai-
rement au plan d’incidence, il faudrait remplacer dans les

’

c ., . c
formules ¢ par K et ¢ par K

87. Supposons que le milieu intermédiaire soit moins

réfringent que les deux aulres, et que l'angle limite soit

dépassé. Alors ¢’ est une imaginaire pure et eV=TeA est réel.
Si la lame est suffisamment mince, E ne sera pas nul, % aura

un modnle différent de 1, el le rayon réfracté pourra devenir

observable.

88. Pour réaliser ces conditions, on accole par leurs bascs
LUMIRRE. n—3
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deux prismes & réflexion totale de maniére a laisser entre eux

une lame d'air trés mince (fig. 9). La lumiére réfléchie n'a

plus une inlensité égale & celle de la lumiére incidente, et on
observe des anneaux.

Ces anneaux n'onl pas

de colorations aussi vives

que les anneaux ordinai-

res, dans lesquels cer-

Fig. 9. - taines couleurs sonlcom-
plétement détruites par
interférence. Cela ne peut pas arriver dans le cas de la réfle-
xion totale.
Supposons en effet que dans I'expérience B eoit nul. Les
relations deviennent

A=C+0D
Ac=(C—D)¢
CeV=ir 4 De—V=1ch — EeV-1ck
¢ (CeV=1¢} — De=V=1e%) = EceV—1er
d'ou :
(C—D)c=(C+D)e
¢ [Ce"—_“"‘ — De- V——lc’)\] —c [CeV‘:T“') + De—\/-'-'id)]

el enfin :

C_ CeV=iex
D~ De-Y—1cX

ce qui exigerait :
T et \,——4'(?’1 = 0.

T

Ceci ne peul avoir lieu que si ¢’ est réel et égal & 3
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69. Réflexion métallique. — L’expérience montre que
les métaux exercent sur les courants allernatifs une action
réfléchissante de caractére variable avec la durée des alter-
nances.

S'il s'agit de courants alternatifs a période trés longue

100 © 1000°

de facons fort différentes et leur conductibilité spécifique

1 1 .
( A —— de seconde)7 les divers métaux se comportent

joue un grand réle dans le phénoméne de la réflexion. Il en
est de méme pour les oscillations extrémement rapides
comme les vibrations lumineuses, dont la période est vuisine
de 1.10—%4, ou 1.40- '3 seconde.

Au contlraire, pour des oscillations ayant une durée de
période intermédiaire, comme c’est le cas des oscillalions
hertziennes (1.40-% a 1.40-'! seconde), lous les métaux
se comportent de la méme maniére, comme s'ils étaient tous
des conducteurs parfaits.

70. Comment rendre compte de ces particularilés par la
théorie?

Voici comment Maxwell et Herlz se représentent la maniére
dont I'électricité se comporte dans les métaux.

Conservons les équations qui ont trait aux diélectriques.

d—“—-_(‘iz__(i—y) etc

at— —\dy  dz) "
_d_ 4

hu_dy—dz’ elc

(u, v, w) est le courant lolal résultant du courant de déplace-
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ment et du courant de conduction :
ar
= + CX, etc.

7/, g, h étant les composantes du déplacement, C la conducti-
bilité XYZ, les composantes de la forceélectrique.

Nous poserons en outre :
Anf = K'X,

K’ sera le pouvoir inducteur spécifique du métal, par défini-

tion. Cetle quantité peut &tre nulle, et en tout cas elle serait

trés difficile & mesurer ; mais, pour plus de généralilé, nous

V'introduirons dans le calcul. Les formules deviennent alors :
dr dX

4#-(—1-‘=K ]

g B
dru =K' 5 + 40X = L — 2%

et deux autres obtenues par symétrie. Ces équations sonl de
la méme forme que les équations

KX _dy a8
dt — dy dz

relatives aux diélectriques. Seulement elles renferment en
plus un terme dépendant de X.

71. Supposons qu'une onde incidenle tombe sur le métal
XYZ, «, B, y seront de la forme :

X = partie réelle de f (@, y, 3).ePtV=1.

Or, nous avons vu que nous pouvions effectuer lous les cal-
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culs sur I'expression compléte, et & la fin prendre seulement
les parties réelles : nous profiterons encore ici de cette sim-
plification.

1l vient alors :

ou :

Remplacons X par cette valeur :

(K,_hc\/—i)g:ql_gg’
P dt — dy  dz

Sous cette forme, nous retrouvons l'équation relative aux
diélectriques a cela prés quele coefficient réel K de cette der-

4nCy/
niére est remplacé par un coefficient imaginaire K’ — —p—i

Nous n’avons donc qu’areprendre tous les calculs faits dans le
cas de la rétlexion vitreuse.

X, Y, «, B, y devront étre continus ainsi que leurs dérivés
par rapport & ¢ ; mais Z sera discontinu.

Pour I'onde incidente

X = AeV—t(by+cs+po),
Pour 'onde réfléchie

X — ‘BeV-—- 1(by—cz +pt)

i désignant 'angle d’incidence, K le pouvoir indncteur spéci-
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fique du milieu supérieur. On devra avoir :

= cotg ¢,
et

b 4 ¢? = Kp?

d’aprés les équations du mouvement.
Dans le métal

X = A/eV— toy+es+ pt),

Par analogie avec ce que nous avons fail dans le cas de la

réflexion vitreuse, nous poserons :

’

o,

= colg r.

Rl

Mais dans le cas actuel I'angle » est imaginaire puisque ¢’

est imaginaire. Nous aurons aussi

—

L i (K' — 4—759-;/—_~) P

Et si nous posons

¢ =ci+ejV=T
X = A’e—4% cos (by + |z + pt).

72. Il résulte de la présence du facteur exponentiel e—<":
ou ¢4 est trés grand, que X devient trés petit dés que z alteint
une valeur un peu notable. Il n'y aura donc plus de lumiére
sensible & une distance trés faible du plan de séparation.

Le pouvoir inducteur des diélectriques est proportionnel au

carré de leur indice de réfraction : nous conviendrons de dire
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par analogie que le rapport

K,_411:C V—1
P
K

représente le carré de I'indice de réfraction du métal
(n —gv—1)%
indice qui est forcément imaginaire. Alors
sini = (n— g y=1)sinr.

Le reste du calcul s’achéve comme pour la réflexion
vilreuse.

78. Supposons d'abord que la force électrique soit perpen-
diculaire au plan d'incidence, c’est-A-dire que le plande pola-

risalion coincide avec le plan d'incidence

B __sin (r—1)
A7 sin(r 49

Puisque r est imaginaire, le rapport ;\Q I'est aussi. Le carré du

module de ce rapport donne le pouvoir réflecteur du mélal.
Son argument donne la perte de phase.

Si la force magnétique est perpendiculaire au plan d’inci-
dence, c'est-a-dire si le plan de polarisation est perpendicu-
laire au plan d'incidence, on trouvera

Le rapport est encore imaginaire : le carré de son module et
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son argument ont la mé&me signification pbysique que précé-

demment.

74. Ces formules ont été vérifiées par l'expérience d'une
facon assez salisfaisante.

Cette vérification suppose, bien entendu, que pour chaque
rayon homogeéne de couleur déterminée on donne aux cons-
tantes K' et G des valeurs convenables qu'il faut changer
quand la couleur change.

La maniére donl nous venons de présenter les phénoménes
de la réflexion métallique influc seulement sur la réflexion
des vibralions irés lente ou trés rapide, mais reste indiffé-
renle quandil s’agit des oscillations herlziennes, dont la durée
esl inlermédiaire.

C'est de cette. circonstance que nous allons essayer de

rendre comple maintenant.

75. Nous avons trouvé que la force électrique X en un
point du métal était proportionnelle a un certain facteur
exponentiel e —¢2%; c; étant en général trés grand, la vibra-
tion ne pénélre qu'a une profondeur lrés faible dans le
métal ; cette profondeur est du méme ordre de grandeur que

517 d’autant plus petit par conséquent que c; est plus grand.
2

Divisons membre & membre les deux relations

B4 c?=084c'?—c3+42jc; \/-—_iz(K— i‘E-(’.g;l)p’

et
b2 2 — Kp?

nous obtenons :

b*+c't— 2 — 2¢ic; K — 4nc
61 ¢ +‘/_’b=+cﬂ‘f—‘/—’51—(
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)

7

La partie réelle% du second membre est en général finie.

En ce qﬁi concerne la partie imaginaire :
C=1,25 10-* CGS (')

(pour le cuivre)
p=2x10+13

i 1
K=w=gro»

Le coefficient de Y— 1 est donc voisin de:

Ar > 1,25 >< 104
27 < 1013 > 91 > 10—20 — 2,50 > 90,

pour les oscillations les plus rapides ; pour des oscillations
plus lentes, cette valeur serait plus grande.

Le coefficient a donc toujours une valeur trés grande, il
faut donc que ¢{ et c; aient tous les deux une trés grande
valeur par rapport a b eta ¢. D’autre part, puisque la partie

réelle est finie, il faut que ¢’} — ¢’'3 soit du méme ordre que 2.

c| - .
—4 sera trés voisin de 1, el on pourra prendre approximali-
C3

vement:
_%¢ _ 4L
¥4 pK
ou:

cy = V2rCp
en remarquant que 5? -} ¢ = Kp?; c; est donc proportion-

(!) Je fais le calcul comme si la valeur de C qu'il convient de prendre
pour des oscillations rapides était la méme que pour des oscillations lentes.
Nous verrons plus loin qu'il n'en est pas ainsi et que cstle circonstance
modifle profondément les résultats.
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ncl & Vp et par conséquent la profondeur a laquelle pénétre

la vibration, qui est inversement proportionnelle & c¢j, est

proportionnelle a\/i_; comme p est en raison inverse de la
longueur d’onde, laz;)rofondeur limite est en définitive pro-
portionnelle & la racine carrée de la longueur d’onde.

Pourles oscillations trés lentes, le courant pénétre & une
profondeur finie, comparable aux dimensions du conducleur.
La conductibilité du métal aura une influence.

Pour les oscillations hertziennes, la profondeur est trés
pelite en valeur absolue, et trés petite par rapport A la lon-

gueur d'onde: la nature du métal n'intervient plus.
Pour les oscillations trés rapides, la profondeur devient
comparable 3 la longueur d'onde, etla nature du métal

reprend une influence.

78. Cette théorie due & M. Brillouin (Bulletin des Sciences
mathématiques, 1891) n'est pas suffisante pour rendre com-
plétement compte des faits.

En effet,les expériences faites sur les métaux peuvent don-
ner les valeurs de n et de g. Pour les rayons violets tombant

sur l'argent, on a trouvé:
n=0,2 g=2
l—,%:‘—”gi—i =n?—g?—2gV—1

Puisque nous avons ¢ > 7 pour I'argent (et d’ailleurs pour la
plupart des métaux), K’ doit étre négatif: c’est 1A une treés
grande difficulté.

C est déterminé par I'équation

4rC = 2ngpK
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Les quantilés du second membre sonl connues cxpérimenta-

lement. Pour lesrayons violets et 'argent par exemple:

n=0,2 g=2
p = 2x < 0,8 < 10'3
K = gy = 9 10-%0

C=10,4><0,8 < 103 >< 9—1 > 10—,

Ou environ 0,04, 10-® = 4, 10-7. Celte valeur est environ
trois cent fois plus faible que celle donnée par les mesures
ordinaires de résistance, qui est voisine de 1,23 < 104,

Les formules que nous avons adoplées ne représentent
donc pas les faits. A la vérité, nous le savions déja puisque
dans le cas méme des diélectriques transparents, si la for-

mule

4nf = KX

était exacte, il n'y aurait pas de dispersion. De plus, la valeor
de N mesurée électrostatiquement différe souvent beaucoup
du carré de l'indice de réfraclion optique. Est-ce 13 encore
un résultat de la dispersion? Bien des personnes inclinent
aujourd’hui & le penser; en tout cas, il serait curieux de véri-
fier si, pour les corps qui présentent le plus grand écart, le
termede Briot est plus grand que pour les autres.

Mais, si nos formules sont incomplétes, comment se fait-il
qu’elles rendent compte des lois de la réflexion quand on se
borne 4 une lumiére homogéne et & la condition de changer
les constantes quand on passe & une lumiére homogéne de
couleur différente ?

Il est aisé de s’'en rendre compte. Supposons qu'au lieu des
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formules :
kX _dy 4B
dt — dy dz
ou
&#X . d (dX , dY , dZ
Kdt’_Ax_dw(dx-'_dy—'_dz)’

nous ayons adopté les suivantes

. XX d (dX | dY | dZ
KX + K, 75 —K W—Ax_ﬁ(%+@+z)'

En remarquant que

dX

— =pV—1X

a?X

a =%

arX 3 \n
der =pn( —‘) X,

nous aurions pu écrire :

K, arxX dl |
(F + K, + sza) an = AX —dz

avec

Nous retomberions alors sur nos formules primitives avec

2
cette différence que le coefficient de %’;( dépendrait de p.

De méme dans le cas de la réflexion métallique nous aurions
pu adopter les formules :

dX daiX aX dJ
KX+ K 7+ K gz + K g5 =80Kk— 4
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d’od nous aurions déduit :

(—%’-I—K,—K‘ ‘;—‘+K3‘/_‘ LX x4,
2

équation de méme forme, mais avec des coefficients imagi-
naires.
Les calculs seraient les mémes qu’avec les formules primi- ~

tives, car, si 'on opére sur une lumiére homogéne, p est une
constante donnée, et le coelficient de % est constant.
Il est probable toutefois que la théorie définitive de la

dispersion est notablement pluscompliquée.

7. Cas particulier. Oscillations hertziennes. — Dans
le cas particulier des oscillations herlziennes le terme

4G
K

est trés grand, il est égal approximativement a:

dn. ><1.23 < 104
2r. 108, 9. 10-*°

= 9210,

En admettant que p = 2 = 108, n — g \/ — 1 sera donc Llrés

grand en valeur absolue, et comme
sini=(n—gy—1)sinr,

sin 7 sera trés petit en valeur absolue.

78. Supposons la force électrique perpendiculaire au plan
d’incidence.

l_i_singr—z'!
A=

sin (r + 7)
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r est sensiblement nul ; alors

= —1.

>l

La force électrique réfléchie a méme amplitude que la force
électrique incidente; mais elles oat une différence de phase
d’une demi-période ; sur le plan de réflexion elles sont égales

et de signes contraires : leur résultante est nulle.

79. Suppposons la force magnétique perpendiculaire au
plan’ d’incidence.

B_tang (i —17)
A7 tang (i 4 7) =+1

La force magnétique incidente et la force magnétique réflé-
chie ont.méme amplitude et méme phase; sur le plan de

réflexion elles s’ajoulent.

Fig. 40.

Les forces électriques réfléchie et incidente ont aussi méme
amplitude et méme phase, puisque dans le cas d’une onde
plane la force électrique est proportionnelle & la racine carrée
de l'intensité et, par conséquenl, & la force magnétique, et
qu'il y a entre ces deux forces une différence de phase d’'un
quart de période. Mais les forces électriques n'ont pas la
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méme direction : elles font des angles égaux avec la normale
au plan de réflexion (£g. 10).

Si nous les projetons sur cette normale, les projections
s’ajouteront, mais leurs projectionssur le plan de réflexion se
détruisent. Par conséquent la composante tangentielle de la
force électrigue est nulle, et celte force est normale au plan.

A la surface d’un conducteur la force électrique est donc
normale, comme cela aurait lieu pour un conducteur parfuit.



CHAPITRE VI

PROPAGATION RECTILIGNE DE LA LUMIERE

80. Etude des ondes sphériques. — Jusqu'ici nous
n'avons considéré que des solutions trés parliculiéres des
équations du mouvement, celles qui correspondent aux ondes
planes.

Nous allons chercher a généraliser notre étude et considérer
d’autres solutions de ces équations. Rappelons d’abord leur
forme.

En posant :

g
da:+ +dz

nous avons trouvé

ou
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en prenant :

va — &
P

En général nous supposerons.e = 0, et les équations se
réduiront

— — V3AE
an = V'
iy ,
ap = VA
P
an = VAL

%, 7, { élant de plus assujeltis & la condilion
0 —=o.

Si nous nous plagons au point de vue de la théorie électro-
magnétique, nous aurons les mémes équations pour la force

magnétique (x, B, y) et pour la force électrique X, Y, Z.

2,

‘;—:-E = Viap

v,
avec

TR+ I=0

et

X sy

oF = viay

((%% = V2AZ,

LUMIERE. I, -1



98 PROPAGATION RECTILIGNE DE LA LUMIERE

avec
dX , dY | dZ
Comme dans le premier cas, le probléme se raméne a trou-

ver trois solutions de 1'équation fondamentale, ces trois solu-

tions devant obéir a une relation différentielle.

81. Mais le probléme peut se simplifier enco:se, car il suffit
de trouver trois solutions indépendantes de 1'équation pour
former celles qui nous conviennent.

Soient en effet, u, v, w, trois solutions indépendantes de

I'équation fondamentale

. .
(1) %;—: = V?*Ay, etc.
Faisons :
f_di_do
T dy dz
_du_dv
"=z dw
v du
T dx dy

& 7, ¢ ainsi déterminés satisferont & toutes les conditions.
En eﬂ‘ét, puisque u, v, w sont des solutions de I'équation

fondamentale, on a :
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Retranchons la deuxiéme de la premiére, il vient :

1l est facile en outre de vérifier que :

& dy &
da:+dy+dz_o

identiquemnent. Les fonctions §, », § salisfont donc bien aux
conditions demandées.

82. De méme pour les équalions de la théorie électromagné-
tique, il suffira de trouver trois solutions indépendantes de
I'équation fondamentale; & 'aide de ceiles-la, on pourra en
former d’autres vérifiant I'équation de continuite.

Svient en effel ¢,, g,, q},, trois fonclions satisfaisant a I'équa-
tion :

a? ,
d_t'?. = V?Ag.
Posons :

= B0 _ %,

didy  didz

B = gy _dlyy

dtdz  didx

_ Doy dlo.

Y= dtde ™ didy

On vérifierait comme dans le cas précédent que ces fonc-

tions sont bien des solutions de'équation fondamentale ; «, 8, y

23, 3, 43, .
sont formés avec & a2 g comme E. v, {avec u,v, w et

ces dérivées %% satisfont aussi & 'équation fondamentale. 11
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est aisé de voir aussi qu'on a identiquement

dw-l— +

Eu ce qui concerne la force électrique, si je remplace «, B, y

par leurs expressions dans les relations

K d_x % _ B
. dy dz
je trouve :
dX _ di ;?_,
AT dde T O de

en pousant pour abréger :

dy do
— A _._3.
dx +

Intégrons par rapport & ¢ en supposant que toutes les quan-

tités soient nulles & T'origine du temps, il viendra :

dl

KX = de Ao,
dl
dlJ

KZ = 2z Ag,.

Hertz a procédé de cette facon dans I'élude de son excita-

teur: il a pris :

f2 =93 =0

. r
sin p (t — 5)

»

el :

1 =



ETUDE DES ONDES SPHERIQUES . 101

r étant le rayon vecteur Vm. Cette fonction satis-
fait & I'équalion fondamentale ; elle est finie el continue en
tout point, sauf & I'origine des coordonnées.

Mais cette solution particuliére ne peut pzc représenter ce
qui se passe dans une onde lumineuse sphérique telle que
nous les observons habituellement, c’est-i-dire une onde
sphérique produite par une source de dimensions infiniment
petiles, assimilable & un point lumineux, et étudiée en un
point trés éloigné de la source. Supposons J’excitateur placé
a l'origine et une sphére de rayon trés grand ayant son centre
a l'origine : il est facile de voir que pour les points de cette
sphére 'intencité est proportionnelle au carré du sinus de
I'angle que fait le rayon vecteur avec Ox. Au contraire, avec
une onde lumincuse naturelle, I'intensité serait sensiblement
la méme dans toutes les directions.

Pour que 'e calcul rende compte de ce qui se passe dans le
cas de 'onde lumineuse, il faut chercher une solution beau-
cdup plus générale que celle de Hertz.

Nous pouvons d’abord remplacer la fonction de Herlz

sin p (t —E)

r

. crivies OV Y
par une quelconque de ses dérivées @’ daody’ etc., ou par

une combinaison linéaire de ces dérivées. Enfin, pour avoir la
solution la plus générale, il faudrait adopter pour les trois
fonctions 9,, ¢,, 3 des combinaisons linéaires des dérivées de

tous les ordres de celte fonclion ¢.

83. Propagation rectiligne de lalumiére paralléle. —

Poisson ne pouvait comprendre (cf. sa correspondance avec
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Fresnel) comment, dans la théorie des ondulations, il était
possible que la lumiére se propagedt en ligne droite.
(est ce dont nous allons essayer de nous rendre compte.

Considérons un faisceau de rayons paralléles

E— AV " G-9
= BeVT'" v ‘)

= Cev:—"‘ G B ‘)

p esl un trés grand nombre; il est égal & 2x multiplié par le

- 2n .
nombre des oscillations par seconde ; % =5 est aussi un

trés grand nombre, A étant la longueur d'onde qui est trés
petite. .

Lorsqu’il s’agit d'une onde plane, A, B, C sont des cons-
{antes: il n’enest plus de méme ici : nous supposerons que A,
B, Csont fonctions de z, y, 2, ¢, mais que ces fonctions ne
varient pas trés rapidement, de telle sorte qu’elles soient con-
tinues ainsi que leurs dérivées.

£ doit satisfaire a I'éqnation fondamentale :

ax _

i = Viat.

Or, d’aprés la formule de Leibnitz,

2 —

Zti—“%’—:e" QV—ip%-‘e”-p’Ae’
2 2
LT T 1
d¥% _ dA

da — da?

at_an

dy? " dy?
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en posant
— [V
— AEANR
P=y ip (z t)
Substituons et supprimons le facteur €.

dA d2A

— — dA
V2 —1pV == 3 — 22 / bl 2
AA +2V—1p e pA'—'dt’ 2y “)dt p’A

ou
— dA | dA d?A

p élant trés grand, nous pouvons développer A suivant les

. . 1
puissances croissantes de 5

A, A
A=Ao+_;l+;22+.....

Substituons dans I’équation et identifions les coefficients

des mémes puissances de :—)

Ces relations permettent de résoudre le probléme.
En général les dérivées d-’TAQ ----- etc.seront finies, la seconde

équation donnera une valeur finie pour A, ; % sera négli-
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geable et il restera seulement A = A avec
2y dhy_

d'ou :

Ay=r(z—V, x, ¥).

Comme l'intensité est proportionnelle & A3, on voil qu'elle
se propage dans la direction de Oz avec une vitesse V, ce
qui explique pourquoi la lumiére se propage en ligne droile.

Mais le faisceau ne pourra étre aussi délié que nous le
voudrons. Supposons en cffet que ce faisceau soit Jimité par
un cylindre de seclion trés petite : A aurail des valeurs trés
grandes dans l'intérieur du cylindre et trés petites a I'exté-
vieur : il faudrait donc que A variat trés rapidement sur les
bords du faisceau. Ses dérivées deviendraient lrés grandes et

A7,‘~ne serait plus négligeable, parce que A, deviendrait trés

grand : il se produirait des phénoménes de diffraction.

En raisonnant sur B el C comme nous venons de le faire
sur A, nous arriverions aux mémes conclusions.

En outre, §, v, { doivent vérifier I'équation de transversa-
lité :

qui devient, en substituant a &, v, { leurs expressions et sup-

primant le facteur €.

dA dC_ V—1p
%‘*"dy tE="v 0
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Béveloppons A, B, C suivant les puissances croissantes de

.
-

1
P

Faisons la substilution et égalons les coefficients des mémes

. 1
puissances de - :
p

done

Par conséquent G est trés pelit, de l'ordre de ;—) et dans une

premiére approximalion on peut prendre
{—o.

A ce degré d’approximation, la vibration est donc paraliéle

au plan de 'onde.

84. Réflexion totale. — J’ai supposé jusqu'ici qu’on avait
affaire & une onde plane ordinaire, mais il ne sera peut-étre
pas sans intérét, on verra tout & 'heure pourquoi, d’examiner
ce qui se passe dans le cas des ondes planes évanescentes
produites par la réflexion totale.

Si I'onde lumineuse se réfléchit (la force électrique étant
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perpendiculaire au plan d'incidence), nous aurons en repre-
nant les notations que nous avons déja employées:

Pour I'onde incidente
X — Ae\/——_’-(w +ez+p),
Pour I'onde réfléchie
X = BeV =1 (by—es 40,
Et enfin pour I'onde réfractée
X = CeV—a(bv+ e's b pt)

Au premier degré d’approximation, c’est-a-dire en supposant
la propagation perpendiculaire & 'onde, ce qui revienta négli-
ger les termes en ;—) I'équation (1) du numéro précédent
deviendrait :

dA | dA
A d_z + 7‘ =0,
puisque

dAg 4 dAy _
de-l-d[._o.

Mais dans le numéro précédent nous avions supposé 1'onde
paralléle au plan des zy; nous ne faisons plus ici la méme
hypothése ; on trouve alors en se bornant toujours & la pre-

miére approximation :

dA dA dA
3 —_—
V(b!-{-c!)—p 7 =©

dB dB dB
3 (p 2 0 8
(2) v (b y cdz) P =0
dC dC dC
2 — + — _——
\ (b dy dz) 7
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Ecrivons maintenant les conditions aux limites; X et %

doivent étre continus quand on traverse la surface réfléchis-

sante :
A+B=C

® A-BCe+R+T=c+ T

mais les dérivées par rapport 3 z sont négligeables vis-a-vis
des autres termes, et on peut écrire :

(4) (A — B) ¢ = Cc.

Supposons qu’a l'origine nous ayons une pertubation se
propageant vers la surface réfléchissante, mais circonscrite
dans une certaine région, n’ayant aucun point commun avec
cette surface ; nous nous donnons A qui est nul d’ailleurs en
dehors de la région considérée; de méme B et C sont nuls.
Nous pourrons calculer alors les valeurs de A, B, C & un ins-
tant ultérieur a I'aide des équations ci-dessus.

Si le milieu inférieur est le plusréfringent ou si le contraire
ayant lieu, I'angle limite n’est pas dépassé, il n'y a rien a
ajouter; les trois équations (2)signifient que la propagation se
fait perpendiculairement au plan de I'onde. Mais, s’il y a
réflexion totale, ¢’ devient imaginaire. Posons :

¢ = c,V—1.
Alors :
X = Ce—=* cos (by + pt).

La présence de ce cosinus a induit Cauchy en erreur. Il a
conclu que ce rayon se propageait parallélement A oy, c'est-
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A-dire A la surface réfléchissanle avec une vitesse g et il a cru

observer un tel rayon dans une lunette rasant la surfuce
réfléchissante. Mais cetle observation n'a pas été vérifiée par
les expériences ultérieures, en particulier par les expériences
que M. Quincke a failes sur les anneaux colorés. Nous avons
vu qu’en faisant tomber de la lumiére sur la base d’un prisme
a réflexion totale, au point de contact de celle base avec une
lentille, on observait des anneaux ou plulol une tache lumi-
neuse. Si le rayon tombe en dehors du point de contact el que
le rayon réfraclé se propage parailélement a la surface comme
le veut Cauchy, on observera encore des anneaux : or rien de
pareil n’a été observé. 1l est aisé¢ de le comprendre.

Les équations (2) sonl encore les mémes pour les ondes
imaginaires, mais elles ne doivent plus recevoir la méme
interprétation. Les deux premiéres montrenl encore que le
rayon se propage perpendiculairement au plan d’onde, mais
la derniére n'a plus la méme significalion quand on y fait ¢’
imaginaire.

Les équations (3) el (4) nous apprennent d’abord quelles
sont les valeurs de A, B, C sur la surface réfléchissante, et en
particulier que ces valeurs sont nulles ¢en dehors des parties
de cette surface ou tombent les rayons incidents.

La troisiéme équalion (2) nous permettrail ensuite de cal-
culer C en un point situé a distance finie de celle surface;
mais cela est inutile; en un pareil point, en effet, quel que soit
C, X sera négligeable a cause du facteur ¢—<* qui est trés
petit dés que z atteint une valeur notable. Ainsi pas de lu-
miére prés de la surface réfléchissante en dehors des points

ou tombent les rayons incidents a cause des équations (3) et



ETUDE DES FAISCEAUX TRES DELIES 109

(4); pas de lumiére non plus loin de celte surface a cause de

ce facteur exponentiel.

85. Etude des faisceaux trés déliés. — Il est possible de
nous représenter d'une maniére un peu plus précise le degré
de ténuité que peut prendre le faisceau lumineux sans que les
lois de la propagation soient changées. Considérons la fonc-
tion de Bessel

x? ! a®
h)=1—gt+ap —ape

Cette série est convergente quel que soit z, et il est aisé de

vérifier qu’elle satisfuit & la relalion :

a) 1dJ
i - =0 —
dx? + x dr Jo = o.
Si nous construisons la courbe
y =J ().
Jo (/
0 i

" Fig. 1.

celle courbe sera symétrique par rapport a I'axe des y; clle
coupe cet axe au point z =1, el présente ensuite des ordonnées
maxima et minima qui vonl en décroissant & mesure que @

devient plus grand (fAg. 11).



110 PROPAGATION RECTILIGNE DE LA LUMIERE

Pour z suffisamment grand, J, est représenté asymptoti-

quement par .
'T
Jo = cos (w _Z) \/m;
A partir d'un certain roment, J, est donc < \/-1%’ Ainsi

pour x > 64, J; est toujours plus petit que %)
Reprenons I'équation fondamentale

a%

an = Ve

Supposons en particulicr que § soit une fonction de z, de ¢
et de ¢ = Va7 I g%, autrement dit que§ ne change pas quand
les axes tournenl d'un angle quelconque autour de Osz.
L’équation prend alors'la forme :

At % A& %
Vide dp p dp dz"

Posons :
z t
E = AJo (hp) cos 2xn (-l' —_— ,'r>'

A, A, I, T étant des constantes.

T est la période, { une quantité analogue & la longueur
d'onde A = VT. Nous pourrons appeler ! longueur d'onde
apparente par opposition a la l(;ngueur d’onde normale A.

Pour que § satisfasse & I'équation fondamentale, il faut que
ces quatre constanles soient liées par une relation. En effet :

d’E

3
dp? pd9+“_°'
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puisque seul le facteur J, (hp) dépend de p.

o,
dx?— ~ n

% A,
=T

Substituons ces valeurs dans I’équation et nous obtenons la

condilion :

h? 1 1 1 1

. — — - T—— o ———

Celte formule nous apprend que ! n’est pas égal & A, mais
que ! > A

Mais nous ne pourrons pas supposer que cette ditférence
{— 1 soit grande, car les phénoménes différeraicnt trop alors
des phénomenes lumineux pour qu’il nous soit permis d'appli-
quer nos équalions a ces derniers. La valeur de / — XA nous
donnera donc en quelque sorte une mesure de la finesse que
peut prendre un faisceau lumineiux, sans que les lois de la
propagation soient troublées,

Pour plus de clarté, prenons quelques nombres. Posons par

exemple :

ou 3, (hp) = J, (64).

=&

D'aprés ce que nous avons vu, on a:
3o (64) < .
)64 < o

L'intensité lumineuse est proportionnelle & J3, c’est-a-dire
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qu’elle sera plus petite que le T(i)_() de l'intensilé en un point de

0z, dés que l'on sera & une distance de cel axe égale ou supé-

. 64
rieure 4 %

Si nous considérons par exemple un cylindre de révolution

autour de Oz et de rayon égal a

po =64 p

U |
el que nous prenions A = g p, nous trouverons que I'erreur

. . oA
X est inférieure a300

Avec py = 640 y, c’est-A-dire un diamétre de un peu plus

relative

- P 1
de 1 millimeétre, cetle erreur devient inférieure a 30000

86. On serait tenlé de croire, d'aprés ce qui précéde, que la

vilesse de propagation d’un faisceau trés délié est égale a%

el par conséquent plus grande que la vitesse normale. Ce
serail une erreur.

Reprenons en effet la formule

£ = AJ, (hp) cos 2= (% —_ %)'

el posons pour abréger

z t
¢ = Jo (hp) cos 2n (7 _ T>

Jusqu'ici A étail cousidéré comme une constanle : nous le

regarderons mainicnant comme une fonction de z el de ¢.
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Substituons & £ son expression dans I'équation

1 d%
Vi gp = 26
Ona:
a%  dA dA dy
o gnt T2 tA
a9
dx?~ 7 dx?
d’E _?
—=A
dy* — 7 dy?
dIA 1 ax
vz(zl‘?"' % d +Adt’) Vian
_ A dlg
A= gp

Additionnons res sept relations membre & membre et fui-

sons les réductions ; il vienl :

A[2A | gdhde] _ A, jdhdy
vttt 2 ae

D’autre part :

de _ 2 nen (=L
dt-_J° (ke) T Sin 2n (l T

dp _ 2% inox (2 — L)
dz_—‘]“ (hp) 7 8in 2n (I—T>

Or 2 et gfsont des nombres (rés graads, les autres fuc-

T 4

teurs sont de l'ordre de ¢ : g—? et (di sont donc trés grands vis-

a-vis de ¢ et les termes qui contiennent seulement ¢ peuvent

étre négligés en regard de ceux qui contiennent ces dérivées.

LUMIERE, -8
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Notre relation se réduira donc a :

1 dAdy dAdy
V3dt dt ~ dz dz

Substituons aux dérivées leurs valeurs ; nous trouvons :
dp de _
tztTg=o

et par suite :

1 dA . dA

“Via=-Tg
ou

dA | VT dA _

dt L dz @

L'intégrale générale de cetle équation est la suivante :
’ Al
A=y (z — V_l'l t)-

2
La perturbation se propage donc avec une vilesse-v—lI =V % .

Celte vitesse est donc moindre que la vitesse normale. Cette
dilférence n’a jumais été observée, ce qui prouve que !/ — X

est toujours négligeable.

87. Propagation de la lumiére non paralléle. — Pour
étudier ce qui se passe dans le cas ou le faisceau est formé
de rayons qui nc sont pas paralléles, nous ferons un change-
ment de coordonnées.

Considérons trois fonctions u, v, w de @, y, 7 et les trois
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systémes de surfaces :
u=_C'" ov=2C w=_C%

Nous prendrons comme nouvelles coordonnées u, v, w, et
nous supposerons que les surfaces forment un systéme lriple
orthogonal.

Considérons deux points dont les coordonnées soient (u, v,
0), (4 + du, v, w), autrement dit deux points infiniment voi-
sins situés sur une normale & la surface u = C'; j'appellerai
adu la distance de ces deux points. De méme bdv sera la dis-
tance de deux points (u, v, ©), (4, v + dv, w) infiniment voi-
sins situés sur une normale & la surface v = C* ; cdw, la
distance des deux points (v, v, ) (4, v, 0 + dw)... elc.,
a, b, c étant des fonctions de (z, ¥, 2).

On démontre aiors que :

: be d d b d

wvost =g (%)t (7 ) T iim (5 )
Et I'équation
1 d%

‘T"‘—iF:AE

devient dans ce nouveau systéme

abo % _ d (be &) |
V2 de* T du \a du
Nous ferons en outre sur les systémes de surfaces une
hypothése particuliére. Les surfaces «c = C'® seront des sur-
faces paralleles : les trajectoires orthogonales

u = ('

v = Ct
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seront les normales communes a ces surfaces; w0 sera une lon-

gueur comptée sur ces normales, la dislance des deux points

L:d(d

Fig. 12.

(u, v, w), (v, v, 0 4+ dw)
sera dw et par suite c =—=1.

Considérons deux des
surfaces 0, prenouns sur la
premiére un élément d’aire
do’ infiniment petit et me-
nons les normales en tous
les points de son contour:
le pinceau de normales
ainsi obtenu découpera sur
l'autre surface un élément
d’aire do” (fig. 12).

Soient a’ et &' les valeurs

des coefficienls a et b rela-

tives & dw’, @’ el &” les valeurs relatives & do”.

Nous aurons

dw’

d“)”

albl == al/bll.

Si donc nous posons :

ab
abe = — =3,
c

s sera aux différents points d'un méme pinceau de normales

infiniment délié proportionnel a la section droite de ce pin-

ceau.
Soit :

£ = Acosp l10 — Vi),
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p étant un trés grand nombre (comme ci-dessus). A esl
une fonction quelconque de (u, v, ). Je suppose que ces
dérivées sont finies, ce qui sera vrai en tous les points du
faisceau, sauf en général sur les bords.

Il résultera de cette hypothése que les termes seront de
grandeur trés différente suivant qu’ils contiendront en facteur
P, p2... ou ne contiendront pas p. Aussi ne conserverons-nous
que les termes renfermant au moins p en facteur.

Alors les termes

Jiu (b;c %) = cos p (0 — V1 (:—Z—; %c %%)
L) oo — v (£5)
seront négligeables.
Posons pour abréger
p (0 — V&) =
il vient :
avb;_:;l% —i’—’ (‘fﬂ'} cos o +2—A—pV sin o — p?V3A cos w)
:E ZAO cos ® — psA sin o
s(—;‘%— Z—:?COSm—pAsinw
dw (Zi/ jlo ( zi) cos w — ps di 8in » — pAds sin o

— ps th sin © —p’Aé o8 .

Le premier terme ne contenant pas p est négligeable, il
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reste :
d a3\ _ < 23dA 4 Ads R
%<sdw>_—p‘mw< a0 )—-pAscOSm.

L'équation fondamentale devient done : en remarquant que
les termes en p? se détruisent et supprimant les facteurs com-

muns :

ou

Intégrons
A\/; =7 (4, v, w0 — Vi),

A= -1—.f(u, v, 10 — V).

Vs

La perturbation se propage donc avec une vitesse V recti-
ligne dans la direction des normales

u =_Ct
v =C'"
aux surfaces paralléles .0 = Ce,

L’amplitude varie comme -\:—_ el parsuite I'intensité est pro-
s

. 1, . , L
portionnelle & P est-a-dire qu’elle est en raison inverse de

la section du faisceau.
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Il est & remarquer que cette formule contient toute 'optique

géomélrique.

88. Les surfaces w = C'* sont les surfaces de 'onde. Comme
cas particulier on peut supposer que ce sont des sphéres, les

rayons lumineux se réduisent alors aux rayons de la sphére.

L’intensité est proportionnelle a %: mais dans le calcul

actuel
do do’
P
donc
s =12
et

A =%f(q;,0.r—- v,

¢, 8, r étant les coordonnées polaires aéfinies par les rela-
tions :

o =17 o8 ¢ cos 8

y = rsin ¢ cos h

z = rsin 0.

Nous avons a tenir compte encore de la condilion de trans-

versalité. Soient :

E=Acosp(r— Vi) =Acoso
n,=Bcosp (r— Yt)=Bcosw
{=~Ccosp (r — Vt) =G cos w.

Les fonctions A, B, C ne sonl pas indépendantes, mais elles

sont liées par une relation que nous obtiendrons précisément
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en écrivant la condition de transversalité

K A
da;+ y+dz—°'

Or
df _dA . dodr _dA . @
%_%COSw—Asmwa%_%cOSm—pAsmm;-

Le premier terme ne contient pas p et est négligeable.

Donc :
%:—EMsmm
%:—i—)Bysmw
%:—ECzsmw

La condition de transversalité s'écrira :

Az 4+ By 4 Cz = o.
Drailleurs
2y f =

Si trois fonctions réelles A, B, C des coordonnées d’un point
de la sphére satisfont a cette relation, il y a forcément sur la
sphére deux points au moins pour lesquels simultanément
A = 0,B = 0, C = o, et pour lesquels par conséquent I'inten-
sité lumineuse serait nulle. En effet, entre les deux relations:

Adx 4 Bdy 4 Cdz = o
zdz + ydy + zdz = o

on peut éliminer dz par exemple et obtenir une équation
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différentielle ordinaire. Cette équalion représentera certaines
courbes tracées sur la sphére, ces courbes auront des points
singuliers pour lesquels A = B — C = o ; (¢f. mon Mémoire
sur les courbes définies par les équations différentielles, Jour-
nal de Lionville, 3° série, tome VII).

En effet, on démontre que de scmblables courbes ont des
points singuliers de deux espéces et que le nombre des points
singuliers de premiére espéce surpasse toujours de deux unités
celui des points de deuxiéme espéce. Il y aura donc toujours
sur la sphére au moins deux points singuliers pour ces
courbes.

Mais alors dans celte direction, A, B, G étant nuls, I'intensité
lumineuse sera nulle. Or l'expérience montre que I'onde
sphérique n'est pas ainsi constituée et que l'intensité est la
méme dans toutes les directions. Mais ceci n'infirme pas la
théorie : en eﬂ‘et,.les coefficients A, B, C sont variables; par
exemple A est une fonction de w, de 8, de » — V¢t. Si nous
considérons un poinl sur une sphére donnée, dans une direc-
tion donnée, w, 8, » ont des valeurs délerminées, mais A varie
avec ¢. Cette variation des coefficients A, B, C est trés lente re-
lativement & la duréc des vibrations, mais trés rapide relative-
ment & nos unités ordinaires par exemple & la durée (‘/,, de
seconde) de la persistance des impressions lumineuses sur la
rétine : dans cel intervalle, A, B, C ont pris un grand nombre
de fois toules les valeurs dont ils sonl susceptibles, et on n’ob-
serve que l'intensité moyenne. Il convient d’ajouter que la

_phase ne sera pas la méme dans toutes les directions et par
conséquent que A, B, C seront imaginaires; il y aura alors
une direction pour laquelle les parties réelles de A, B, C
s’annuleront & le fois, et une autre ponr laquelle les parties
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imaginaires seront nulles a la fois; mais ces deux directions
ne coincideront pas, de sorte qu'il n'y aura pas de direction
d'intensité nulle; mais celte circonstance ne suffirait pas a
elle seule poar expliquer I'égalité d'intensité dans toules les

directions.



CHAPITRE VII

PRINCIPE DE HUYGHENS

89. Etude de I'équation fondamentale. — Reprenons
I'équation fondamentale, et supposons que la lumiére soit
homogene, c’est-a-dire que § ait la forme particuliére :

§E =&, cos pt + &, sin pt
£, &3 ne dépendant que de z, y, 2. Comme I'équation fonda-
menfale ne contient pas le temps, ’expression snivante, obte-

nue en changeant ¢ en (t — %)1 vérifiera aussi I'équation

§ =&, sin pt — &, cos pt

et, I'équation étant linéaire, elle admetira encore comme

solution :

() — %) eVt mt

expression obtenue en ajoutant & la premiére solntion la

seconde multipliée par y— 1.
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La valeur de § correspondaat au phénoméne physique sera
la partie réelle de ceite derniére solution.

Posons :
E‘ _ V: Eg = Eo-
Alors ;
M —_ pzsoe\/:_i .

di?
Remplacons dans I’équation fondamentale

V2AE == %

et supprimons le facteur eV=1#, il vient :

V2A, = — p%,
ou @

V3AE, = — p%,

VIAL, = — p%,

Posons, pour abréger, s = «, ceci pourra s'écrire :

A% 4 o = 0.

Nous avons ainsi & considérer deux équations. Ces équations
rappellent par leur forme celle de Laplace At = o qui définil

le potentiel newtonien.

90. Nous allons tacher de faire ressortir les relations qui
peuvent exister, en raison de cetle analogie, entre les fonctions
§ et le potentiel newtonien.

A cet effet, supposons que § ne dépende que de ¢ et de r, r
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étant défini par I'égalité :
= 22 } y? + 22
D'aprés une transformation bien connue :

ar V2 245
d/" d—r’+rdr

En posant § = ?_, cette équation se raméne & la forme de

I'équation d'une corde vibrante :

dls _ = va 22 d?s
Jt? d?"

dont I'intégrale générale est, comme on le sait :

p =7 — Va7, (r 4 Vo).

Par suite :

E—= /(r_Vt)_|_/‘ 7‘+Vt)

D’aprés la forme de I'équation différentielle, £ et £, en sont
des solutions particuliéres.

Nous avons supposé que :

Eo = Eoem pe,

Pour qu'il en soit ainsi, comme &, est sculement fonction

[lr—Vy
r

der, il faut que se réduise & 7 () eV='7*, ce qui
exige que :

—\/—_i"’;(r—Vl)

Fr—Vi)=e
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comme on a :
-3k —_
e-'V—l v r=e -Y=Ttar
flr—Vei)=e-V-TargV=Tm,
D’ou :
: e—-V="tar e\/——ipt
= -——r——' .

Celle expression vérifie I'équation :

Af + o =o0;

il en est de méme de la fonction :

e—V— far
="
et de la suivante :
e+ V—tar
=
r

obtenue en changeant « en — «, puisque 1’équation ne con-

tient que a?.

Enfin les parties réelles et imaginaires de &, et &, sont sépa-
rément des solutions, ce qui nous conduit finalement aux

solutions :

La seconde de ces fonctions présente une circonstance par-
ticuliére, qui doit fixer notre attention. Tandis que toutes les
autres deviennent infinies pour » = o, celle-ci reste finie et
égale & a pour » = o; de plus, § est trés petit pour r trés

grand.
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1l semble donc que mnous puissions satisfaire a loutes les

conditions du mouvement lumireux en prenant :

F— 8in ar cos p¢
r
Or, si la fonction élail ainsi représentée a I'origine du temps,
le mouvement lumineux se continuerait indéfiniment sans
exiger l'intervention d’une énergie étrangére. Celte consé-
quence nous avertit immédiatement que les solutions de celte
forme ne peuvenl convenir & la question. Nous reviendrons

plus loin sur ce point.
91. Reportons-nous & la solution :

_[(r=Vy
- r

Soient un cerlain nombre de points fixes ayant pour coor-
données x,, Y, Z,..., iy Yiy Zieeey Ly Yy Zn- Soientry,...ry,...
r, les distances du point mobile (x, y, z) & chacun de ces
points fixes.

Nous aurons comme solutions particuliéres de notre équa-

tion :

3 =/‘| (ry — V¢)

]
r —falra =V
Ta
. [n vy — Vi)
Sa r’.

L'équation élant linéaire, la somme de ces fonctions sera
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aussi une solution :

. R r r,—Vt).
E—Eoﬂ_—_n

L’équation de Laplace

Ai=o0
admet comme solutions :
1 1 1 1
=, N .
7, ry i,
et par conséquent :
n ml
E=))
o "

Quelles que soient les conslantes m;, § est alors le potentiel
des masses m,, m,... m, situées aux points (@, ¥, 3y) ...
(%ns Yns 20).

Nous voyons que I'analogie est compléte.

Nous pouvons dire en effet qu’aux points fixes se trouvent
des masses attirantes, la loi d'atiraction étant telle que le

poténtiel soil représenté par:

afi(ri— Vi
z=god—_)'ri :

92. Dans I'étude du potentiel newtonien, on passe du po-
tentiel d’'une masse altirante isolée a celui d’un volume atli-
rant et d'une surface attirante; ces potentiels vérifient encore
I'équation de Laplace.

Nous allons procéder de méme:

Soient (x, y, 3) les coordonnées du poinl mobile, (=, ¥, 2')
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celles du point attirant, = leur distance :
M=@—aP+y—y)P+(z—3)?

Svit dr’ I'élément de volume attirant dont le centre de gravité

est au point (&', ', 3'). Considérons l'expression :

& r
f (w,1 .1/', 3’/, t— _>
V ’
E= dz’,

r

la somme étant étendue a tous les éléments du volume attirant,
L’élément dr’ est multiplié par une fonction de (t — ‘-’})’

cette fonction variant d’ailleurs d'un élément a l'autre, puis-
qu’elle dépend de (2, ¥', 7).
Posons pour abréger:

il vient :

E= f edx’.
¢ vérifiera la relation

d?
(—i?? = V3Ay.

En effet ¢ dépend des coordonnées z', y', 3’ et (z, y, 2) el
aussi de ¢; mais, si pour un moment nous laissons les coor-
données («', ¥, #’) constantes, ¢ sera seulement une fonction

de (t— %) divisée par ». Si le point (x, y, 2) est extérieur au

LUMIRRE, . —9
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volume attirant, ¢ reste fini et nous aurons:

a%_ (d
déa — | a8 “>

puisque nous pourrons différencier sous le signe f De méme :

At = f Agds’
et par conséquent:
a_ .
an= V3AE.

Donc § satisfait & I'équation fondamentale en dehors du
volume attirant, tout comme le potentiel newtonien satisfait

a 'équation de Laplace.

98. A l'intérieur du volume attiranl le polentiel ne vérifie
plus I'équation de Laplace, mais celle de Poisson.

% -++y etc., & lintérieur du

volume attirant, nous ne pouvons plus différencier sous le

Pour savoir ce que devient

signeJ: parce que ¢ devient infini pour r = o.
Posons :

[(=.y,2,¢)

r

P =

La diflérence ¢ — @, ne deviendra plus infinie pour » = o,
puisque le numéraleur s’annule en méme temps que le déno-

minateur.

g, =f‘?qd1:’ :jﬂﬁ——f.’z' U d+’
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représente le potentiel newtonien du volume, rempli d’une
matiére atlirante dont la densité (variable avec le temps)
serail (o, ¥/, 2, ¢).

Par suite, I'équation de Poisson nous donne:

ax, __[d. .
) an = f an =
(2) A, = — dnf (=, ¥, &, 0).

Considérons I'expression :

§—§ =f(?_?|)df'-

Comme ¢ -— ¢, reste fini, nous pouvons différencier sous le

signe f et écrire :

. B R TR L B A
3) PTPT Ra f (dt" - dt’)dt

8% — &%, = [(ag — ag,) ¥

Or:
1 a?
A?:‘T’@T et A¢, =o.
Dou:
1 [(d% .,
@ s, = s [ Gt

Ajoutons membre & membre (1) et (3) d'une part, (2) et (4)
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an __[d'e .
dt"‘falt""1

l d’ ’ s ’ ’
A =V—,fggd: —dnf (@Y, 7, 0).

de I'autre :

relation qui est la généralisation de 1'équation de Poisson et
qui peut s'écrire encore :

d%

T V2AE + 4nV2f (2, ¥, 7, ©).

94. La méme généralisation peut se faire dans le cas d’une
surface attirante.
Soit do’ I'élément de surface ayant pour coordonnées

@' ¥, 7).

En dehors de la surface attirante, £ satlisfait & 'équation
fondamentale et est continu ainsi que ses dérivées. Sur la

surface méme, le potentiel newtonien est continu quand on
traverse la surface, mais non sa dérivée an
En deux points infiniment voisins silués sur une méme nor-

male, mais, de part et d’autre de la surface, les valeurs de

%—Z différent de 4=3, 3 étant la densité superficielle.

Posons :

E,=fﬂ——L—)”' ol ' = (g,
r
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§, sera le potentiel newtonien de la surface supposée recou-
verle d'une masse attirante ayant pour densilé / («, ¥/, 7/, ¢)

E—5 = [(p~ 9, do’.

9 — ¢, demeure fini pour » = o : par conséquent £ — , est
continu ainsi que ses dérivées, puisque £ — &, et , sont con-
tinus; il en est de méme de leur somme .

D’autre part

& dE—8) , g
- dn

dn dn

Or d \ﬁd: d est continu ; mais %E—:- est discontinu et, quand
on franchit la surface, subit unsaut brusquede 4=f (2", y’, 7, ¥);

il en sera donc de méme de &,
dn

Cetle remarque a une grande importance au sujet de I'ap-
plication du principe de Huygens, et donne tort a Poisson
dans sa controverse avec Fresnel. Poisson voulait en effet que
les équations appliquées au cas d’un point extérieur fussent
aussi valables pour un point intérieur, exigence qui ne peut
se justifier. Poisson aurait dd d'autant moins tomber dans
cette erreur que lui-méme avait montré que le potentiel d’'une
sphére n’est pas représenté par la méme fonction en dehors
et en dedans de la sphére.

On sait que les fonctions qui vérifient I'équation de Laplace
A% = o jouissent des propriétés suivantes (principe de Diri-
chlet):

Elant donnée une surface fermée, si une fonction s’annule

sur toute la surface et satisfait en tout point extérieur a
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I'équation de La[place, cette fonction est identiquement nulle.
Si la fonction doil prendre sur la surface des valeurs don-
nées &, il v aura une fonction et une seule satisfaisant a cette
condition.
Cette propriété ne peut étre étendue aux solutions de I’équa-
tion :

% + «At = o.

En effet, prenons par exemple la fonction ?'E‘ri". Cette fonc-

tion vérifie I'équation, elle s’annule sur la sphére » = 3 et
cependant n'est pas nulle identiquement.

Pour que le principe de Dirichlet pit se généraliser, il fau-
drait que o? fat négatif.

95. Envisageons mainlenant 1'équation

d%
V2 7 — A,

Considérons un volume limité par une surface fermée, sur

laquelle on ait constamment § = o; supposous ‘que pour t=o,
E=oet 3—3 = o, la fonction & étant une solulion de I'équa-

tion : § sera identiquement nul.

En effet, prenons I'expression :

=L+ I+ G+ @)

la somme étant étendue & tous les éléments du volume.

d d" dE &
(1t an T dwdt dr) T
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D’aprés le théoréme de Green,

43 d’E df df dt
fZ do dodt © fdt dn %® fiz Afdr.

Mais sur la surface £ = o el% = o:donc la premiéreinté-

grale est nulle et il reste seulement

aw _ dt (d% 2
dt dz(dz?“ VA>d"
la parenthése est nulle identiquement ; donc W = Ct*.
Pour ¢ = 0, W est nul par hypotheése.
Par conséquent W est identiquement nul. Comme le coeffi-
cient de dr dans dW est une somme de carrés, il faut que

chacun de ces carrés oit nul : c’est-a-dire que

autrement dit que § soit identiquement nal.
Supposons maintenant qu’on donne les valeurs que prennent

fet % en chaque point du volume pour ¢ = o; soient par

exemple § = «, g =B, « et B étant des fonctions des coor-
données (x, y, 3), el la valeur de § sur la surface limite: § =y
y sera une fonction de («, y, z, t); supposons de plus qu'd
I'intérieur du volume £ vérifie 'équation :

da%

an VAL = 4=V¥f (z, y, 2, 1),

[ étant une fonction donnée.
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Le probléme est déterminé et il existe une seule fonction §
remplissant ces diverses conditions.

Admettons en effet qu'il y en ait deux, & et §,, de sorte que

pourt=o0
E=§ =a
E_&_,
dt dt
sur la surface :
E=§ =1,

et que :

%—:E.—,‘ — VAR, = 4=V (@, y, 3, 1).

Il est facile de voir alors que la fonction § — &, jouit des
propriétés suivantes :
Pour ¢ = o, £ — &, est nul ainsi que sa dérivée gi_(E_:-__E_Q

at
Sur toute la surface

E— Eg =0
et enfin
aAE—t
—(;,72—’) =VAE—§)
Cette fonction est donc identiquement nulle et § = §,.
It est probable, sans qu’on ait pu encore le démontrer, qu'il
existe toujours une solution.
Si nous considérions le volume extérieur & la surface fermée,
en ajoutant la condition que ¢ soit nul & l'infini, le théoréme
serait vrai encore pour ce volume entier.

Il peut donc étre étendu a tout 'espace et énoncé comme il

suit :
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TatorEME. — Si une fonction £ vérifie I'équation :

P = VAL AV (09,5,

que pour { = o, on ait en lout point de I’espace

dt
E =0 ‘—i-z =

et que £ s’'annule a l'infini, cetle fonction £ est entiérement
déterminée.

96. En écrivant I'équation

% _

as = V'

pour représenter le mouvement de 1'éther, nous avons supposé
que ce fluide n’était pas soumis & d’autres forces que les
forces d’élasticité, produites par les actions mutuelles des
molécules.

Cette condition n'est plus remplie au point ou il existe une
source lumineuse ; d’autres forces s’ajoutent alors aux forces
d’élasticité et il faut ajouter au second membre de I'équation
un terme complémentaire, qui est une fonction arbitraire de
(,y,2,8):

% _

oA = V8% + £V (29,3,

ce terme représente I'effet des forces qui produisent le mou-
vement lumineux des sources.

Cela étant, nous nous proposons de résoudre le probléme
suivant :

Supposons qu’avant l'instant choisi pour origine du temps
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et A cet instant méme, c’est-3-dire pour ¢ = o, tout soil au
repos, autrement dit que pour :

et que les forces complémentaires ne recommencent a faire
sentir leur action qu'a partir de l'origine du temps, alors
[ = o pour t < 0, que, pour ¢ > o, § satifasse & 1'équation,
[ étant une fonction que nous regarderons comme donnée :
[ étant nul partout, sauf aux sources ou cette fonction a une
valeur déterminée — enfin que § s’annule a linfini. Nous
avons vu que ce probléme ne comporte qu'une solution; il
s'agit de trouver cette solulion.

Soient (x, y, 2) les coordonnées courantes d'un point,
(«', ¥, &) les coordonnées du centre de gravité d’un élément
dt’ du volume occupé par les sources lumineuses, r la dis-
tance de ces deux points.

La fonction

(i)
\Y
tE= s

r

la sommation étant étendue A tous les éléments d<’ du volume
occupé par les sources, remplit les conditions demandées ;
¢ est d’ailleurs fonction de (z,y,2), puisque »en dépend.

Nous savons que § vérifie 'éguation; il reste & montrer que
les conditions initiales sont remplies.

Or nous avons supposé que 7 étant nul pour ¢ < o, mais si

t est < oil en est de méme a fortiori de (t — %)s relV étant
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es:entiellement positifs. § sera donc nul puisque la fonelion

sous le signefest nulle, de méme p

Au contraire la fonction
) r
f(xiyvz’f'l_v)
E= dz’

r

bien qu’elle vérifie I'équalion ne pcul convenir puisqu’elle ne

s’annule pas pour ¢ < o.
9%7. Supposons maintenant que £ (') soit de la forme :
E == Eo e‘/_—i rt

§, étant une fonction de (x,y,s). En posant 2 = 7%7 I'équation

fondamentale (premiére forme) devient :
(1) At + o«% = o.

Considérons la fonction :

l' L4 \/——l-ar
3 :ff (=y 'i} ¢ dr'.

Celte expression représente le potentiel d'unc masse atti-

ranle ayant une densité /' (2',y,2") et la loi d'attraction étant

. . e—":"“"
telle que le potentiel de la masse unité soit 4

¢ saticfait a I'équation (1) et, comme celle équation ne

dépend que de o2, il en scra de méme de :

T
x' l.zl T‘_‘a,o ,
E:ffL( Y r)c dt'.

(1) Inutile de rappeler que, pour l'interprétation physique des expressions
imaginaires qui entrent dans ces é¢quilions, on n'en deit conserver, confor-
mément aux coaventions fuites plus haut, que la partie réella.
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La somme
£ = f L. y.7) eV g 4 f A LAY
r

vérifie aussi 'équation : elle renferme deux fonctions arbitraires;

il semble donc qu’elle doive convenir a la question. Mais il
n'en est rien, comme nous allons le montrer, ’

Soit, en effet, une source de lumiére homogeéne ; prenons
pour origine du temps l'instant ou commence le mouvement.
Ce mouvement élant périodique, pour ¢ > o, f sera de la

forme :
r@, y, & 0)=¢ (@ y,s)eV-1¢

pourt < o,ona f=o.
Supposons que ¢ soit assez grand et r assez petit pour que

t — % > 0, ou en d'autres termes, que le régime soit établi,

alors :

r r

13 =f¢‘ (=, ?/’- 3 eV— N (‘—‘7 di = 23‘/"—"" e_V_.—i_ar d+’

a doit avoir le signe —; c’est donc seulement la premiére
intégrale qui convient & la question. C’est pour cette raison

- .. _ sinarcospt . .
que la solution —;%n— ne convient pas & la question,

ainsi qu’on I'a expliqué plus haut.
Nous étudierons donc en particulier le cas ou la loi d'attrac-

tion est telle que le potentiel de la masse 1 placée au point

-VTia
(=, y', 3) soit & une distance r égale a er__r.
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98. Principe de Huyghens. — En poursuivantl'étude des
analogies que présentent les fonctions § avec le potentiel
newtonien, nous pourrons en déduire, ainsi que 1'a fait pour
la premiére fois Kirchhoff, le principe de Huyghens comme
une généralisation d’une conséquence du théoréme de Green.

Rappelons d’abord I'énoncé de ce théoréme.

Considérons un certain volume T limilé par une surface
fermée S : soient dr un élément du volume T, dw un élément
de la surface S; rest la distance du point (', ¥, 2°) au centre
de gravilé (z, y, 2) de I'élément dw de la surface qui limite le
volume. Les intégrales doubles doivent étre étendues a tous
les éléments dw de cetle surface; les intégrales triples, & tous
les éléments d< de T.

Deex cas sont a distinguer :

1o Le point («', ¥, ) est extérieur au volume T ;

2° Le point (&', y', 3) est intérieur au volume.

Je conviens enfin de désigner par §’ la valeur de £ au point
(«, ¥y #'). On a, d’apres le théoréme de Green :

f(s%- *3‘5’.) do = [ (tay — g8% ds
si les fonctions § el ¢ sont finies et continues ainsi que leurs
dérivées a l'intérieur du volume T.
Supposons maintenant que, § jouissanl encore de toutes ces
propriétés, ¢ devienne infini en un point (', y’, ") de I'inté-
rieur du volume, mais de maniére que lim ¢» =1 pour r =o.

L’énoncé du théoréme doit alors étre modifié et il faut écrire :

f(ig—f;—?%)dw =/(EA?—?AE)dr—-4wE',

¢’ élant la valeur de £ pour » = o.
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Pour appliquer ce théoréme au cas qui nous occupe, sup-

posons que & vérifie I'¢quation :
(1) Af 4% =0

et que :

e—V:-_lar
§=—7—"3

r étant la distance des deux points (', ¥/, ) et (z, y, 3), on

aura bien :

lim ¢ = 1 pour r =o.
Nous aurons encore :
(2) A¢ + 3¢ = 0.
Multiplions (1) par ¢, la seconde par — £ et ajoutons :
?AE — EAy = 0.

Dans la formule de Green, I'intégrale du sccond membre

disparaitra donc, et il restera :

01
dg _ Z‘:) —
f(dn ¥ dn do
— 4xnt’
o, si le point (z, ¥, 2’) est extérieur ; — 4=f’, si le point est

intérieur au volume T.

Nous pouvons d’ailleurs écrire, en permutant les accents :
' ST A
f(E dn— Y dn do’ =

o

— 4nt
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%’ sera la valeur de £ au point («/, ¥, ') cenlre de gravité de
dv’, c'esl-a-dire en un point dela surfacelimite S ; o' dépendant
de » est fonction & la fois de @, y, z et &, ¥', 2.

99. Le théoréme s’applique-t-il encore quand le volume con-
sidéré T est la portion de l'espace extérieure & une certaine
surface S?

Soit S’ une sphére donl le rayon R soit trés grand et puisse
étre regardé comme un infiniment grand du premier ordre.

On pourra alors appliquer le théoréme au volume T com-
pris entre la surface S et la sphére §’, puisque ce volume ne
s’étend pas & l'infini. On aura donc :

f(Ei d +f 5'—1 dEI)dm = 0 ou — 4=t

la premiére intégrale est étendue a la surface S et la seconde
a la sphere S'. Pour que le théoréme s’applique & la région
de I'espace extérieure a S, il suffit que

nmﬁ’(g'%? . Zi) do’ = o,

quand R croit indéfiniment.
11 est clair d'abord que o’ el% sont des infiniment petits

du premier ordre, et que I'on a en négligeant les infiniment
petits du deuxiéme ordre :

. e—V—tar i?_ — e—\/-—lar
* =T R dn R

D’autre part nous avons vu a la fin du n° 97 que, si § repré-
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senle la projection sur I'axe des z du déplacement d'une
molécule d'éther, on aura.:

B E= f Y (@ y', 7) eV=Trte-V=Targy

r

dt’ représente un élément de volume occupé par les sources
lumineuses &', y’, 2’ sont les coordonnées de cet élément; ¢
est une fonction de o/, y’, 3’ et »’ la distance de =, y, z 4

x', ¥, 2. Si le point x, y, z est sur la sphére §', et que le
rayon de celte sphére soit trés grand, 1 différera trés peu de

;;,et il viendra, aux infiniment petits prés du deuxiéme

ordre :

P = %f‘!’e\f——t pt— V=1 arge’; g% — "‘Rizfq,e\/_—l pt—V=Targe.

Car g—; est égal a 1 a des infiniment pelits prés. La quan-

tité sous le signe f est done du troisiéme ordre, et comme la

surface de la sphére est trés grande, du deuxiéme ordre, I'in-
tégrale tend vers 0. Le théoréme est donc vrai; mais, pour qu'il
en soit ainsi, il ne suffit pas que t s'annule & U'infini, il faut
eucore qu’il soit de la forme (3).

ax

Il en vésulte que, si on donne les valeurs de § et de n

en tous les points de la surface limite S, la formule donne la
valeur de § en un point quelconque du volume T. Mais, en
général, il ne sera possible de se donner arbitrairement que

I'un des systémes de valeurs, soit &, soit %7 parce que ces
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fonctions sont liées par une relation, exprimant que I'inté-
grale est nulle en un point extérieur.
D’ailleurs il est en général impossible de calculer % quand

on donne §'.

100. Mais dans le cas parliculier du mouvement de I'éther il
nous sera possible, en profitant de la petitesse de lalongueur
d’onde, c'est-a-dire de la grandeur de «, de calculer avec une

’

approximation suffisante Z’_i’ élant donné &'.

Dans le systéme de coordonnées curvilignes (u, v, ), que

nous avons déja empleyé n° 88, nous pouvons représenter §
par

E' = Ae V=i (‘—%)

A é&st une fonction de (u, v, w) dont toules les dérivées sont
finies; le second facteur au contraire varie rapidement, p élant

trés grand
F — Ae V=1iptg—V - law
‘;_i d—A V= iptg— f_aw_l_ Ae\/_pt( V— Iae"‘/-_‘“"’) Z_’:.

Le facteur o étant trés grand, le premier terme peut étre
négligé & coté du second et il reste :

=G (— V).

Soit Slasurface considérée (£g. 13); tragons lasurfacewet la
surface infiniment voisine w - dw. — Menons au point M de

I'intersection de S avec w la normale & S: soit M, le point o
LUMIERE. I — 10
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elle rencontre la surface w -}~ dw

MM, = dn;

wider

Fig. 13.

menons de méme la normale MM, & la surface w :

MM, = dw

dw MM
aw _IY —
dn = MM, — cos (M,MM,) = cos 0.

Par conséquent :

dg’ ,
= ' cos 0.
D’aulre part :
, e—\/:far
¢ = P
dy _dy dr _ dy’
dn " dr dn” dr cos ¢,

¢ étant I'angle sous lequel la surface S est coupée par la
sphére de rayon » décrite du point (z, y, 3) comme centre.

e-VTlar  g—VTar,

r 79
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A cause de la grandeur de «, le second terme est négligeable
et il reste

e—\/:i ar

dy’
dn — " — e

S cos $.

Remplagons dans notre formule :

—A4nt

f [E’(— V—1a’ -V;—‘ i cosq;)— e—V;—« i (—y—1 ai’cos&)]dm’:

(4]
ou:

— 4t
Ze-V—Ttar %’— (— V=—1acos¢ + V—14« cost) =

(o]

Dans les applications on choisit toujours pour la surface S
la surface de I'onde, la lumiére se propageuant vers l'extérieur;
la normale correspondant aux w croissants est dirigée vers

I'extérieur: en général on considére un point de 1'espace

exlérieur & S; f—; se rapporte donc a la normale intérieure

et il faut prendre 6 = = ou cos9 = — 1

f— V= 1af'e—V=1ar (| 4 cos §) do' =
r
— 4t

relation qui exprime le principe de Huyghens. Comparons en
effet les conséquences de celte relation avec celles du principe
de Haygens tel que I'applique Fresnel.

101. Fresnel suppose que % est connu sur la surface S par
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exemple, sous la forme:
E — 9 (w" y', z') ev—_CPl;

il considére ensuite les points de S
comme des centres d’ébranlement
et se propose de calculer quel
sera ’ébranlement en un point P
(z, y, 2) extérieur (fig. 14).

A cet effet, il admet que I'¢-
branlement provenant de I'élé-
inent dw',de coordonnées (z’,y",2"),

situé sur S est représenté au point
P par:

¢

=
@ v D a1,

il suppose ainsi que I'amplitude de I'ébranlement varie comme
P'inverse de la distance » du poinl P au point M (2, ', 2'), et
de plus varie avec la direction MP suivanl une certaine fonc-
tion 7 (¢) de 'angle ¢ que fait la normale & dw’ avec MP.

Fresnel ne fait d’ailleurs aucune hypothése surla forme de
cette fonction f; il suppose seulement qu’elle passe par un

maximum pour ¢ = 0, & cause de la pelitesse de % ==a; le

résultat sera d’ailleurs indépendant de la forme de f.
Enfin pour avoir I'ébranlement total, Fresnel fail ensuite la

somme des ébranlements partiels; cette somme peut s’écrire :

f= f r() YemVioda’
r
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En effet :

¢ (@, ¥, %) e‘/_’p( -V) = Fe—V-Tar,

Pour identifier cetle expression de £ avec celle que nous
avons trouvée, il suffit d’y faire:

£ =Y 1 4 cos.

Seulement il faut bien remarquer que cette formule n’est
valable que pour un point extérieur & la surface, c’est-3-dire
faisant partie du volume T considéré ; en un point qui ne
ferait pas partie de ce volume l'intégrale serait nulle,

Reste maintenant & calculer cette intégrale, ce qui exige la
connaissance de &'

Fresnel suppose que £ est nul sur I'écran et a méme valeur
aux autres points que si I'écran n'existait pas; qu'al'intérieur
de S I'intensité a aussi méme valeur qu’en I'absence de l'écran,
enfin que les conditions a remplir ne dépendent pas de la
nature de ce dernier.

Posons pour abréger :

& (14 cosy) =X

- =-V—=4ar
f___Xe . do'

Du point P comme centre décrivons une sphére de rayon r

11 faut calculer:

qui coupe la surface S suivant une certaine courbe MN, puis
une autre de rayon r 4 dr qui coupera S suivant une courbe

M'N’ infiniment peu différente de MN ; entre ces deux courbes
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se {rouve une bande infiniment mince. Considérons linté-

S X'd'

étendue A tous les éléments de celte bande ; cette intégrale

grale :

sera infiniment petite, soit redr; r peut étre considéré comme
une constante pour tous les éléments de cette bande. 1l

viendra alors:

—Vi—ar -V —_
fX'dm' ¢ =fr‘cdr ¢ ' = f a'eV—-iargy.
r r

102. Dans ce gui suivra nous prendrons en général comme

surface limite S une surface de I'onde, et la plupart du temps
nous supposerons cette
onde sphérique.

Soit donc O le centre
de celte onde (fig.15), P
le point considéré (x,y,3)

ses coordonnées, M le

Fig. 13. centre de gravité de do’,

(«', ¥', 3’) ses coordon-

nées ; r sera la distance MP et ¢ 1'angle que fait la normale
OM a la sphére avec MP.

Joignons PO, celte droite rencontre la sphére aux points Q
et Q. Si nous décrivons du point P comme centre, comme
tout & I'heure, deux sphéres de rayon » et r 4 dr, les deux
courbes MN, M'N’ se réduiront a deux petits cercles de la
sphére S, ayant pour pdle Q, et que nous appellerons pour
abréger cercles r el » 4 dr. Ces deux petils cercles limiteront
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une bande infiniment mince et nous aurons
ordr = f X'do',

I'intégrale étant étendue 2 tous les éléments de la bande.

Faisons un changement de coordonnées et prenons pour
déterminer la position d'un point de la sphére S sa distance r
au point P, et I'angle o que fait le plan MOP avec un plan fixe
passant aussi par OP.

Menons par OP deux plans infiniment voisins ¢ et 9 4 do,
ces deux plans coupant la sphére suivant deux méridiens pas-
sant par Q et Q. Ces deux méridiens et les deux paralléles r
et » 4 dr découpent sur la sphére un petit quadrilatére abed
qui sera I'élément dw’. Un calcul trés simple montre que

do’ = R rdrde,
a
R étant le rayon de la sphére et a la distance OP. Par consé-

czangdcp.

Il faut maintenant fixer les limites de cette intégrale.

quent

Si la sphére est entiérement éclairée, il faut intégrer entre
e =oceto=2n.

S’il y a un écran, deux cas peuvent se présenter : ou bien le
cercle r est entiérement éclairé, et alorsil faut intégrerencore
entre O et 2= ; ou bien le cercle r est en partie sur 1'écran et
il faut intégrer entre les valeurs de ¢, ¢, et 9, qui corres-
pondent aux bords de I'écran.
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Supposons que nous ayons calculé ¢ : nous avons

£ Y -;Rh ge —V—largp,

Intégrons par parties en remarquant que

-V dar
e—V——_lar dr___: -— de___
V—1a
S Y ey L (oe-v=iar gy
E= 4"e “"-I—hfce ar dy.
ou
4o,
=@

Pour calculer la valeur du terme intégré, il faut savoir
quelle est la plus petite valeur que puisse prendre ». Deux cas
peuvent se présenter :

10 Le point Q est sur la partie éclairée de la sphére : la
limite inférieure de » est alors PQ.

D’autre part, dans I'expression

c=ngdq>,

on peut regarder X comme une constante sur le cercle r, et il
vient :

R R
_R

7 G0 (1 + cos ¢).
Orau point O, ¢ =o0 et cos ¢ =1, ce qui donne en définitive

R I
ab

¢ = 4n
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A la limite inférieure, le terme tout connu se réduit donc a:
R —_
— ;E('. e—V—Tiary

2° Le point Q est sur I'écran. r, est la plus courte distance
de P au bord de I'écran; pour r = r, — s, le cercle r, — ¢
est tout entier sur I'écranet 6 —=o ; pourr =7y 4 ¢, il ya
au contraire un arc infiniment petit du cercle sur la portion
éclairée ; o est infiniment petit et tend vers O en méme temps
que & ; le terme tout connu est donc nul 4 la limite inférieure.

Il faut fairela méme discussion pour la limite supérieure r,.

En effet, si la sphére ect entiérement éclairée ou au moins si
le point Q' est sur la partie éclairée, r, = PQ" et

R R,,
c=2w;X:2wzio(l + cos ¢);
seulement au point ¢’ on a

Y

T cos ¢y = —1,

et par suite ¢ est nul.

Si Q est sur 'écran, r, est la plus grande distance de P au
bord de I'écran ; pour » = r, — ¢, il y a sur la partie éclairée
un are infiniment petit du cercle », — ¢; cet arc tend vers o
en méme temps que ¢. Donc a la limite supérieure ¢ est encore
nul. — Ces résultats s'étendent aux cas od la surface limite
n’est pas une sphére; quand le point n’est pas sur I'écran,
on trouve en appelant C, et G, les centres de courbure princi-
paux situés sur la normale PQ

QC,.QC,;

¢ =4 \/ pG, PG,
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108. Revenons au cas de la sphére, — Il résulte de ce qui
précéde que le terme tout connu est nul a Ja limite supérieure,
qu’a la limite inférieure il est nul si le point () est sur I'écran,

et si le point Q n’est pas sur I'écran, il est égal &

';‘ Ere-V Tan,

En général lintégrale du deuxjiéme membre est négli-

geable, et on a simplement

E—-—E' \/—ar.

Dans ces condilions, £ & donc la méme valeur au point P

qu’au point Q au facteur prés aﬁ e* V=1ar. qui exprime la varia-

tion de I'amplitude avec la distance (g) et la différence de

phase (e- V—") on trouve par conséquent la méme valeur
de § que dans la théorie géométrique des ombres.

— Si le point P est & I'intérieur de la sphére, X est nul an
point Q’ et au point Q, car en chacun de ces points ¢ = = et

cosy =—14,donc s =oetf =o.

104. Puisqu’en négligeant I'intégrale

ﬁ'e -V=Targy

nous retrouvons les propriétés géométriques des ombres, c'est
cette intégrale qui doit représenter I'influence des phénomeénes
de diffraction.

L’intégration doit étre effectuée entre les limites r, et r,.
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Nous parlagerons cet intervalle en intervalles partiels :
dans les uns, ¢ restera fini ; dans les autres o deviendra trés
grand de I'ordre de «. Nous pourrons négliger les intervalles
ou ¢' reste fini, comme r.ous allons le montrer.

Soit en effet 7, — 7, un de ces intervalles, nous pouvons
toujours admettre que ¢’ varie constamment dans le méme
sens, c’est-3-dire que ¢” conserve toujours le méme signe,
sans quoi nous n’aurions qu'a subdiviser I'intervalle r, — »; en
intervalles partiels ol ce signe ne changerait pas.

Intégrons par parties :

— fo—V—dar i —
re-V Aargy — _ %€ "o--V=Targ,
d'e r = + — [d" r.

V— 1o V— 12

Le terme intégré est négligeable en effet e VZiarest < 1

¢’ est fini; le rnpport%est négligeable, puisque « est trés

grand ; d’autre part puisque ¢” a {oujours le méme signe :
j;r"e' Viargy « f 5"dr

ﬁ"e—V—‘“"dr < 63 — o4

ou

cette quantité est finie, son quotient par « est donc négligeable.
11 nous suffira par conséquent de tenir compte des intervalles
ou ¢ devient trés grand, du méme ordre de grandeur que a.
Représentons le bord de I'écran : soient M,, M, les poinls
ou le cercle r rencontre ce hord (%g. 16).
X,, 9, les valeurs de X et de ¢ en M,, X,, ¢, ces valeurs

en M,.
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Nous aurons :

a P2
' ﬁ“=./;1Xd?‘

3
M,
Donnons & r un accroissement
dr, nous obtenons le cercle » 4 dr,
3;:; qui rencontre le bord de I'écran
en M et M3, la valeur de ¢ en
Fig. 16. M{ sera ¢, -} dop,. et en Mj,

92 + doy.
Appliquons la régle des variations sous le signe f

a . (KX a3y d9,.
R® = (lrd?+x‘ dr_x’ dr

Nous ne savons pas comment varie X, mais nous admet-
trons que X varie trés lentement le long de la surface, puisque

la phase doit rester Ja méme ; ‘;——? sera fini et avssi Zl?d?' ce

terme sera négligeable, puisque nous ne considérons que les
intervalles ou ¢’ est trés grand et que nous pouvons par con-
séquent négliger dans I'expression de o’ les termes qui sont
seulement de grandeur finie.

Supposons qu'on parcoure le bord de I'écran dans le sens
indiqué par la fléche ; soit s I'arc décrit dans cesens :

Quand on marche dansle sens de la fleche, 9, diminue de dg,,
¢4 augmente de do,.
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Posons
, d
= ;;l
el soient ¢/ et o7 les valeurs de ¢’ respectivement aux points

MjetM
’ dyy = ¢ ds,
dy, = 9303,

et en substituant il viendra :
2 o' = X,0/ds, + X,p4d
RC = M08 + X,92ds,,

et en multipliant par eV-iar gt intégrant :

;'_{. f,re_v_—m dr — fx?/e-v_—.ards — er—V—"w- dg,

cetle intégrale étant comptée le long du bord de I'écran et
seulement dans les intervalles o0 ¢ est du méme ordre de
grandeur que «.

Supposons donc que M, M, soil un arc tel que ¢’ et par con-

sé:yuent g—?, soil de T'ordre de « : il faut voir si I'intégrale

‘/"Pn Xe—V=Tar dg
P4
sera finie ou non.

Admettons que ¢ varie loujours dans le méme sens, de ¢,
3 ¢,. et aille par exemple en croissant : dp sera > 0. X resle
inférieur & une certaine quantité finie L. e-V=1or est < 4.

Donc
2 — 93
f Xe-V=1ar dg <f Ldp =L (93 — 94)-
7 LY

Par conséquent, deux conditions sont nécessaires pour que
I'intégrale soit finie :
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'l
122 doit étre de I'ordre de a; 2 de I'ordre de + ou de la
dr dq o«

longueur d'onde A;
2° 49 — @y, c'est-a-dire l'angle sous lequel I'arc MM, est
va de Q doit étre fini.
Deux cas peuvent se présenter :
X, 1° L’arc M,M, est fini : comme r doit
étre sensiblement constant, il faut que
M,M, différe peu d’un arc de cercle ;
2° L'arc M, M, est infiniment pelit ; pour
», qu’il soit vu de Q sous un angle fini
Fig. 17. (£g. 17), il est nécessaire alors que cet
arc passe trés prés du point Q, et par suite
que la droite OP passe trés prés du bord de I'écran.

105. Supposons que ces derniéres conditions soient remplies.
Nous pourrons prendre
seulement les portions de .

I’écran voisines de Q qui X

ont seules de l'influence, T
réduire la sphére a son plan % \\‘
................ b

tangent et le cercle MM, & 9 .
une droite; enfin, puisqu’on

ne s’¢loigne pas de Q, con-

sidérer X comme une cons- Fig. 18.

tante, par exemple X = 1.
Menons QH perpendiculaire sur le bord de I'écran (fg. 18).

Posons :
N
QH =3 MH == MQH =9

¢ = arc tg %’
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Comme, dés qu'on s’écarte tant soit peu de Q, les portions
situées au-dela n’ont pourainsi dire plus d'influence, il revien-
dra au méme de conserver les limites précédentes ou bien,
ce qui sera plus commode, de prendre comme limites

z=—welx =+ o,0up =—-%etcp=+§~Nous au-
rons ainsi & calculer

[ e

-®
Soit r, = PH
r=yrl 4 2%

Comme z est trés pelit, nous pouvons développer le second

membre, en nous bornant aux deux premiers termes :

3
&
r=r ~-—
0 + 2,'.0
d’ailleurs :

3

=

En substiluant dans notre intégrale, elle prend la forme

Vi, 8d
e—Vjar‘)ﬁ-%:ﬁ _,_x_.,
"z 82
—® +
c’est I'intégrale de Fresnel. On a vu (1°f volume, n° 93) com-
ment on peut lui donner sa forme habituelle; mais ce n’est
pas celle-1a que je veux lui donner ici.

Par une transformaltion convenable, on retrouve la formule
donnée par M. Gilberl.

Remarquons en effet que la fonction sous le signe f étant
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paire :

+
_Y=a -2 9 (-m -2
2ro ] + 52 = 2ry wa _|_ 32

-

ce qui raméne a calculer

z—aa, 8z
2ry wg + 82

x décrivant I'axe OA des quantités réelles.
Menons une droite OB inclinée & 45° sur OA et da point O
avec un rayon trés grand, dé-
B crivons I'arc de cercle AB (£g.
19). Comme & l'intérieur du
secleur OAB, lintégrale ne
présente aucun point singulier,
il est indifférent de prendre le
chemin direct OA ou le chemin
OBA. Mais le long de BA, l'in-
tégrale est d’autant plus petite

Fig. 19.

quele r:;yon OA est plus grand, il n'y a donc pas de diffé-
rence entre les deux chemins OA et OB.
Posons :

ou :

J
|
|
4
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y sera réel quand on ira de O en B, I'inlégrale s'écrira :

® ér_
e-¥13 \/:“ dy
—_ . 2r )
82—\/—1.3/’-—0
° @

Posons enfin :

|¥

= p’,

3

R

nous trouvons :

f e V7 \— Vigdy

1 — \/‘—_’-3/2ﬁ’

c’est la forme donnée par M. Gilbert aux notations prés.
Pour que l'intégrale soit sensible, il faut que 3 soit trés

petit. En effet, B étant en facteur, il est nécessaire que B soit

fini, ce qui exige que 2r, et «3? soient du méme ordre de

grandeur. 3* doit donc étre du méme ordre que E" ouqueryl;
8 sera de lordre de yroh.

Comme r, est de I'ordre de nos unilés habituelles, on voit
que la largeur des franges sera comparable & la racine carrée
de la longueur d’onde.

Si r, devient du méme ordre de grandeur que 3, 3? est de

I'ordre de z et 3 de I'ordre de % ou de }; les franges deviennent

donc de plus en plus fines quand on s’approche de I'écran.

106. Principe de Huyghens appliqué aux ondes
réfléchies ou réfractées. — Dans I'¢tude que nous venons

de faire du principe de Huyghens, nous avons supposé que la
LUMIKRE, I -1
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lumiére parlie de la source arrivail au point P sans avoir subi
ni réflexion ni réfraction.

Le principe peut étre élendu aux cas od les ondes se sont
réfléchies ou réfraclées. Mais dans les applications, il faut
substituer & I'’exponentielle e '%", I'exponentielle e~ 477, o0 ©
représente le temps que met la lumiére pour aller de la source
au point P, en tenant compte des milieux réfringents.

La démonstration peut se faire comme précédemment, mais
elle est plus compliquée, parce qu'il est impossible de séparer
alors les trois composantes &, v, {. — Nous admettrons donc le
résultat sans répéter la démonstration (la démonstration est
analogue & celle que nous avons donnée dans la Théorie de
U Elasticité, n° 50).

107. Correction relative aux lignes focales. —
M. Gouy, dans un récent travail, a montré que dans le calcul
de la quantité », il était né-

S cessaire d'introduire une
correction relative aux li-
gnes focales. Rappelons ce

M - c .
! : que sont les lignes focales.
(8] Soient S la surface de
x ¢ P G Ionde, M un point de cette
‘ ! surface ; la normale & S au
M (Z)Cl ¢, p point M sera un rayon lu-
(3) mineux. Soient G, et G, les
Fig. 20. cenlres de courbure princi-

paux silués sur cetle nor-
male (£g. 20); considérons les points infiniment voisins de

M ct le faisceau des normales menées par chacun d’eux. Ce



CORRECTION RELATIVE AUX LIGNES FOCALES 163

faisceau forme un pinceau de rayons lumineux extrémement
délié. Un plan perpendiculaire & G,C; détermine dans ce
faisceau une section qui, en général, sera infiniment pelite.
Si ce plan passe par C, ou par C,, celte section se réduit & une
ligne infiniment petite qui s'appelle ligne focale. Si les points
C, et C, sont confondus, la section se réduit & un point qui
est un foyer.

La correction a faire est la suivante :

A la différence de phase 3 résultant de la différence de
1_!-
2

a passé par une ligne focale; il faut retrancher = s'il a passé

marche 4, il faut retrancher ; si I'un des rayons interférents

par un foyer.

M. Gouy a donné une démonstration expérimentale en
répétant l'expérience des miroirs de Fresnel avec un miroir
plan et un miroir concave, les ffanges observées au-dela du
centre de courbure du miroir présentent une frange centrale
noire.

Il a également donné de ce fait une démonstration analy-
tique que je vais reproduire avec d’assez grandes modifica-
tions.

1. Ondes sphériques. — Considérons une certaine fonction
F (r) assujettie aux conditions suivantes F (r) est nulle pour
toute valeur de 2 sauf celles comprises entre deux limites
déterminées ry et r, de plus F. (r)) = F (r,) = o.

Supposons qu'une fonction § de r et de ¢ soit solution de
I’équation fondamentale



164 PRINCIPE DE HUYGHENS

que pour ¢ = o elle se réduise &

F gr)

r

et par suite soit nulle pour toute valeur de » non comprise
entre ry et 7, ; que pour ¢ =0 on ait

enfin que §, fini et continu dans tout I'espace ainsi que ses
dérivées, s’annuleal'infini — cette fonction £ sera entiérement
déterminée, ainsi que nous I'avons vu au n° 93. Si celte fonc-

tion existe, il n'v en 8 qu’une seule. Or la fonction

) p FE(Vetr)—F(Ve—r)
r

satisfait & I'équation fondamentale — elle reste finie et conti-
nue ainsi que ses dérivées dans tout l'espace ; il ne pourrait
y avoir doute que pour I'origine, c’est-a-dire pour r» = o.
Mais pour » = o les deux termes du numérateur se détrui-
sent; donc le numérateur et le dénominaleur s’annulent
simultanément et par conséquent § reste fini au voisinage de
I'origine et peul méme, si r est assez petit, étre développé
suivant les puissances croissantes de r et aussi de (@, y, 2).
En effet le numérateur change de signe quand on change » en
— r: donc son développement par la formule de Mac-Laurin
ne contient que des puissances impaires de r. Comme il faut
diviser par r, le quotient § ne renfermera que des puissances
paires — il sera donc développé suivant les puissances de r3

et par conséquent suivant les puissances de x? 4 y? 4 23.
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Pourt¢ = o,

F(r)—F(—r7)

3
-

Mais F (») étant nul pour toute valeur de » non comprise
entre les valeurs posilives ry et 7, est a fortiori nul pour les

valeurs négatives de r : donc F (— r) = o et

€)=y = Fr),

r

De méme

d F()—F(—r
T

et comme F' (——7) = o

3 _ v F(r
(@)eme= v =52

La fonction (1) satisfait donc a toutes les conditions de pro-
bléme. Or, nous avons vu que ce probléme ne peut comporter
qu’une seule solution ; donc la fonction (1) est la solution

unique du probléme proposé.
108. Supposons d'abord que

Vt < 7y,
on aura a fortiori
Ve—r <7,
et par conséquent

F(Vt — r)=o;
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il reste

E=M)-

r

Cette valeur de £ représente une onde sphérique convergente,
c'est a-dire qui se propage versle centre de la sphére.

Si au contraire

Ve>ry, ou Vidr>r,
c’est alors

F(Vt+4r)=o,
et

E__P_‘_(u.

r

L'onde est divergente, c'est-a-dire se propage en s’6loignant
du centre de la sphére. Pour

ro < Ve < 7y,

nous aurons unc combinaison des deux.

Nous voyons donc que& change
de signe quand l'onde sphérique
de convergence devient diver-
gente. — Supposons pour fixer

les idées qu'au temps t = ¢,,

r = ry, c'est-a-dire que l'onde
Fig. 21. soil en M, et au temps t = ¢,,
r = r,, l'onde soit en M,, de
I'autre coté du cenltre O (fg. 21).
Si
Vi, —t)=r+r




CORRECTION RELATIVE AUX LIGNES FOCALES 167

I'onde aura parcouru, pendant le temps (¢, — ¢,), le chemin

ro+ 7.

Au point M, 3 I'instant ¢,, 'onde est convergente

E:l"‘(Vt,,:I-:r0

To
Au point M, a l'instant ¢,, I'onde est divergente

i _FE(V—r)_ _F(V4y+tr

7y 7y

Par conséquent la valeur de § au point M, a I'instant ¢, est

la méme qu’au point M, & l'instant ¢;,, au facteur prés :—:—‘
]

el au signe prés;ily a done une différence de phase de =, cor-

respondant a un retard de%- Il nous faudra donc, quand une

onde passe par un foyer, introduire cette correction. On
pourrait objecter qu'une onde de cette nature, c'est-a-dire
- telle que &, v, { soient fonction de ¢ et de r seulement, ne sau-
rait élre transversale, mais il est aisé d’étendre le résullat &

une onde sphérique quelconque.

109. Si nous avions choisi pour § la forme suivante :

F(Vetr)—F (Ve —7)

r

d
=2

¢ vérifierait encore l'équation fondamentale, serait fini et

continu ainsi que ses dérivées méme pour » = o. Pour

Vi<,
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on a
dF(Vtdr
E = — ,
dx r
I'onde est convergente.
Pour
Ve>r,
E— da F{Vt—r)
T dx r

I'onde est divergente.
¢ change encore de signe quand 'onde change de nature en
passant par un foyer.

Nous serions conduits aux mémes conclusions en prenant
pour & une dérivée d’ordre quelconque, prise un nombre
quelconque de fois par rapporl & chacune des variables (z,y,2),
eI“(Vt-{-r)—F(Vt—r)

r

d » ou méme une combinaison

linéaire de ces dérivées. Ces conclusions s'appliquent aussi
& une onde sphérique quelconque qui, ainsi que nous I'avons
va au N° 90, peut toujours se mettre sous cette forme; §, net{
égalées & des combinaisons linéaires des dérivées de fonctions
de r et de ¢.

110. Passage des ondes par une ligne focale. — Nous
allons d’abord considérer un cas particulier simple, celui des
ondes cylindriques.

Soit 7 la distance du point (@, y, 2) A I'axe des

P =y 4 2%
Siona

E=7(ps2)
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I'onde sera cylindrique; les surfaces d'onde seront des
cylindres ayant Oz pour axe.
Par un calcul facile on trouve

P _ <d’E 1 ds)

af — " \dp* "o dp
ou

I N R
) Vian Pap T g *
Je dis que

Vi —2?

: =f;(zg + V) dz

1

est I'intégrale de cette équation.

L'intégrale générale devrait contenir deux fonctions arbi-
traires; mais celle que nous avons donnée est la plus générale
parmi les intégrales de I'équation qui restent finies pour p = o.
Vérifions que £ est bien une solution de 1'équation (1) :

+1

I B

™ | yi—3?
—1

+ 1

d_’g_ . r*Fdz

dp? 1 — 23
-1

+1
ci?, _ z2Fdz .
do ™ i —=2

Substituons dans I'équation (1) ; il faut que

ialz’ , 2 _
[mlpF’(i—z)—zF"]_.o.
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Or

.. /:13"(9[“” Vi— 22— \/1{, zﬁ) = VI — 2F (zp + Vi)

cette expression s’annule aux deux limites — 4 et - 1.
— Comme nous supposons le mouvement périodique, nous
allons donner a la fonction arbilraire F une forme particuliére.
p ayant toujours la méme signification et « élant égal a

2n

P :
= sy DOUS poserons :
V= P

F (zp 4 V&) = cos (x3p + «Vt) = cos (azp 4 pb).

Alors & deviendra :

1

cos (azp + pt) dz
E = ot R I o

, Vi— 22

+1 4 + 1

__ | cosazpdz sin azp.dz .

= | —=-cospt — —- sin pt.
/:Vi—z’ P /j\h-ﬁ P

La seconde intégrale est nulle, car la seconde fonction sous

le signefest impaire, et les limiles sont égales et de signe

contraire.
11 reste done

+1
cos azp ,
E= \/_1—&2‘” cos pt,
—2z

d'on
d%
de?
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Substituons dans I'équation (1)

1d¥% , d¥%
Y-S =
a% pds? ' dp? 0

Nous retombons sur I'équation qui définit la fonction de
Bessel, donc:
§=Jo (%);

c’est la seule parmi les intégrales de cette équation linéaire
qui se réduise a 1 pour p = 0. D'aulre part :

+4
dz
(®)p=0 = /‘v—‘—_;_?cosptzwcospt
/=

Par conséquent:
£ =J, («p) = cos pt.

Cherchons une valeur approchée de J, (p) quand p devient
trés grand :

Vi—azt vV — 2

[

. + 4 ]
s (2P
,,,,O(P)zfmd,zg €05 (2) 4z
it |

puisque la fonction sous le signe f est paire. En posant:

1
Vo
9= _e__‘i_dz
Vi—2
)

nous pouvons écrire :

;Jo (p) = p réelle de o.
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Prenons une nouvelle variable » définie par la condition:

p=p—1u
dz’:—d-—'-"
P

z =0, u=p et pour z =1, % = 0.

Substituons dans I'expression de ¢.
0_ e\/-—”P—u) ‘%:—f
R/ =
P %

Y A eV=Tlo—u gy

WA TR R

_ eV fp eVTiugy
ﬁ; 0 \/u ,1 —Qﬁ)

P

Si nous supposons que p <oit trés grand, ;‘—Psera négligeable

vis-A-vis de I'unité el nous pourrons prendre o comme limite
supérieure.

eVTip (Ce~Vingy

TV, Ve

Cette derniére intégrale est connue : elle se raméne facile-

ment d’ailleurs aux intégrales de Fresnel; sa valeur est

\/;e—\/:uf
SRVERCICH
P
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et:

gJo(p)=\/§;-P cos(¢ =) et =/ s (¢ =)

Par conséquent :

§ = = cos t\/:{ co( -z
=T p map S\* 4)

114. Supposons d’abord que l’onde soit convergente et de-
vienne divergente. Elle part d’un point M situé & une distance
po de I'axedes «, traverse cet axe et aboulit au point M,, situé
a une distance p, — elle a donc parcouru un chemin p, + ¢,
— Admettons pour simplifier que les points M, et M, corres-
pondent & des maxima du cosinus : la phase y sera nulle; il

faut donc que :

ap — E: 2K,
ce qui donne :
apy — ’i = 2K,=
ag, — 5 = 2K;=
2 .
ou en remplacant a par T" et divisant par%"-‘:
A
Po—8= Ko
A
Ph—g= K

h!>’

po + o0 = (K, + Ki) A 4
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Le chemin parcouru est donc égal non pas & un nombre
entier de longueurs d’onde, mais 3 un nombre entier de lon-

gueurs d’onde augmenté de 2

Le passage par la ligne focale nécessite donc dans le calcul

des phases une correction de %

112. L’application du principe de Huygens nous conduira
i la méme conclusion :
Soient S une surface quel-
conque ; P, un point exté-
rieur; PQ, une normalea S;
M, le centre de gravité d'un

P élémentdw’de S, ayant pour
coordonnées (&', y', 2) (fig.
22). En conservant les nota-
tions que nous avons adop-
tées, nous aurons pour la

premiére composante § de

¥ig. 22.

la vibration au point P:

. V—la f Xe-V=tardy’

An r
= \/:—-:afce—‘/:i“"dz

g VTar L X [ VTiar
= —ag¢e & +hfce dz

Si le point Q n'est pas trés voisin du bord de I'écran, les
portions de l'intégrale relatives aux éléments dw' voisins du
point Q exercent seules une influence sensible sur la valeur
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de l'intégrale. (Dans le cas o0 du point P on peut mener
plusieurs normales a la surface S, il faudrait prendre les élé-
ments do’ voisins du pied de chacune de ces normales.) Par
conséquent la valeur de l'intégrale ne changera pas si on étend
la sommation a une portion quelconque de la surface S
entourant le point Q, et elle sera encore la méme si la som-
mation est étendue & la surface S tout entiére. Nous avons

va d’ailleurs que l'intégrale f o’e—V=1a"dr est en général
négligeable.

Pour traiter d’abord un cas particulier simple, supposons
que, au voisinage du point Q, la surface S soit une portion de
sphére concave du coOté de P et que nous élendions I'intégrale
a celte calolte sphérique. Soit C le centre de la sphére.

Deux cas peuvent se présenter :

1° Le point P se trouve enlre Q et C, alors de tous les
points de la calotte sphérique, Q est le plus rapproché de P ;
les limites d’inlégration sont ry = PQ et r,;

2° Le point P est au-dela de C, alors Q est le point de la
calotte le plus éloigné de P; les limites d'intégration sont r,
et r, = PQ, r, étant la plus courte distance de P & la courbe
L qui limite la calotte.

Dans les deux cas, nous savons que (§ 102) :

R
c=21t¢—lxo

R étant le rayon de la sphére et a la distance PC. X, la valeur
de X au point Q. Or; en ce point Q, I'angle que nous avons
appelé ¢ est nul et cos¢ = 1, donc:

Xo=15%¢ (1 4 cosy) = 2%
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et :

R
(2) 6 =4n 2 IR

Pour évaluer £, comme nous avons vu que f o’ e~ V=Tor 6tait

négligeable, il suffit de substituer les limites dans le terme
intégré. Pour la limite qui correspond au bord L,on a ¢ = o,
pour celle qui correspond au point Q, ¢ a la valeur (2). Seule-
ment dans le cas ou les points sont dans I'ordre QPC, cette
derniére limite est la limite inférieure; quand les points sont
dans I'ordre QCP, c’est la limite supérieure. Par conséquent,

il faul changer le signe quand on passe d’'un cas & l'autre et

écrire :
(QPC) = % t1e—VTar,
(Qce) E= — o ggem VT,

Tout se passe donc comme si § changeait de signe parle

passage de l'onde & travers un foyer; il y a une perte de

phase de = correspondant & un retard de %

148. Des raisonnements analogues s’appliquent & une sur-
face S quelconque, sans faire d’hypothése sur la forme de
cette surface au voisinage du point Q.

Toujours avec les mémes notations nous aurons au point P :

Ry P P
4 r

Prenons un autre systtme de coordonuées uvec le point P
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comme origine; l'axe des z sera QP el les plans des zz et
des yz seront les sections principales de la surface au point Q.
Un point M de la surface aura pour coordonnées (z, y, 2);
(nous supprimons les accents, ce qui n’a pas d'inconvénient
puisque nous avons pris P comme origine). Ce point est le
centre de gravité d’un élément dw’ faisant avec le plan des
xy un angle que nous appellerons ¢. Par conséquent :

do’ — dxdy
. Ccoso

Ry M O
t= Ax frcoscp dwdy.

Nous savons qu’il suffit d’étendre l'intégraticn aux élé-

ments voisins de Q. M sera donc toujours trés voisin de Q.
L'expression sous f se compose de deux facteurs :

’0

Foosg qui ne varie pas rapidement et a sensiblement la

méme valeur en M et en Q;

2 e—VY=1ar qui varie au contraire trés rapidement car sa
dérivée — y— dae-Y=1r est trés grande puisque « est trés
grand.

Nous pourrons donc prendre dans I'évaluation de la somme

le facteur X P avec la valeur qu’il a en Q.

7 COos

Au point Q :

LUMIERE. 15— 12
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Quant au second facteur e-V="47, il faut calculer sa valeur
au point M, c’est-a-dire la valeur de » en ce point. Or C, et G,
étant les centres de courbure principaux de la surface S au
point Q, le point M étant trés voisin de Q, on démontre que :

r=ry, + max? 4 ny?

en posant :
me PG PG
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