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INTRODUCTION

La théorie des mouvements tourbillonnaires repose
sur un théoréme dii & Helmhollz et qui constitue le
plus grand progrés qu’aient fait jusqu'aujourd’hui les
théories hydrodynamiques.

En toute rigueur, ce théoreme ne s'applique qu'aux
mouvements des fluides dans lesquels il n’existe aucun
frottement, et qui présentent une température uniforme
ou dépendant seulement de la pression. Lorsque ces
conditions ne sont pas exactement remplies, mais que
les conditions véelles en different trés peu, on peut en-
core appliquer le théoreme en considérant les résultats
obtenus, non plus comme rigourcusement exacts, mais
comme représentant seulement une premiére approxi-
mation.

Les mouvements tourbillonnaires paraissent jouer
un role considérable dans les phénomenes météorolo-

giques, role que Helmholtz a tenté de préciser.
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On a tenté aussi de trouver, dans U'exislence de pareils
mouvements tourbillonnaires, I'explication mécanique
de 'univers. Au lieu de se représenter 'espace occupé
par des atomes que séparent des distances immenses
vis-a-vis de leurs propres dimensions, sir William
Thomson admet que la matiére est continue, mais que
certaines portions sont animées de mouvements tour-
billonnaires, qui, d'aprés le théoréme de Helmholte,
doivent conserver leur individualité.

Enfin les équations qui servent a définir les mouve-
ments tourbillonnaires présentent une certaine analogie
de forme avec les équations de I'électrodynamique:
ceci conduit naturcllement & rapprocher les deux théo-
ries, et a permis dans certains cas de déduire d'un
probléme résolu dans 'une des théories la solution d’'un
probleme posé dans I'autre. De plus, un certain nombre
de tentatives ont été faites pour établir un lien plus
étroit entre elles.

Apres avoir rappelé les équations de 'hydrodyna-
mique, je démontrerai le théoréeme de Helmholtz et je
développerai ses conséquences relatives au mouvement
des fluides, en comparant les résultats a ceux de I'élec-

trodynamique.



CHAPITRE PREMIER

THEOREME DE HELMHOLTZ

1. Equations de Phydrodynamique, — Soient @, y,, 2,
les coordonnées d’une molécule de fluide a Vorigine des
temps ¢t = o0; @, v, 5 s€8 coordonnées au temps ¢ ; u, v, w
les composantes de sa vitesse; ¢ la densité du fluide,p sa
pression.

On peut prendre comme variables @, ¥y, %, ¢, ¢'est le sys-
téme de Lagrange, ou 2, ¥, z, ¢, c'est le systéme d'Euler.
Dans ce qui suivra, j'adopterai les notations suivantes; je
désignerai par :

du du du du
dt’ dwy  dy, day
les dérivées prises par rapport aux variables de Lagrange,
et par :
du U du du
les dérivées prises par rapport aux variables d'Euler.
Dans le systéme de Lagrange, #, ¥, 2 sont fonctions de

Loy Yor 2o b

do _ dy _ ar _
a=—% =" @uw="
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sont les composantes de la vitesse ;

du dv dw
dt’ dt’ dt’

celles de 'accélération.
Pour passer d'un systéme de variables A lautre, il suffit

d’appliquer les régles ordinaires de la différentiation, el

d’écrire :
du dudr | dudy  dudsz
Bt +bw dt +Dy dt +Dz dt
ou
du du
) bt+ bw+v +zo ’
Et de méme :
d, b 2
9 ap __ o £ A
(2 G T +” +"’

Soit un élément de volume dv: la masse de liquide qu'il
renferme est odr. J'appellerai pXdr, ¢Ydr, pZdz les projec-
tions sur les axes de la résultanle de toutes les forces qui
agissent sur cet élément. Les équations de I'hydrostatique,

exprimanl que cet élément est en équilibre, sont les sui-

vantes :
p
= P
p _
(3) W pY
w_
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Pour passer de ces équations & celles de I'hydrodynamique,

il faut ajouter aux forces réelles les forces ficlives d’inertie

(principe de d’Alembert). Les composantes de ces forces

d’inertie sonl respectivément égales aux composantes de

l'aceélération multipliées par la masse et changées de signe:
soient :

du dv dw

— pd. 2 — pdx TR — pdt. o

Les équalions de I'hydrodynamique seront done :

1° Dans le systéme de Lagrange:

I du
e X T a@
p dv
(4) = Y ——
op dw,
phz Z— ar’

2° Dans le systéme d’Euler :

du du du u
ST ——a—t—ua—w—vﬁy—wga elc.

2. Dans toul ce qui suivra, je supposerai que =, y, z soient
des fonctions continues de x,, w,, z,. Cette condition n’est
pas toujours satisfaite. Soient en effet deux réservoirs remplis
de liquide, séparés par une paroi percée d’une ouverture, et
dans 'un desquels régne une pression élevée. Il se produira
une veine liquide en dehors de laquelle le liquide demeurera
immobile, tandis qu’a l'intérieur de la veine il prendra un
mouvement uniforme. Supposons que la veine ait la forme

d'un cylindre paralléle & 'axe des «.
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A l'extérieur du cylindre, nous aurons :
x =, Y=Y, 7 = z,.
A 'intérienr :
@ = @, + vt Yy =1y, 3 = z,.

x est donc une fonction discontinue de x,, y,, z,.

Six, y, z sont des fonctions continues de x,, y,, #,, lesmo-
lécules de liquide qui au temps ¢ = o forment une courbe ou
une surface continue formeront encore une courbe ou une sur-
face continue & une époque quelconque ¢; si la courbe au
temps o est fermée, elle le sera encore au temps ¢.

En effet, supposons que les molécules dans leurs positions
initiales forment un certain arc de courbe. Les équations de

cet arc de courbe pourront se mettre sous la forme :
@y = [ (@) Yo = /o (@) 2= [f4 (a)

Tor 74s 1o étant des fonctions continues du parameétre «.

Autempst, lescoordonnées des molécules deviennent«, y, z,
qui, par hypothése, sont des fonctions continues de g, ¥, 2,.
Ce seront par conséquent des fonctions continues de o :

e=fla y=r 3=

Ces équations représentent encore un arc de courbe con-
tinue.

Si la courbe initiale G, est fermée, =, ¥, 5, sont des fonc-
tions périodiques de «. Comme &, y, # sont des fonctions uni-
formes de x, y, #, ce seront aussi des fonctions périodiques
de « ; et la courbe G, qu'occupent les molécules & 1'époque ¢,
sera également fermée.

Si les molécules, & Yorigine des temps, occupent une sur-
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face continue S, leurs coordonnées pourront s’exprimer par :

@y = [y (% B), Yo =11 (% B)s gy = [§ (o) B)

Fo2 76, [ €tant des fonctions continues des paramétres («, 8).
A I'époque ¢, les coordonnées deviennent @, ¥, z, qui sont
fonctions continues de @, y,, 2, et par conséquent de (x, B).

Donc :
e=f(B) y=r(p z2=7 {08

5 [, 1 étant des fonctions continues; ces équations repré-

sentent encore, par conséquent, une surface S continue.

3. Equation de continuité., — Considérons un élément
de surface dw, et cherchons & évaluer la quantité de fluide
qui traverse cet élément pendant le temps d¢. Les molécules
qui ont traversé l'élément dw a 1'époque £ occupent au
temps ¢ -+ dt un élément de surface dw’, infiniment voisin
de dw ; en particulier, celle qui se trouvait au centre de gra-
vité G de do est venue en G’ ; celles qui traversent de a
I’époque ¢ 4 dt occupent cet élément lui-méme. Enfin, celles
qui ont traversé dw entre les deux époquest et
¢ - dt se trouveront dans des positions intermé-
diaires.

En résumé, toutes les molécules qui ont passé

par do pendant le temps df se trouvent & l'instant

¢ 4+ d¢ dans un volume assimilable & un cylindre

ayant pour base I'élément dw, et dont les génératrices sont
paralléles & GG’ (fg. 1). D’ailleurs GG = Vd¢, V étant la vi-
tesse du fluide & l'instant considéré. La hauteur de ce cylindre

est la projection de GG" sur la normale & dw; soit :

Vdt. cos(G'GN) = V,dt.
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La quantité de fluide qui a traversé dw pendant le temps
d¢ est done :

oVadw.dt.

Considérons maintenant un parallélipipéde rectangle, dont
les arétes sont respectivement paralléles
aux axes de coordonnées et égales a dx,
dy,dz (fig. 2). D’'aprés ce qui précede, la
masse de fluide qui traverse pendant le

temps dt la face ABCD perpendiculaire

4 Ox est égale & :
pudydzdt ;

celle qui traverse la face opposée :

<pu —+ %%_u> dydzdt.

Il est donc entré dans le parallélipipéde, par ces deux faces,

une masse de fluide égale & :
__ 2pu
o dadydzdi.

En faisant le méme calcul pour les deux autres couples de
faces, on trouve que la masse totale du fluide qui est entrée
dans le parall¢lipipéde pendant le temps df est égale a :

Aew) | Aew) | dpw)
— ( o+ ) dwdydzd,

D'autre part, l'accroissement de la masse cdadydz du
fluide contenu dans le parallélipipéde pendant le temps dt,
est:

gg-dxdydzdt,
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puisque g%dt représente l'accroissement de la densité o pen-

dant le temps dt.
Done il faut que :

dp | Aou) , A(v) , d(pw) |
(6) TR o +’S;/L+_37_O’

c’est 'équation de continuité dans le systéme d'Euler. Elle

peut s’écrire :
D_E du Eﬂ .
bl+ pra;-*— Eubw =0
ou en tenant compte de la relation (2)
By
dt +e2 -

Seulement, sous cette derniére forme, elle renferme les

deux espéces de dérivées.

4. Simplification des équations de Lagrange. .—
Les équations de Lagrange sont susceptibles de se simplifier,
quand on fait les hypothéses nécessaires, comme nous le ver-
rons, pour 'application du principe de Helmholtz.

Dans ce cas, les forces X, Y, Z admettent un potentiel V:

WV w v
=5z Y=35, ‘=g

Quel que soit le fluide, la densité p, la pression p et la tem-

pérature T sont liées par une relation, telle que :

p=7(p, T).

Pour que le théoréme soit applicable, il faut que p soit fone-
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tion de p seulement : ce qui arrivera s'il s'agit d'un liquide
unique ou d'un gaz obéissant & la loi de Mariotte dont la
température est uniforme (p = p), ou d’'un gaz qui subit une
transformation adiabatique (p = pY). Si la température n’est
pas uniforme, il faut que les surfaces d'égale pression coin-
cident avec les surfaces d'égale température. S’il y a deux
liquides superposés, il faut que la pression soit constante sur
1a surface de séparation, pour qu'on ait le droit d’appliquer
le théoréme.

Quand p est une fonction de p, _d;ﬁ est une différentielle

dp
P

est une fonction de p. Posons

exacte, et

vV — C—?:x]/,

et différentions par rapport a «, il vient :

W AV p

=5 T oy

J . .
Remplagons ;a%par la valeur tirée de cette relation dans

la premiére équation de Lagrange, il viendra en remarquant

vV
quea—w:X:

du _ %
di = dx
dv

(1) ai = 3y
dw _ 3
dt — dz
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5. Théoréme de Helmholtz. — Considérons uneinfinité
de molécules fluides formant & l'instant ¢ = o une courbe
fermée C,; & linstant ¢ ces molécules {forment une autre

courbe fermée G (2). L’intégrale

(8) J= f (udz - vdy - wdz)

prise tout le long de la courbe G est constante.

Ce n'est pas sous cette forme que Helmholtz a donné son
théoreme, mais sous une forme équivalente, comme nous le
verrons plus loin.

Ce théoréeme renferme, comme cas particulier, celui de
Lagrange : s'il existe 4 l'origine des temps un potentiel des
vitesses, il en existe un a une époque quelcongue.

En effet, dans ce cas, on a:
udx + vdy 4 wdz == dg,

et I'intégrale J est nulle & Vorigine du temps. Si elle est cons-
tante, elle est toujours nulle, et I'expression sous le signef

est toujours une différentielle exacte.

6. Démonstration du théoréme. — Les équations de la

courbe fermée G, seront:
@y = [y (%) Yo =70 (4 2y =15 (&)

fo ... etc., étant des fonctions continues et périodiques de «.

De méme, pour la courbe C:

z=f) y=f =/ (a

THEORIE DES TOURBILLONS. 2
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Appelant A la période de « :

A

( +v +wda> dx,

CH

Il s’agit de prouver que

Or

Je dis que chacune des sommes X est une différentielle

exacte.
En effet :
du dw dx o doc
dt da d d
Wds _ddw Wy ds _dy
Zcxdu drda ' dyda ' 9z da — dd
d’ou
‘;‘t‘ Z"’ do = dy.
D'autre part :
2
udw da_uglyda-_id de = 5 du?, etc
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Par conséquent :

é%zf[dw—;d(uwvwwn]-

L'expression sous le signe‘/'étant une différentielle exacte,

Pintégrale prise le long d'une courbe fermée est nuile et

dJ
9) o=
7. ReMarguE., — Ce théoréme est vrai, & condition que dy{

soit une différentielle exacte, autrement dit que psoit fonction
de p, et que les forces extérieures admettent un potentiel,
¢'est-A-dire qu'il n'y ait pas de frottements. On exprime
quelquefois cette derniére condition en disant que le théoréme
est vral quand il n’y a pas de forces instantanées; cet énoncé

est inexact.

8. Théoréme de Stokes. — Pour transformer le théoréme
de Helmholtz, tel que je viens de le démontrer, je ferai usage
d’'un théoréme db 4 Stokes, que je vais rappeler.

Soit une courbe fermée C; faisons passer par cette courbe
une surface quelconque: la courbe Glimile sur cette surface
une cerlaine aire A. Soient dw un élément de cette aire; 4, m, n,
les cosinus directeurs de la normale & dw. D’apreés le théoreme

de Stokes, on a:

f(vtdw + vdy + wdz)

dw dv du  dw dv  du
—fd‘”[ D E-m)+ (&5
la premiére intégrale étant étendue & tous les éiéments

de G, la seconde & tous les éléments dw de I'aire A.
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1° Supposons d’abord que I'aire A soit plane et située dans

le plan des (z, y), par exemple. Dans ce cas:
l=m=0o0 n=1 de =0 do = dzdy,

et il reste :

) dv  du\
Luda;+vdy —_—jdxdy (C—i-;;—— d—y),

C'est I'expression d'un théoréme d’analyse bien connu. Il en
serait de méme dans les deux autres plans de coordonnées.
2° L’aire A est plane, mais située dans
un plan quelconque.
Soient trois longueurs infiniment pe-
tites, OA, OB, OC (fg. 3) paralléles aux
Fig. 3. axes; joignons ABC; le triangle ABC

est plan et infiniment petit. Je dis que

le théoréme est vrai pour ce triangle. On a évidemment :

‘/.;BCA :J;BOA +‘—[‘BCOB +f;]AOC

En effet, les cotés OA, OB, OC sont parcourus deux fois en
sens contraire, et il ne reste dansle second membre que lesf

prises le long de AB, BC, CA, comme dans le premier
membre ; comme les triangles AOB, etc., sont infiniment

petits, je puis écrire :

—— fdw dv

J(uda + vdy + wdz) = A0B (@ — d—z>
— [du  dw

+ A0C (Z- — %)
= fdv du

(8
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en appliquant & chacun de ces triangles situés dans les plans
de coordonnées 1'égalité (1). Or ces triangles ne sont autre

chose que les projections de ABC sur ces plans : done, si

ABC = duw,
AOB = ldoe AOC = mdew BOC = ndw

et on a bien :
dw v
fudac + vdy + wdz = zdw(a-y——d—z> +

Le théoréme est ainsi démontré d’une fagon générale, car
une aire quelconque peut étre décomposée en triangles assez
pelits pour étre assimilés & des triangles plans tels que ABC.

Maxwell a fait un fréquent usage de ce théoréme. (Voir son
Traité.)

9. Notations de Helmholtz. — Définition du tourbil-

lon. — Helmholtz pose:

dw dv
=%
du dw

(11) T dm = 2N
dv du

D’aprés la formule de Stokes, il vient alors:
f(udm + vdy + wdz) = Qfdw (& 4 mn 4 n).

D'aprés ce que nous avons établi (6), cette intégrale étendue

a l'aire A demeure constante pendant le mouvement de cette

aire.
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Le vectear qui a pour composantes (%, v, §) estce qu'Helm-
holiz appelle le tourdillon. Cette dénomination demande
quelques explications,

Supposons que la courbe C soit une circonférence (fig. 4).
Par un point M de la courbe menons le vecteur MV qui repré-

sente la vitesse ; ses composantes sont (, », w). L'expression
udzx + vdy + wdz

représente le produit de I'élément de courbe MM’ par la pro-
jection de la vitesse sur la direction MM". Ce
v produit représente le travail que fournirait

une force égale numériquement & la vitesse,
A M quand son point d’application se déplacerait
@\ de M en M'. L’intégrale J est égale au travail
* que produirait celte force si le point M décri-

vait la circonférence entiére.

Décomposons le vectear MV en trois autres, I'un paralléle &
'axe OA perpendiculaireau plan ducercle, le deuxiéme dirigé
suivant la tangente au cercle en M, et enfin le troisieme shni-
vant le rayon veclteur OM. La composante tangrnlielle pro-
duira seul un travail. Désignons par R le rayon du cercle;
nons représenterons .celle composante par yR, ¢ étant une

vitesse angulaire. Posons:
x—= Rcosw y—= Rsino,
et il viendra:

2w
= | sR%dw,
J f(;? w

Soit g, la vitesse angulaire moyenne le long du cercle,
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définie par la relation :

an
fq;dw = 2ng,.
0

J = 2np,R3.

nous aurons :

D’autre part, nous savons que, pour obtenir I'élément de
I'intégrale J, il faut multiplier 'élément dw de l'aire A par
deux fois la projection & 4-mn - n{ du vecteur (€, v, ¢) surla
normale. Cette projection est la composante normale du
tourbillon. Si notre cercle est trés petit, nous pourrons prendre

son aire pour élément dw, et nous aurons:
J = @R (& + mm + ni),

par conséquent :
9o = & + my + 2l

9, st la composante normale du tourbillon,

10. Lignes de courant. — En chaque point, nous aurons
donc deux vecleurs : la vitesse, qui a pour composantes %, v,w,
et le tourbillon dont les composantes sont £, v, .

On peut considérer des lignes qui en chacun de leurs
poinls ont comme tangente le vecteur représentant la
vitesse, et dont les équations différentielles sont par consé-

quent :

(12) do _dy _ dz,

Ge sont les lignes de courant. Ces lignes ne sont pas néces-
sairement les trajectoires des molécules. Ce ne serait vrai
que dans le cas d’un régime permanent, ot la vitesse est

constante.
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11. Lignes de tourbillon, — On peut aussi considérer
les lignes qui en chacun de leurs points sont tangentes au

vecteur tourbillon. Leurs équations différentielles sont :

de dy dz
13 — ===
13) I T ¢
Ce sont les lignes detourbillon. Supposons, par exemple, la
vitesse indépendante de z et paralléle an plandeszy : w=o,
et les dérivées deu et de v par rapport & z sont nulles. Alors,

d’aprés les équations de définition (11) [9]:

E=n=o0
du
C=-—@'

dr dy dz

EEnriatd
ou

dw = dy = o.

Les lignes de tourbillon sont des droites paralleles & oz.

12. Surfaces de tourbillon. — Une surface de tour-
billon est une surface engendrée par des lignes de tourbil-
lon : autrement dit, c’'est une surface dont le plan tangent
en chaque point passe par le tourbillon. La condition qui
exprime qu'une surface f(@,y,2) = o est une surface de tour-

billon sera par suite :

d d d
(14) L +ii=o

Considérons un arc de courbe ‘queiconque AB (fg. 5), et
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par les différents points de cetie courbe menons les lignes
de tourbillon. Leur ensemble engendrera une surface de
tourbillon, qui sera sim-
plement connexe si la

courbe AB n’est pas fer- B

mée.
A
Tragons sur cette sur-

face une courbe fermée G~ A

limitant une certaine aire Fig. 5.
«. L'intégrale J prise le

long de Cest nulle; en eifet :

Jc :fzdm (& 4+ mn + nl)

Or la composante normale du tourbillon & 4~my -} n{ est
nulle pour tous les éléments dw de l'aire «, qui appartient a

une surface de tourbillon. Donc J = o.

13. Réciproquement : Si une surface jouit de cette pro-
priété que Pintégrale J étendue a toute courbe fermée, tracée
sur cette surface, soit nulle, c¢’est une surface de tourbillon,
En effet :

J:f;?dm(li—km'q—}-nc)

Pour que cette intégrale soit nulle, quelle que soit l'aire «,

il faut que
i -I- my -|- n =0

pour tous les éléments de la surface, c’est-a-dire que la com-
posante normale du tourbillon soit nulle. La surface est donc

une surface de tourbillon.
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14, Supposons qu'a I'époque ¢—o, nous ayons un cerlain
nombre de molécules occupant une surface de tourbillon. Je
dis qu'a une époque ¢ quelconque ces molécules occuperont
encore une surface de tourbillon.

En effel, d’'aprés ce qui précéde, a 'époque ¢ = o, I'inté-
grale J est nulle pour la sarface occupée par ces molécules.
D'aprés le théoréme de Helmholtz, J reste constant. Cetle
intégrale sera donc nulle & une époque quelconque, et la
surface occupée par les molécules & celte époque sera encore
une surface de tourbillon.

L’intersection de deux surfaces de tourbillon est une ligne
de tourbillon, et, réciproquement, par une ligne de tourbil-
lon, on peut toujours faire passer deux surfaces de tourbillon.

Considérons donc une file de molécules occupant au temps o
une ligne de tourbillon C;. Au temps ¢ cette ligne prend une
certaine position C : je dis que C est aussi une ligne de tour-
billon.

En effet, faisons passer par C, deux surfaces de tourbillon 8,
et SJ. Au temps ¢ ces deux surfaces deviennent § et §', ayant
C pourintersection. D’aprés ce que nous
avons vu, Set S’ restent des surfaces
de tourbillon: donc leur intersection G

est encore une ligne de tourbillon.

15. Tubes de tourbillon. — On ap-

pelle tube de tourbillon la surface obte-

nue en menant par les différents points

Fig. 6.

d’une courbe fermée les lignes de lour-
billon (f£g. 6). Sur une telle surface on peut décrire deux

sorles de courbes fermées.
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Les courbes G de la premiére sorte délimitent a elles seules
une portion d’aire sur la surface.

Les courbes de la scconde sorte, telies que DPEQ, parta-
gent la surface en deux régions,dont aucune n’est entiérement
délimitée par la courbe DPEQ seule. Lorsqu’on développe la
surface, les courbes de la premiére sorte, seules, se dévelop-

pent suivant des courbes fermées.

16. Moment d’un tube de tourbillon. — L’intégrale J
prise le long d'une courbe fermée de la premiére sorte est
nulle [12]. Maisle raisonnement ne peut plus
s'appliquer aux courbes de la seconde sorte,
et I'énoncé du théoréme doit étre modifié de
la facon suivante:

L'intégrale J prisc le long d'une courbe
fermée de deuxiéme espéce a la méme valeur
quelle que soit cette courbe.

Soient en effet DPEQ et D'P'E’'Q’ deux con-

tours fermés : il faut démontrer que :

Joprg = JppEy.

Prenons un point P sur la premiére courbe et un point P’

sur la seconde, et joignons PP’ (fig. 7). Le contour
PE(QDP — PP’ — P'D'Q'E'P' — PP

peul élre regardé comme un contour fermé de premiére

espéce : donc le long de ce coniour J est nul, ou :
Jerovr -+ Jepr 4~ Ippvgper + Jep = 0.

La seconde et la quatriéme intégrales se détruisent, PP’
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élant parcouru deux fois en sens contraire. Il reste :

Jeegor + JppgEe = 0,
ou

JpEQDP == JpEQDP'.

L’intégrale J ainsi déterminée s’appelie le moment du tube
de tourbillon.
Ce moment reste constant quand les molécules situées sur

le tube se déplacent, car nous savons que J reste constant.

17. Application. — Tubes de tourbillon infiniment
déliés. — Considérons un tube de tourbillon infiniment
délié (fig. 8). Menons une section droite de ce tube : c’est une
courbe fermée de deuxiéme espéce. On peut donc calculer le

moment du tube en prenant lintégrale J le long de cette

J=2 fdws,,,

comme nous 'avons vu [9], §, étant la composante normale

seclion. Or:

du tourbillon. Dans le cas actuel

J = 2dow. &,

puisque nous n’avons qu’un seul élément, auquel le tourbil-
lon est normal, dw est la section droite du tube (section
droite que 'on peut toujours supposer paralléle au plan
des (yz), et § le tourbillon lui-méme. On en conclut que:

Le produit de la section droite d'un tube de tourbillon
infiniment délié par le tourbillon est constant tout le long du

tube. Ce produit demeure aussi constant dans le temps.
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Ces deux propositions résultent immédiatement de ce que
J est constant dans les mémes conditions [8]; elles s’appli-
quent aux liquides et aux gaz, quand existe la fonction que

nous avons appelée ¢.

18. Théorémes relatifs aux liquides seuls. — Soit un

tube de force infiniment délié; et soient

deux sections droites infiniment voisines A)/
de ce tube. Le volume du tube compris j B
!
~‘(
M

entre ces deux sections (fig. 8) peut étre

assimilé & un cylindre ayant pour base /
l'une d’elles dw, et pour haonteur MM’,

M et M’ étant les points des deux sec- Fig. 8.
tions situés sur une méme ligne de

tourbillon. Le volume de ce cylindre sera :

MM'dw.

A une autre époque, les molécules qui constituaient ce
volume formeront un autre tube de tourbillon; les molé-
cules qui occupaient les deux sections droites occuperont
d’autres sections infiniment voisines qui ne seront pas néces-
sairement des sections droites. Mais le volume, assimilable &

un cylindre, qu’elles comprennent entre elles sera
M,M/| do,,

M,M; étant la longueur d'une génératrice, et dw, la section
droite.

8’1l s’agit d’un liquide, son volume reste constant et :

MM'de = MM/ do,
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Nous avons vu d’ailleurs que do varie en raison inverse du
tourbillon. La distance MM’ de deux molécules varie donc
proportionnellement au tourbillon. MM’ représente donc en
grandeur, direction et sens, le tourbillon multiplié¢ par une
certaine constante e.

Soient @, y, # les coordonnées de M, celles de M’ seront
o4& y+ e, 5+ €L

Au bout d'un temps infiniment petit d¢, les coordonnées de

M sont devenues
@ udt, y-+ vdt, z 4 wdt.

Celles de M':

x 4 £ 4 u,dt, .. ele.
Or:

du du du
J— — <t —
7] _‘u+ 3&55 +a—,rl's7l+ bcs,‘:'
Les coordonnées de M’ sont donec devenues :
] du du du
@ 4 €& udt 4 edt (Erx-l—‘qb—g;—l— C$>1 ete.

D’autre part, les projections de MM’ étant égales & ef, en, €,

ces coordonnées sont :

@+ udt -} ¢ <E —l—%dt)‘

En égalant ces deux expressions, il vient:
- d;  ,u du du
(13) G =ity

Cette relation est identique & la suivante

i, u

v dw
(16) 7Rk Iyl sl Eyli i vt
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En effet, si nous les retranchons membre 4 membre :
du v du  dw
o=y %)+ E 5

0= — 2n% 4 24 = 0.

ou

La relation (18) et les deux autres qui s'en déduisent par

permutation expriment le théoréme de Helmhollz, mais dans

le cas des liquides exclasivement.

19. Autres démonstrations du théoréme de Helm-
holtz. — 1° Démonstration de Helmholtz. — Helmholtz
cherche a obtenir les équations sous la derniére forme (15), que
nous venons de leur donner, en partant des équations d'Euler.

Nous avons écrit [4] les équations de Lagrange :

du
73 etc.

sous vne forme qui contient encore les variables de Lagrange
et celles d’Ruler. Pour ne laisser que les dernidres, faisons la

transformation :

du  du du du du
%_§E+uﬂ+vg+wb—z_’ ete.

nous obtiendrons ;

du du du du

O T St T it
W ) v dv

g -_— — — — —

(an (2) 3= oy uss vby Cw
wo e e w
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Différentions l'équation (3) par rapport a y, Véquation (2)
par rapport & z, et retranchons : il vient, en se rappelant la
définition de &, v, {[9]:

3 % % X du dw

18) 3= —2uyi— w5

dwIde dwd , ud , wdw  dwow

Wi waTuwtRyTuw
D’autre part,

g _ % % % %
ZonTvnt BTy
et I'équation de continuité pour les liquides se réduit a:

du | dv |, dw
En tenant compte de ces relations, on met aisément I'équa-

tion (4) sous la forme :
dk du v dw
T Tt i

Nous retrouvons bien l'équation (16). Seulement cette
démonstration dn théoréme de Helmholtz ne s’applique qu’aux

liquides.

20, Démonstration de Kirchhoff. — Kirchhoff prend

comme point de départ les équations de Lagrange

du_Di dv Y d_w_aqi
dz

AT dt T dt

transformées de maniére a ne plus dépendre que des variables

de Lagrange.



DEMONSTRATION DE KIRCHHOFF 21

Nous avons:

_ddo |, ddy 2y ds
do,  dadx, ' dydx, ' 3z dz,

Multiplions la premiére équation de Lagrange par 0—?5—, la
0
dy

.. .- dz . o
deuxiéme par > la troisiéme par — et ajoutons: il vienl
da, dax,

du dao dv dy 4 dw dz _ d}
dt dm, © dt dz, U dt dzg  dw,

et deux autres équations analogues obtenues par symétrie.

24. On peut d’ailleurs donner & ces équatlions une forme
plus générale en substituant a a,, ¥,, 2, trois autres variables,

a, b, e, définies par trois relations quelconques :

@y = g4 (a, b, €)
Yo = ®u (a’ 5, c)
Zy = ¢4 (@, B, €)
a, b, ¢ ne dépendant pas de ¢. Les dérivées par rapport a
¢ seront les mémes dans les deux systémes de variables.
Faisons la méme opération que précédemment el nous trou-

verons:
du de , dv c_lﬁ dw dz gli
dt da T dt da dt da ~ da

et deux autres en changeant @ en & et en c.

Nous aurons finalement le systéme :

[ du dw__ﬂ_
) di da~ da
. dude d
(19) (2) T T *—4)'
(3) dude _ dy
: dt de ~ de

THEORIE DES TOURBILLONS. 3
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Différentions (1) par rapport & 4, (2) par rapport & a, et

retranchons :
d?u _dic_ d*u d_x) —0
Z dtdb da  dtda db)

ou, comme il est facile de le vérifier :

@\ (dudw  dudo\
7 dbda_dadb>_0’

et enfin :
duds dude
dbda dadb
dv dy dv dy
(20) + db da  da db
d
+dw_z_@d_z: const

On obtient deux autres équations analogues en permutant

circulairement @, &, ¢ et changeant la valeur de la constante.

21 bis. Ges équations de Kirchhoff sont équivalentes, comme
nous allons le montrer a celle que nous avons donnée an
début :

J :fudw + vdy 4 wdz = const.

Considérons, en effet, un point M dont les coordonnées
soient (x, y, z) dans le systéme d’Enler, ou a, b,c¢, { dans celui
de Kirchhoff: «, y, z varient avec ¢, mais a, 5, ¢ sont indé-
pendants de ¢ et dépendent seulement de x,, y,, z,. Le point
M appartient & une certaine courbe G: je puis choisir @, &, ¢
de maniére que, pour tous les points de cette courbe, ¢ = o.
Si cette condition est remplie A I'instant ¢ = o, elle le sera

encore & toute autre époque.
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Si nous regardons pour un instant a, & comme les coor-
données rectangulaires d'un point dans un plan, & chaque
point M de C correspondra un point M’ du plan et, quand M
décritla courbe G, M’ décrit une certaine courbe €' qui sera
fermée si G est fermé ; seulement la courbe ¢ est fixe, tandis

que la courbe C est mobile. Prenons l'intégrale

‘fc udx

le long de la courbe G:

: da da
jcudw _fc<u% da + u%db)a

la seconde intégrale étant prise le long de C'. Transformons

cette intégrale par la formule de Stokes [8]

[c<uggda+ug_gdb>:f[[d%<u%>_.gb (v 2Y]

laffétant étendue a toute l'aire A" limitée par la courbe C'.

Effectuons les différentiations indiquées, il vient aprés

[

réductions:
du doe  du dx
Joudr = ff (G — 7 25 dac

En opérant la méme transformation surfvdy etfwdz,
c G

puis additionnant, nous trouverons :

dude du dx
0y — — —=_ X
21) J_‘/;udw—}— vdy + wdz N E (dadb 7 da) dadb,

L’aire A’ ne varie pas, puisque G’ est fixe;la X placée sous
le signefest constante en vertu de 1'énoncé de Kirchhoff:

donc J = const.
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CONSEQUENGES DU THEOREME DE HELMHOLTZ

R2. Cas des mouvements permanents. — Le mouve-
ment est permanent quand toutes les fonctions que nous
avons définies u, », w, ¢ ne dépendent pas de ¢, mais seule-
ment des variables @, y, # d’Euler. Par conséquent, dans le

cas des mouvements permanents:

du %_
3?"'0' bt_o’ ete
et (1] :
du ou du du
&= 4wty tes
dy ¥ M R
d_f_'ubx+v'¢)_g/_+wbz

relation qui s’applique d'aillears 4 une fonction quelconque .
Dans ces conditions, on peut déduire du théoréme fonda-

mental de Helmholtz un certain nombre de conséquences.

28. TaforiME. —Sile mouvement est permanent, il existe
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une infinité de surfaces sur lesquelles on peut tracer une infi-
nité de lignes de courant et une infinité de lignes de tourbillon.

Voici ce que signifie cet énoncé :

Par un point A (£g. 9), on peut mener une ligne de cou-
rant AC et une ligne de tourbillon
AT. Si par les différents points de AC
nous menonsles lignes de tourbillon,
elles engendrent une certaine sur-
face; si nous menons de méme, par
les divers points de AT, les lignes de

courant, elles engendrent une autre

surface; le théoréme signifie que ces

Fig. 9.

deux surfaces sont identiques.

Autrement encore, si nous menons par les points A, A’, A”,
A” de AT les lignes de courant AC, A'G/, A“C", A”C”, une
ligne de tourbillon menée par un point B quelconque de AC
rencontrera AC, A'CY ..., ete.

Cette proposition est presque évidente. En effet, quand le
mouvement est permanent, les lignes de courant sont les tra-
jectoires des molécules fluides. Or considérons les molécules
qui & I'époque ¢ — o sont en A, A’, A", A”; a I'époque ¢, elles
sont venues en B, B, B", B”. Comme les tourbillons se con-
servent en verlu du théoréme de Helmholtz, les molécules

B, B’, B, B” sont encore sur une méme ligne de tourbillon.

24. Equation générale de ces surfaces. — Nous
avons posé [4]:
dp
=V—-J]=
b=v—[4
1

T = 3 (u? 4 v 4 w0?).



32 CONSEQUENCES DU THEOREME DE HELMHOLTZ

Je dis que I'équation des surfaces que nous venons de défi-
nir est:

4 — T = const.

Pour le démontrer, il suffit de montrer que ¢ — T est constant
d’une part sur les lignes de courant, d’autre part sur les lignes
de toarbillon.

1° Sur les lignes de courant. — Ces lignes sont les trajec-
toires des molécules ; nous suivons une molécule dans son
mouvement ; avec les notations de Lagrange, ¢ seul est

variable, donc:

_
dy = at dt

dar
dT—_Edt

du dv dw
dT_udu+vdv+wdw_ucTt-+vE+w-c—ﬁ
dy_ W W W du do e
Z =ty Tyt ta ttat v a

car, d’aprés les équalions de Lagrange (4] :

%?_: = g—i ’ etc.
Done :
dy _ dT =
priir il dy — dT = o.
1 ¢ — T = const.
2 Suar les lignes de tourbillon. — CGCes lignes ont pour
équations :
de _dy dz __
E T o ¢ =d,

ou:
dee = tdu dy = nda dz = {da.
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Je dis que :
dy __dT,
de da
En effet :

ap _ %
de =3z T3yt g%
M __du_ dw  dw , du

Tt T Y + vby + Y ete.

Substituons

dd du Qv dw
—;:u(ﬁa;-l- L Eye C-b—m)
du v dw
o5 )
du ov dw
+ W<Ea—;+-n5;+ Ca?)'

D’autre part :

Mais nous avons vo [18] que :

du du du du ov dw
.ED,—m—i—nb—y_l— 0 = Eb—é'{—'flg,-[—’ész,'

33
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Par conséquent :

B _ 9Ty —T =
do = du ety — T = const.
25. Théoréme de Bernouilli. — Dans le cas ou lestour-
billons sont nuls, ¢'est-a-dire quand il existe une fonction des
vitesses:

E:'q:(—_—().

La direction du tourbillon est indéterminée ; une ligne
quelconque peut élre regardée comme une ligne de lourbil-
lon et ¢ — T est conslant dans tout 'espace: c’estle théoréme

de Bernouilli.

26. Déterminationdes vitesses en fonction des tour-
billons. ~— Nous nous proposons, étant données les compo-
santes £, 1, L du tourbillon d'en déduire les composantes de la
vitesse u, v, w.

Si nous pouvons résoudre ce probleme, comme les tourbii-
lons se conservent, nous connailrons la vitesse avec laquelle
ils se déplacentet, par conséquent,leur direction et leur gran-
deur, & une époque ¢ -+ dt infiniment peu différentede la pre-
miére, puis par intégration a une épogque quelconque.

Remarquons d'abord que ce probléme est en général indé-
terminé, saufdans deux cas seulement: quand il s’agit d’un
liquide homogéne, occupant un espace indéfini, ou d'un

liquide homogéne remplissant entiérement le vase qui le ren-

ferme.

2%. Volumes 4 connexion simple et volumes a con-
nexion multiple. — Avant d’aborder I'étude de la question
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proposée, il est indispensable de définir ce que nous appel-
lerons volume & connexion simple et volume i connexion
multiple: ce sont des notionsdont nous aurons constamment
& faire usage.

Un volume a connexion simple, ou volume simplement con-
nexe est un volume qui ne présente pas de trou: elf sont la
sphére, Uellipsoide, le cube,

Toute courbe fermée tracée dansintérieur //\

d'un paveil volume peut se réduire a un | @C ‘i
point, en se déformant d’'une maniére con- \\J
linue, sans sortir du volume {(Ag. 10}, elle

balaye alors une certaine aire A quiest exclu- Fig. 10.
sivement limitée par la courbe.

Nous conviendrons donc de dire qu'un volume est & con-
nexion simple quand toute courbe fermée intérieure & ce
volume peut éire regardée comme le contour d’une aire plane
située tout entiére 3 l'intérieur du volume. 8i l'on adopte
cette définition le volume
compris entre deux sphéres
concenfriques est encore a

connexion simple.

28, Un volume & con-

nexion multiple est un vo-

lume qui présente un ou

plusieurs trous: le nombre

des trous marque l'ordre de

Fig. 11, multiplicité; tel est un tore

(fig. 14).

Dans les volumnes a connexion mulliple on peut tracer des
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courbes fermeées de deux espéces; des courbes de premiére
espéce, comme celles que nous avons définies au paragraphe
précédent, pouvant se réduire & un point sans sortir du vo-
lume. Telles seraient, dans le tore, les circonférences tracées
dans un plan méridien, concentriques & l'une des circonfé-
rences méridiennes.

Des courbes de seconde espéce, qui ne peuvent se réduire
A un point, par une déformation continue, sans sortir du vo-
lume : par exemple, dans un tore, les circonférences tracces
dans des plans perpendiculaires 4 I'axe et ayant leur centre

sur cet axe.

29. Geci posé, supposons que le tourbillon soit nul.
E =m = C =0

et considérons l'inlégrale

J :ﬂudx + vdy + wdz).

Cetle intégrale prise le long d'une courbe fermée de pre-

miére espéce est nulle. En effet [9]:

J ::f?E,,(lw,

%, €tant la composante normale du tourbillon, dw un élément

de l'aire limitée par la courbe, Commepar hypothése :
8, == 0, ona J=o.

Cette proposition n’est plus vraie pour lescourbes de seconde

espéce. Supposons en effet que le volume soit celui d’un tore



COUPURES 37

et que:
vy &
Tagy TT Ty YT

Les lignes de courants sont des cercles ayant leur centre
situé sur I'axe et tracés dans des plans perpendiculaires i cet

axe.

udz - vy = 3%@?3 = d arc tang %

Y

Cette fonction des vitesses arc tang o n’est pas uniforme,

mais elle est susceptible d'une infinité de déterminations qui
différent entre elles de =. Quand nous prendrons l'intégrale J
le long d'une courbe de seconde espéce, cette intégrale sera
égale non pas & O, mais & = ou & un multiple de = : parce
qu’en revenant au point de départ on retrouve une autre déter-

mination de la fonction.

30. Coupures. — Lorsqu'un volume est & connexion
multiple, il est possible de le rendre simplement connexe en
pratiquant des coupures. Si en particulier le volume est dou-
blement connexe, il suffit de faire une seule coupure. Par
exemple, un tore peut étre rendu simplement connexe en le
coupant le long d’un de ses cercles méridiens,

Les courbes qui ne traversent pas la coupure seront de pre-
miére espéce; les courbes qui traversent la coupure seront
de deuxiéme espéce.

La fonction des vitesses resie ‘uniforme 1ant qu'on ne tra-
verse pas la coupure, et l'intégrale J prise le long d'une
courbe qui ne traverse pas la coupure esl nulle,

Considérons aun contraire deux pointsinfiniment voisins un
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de Yautre, et infiniment voisins de la coupure, mais situés de
part et d’autre de cette coupuare: d'un de ces points & 1'autre
la fonction des vitesses présente une discontinuité; la diffé-
rence des valeurs qu’elle prend en ces deux points est finie et
égale & la valeur de 'intégrale J prise lelong d’une courbe de

deuxiéme espécereliant les deux points.

31. TatoriME. — Cette différence esl constante, autrement
dit la valeur de l'intégrale J est la méme pour toutes les
courbes d'intégration qui traversent une seule fois la cou-
pure.

Supposons, en effet, que la courbe C
se déforme d'une maniére continue,
sans sortir du volume et devienne par
exemple telle que G’ (fig. 12). Pendant

cette déformation, la courbe G balaye

Fig. 12. une certaine aire qui est tout entiére
située a l'intérieur du volume.
L’'intégrale J prise le long du contour complet de cette
aire GC est nalle.
Seulement les deux courbes G et G’ sont parcourues en sens

contraire, donc:

Joe—Jog=o
oun

Je=Jc.

La valeur de la discontinuité de la fonction ¢ des vitesses
d’un bord 3 I'autre de la coupure est donc la méme en lous
les points de cetle coupure: soit A sa valeur.

Si la courbe de deuxiéme espéce suivant laguelle on fait
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I'intégration .traverse deux fois la coupure, la discontinuité
de la fonctiong sera 2A, etc. D’une maniére générale, sile con-
tour d'intégration traverse la coupure n fois dans le sens
direct, #’ fois dans le sens inverse, la valeur de lintégrale

sera (n — n') A.

82. Sile volume est triplement connexe {£g. 13), il faut
pratiquer deux coupures pour le rendre simplement connexe.
La fonction des vilesses 9 est alors
entierement déterminée; mais elle
présente une discontinuité d'an bord
a Vautre de chacune des coupures.
Cette discontinuité a une valeur

constante A le long de la premiére

coupure, et une valeur conslante B
généralement différente de A le long Fig. 13.
de la seconde.

Si le contour d'intégration C renconire une senle fois la

premiére coupure
Joe = A.

Si ce contour ¢’ rencontre une seule fois la seconde con-

pure, sans traverser la premiére
Joo=B.

Enfin, d’'une maniére générale, si le contour d’intégration
traverse la premiére coupure # fois dans le sens direct, »’ fois
dans le sens inverse, et la seconde coupure p fois dans le sens

direct, p’ fois dans le sens inverse, on a:

J=(n—n)A+ (p—p)B.
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DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA VITESSE
EN FONCTION DES COMPOSANTES DU TOURBILLON
CAS PARTICULIER DES LIQUIDES

83. Nous avons établi dans le cas général [8] I'équation
de continuité :

(1) + ( )+ (Pv)+ (Fw)___‘o‘

dz

g'il s’agit d'un liquide, la densité p est constante et cette

équation se réduit a:

dw

@ ot ot =0

Supposons que le tourbillon soit nul partout, autrement dit,
que 'expression
udx - vdy -} wdz

soil une différentielle exacte, do; ¢ sera la fonction des
vilesses.

L’équation de continuité s’écrit alors :

Ay == 0,
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en posant comme d'habitude :

34. TatoriME. — Il y a deux cas ou ces conditions ne
peuvent étre remplies sans que le liquide soit en repos.

1° Quand le liquide remplit U'espace indéfini et se trouve en
repos  I'infini ;

2° Quand le liquide remplit entiérement un vase solide,
fermé et simplement connexe.

Nous démontrerons ces deux propositions en nous appuyant

sur le théoréme de Green, qui s’exprime par I'équation:

O f e o+ [ G2+ + ()]

L'intégrale du premier membre est étendue & tous les é1¢-

ments dw d'une surface fermée; les deux autres, a tous les

éléments dz du volume limité par cette surface, % est la dé-

rivée de ¢ estimée suivant la normale A la surface au centre
de gravité de I'élément dw. Ici c’est la projection de la
vitesse sur cette normale. La fonction ¢ doit étre uniforme a

I'intérieur du volume <.

35. Liquide occupant un espace indéfini. — Appli-
quons le théoréme de Green a une sphére de rayon trés grand.

Comme nous supposons que le liquide est en repos a I'in-
fini, g% sera nul sar toute la surface de cette sphére; I'inté-

grale du premier membre sera nulle. La premiére inté-

grale du second membre est aussi nulle, puisque Ag = o ; par
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conséquent il en est de méme de la derniére:

TG+ G+ o=

L'élément différentiel esl essentiellement positif, ¢'esl une

somme de carrés; celte égalité entraine donc les suivantes:

ou

La vitesse est done nulle.

36. Liquide remplissant complétement un vase im-
mobile. — 1° Vase simplement connexe. — Appliquons en-
core le théoréme de Green: cn choisissant pour la surface
d’intégration la surface des parois du vase, et pour le volume,
le volume du vase. Puisque la paroi est immobile, la vitesse

du liquide en un point de ceite paroi ne peut étre que tan-

. d
gentielle, et la composante normale 67;—3 estnulle ; donc :

comme A¢ = 0,

et par conséquent :

ST+ @)+ ()=
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On en déduit comme ci-dessus :

I

!

[
&
e

Ql—e
I

[ IR

-eIN
f
=l

La vitesse est donc nulle en tous les points,

37. Le raisonnement qui précéde n’a de valear que pour
un volume simplement connexe. Si le vase était & connexion
multiple, la fonction ¢ ne serait plus uniforme, et le théoréme

de Green cesserait d'étre applicable.

38. 2° Vase doublement connexe. — Supposons que le
vase soit doublement connexe, el par exemple qu’il ait la
forme d’'un tore. Pratiquons une coupure suivant un cercle
méridien: les courbes fermées de seconde espéce rencontre-
ront cette coupure. La fonction des vitesses ¢ est uniforme
tant qu'on ne traverse pas cette covpure; mais d'un bord a
'autre, la fonction ¢ présente une discontinuité qui est cons-
tante sur toute la surface de 1a coupure,

Je dis que, si on se donne cette constante, autrement dit la
valeur de J le long d'une courbe de seconde espéce, le mou-
vement da liquide est entiérement déterminé.

Supposons, en effet, qu'il y ait deux solations possibles, et
soient 9" et ¢” les deux fonctions des vilesses correspondant a
ces solutions ; soient ¢ et ¢4 lesvaleurs de ¢’ de part et d’autre

de la coupure, ¢} et g5 celles de ¢”. Nous aurons:
?—%1= ¥
91 — 93 = J,

J, étant la constante donnée; tant qu’on ne traverse pas la

coupure, ¢ et ¢’ sont d’ailleurs uniformes. Retranchons

THEORIE DES TOURBILLONS. 4%
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membre 4 membre les deux équations ci-dessus, i} vient:

i — 1= o/ — 93

La fonction ¢'— ¢” a donc méme valeur de part et d’autre
de la coupure, elle est uniforme et continue dans tout le
volume, et on peut lui appliquer le théoréme de Green ; on

en déduira:

ou

Les composantes de la vitesse sont les mémes dans les

deux cas: il y a donc un seul mouvement possible.

89, 3° Vase triplement connexe., — Il faul faire dans ce
cas deux coupures pour rendre le volume simplement con-
nexe.

Le mouvement est déterminé quand on se donne :
=1 Pa = 94 =,

9, — 3, étant la différence des valeurs de ¢ sur les deux bords
dela premiére coupure, 9, — o, cette différence relativement
a la seconde coupure.

On trouverait comme précédemment, en admettant qu’il

existe deux solutions ¢" et ¢”:

I

?
?

¢
—

I

W ax

’
1
'
4

- ow
.

i — 9 P
3 —9 ¢

La fonetion ¢ — ¢” étant uniforme et continue a l'intérieur
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du volume, on déduit du théoréme de Green:
¢" — 3" == const.
ou :
\:DI \ ”
A elc.
da dx
40. Le tourbillon n'’est pas nul. — Dans le cas ou le

tourbillon n’est pas nul, le probleme de Helmholtz est déter-

miné et, s'il adiet une solution, n'en admet qu'une seule.

En effet, quel est ce probleme? 11 s'agit, étant données les

composantes §, v, { du tourbillon, de déterminer wu, v, w

d’aprés les équations:

p_ Y0
T dy ¥z
2 = B_M D_U
03 dx
) X
9r =2
T Yy
due dv NT
— =+ = =0

da dy ' 9z

Supposons que nous ayons trouvé deux solutions :

Nous aurons :
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d'ou :
= w") ' — o)
- dy 2z

et deux autres équations analogues. Ces trois équations

exprimeni que la somme
(1 — u") doe -+ (" — ") dy + (10’ — w")dz
est une différentielle exacte dg. On peut donc poser :

’ v/ a
u — 1w == i ..... elc.

Ecrivons que I'équalion de continuilé est satisfaite pour

U= u..... etc., et pouru= u".....etc., il vient:
du’ du” o
— =0 _—— N
dax dx !

d’ou, en retranchant membre & membre :

M — u”
BUE—

Ap = 0.

c'est-a-dire :

Si le vase est entiérement rempli, la composante normale
de ia vitesse doit étre nulle en chaque point de la paroi,
Soient /, m, p les cosinus directeurs de la normale en un

point de la paroi, la composante normale de la vitesse sera:

u -+ mv 4+ pw,
et si celte composante est nulle :

W 4 mv' - pw’ = o
W 4+ mv" 4 pw’ =o
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Par conséquent :

% %y %
lﬂ+mby+pbz_3n— o
Si le vase est & connexion simple, nous trouverons, en

raisonnant comme ci-dessus [36] :

¢ = const.

d 4

i QU O SN
dx dy 2z ’

ou :

’ " d ”

w=u v = w = 10"
Le probléme ne comporte donc qu'une seule solution.

41, Supposons que le vase soit & connexion multiple, le
raisonnement précédent n'est plus légitime ; il faut intro-
duire une ou plusieurs conditions de plus.

Soit, par exemple, un volume doublement connexe. Prati-
guons une coupure, et soil J; la valeur de U'intégrale prise le
long d’une courhe fermée qui traverse une seule fois la cou-
pure.

Le probléme sera déterminé si on se donne, outre lesvaleurs
dek, v, g, celle de J,.

Supposons, en effet, qu’il puisse exister deux solutions,
(w',v', w') et (u”,v", "), nous démontrerions comme plus haut
[88] que:

ul__u//___a;f.vr vl/ ?_3,‘ 10! __wll_a:?‘
' T T Ty Tz
%9
-jn—o A?_O
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D'autre part :
fu’dx + v'dy 4 widz = J,
fu”dm + o"dy 4 w'ds = J,

et en retranchant membre & membre :

22 % e
— —
f(ax do 35 dy 4- 5 c,z) o,

ou :
fdcp:o.

La fonction ¢ reste donc uniforme, méme quand on supprime
la coupure; elle doit se réduire & une constante : par consé-
quent:

g%::u'—u”:o ou w =u’, ete.

42. Si le volume élait triplement connexe, il faudrait pra-
tiquer deux coupures. Pour déterminer le probléme, il est né-
cessaire de se dunner, outre les valeursde %, «, §, la valeur J,
de U'intégrale J prisele long d'une courbe fermée rencontrant
une fois la premiére coupure seulement et sa valeur J, le
long d'une courbe fermée, rencontrant une fois la deuxiéme

coupure seule.

43. Analogie des équations hydrodynamiques de
Helmholtz et des équations électrodynamiques de
Maxwell. — 1° Supposons que le liquide considéré occupe

un espace indéfini et soit en repos.
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Dans ce cas, le systéme des équations de Helmholtz pré-
sente la méme forme que le systéme des équations de Maxwell,
relatif au champ magnétique.

Maxwell appelle «, v, w les composantes du courant, ce
qui signifie qu’'un élément de surface dw normal & ox est tra-
versédansletemps d¢ par une quantité d’électricité udow dt... ete.
, B, ysont les composantes du champ magnétique produit
par le courant : a, &, ¢, les composantes de 'induction ma-
gnétique qui se réduisent a o, B, y quand il 0’y a ni aimant

permanent, ni fer doux. L'équalion
da db de
wtiyte=0
de Maxwell se réduit alors a la suivante :

do. )] dy
Dx+37/-+$_‘0'

8i nous comparons les deux systémes, nous trouvons :

(Maxwell) (1) (Helmholtz)
dnu = % —_ g—g = g—; _— g—z
zhw:g:—% 24_% (‘%’
4nw=§g—%—; 25—3—2’0 3;
R mtRtE=o

On voit que, pour passer des équations de Helmholtz A celles

(1) Voir Eleclrieité et optique, 1, 3 102 et 7 118.
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de Maxwell, il suffit de changer §, 4, %, u, v, w respectivement
en 2xu, 2rv, 2me, «, f, 1.

Nous avons démontré que, si un pareil sysléme admet une
solution, cette solution esl unique.

Or suppusons que nous connaissions en grandeur, direc-
tion et sens le vecteur tourbillon. Divisons ce vecteur par 2=
et admeltlons que ce vecteur ainsi réduit représenle un courant
électrique. Le systéeme de couranls ainsi oblenu produit un
champ magnélique, et le vecteur qui représente ce champ
représentera la vitesse de la molécule fluide au méme point.
Les lignes de force magnétiques seront les lignes de courant

hydrodynamiques.

44. Cas ou il existe un seul tube de tourbillons. —
Supposons qu’il existe un seul tube de tourbillons fermé et
de section infiniment pe-
lite, que le tourbillon ait
en chaque point une va-
() lear assez grande pour

que le moment du tube

soit tini, et enfin que le

tourbillon  soit partout
nul en dehors du tube.
c En raison de celte der-

niére hypothése, il y aura

Fig. 14.

¢n dehors du tube une
fonction des vitesses ¢. Mais le volume extérieur au tube est
doublement connexe, car on peut Llracer deux sorles de
courbe fermées : les unes, telles que C{fy. 14), qui n'enlacent

pas le tube; les autres G’ s’enlagant avec lui & la fagon des
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anneaux d’une chaine. L'intégrale J prise le long des pre-
miéres courbes est nulle ; mais, prise le long des courbes de
la seconde espéce, elle est égale non plus & 0, mais au moment
du tube.

La section du tube étant infiniment petite, ce tube peut
élre assimilé & une courbe que je supposerai fermée et que
j'appellerai l'axe du tube. En effet, nous pouvons faire passer
par l'axe duo tube tourbillonnaire une certaine surface et
prendre comme coupure l'aire limilée sur cette surface par
Paxe du tube. Toutes les courbes fermées qui ne traverseront
pascette aire seront de premiére espece; celles quila traversent

seront de seconde espece {30].

45. Supposons que la fonction ¢ soit nulle & infini, ce qui
est permis puisque cette fonction n’est donnée que par ses
dérivées et n'est, parconséquent, déterminée qu'a une constante
prés. Pour définir la valeur de ¢ en un point donné P, nous
prendrons l'intégrale J le long d’une courbe joignant un point
infiniment éloigné au point P considéré, sans traverser la
coupure. Cette définition n'est évidemment suffisante que si
la fonction ¢ est uniforme et, par conséquent, si la valeur ainsi
calculée ne dépend pas du chemin suivi pour venir de l'infini
au point P, Or cette condition est remplie. En effet, considé-
rons deux chemins quelconques, MQP, MRP, joignant un
point M trés éloigné au point P. Le long du contour fermé
MQPRM, quine traverse pas la coupure, l'intégrale J est nulle,
donc:

Jag + [z = o
Mge o PRM
ou

dy = ;/ = gp.
Mgp wip O
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La valeur de ¢ ainsi calculée en un point M dépend de la
surface choisie comme coupure; elle est la méme pour deux
coupures qui ne comprennent pas entre elles le point M, mais
elle est différente si le point M se troanve entre les deux sur-
faces choisies successivement comme coupures.

Il faut maintenant déterminer cette valeur de 9. Soit u le

moment du tube tourbillonnaire :
b= 2 VE 4?2 do;

dw étant la section droite du tube, que nous avons supposée
infiniment petite. Si nous remplagons les tourbillons (£, ¥, &)
par des courants (u, v, w), chacune des composantes du cou-
rant est égale & la composante correspondante du tourbillon
divisée par 2=. L’intensité du courant, compiée tangentielle-

ment au tube tourbillonnaire, sera:
i = Vi o wido,
Par conséquent :
po= 4mni.

Si on détermine la valeur de ¢ d’aprés cette égalité, la force
magnétique et la vitesse d'une molécule fluide en un point
seront représentées par le méme vecteur. La fonction des
vitesses sera le potentiel magnétique du courant. En un

point donné, ce potentiel a, comme on le sait, pour expression
ia,

¢ étant 'angle solide sous lequel on voit de ce point le contour

du courant. (Cf. Electricité et optique, tome I, page 107.) Par
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suite :
— i — ¥©
= i = .
¥ P
¢ élant I'angle solide sous lequel on voit du point considéré
I'axe du tube tourbillonnaire.
$il y avait plusieurs tubes Lourbillonnaires, la fonction ¢

relative au systeme serait la somme des fonctions ¢, 94... etc.,

relatives & chacun d’eux, et la méme relation subsisterait.

46, Cas d’un tube tourbillonnaire rectiligne et indé-
fini. — Soit un tube tourbillonnaire rectiligne.

Appliquons la régle précédente. Nous devons remplacer le
tube par un courant rectiligne indéfini, possédant une inten-
sité:

L
z_—'.471:

D’aprés la loi de Biot et Savart, 'action de ce courant sur
un poéle magnétique M est perpendiculaire au plan MPQ et
inversement proportionnelle a la distance » du point M & la
droite PQ. La vitesse d’une molécule fluide M sera. donc perpen-
diculaire au plan MPQ et variera en raison inverse de sa dis-

tance a I'axe du tube tourbillonnaire,

447. Ce résultat pent d’ailleurs s’'obtenir directement, sans
I'intermédiaire de la comparaison électrodynamique.

Par raison de symétrie, la vitesse doit se trouver dans le
plan R mené par M perpendiculairement & PQ. Si, d’autre
part, nous considérons le plan PMQ), ce n'est pas, & proprement

parler, un plan de symétrie. En effet, prenons pour plan de la
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figure le plan R (Ag. 13): la droite Pg se projette sur ce plan
en N. MN est la trace du plan PMQ. Supposons que le tour-
billon ait le sens indiqué par la fléche et que la vitesse soit
dirigée snivant MV,

Prenons l'image de la figure

\ par rapport & MN ; le moment du
. tube tourbillonnaire conserve la
N T " méme valeur, mais le tourbillun
change de sens. La vitesse con-
servera donc sa grandeur absolue
Fig. 15. et sa direction, mais changera de

sens ; elle devient MY, Comme

MYV’ doit étre symétrique de MV par rapport & MN, il faut que
MV soit perpendiculaire & MN et, par conséquent, au plan

MPQ, puisque nous savons que MV est situé dans le plan R.

48. Pour trouver la grandeur de la vitesse, rappelons que :

J :f(udw + vdy 4 wdz) = q.

Choisissons comme contour d'intégration le cercle décrit
de N comme centre ave: MN comme rayon, dans le plan
perpendiculaire & PQ; prenons PQ comme axe des z, le point N
comme origine, comme axes des z et des y deux diamétres

rectangulaires du cercle. Dans ce systéme d’axes:

= pcosw ¥y = psinw
dx = — psin wdw dy = pcos wdw dz = o

¥ — — Vsinw, v = Vcosw, % = 0.
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Don :

am
® :fpV (sin © -} cos? w) do = 2npV
0

Cetle vilesse est donc inversement proportionnelle 4 la dis-
tance MN =, comme nous l'avons trouvé par une auatre

méthode.

49, Démonstration directe. — Il n'est pas indispen-
sable, pour obtenir l'expression de la fonction ¢, d'avoir
recours & la comparaison entre les équations hydrodyna-
miques et les équations électrodynamiques, comme nous
I'avons fait; celte expression peut s’obtenir directement
comme je vais le montrer.

Pour abréger, nouns dirons que la fonclion ¢ est engendrée
par un contour G quand elle est due & un tube tourbillon-
naire dont ce contour C est 'axe, et
nous conviendrons de prendre un
tube tourbillonnaire dont le moment
soit égal & 1. Ce choix d’unité n’en-
lévera rien évidemment & la généra-
lité de notre démonstration. Je

vais d’abord établir quelques théo-

rémes gui nous seront nécessaires

pour trouver l'expression de la fonction ¢.

50. TutorkMe I. — Considérons ane courbe fermée ABCD
(7g. 16) ; joignons deux points de cette courbe, B, D, par un
chemin quelconque BED. Nous formons ainsi deux contours
partiels, ABEC, BCDE, et un contourtotal, ABCD. Admettons
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que ces contours forment les axes de trois tubes tourbillon-
naires T, T el T. Chacun des contours engendre une fonction g.
Soient ¢’, 4” et ¢ les fonclions correspondant respectivement

aT, T” et T. Je dis que:

? — ?’ _|_ ?I/‘

En effet, par lestrois courbes nous pouvons faire passer une
certaine surface, laquelle détermine deux coupures. La fonc-
tion ¢ admet les deux coupures; ¢’ n'admet que la coupure (1),
et ¢” la coupure (2), Pour établir le théoréme, il suffit de

montrer qu'on a identiquement :
§—9 —g¢ =o.
Cette fonction vérifie I'éguation de Laplace
Afp—9¢' —4¢')=0,

puisque :
Ap = A¢' = A¢" = 0;
elle s’annule & linfini, de méme que les fonctions par-

tielles ¢, o', ¢”. Il est permis de lui appliquer le théoréme de

Green [34], si elle est uniforme, ¢’est-a-dire si l'intégrale

Jdo — [y — [dy" = o

le long d'un contour fermé quelconque. Supposons que la
courbe d'intégration soit de premiére sorte, c’est-d-dire ne
rencontre aucune coupure; alors les trois intégrales partielles
sont nulles. Si la conrbe franchit la coupure (1) seulement,

j‘dcp est égal au moment du tube T, c’est-d-dire & 1 par hypo-

thése.j‘dq’ est égal au moment du tube T, qui est aussi 1.
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ﬁ‘?” est nul. L'équation est encore vérifiée ; on I'établirait de

la méme maniére si la courbe d'intégration rencontrait seu-
lement la coupure (2).

D'ailleurs un contour fermé queleonque peut toujours étre
remplacé par unesérie de contours dont chacun ne rencontre
qu'une seule coupure (fg. 17). Ainsi le contour MNPQ, qui
rencontre les deux cou-
pures, peut étre remplacé
par MNRQM, qui ne ren-
contre que la premiére
coupure, et NPQRN, qui
ne rencontre que la deu-
xiéme. En effet parcourir
ces deux contours revient

a4 parcourir le contour

primitif dans un sens dé- Fig. 117.

terminé, et ’arc NRQ une

fois dans un sens et une fois dans l'autre ; cet arc disparait
dans le résultat. Par conséquent, le long d’un contour quel-

conque :

Jir o~ fo =o

La fonction ¢ — ¢’ — ¢” est uniforme et par conséquent,

d’aprés le théoreme de Green, identiquement nulle,

54. Tntokine II. — La fonction ¢ engendrée par un con-
tour plan Cest nulle en tout point du plan.
Soit C le contour (fig. 18); représentons la direction du

tourbillon par une fleche, prenons la figure symétrique par
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rapport au plan du contour. ¢ ne doit pas changer. Le
point M, qui appartient au plan de symétrie, ne changepas;le
moment du tube conserve la méme

valeur absolue, mais change de si-

M gne, car le mouvement du tourbillon

! change de sens. La fonction ¢ doit &
»

Fig. 18 la fois ne pas changer et modifier son
ig. 18,

origine ; elle ne peut étre que nulle,

52. Tnkoriue 1II. — Supposons qu’un contour C soit tracé

sur la surface d'un cone ayant son sommet en M (fg. 19). On

peut tracer sur la surface du cone deux espéces de courbes:
les unes, limitant une aire dans laquelle ne se trouve

pas le sommet ; les autres faisant le tour du cOne et M

limitant une aire qui comprend le sommet.

a. Pourles courbes de la pre-

L]

micre espéce, la fonclion ¢ est

nulle au point M. En effet, on

peut décomposer C en contours
infiniment  petits,
dont chacun peut
étre assimilé & un

\ €lément plan situé /

dans le plan tangent Fig. 20.

[z

au coOne : comme
tous ces plans tangents passent par le sommet M du cone, la
fonction g engendrée par chacun d'eux est nulle. La fonction ¢
engendrée parle contour entier C étant la somme des fonctions
élémentaires [50] seranulle aussi.
b. Scient maintenant deux courbes de seconde espéce ABCD
et ABC'D" (fig. 20).
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Je dis que les fonctions ¢ engendrées par ces deux courbes
ont méme valeur au point M.

Joignons, en effet, un point B de la premiére courbe a un
point B’ de la seconde, par la génératrice BB" par exemple ;
joignons dé méme DD, Je puis remplacer le contour ABCD
par les contoursA’B'C’'D’, ABB'A'D'DA, CDD'C'B'BC. En décri-
vant, en effet, successivement ces {rois contours dans le sens
indiqué par la succession des lettres, je parcourrai chacundes
arcs deux fois en sens contraire,sauf ABCD. Or les fonctions ¢
engendrées par les deux derniers contours sont nulles d’apres
la premiére partie du théoréme (a); doncles fonctions engen-
drées par les courbes ABCD et A'B'C'D’, qui ont méme pers-

pective au point M, ont la méme valeur en ce point.

53. Contour infiniment petit. Forme de la fonction ¢.
— Supposons que le contour soit infiniment petit. La fonc-
tion 3, a priori, peut dépendre de la distance » du point M a
la surface élémentaire limitée par le contour; del'angle L que
fait la droite qui joint le point M au centre de gravité de 1'¢lé-
ment avec cet élément; de l'aire de cet élément et enfin de sa
forme. Autrement dit, ¢ peut dépendre de r, de ¢, de l'angle
solide et de la forme du cone qui a pour directrice le contour
et pour sommet le point M.

Je dis d’abord que ¢ ne peut dépendre de la forme de ce
cone. En effat, cette aire infiniment petite du premier ordre
peut élre décomposée en carrés qui seront infiniment petits
du second ordre; tous ces carrés ont méme forme, l'angle ¢
a méme valeur pour chacun d'eux, & des infiniment petits
prés d'ordre supérieur. En outre, on peut rendre leur

nombre assez grand pour que leur ensemble différe aussi peu

THEORIE DES TOURBILLONS, [
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gu'on voudra de l'aire considérée, quelle que soit sa forme.
La valeur de g engendrée par le contour tolal sera la somme
des fonctions ¢ relatives & chacun des carrés; mais, comme
ces fonctions sont les mémes pour chaque carré, puisque
r et Y sont les mémes, et que les carrés ont méme forme, la
fonction totale ¢ sera proportionnelle au nombre des carrés,
c’est-3-dire & I'aire limitée par le contour, et sera indépendante

de sa forme. Par conséquent, nous pouvons poser:

¢ = dof (r, ¢)

ds étant I'angle solide du cone, et 7 une fonction qu'ilnous faut
déterminer,

ds a méme valeur tout le long du céne; d'autre part, deux
courbes fermées G et C, tracées sur le cone, doivent engendrer
la méme fonction ¢ ; mais pour ces deux courbes r et ¢ peuvent

Atre quelconques ; il faut donc que:
f{r, ) = const = A.

54.85'il s'agit d’'une courbe fermée finie, nous la décompo~
serons en courbes élémentaires; pour chacune d’elles ¢ sera

proportionnel  I'angle solide ds. Pour Fensemble, on aura:
p = Ag

¢ étant I'angle solids total.
Pour déterminer A, supposons que le point M décrive un

contour fermé quelconque, il viendra:

qu;:Afdu,
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en appelant i le moment du tube tourbillonnaire :

D'autre part:

d’on :
wo= 4mA,
ot :
— P9,
¢ = 4r

55. Liquide remplissant complétement un vass sim-
plement connexe. — Nous nous proposons de déterminer

u, v, w d’aprés les équations

o —_— —_—

correspondant en électrodynamique aux équations

P 8

< %@

"”'“*ay oz

do B Jdy
bm+by+.b_z—0

Dans le cas d'un liquide remplissant un vase simplement
connexe, il faut que la composante de la vitesse, normale 4 Ja

paroi, soit nulle en tout point de cetle paroi. Si on appelle
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{, m, n les cosinus directeurs de la normale, cette condition
s'écrira
lu -+ v 4 nw = o.

Pouar obtenir le cas qui correspond a celui-la en électro-
dynamique, il faut supposer que des couranls régnent dans
l'intérieur de la surface S dela paroi, et que tout 'espaceexté-
rieur est occupé par un conducteur parfait, Si on part du
repos et que les courants inlérieurs augmentent progressive-
ment, il se produira des courants d'induction dans 1'espace
extérieur. Lorsque le régime permanent est établi, la force
électromotrice d'induction disparait; mais les courants d'in-
duction subsisteront, si le milien extérieur est un conducteur
parfait, c'est-a-dire présente une résistance nulle. En faisant
celte hypothése, le probléme d'¢lectrodynamique se confond
avec celui de Helmhollz.

En effet, soit un circuit fermé, N le flux de force magné-

lique qui le traverse, la force électromotrice d'induction est

%, et d'aprés la loi de Ohm :

dN .
e Ri.
Si nous supposons le conducteur parfait, R = o, et par

suite :

dN
;l,—t_o N = const.

Si nous partons du repos, N =0 au début et reste cons-
tamment nul, aucune ligne de force ne traverseralasurface S,
c'esl-a-dire que la composante de la force magnétique nor-

male a cette surface est nulle.
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58. Cas particulier. — La vitesse est paralléle au plan
des oy el ne dépend que de w et de y, alors:
du  dv
dz 4z - ”

En supposant que ces conditions soient rempliesa 'origine
des temps, elles le seront toujours : 1° si le liquide est indé-
fini, parce que tout plan paralléle au plan des xy est un plan
de symétrie; 2° si le liquide remplit un cylindre paralléle a
0z, indéfini dansles deux sens. Il en sera de méme encore si
ce cylindre est limité par deux plans perpendiculaires &
I'axe des z. En effet, quand on introduit une cloison dans
le liquide, on impose en général au mouvement une condition
de plus, & savoir: quela composante de la vilesse normale & la
cloison soit nulle en chaque pointde celle-ci. Mais, dans le cas
qui nous occupe, cette condition était remplie avant qu’on ne
melte la cloison et I'existence de cette cloison ne modifie pas

l2 mouvement.

57. D'aprés les hypothéses que nous avons faites :

)
2 ::E—b—q:
dy Az
du dw
9, ¢ W
() )'Tl—"Dz 0
v du
=%

et I'équation de continuité se réduit a :

du . dw
(7) P an i
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Tous les tourbillons sont paralléles & oz, tous les tubes
tourbillonnaires sont des cylindres ayant oz pour axe.

Suivons un de ces tubes dans son mouvement : je dis que sa
section droite demeure constante.

Considérons en effet une portion du liguide limitée par la
surface du tube tourbillonnaire et par deux sections droites
distantes de ..

Si nous appelons o 'aire de ceite section droite, le yolume
du liguide est ko.

Le liquide étant incompressible, ce volume reste constant.
D’autre part, le tube de lourbillon se conservant, le volume
reste cylindrique. Une molécule qui, & I'origine des temps, est
située dans une seetion droite du tube, y restera toujours,
puisque sa vitesse est située dans ce plan: les deux sections
qui limitent le cylindre resteronttoujoursa la méme distance.

Puisque hw eth sont constants, il s'ensuit que w est constant.
Si, en particulier, nous considérons untube tourbillonnaire

de section infiniment petite do, son moment w est donné par:

= 2dw.§

dw doit éire constant ; . aussi; done { est constant et :

9@ _ o,

dt

114 pld . .
at et non 3% car nous suivons une molécule dans son mou-

vement, c'est-a-dire que nous adoptons les variables de

Lagrange).

58. Le cas que nous venons de traiter est celui que Helm-

holtz appelle le cas des tourbillons rectilignes :
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Supposons, en parliculier, que nous ayons un tube tourbil-
lonnaire dont la section par le plan des 2y soit un cercle de
rayon R, a lintérieur de ce cercle
{ = const; a 'extérieur, { = o, etil y
a une fonction des vilesses. Prenons

comme origine le centre du cercle.

Soit M un point quelconque (fg. 21).

Posons :
oM = p= \/.'J):;2 —I— ya. Fig. 2‘1'

Par raison de symétrie, la vitesse V du point M est perpendi-

culaire au rayon vecteur OM:

u=-—Vy v=YV
p

o IR

et V ne dépend que de p. Prenons Vintégrale
3 = flude - viy) = [2tdo

le long de la circonférence décrite de o comme centre avec le
rayon OM = p:fudm + vdy représente le travail que produi-

rait sur un point matériel décrivant la circonférence une
force représentée par le vecteur (u, v, 1) qui est la vitesse: ce
vecteur a une grandeur constante et est dirigé en tous les

points suivant la tangente a la circonférence, par conséquent :

ﬂudx + vdy) = 2mp V.
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Nous obtiendrons une aulre expression de J au moyen de
l'intégralef?tdw étendue & toute la surface du cercle OM.

Deux cas sont & distinguer :
1° Le point M peut étre & l'intérieur du cercle de rayon R

(p << R); [ est alors constant & l'intérieur du cercle p et
J = w(p’ = 2%pV.

2° Le point M est & I'extérieur du cercle R (p > R); § est

constant a l'intérieur du cercle R et nul en dehors, donc:
J = 2=x{R? = 2xpV.

Nous déduirons de 1a que:

V=29
si p est plus petit que R,
2
v=(&
P

si p est plus grand que R.
Dans ce dernier cas, remarquons que le moment du tube

tourbillonnaire est égal & :

2n{R? = 2am,
en posant :
m = {R2,
et V prend la forme
v="2
N

Cette formule subsistera si R devient trés petit, mais { tres

grand de fagon que m reste fini.
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59. Ce résultat peut étre comparé i d’autres résultats de
trois ordres différents.

1° Comparaison électrodynamique. — Nous avons vu que
la vitesse d’'une molécule élait représentée par le méme vec-
teur que la force magnétique produite d'aprés la loi de Biot
et Laplace par un courant qui parcourait le tube de tourbil-
lons [45].

80. 2° Comparaison analytique. — En dehorsdutube=o0:

d’aprés cette condition et d’aprés D'équation de conti-

nuité (2) [67]:

w _
e T dy

8

o w_ _w
Ty

Ces équations expriment que » + \V— 1 u est une fonction

de & + y V— 1. Ce qu'il est aisé de vérifier dans le cas ac-
tuel. En effet :

U G N S N m___
”+\/—m_m<w’-l—y’ v ioo“’-|-y2>_oo+\/1—1y

Posons’:
Z=a4V—1y,

et nous pourrons écrire :
(9) vV lu=r) =7

61. S’il y a plusieurs lubes tourbillonnaires, le plan des
wy coupe chacun d’eux suivant un cercle infiniment petit
qu'on peut confondre avec les poinis a,, a,, ..... a, coinci-

dant avec leur centre. Soient 2nm,, 2y, ..... 2wm, les



68 DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA VITESSE

moments de ces tubes; si q,, a, ont pour coordonnées a/, aj,
aj, aj, ..... ces points seront les affixes des quantités imagi-
naires :

ay=a; + V—1a]

a, = a, ‘*'\/::—1 az-

Pour obtenir la valeur de v —{—\/:Tu correspondant au pre-
mier tube a,, il suffira de prendre la formule (9) en lranspor-
tant l'origine au point a,, ..... de méme pour les autres tubes
la valeur totale de v 4 Y— 1 u sera la somme des valeurs

partielles ainsi obtenues :

T "y My My M
vV m'—Z——a,+Z——a2+'"+Z——-a,.—EZ-—ak

Celte expression est la dérivée de la fonetion :
0(2) = Y log (Z — a).

Soit M le point qui ést 'affixe de Z, p, la distance Ma,, ou le
module de Z — a,. De méme p, = Ma,, ... ¢, = Ma,.
Soil w, largument de Z — a,; c'est I'angle que fait Ma,

avec Oxz... etc.

(] (Z) B ka IOg 1 + v—_l Emkm
ou en posant :
(10) y= N log o

(11) ¢ = Em"w"
(12) 0Z) =4+ V—1g¢
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Différentions cette identité par rapport & Z, en remarquant
que

Z__

dwe

02 =t y—lu=3t 4 yTIR

dZ —
=y

D’olt, en identifiant :

_ad‘. — B_k
(13} v_..b u_--—a
(14) "_b v__.a

D’aprés les relations (14), on voit que ¢ est la fonction des
vitesses.

62. 3° Comparaison électrostatique. — Supposons que de
Pélectricité soit distribuée uniformément sur une droite
indéfinie : I'attraction de cette droite électrisée sur un point
extérieur est en raison inverse de la distance.

Remplagons le tube tourbillonnaire par une distribution
d’électricité uniforme sur son axe. L'attraction sur un point M
serait dirigée suivant la normale menée de M A l'axe.

La vitesse serait représentée par le méme vecteur qu'on
aurait fait tourner de 90 degrés. S'il y a plusieurs tubes, on
fera Ja méme transformation: on composera les attractions
partielles, et la vitesse résultante sera représentée par la résul-
tante de ces attractions quand on l'aurafait tourner de
90 degrés.

On arriverait au méme résultat en supposant que les
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points @, a,, ... a, agissent sur le point M en raison inverse
de la distance.

Si nous considérons des tubes tourbillonnaires distribués
d'une maniére quelconque et un point M trés éloigné, la dis-
tance étant infiniment grande du premier ordre, l'attraction

(ou la vitesse) sera infiniment petite du premier ordre.

63. Les courbes ¢ = const, c'est-a-dire suivanl lesquelles
I'argument de ¢® () est constant, sont les lignes qui sont nor-
males & la vitesse en chacun de leurs points. En effet, pour

ces courbes:

de = udx + vdy = o.

Les courbes ¢ = const, c'est-a-dire le long desquelles la
partie réelle de 8 (Z) oule module de ¢® (2) sont constants, sont

les lignes de courant. Le long de ces courbes, en effet :

vdz — udy = o,
ou

dy

v

e |8

En électrodynamique, les équations o = const représentent
les lignes équipotentielles, et les équations ¢ = const, les
lignes de force ; c’est I'inverse en électrostatique.

Ces deux systémes de courbes se coupent a angle droit.

64. Cas particulier de deux tubes tourbillonnaires.
— S'il y a seulement deux tubes tourbillonnaires a, et a,,

6 (Z) ne renferme que deux termes :

8 (Z) = m,log (Z — a,) + mylog (Z — a,).
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L'équation des lignes de courant sera :
m, log p, 4 mylog py = const.
Si m, = m,, I'équation devient
pypa = const.

Les lignes de courant sont des ovales de Cassini.

Si m, = — m,, les lignes de courani représeniées par
I'équation
& — const
P2

sont des circonférences par rapport auxquelles les points 2, et a,

sont conjugués.
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MOUVEMENT DES TUBES TOURBILLONNAIRES

85. Théoréme de la conservation du centre de gra-
vité, — Supposons que nous ayons n tubes tourbillon-
naires a,, a,,... a, ayant respectivement pour moments 2nm,,
2rmy, ... 2zm, ; admettons queles tubes se déplacent, mais que
leurs momentsresient les mémes. 8inous regardonsm,, my, ...
comme des masses, nous pourrons construire leur centre de
gravité G. Je disque, dans le déplacement des tubes, le point
G demeure fixe.

Soient x,, y,, % ¥ ... Zn, Y. les coordonnées de
a,, Qy, ... a,, et x;, y, celles de G, ces coordonnées sont lices

entre elles par les relations

&g Z?ﬂx = mewg
Yo me = Zm&yx

8i, an lieu de tubes infiniment déliés, il s’agissait de tubes de
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dimensions finies, on définirait «,, y,, d’'une maniére ana-

logue.

les intégrales étant étendues & tous les éléments dw des sec-
tions des différents tubes,

Différentions par rapport & ¢ : puisque nous avons assujetti
les moments des tubes & demeurer constants, { et » ne

dépendent pas de ¢ [57], et:

dx dx
1) = fcdw = fmCdm = [uldo.

Je veux établir que cette derniére intégrale est nuile. Pour

cela, je considere l'intégrale :
f [(u? — v¥) dow + uvdy]

prise tout le long d'un cercle de rayon irés grand. Cette inté-
grale est nulle. En effet, pour R trés grand, u et » sont infi-
niment pelits du premier ordre [62]; u?, v%, we sont infini-
ment petits du second ordre; le chemin d’intégration est bien
infiniment grand, mais du premier ordre seulement; l'inté-
grale est donc négligeable.

D'dutre part, transformons cette intégrale d’aprés la for-
muie (1) du§ 8:

[ 12 = 52 do + 2uvay] = ﬁm [ ]
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Effectuons les différentiations .

d(u? — v¥)  Wluw) du v dv du
dy T =2 by_zuby_aubx_%bx
du | dv dv dud
=—=n(5+5) — (G5

Mais, d’aprés I'équation de continuité, nous avons
du , v
BTy =
et, d'autre part, par définition :

dv du

Donc :

f[(u’ — v?) dz + 2uvdy] = — 4 [uldw.

La premiére intégrale étant nulle, la seconde l'est aussi ;

donc :
i,
De méme on démontrerait que :
dyo _ o

dt

et par suite que le point G est fixe.

668. Mouvement du centre de gravité dun tube
tourbillonnaire. — Je vais étudier maintenant le mouvement

du centre de gravité de I'un de ces tubes tourbillonnaires. Nous
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avons:

%’ fcdm = fucdw.

w = ul+ul/’

Posons :

u’ étant la vitesse due au tube considéré s'il existait seul, =" la

vitesse due aux autres,

fucdw = futda + [u'tdo.

L’intégraleﬁt’cdm est nulle, car, si le premier tube existait

seul, son centre de gravité serait fixe.
Par conséquent, si nous voulons déterminer la vitesse du
centre de gravité de I'un des tubes tourbillonnaires, il suffira

de tenir compte des vitesses communiquées par les autres

tourbillons.
67. Soient a,, a,, ..., a, lestubes tourbillonnaires. Posons:
P1a = 43,
P13 = 444z,

et d’une maniére générale
ik — QA
Considérons la fonction :

2) P = Ymomclog pis

P est une fonction des 2z coordonnées z,y,, ..... EnYn-

THEORIE DES TOURBILLONS,
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6
d .
i: nous venons de voir que la

. . de,
11 faut déterminer ¥ et TR
vitesse du point ,, y, sera la méme que si le tube a, était

supprimé et si les autres tubes subsistaient seuls; nous aurons
donc, d’'apres les équations (13) '64] :

do, _ _ %
e~ Dy,

dyy _ 3¢,
dat dx,

ol
V.P = Emk lOg 04,k

Je dis que ces formules équivalent aux suivantes

dw
ok Il |
Mo T T Y,

dy
™A S,

En effet, P peut s’écrire :
P =m, ka log pyx + Zmﬂnk 10g g,

aucun des indices i ¢t & dansle ceccend lerme n’étant égala 1

D’autre part, les p affectés de l'indice 1 sont les seuls qui,

dépendent de «, et y,, donc:
b

P d(Bmy loga) — mw_\{a_,
2,

— = m
da, 1 de,

de méme :
P P
2L .
dy, 1y,
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68. D’'une maniére générale, nous obtiendrons donc les

€quations suivantes :

m, S P
I * dt - byk
Y a . ®
"k dt - Dw,,

Sous cette forme on reconnait les équalions canoniques
d’'Hamilton au facteur m, prés; pour les ramener exactement

a la forme canonique, il suffirait de prendre comme variables:

Lyy Lgy ooy T &L MY, MolYay ooy MY

69. Intégration des équations. — L’intégration des
équations (I) est possible quand il existe seulement trois tubes

tourbillonnaires, comme nous allons le montrer.

70. TatorEME. — Nous pouvons retrouver d'abord le théo-
réme de la conservation du centre de gravité. En effet, la

fonction P dépend seulement des distances p et seulement, par

conséquent, des différences ©, — x,, ..., ¥;—¥3, ..., etc. Donc :
P L) i P
w T T T
soit
L A T
(3) L ayk = 0 ou: L”Z/{ _dT =0

kawk = const.

De méme :

kayk = const.

Le centre de gravité du systéme reste donc fixe.
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71. Théoréme des forces vives. — Multiplions les deux
membres des équations (I) respectivement par dx; dy; ; opé-

rons de méme sur toutes les équations analogues et ajoulons,

il vient:
gw—Pkdmk +Z£dyk:0,
ou :
dP = o.
Donc :
(4) P = const.

Cette relation exprime le théoréme des forces vives. Ceci ne
s’apergoit pas immédiatement, et nous avons a lever plusieurs
difficultés. D'aprés nos hypothéses, en effet, la force vive serait
infinie, pour trois raisons:

1° Le liquide estindéfini dans tous les sens. Mais nous avons
vu qu'en introduisant deux cloisons planes solides, perpendi-
culaires & l'axe 0z, on ne modifie pas le mouvement. Nous
pouvons donc nous borner & considérer le liquide compris
entre ces deux plans.

2> Méme avec celte restriction, la force vive serait encore
infinie, puisque le liquide s’étend indéfiniment dans le plan
des xy. Les composantes » et v de la vitesse tendent vers o,
quand on s’éloigne indéfiniment, sur une circonférence dont
le rayon R est regardé comme un infiniment grand du pre-
mier ordre; u et v sont infiniment pelits du premier ordre [62]:
la force vive élémentaire serait infiniment petite du second
ordre, mais la surface du cercle étant un infiniment grand du
second ordre, la force vive totale serait infinie. En appelant

2=M la somme dez moments de tous les tubes tourbillon-
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naires, la vitesse sur la circonférence de rayon R a pour
valeur:

V =

==

aux infiniment petits prés du second ordre.

Supposons que M soit nal : alors la vitesse (u, v) est infini-
ment petite du second ordre ; la force vive élémentaire est du
quatriéme ordre, et la force vive totale sera finie;

3° Ceci suppose encore que les tubes tourbillonnaires ne
son! pas infiniment déliés; sans quoi la vitesse au voisinage
de ces tubes serait infiniment grande du premier ordre et la

force vive infiniment grande du second.

72, Nous admettrons que la force vive est finie. 1l suffit
pour cela, comme nous venons de le voir : 4° que le liquide
soit limité par deux plans paralléles perpendiculaires a oz ;
2° que la somme des moments de tous les tubes soit nulle;
3° que les tubes aient une section finie.

Considérons deux pelits éléments de surface do et dw’
correspondant aux valeurs { et ¥ dutourbillon. Soient 2rdm,
2ndm’ les moments des tubes élémentaires limités A ces ¢lé-

ments:
2dw == 2adm
20dw’ = Zndm’.

Le terme de P correspondant & ces éléments sera :
dmdm’logp

en appelant p la distance des deux éléments, et :

P :ffdmdm’logp,
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ou .
SR | T

l'intégrale étant calculée en prenant toutes les combinaisons
deux a deux des éléments dw et dw’, chacune étant prise une
seule fois. Soient @, y et &', ¥’ les coordonnées des centres de
gravité des éléments do et dw'; la valeur de ¢ au point (, ¥)

sera:
, Udw'log ¢
b= f dm’logp = .
K9
D'auntre part :

9n?P = f f L dwde log o,

I'intégrale étant étendue a toutes les combinaisons (dw, dw'),

chacune d'elles étant ainsi prise deux fois, done :
(8) 27'P = 7 [ Lydo.

%3. Nous aurions pu écrire celte formule immédiatement,
en nous reportant & la comparaison électrostatique [62].

Si, en effet, nous considérons dnz, dm' comme des masses
électriques répandues sur les éléments do, dv’, la fonction ¢
représentera, a un facteur constant prés, le potentiel électro-
statique et P représentera 1'énergie électrostatique. On sait

qu'entre ces deux fonctions existe une relation de la forme (6).

74. Remplagons 2¢ par sa valeur dans l'expression de P,

1P = [%ydo = f (Z—Z - %) Yelo.

il vient:
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Considérons l'intégrale :

(7) [ (wdy + uda)

Prisele long d’un cercle de rayon trés grand, cette intégrale
est nulle, puisque nous avons supposé [72] que la somme
algébrique des moments de tous les tubes est nulle; il arrive
alors que v et v sont du second ordre, la longueur de la cir-
conférence étant infiniment grande du premier ordre seule-

ment. Transformons-la par le théoréme de Stokes:

ou en effectuant les différentiations :

ﬁ( d+f ) e

Or :
g o _du
dz dy
dy _ d_ _
w7 dy “
Done :
(8) inP f (2 4 u?) do = o.

P représente donc, 3 un facteur constant prés, la force

vivef(v“ -+ u?) dw et par conséquent cette force vive est

constante.
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75. TatoreME. — Le moment d'inertie des masses m par
rapport a I'axe Oz est une constante.

Imprimons & tout le systéme une rotation infiniment petite ¢
autour de I'axe des z. En négligeant les infiniment petits du

second ordre, les coordonnées a; et y; deviennent:
&I — Yie Yi + &ie

P, qui ne dépend {71] que des distances p,;x, ne changera

pas.
Eerivons done que dP = o, il viendra :

dP, dP
Z—d—w'y[e-i—Z@:.’ms_O
ou

E(mi”ﬁ_ ary
‘dyi Yi dac,) = 0.

Dans la comparaison électrostatique, cette équation signifie
que la somme des moments des attractions qu'exercent I'une
surl'autre les droites électrisées, prise par rapporta l'axe des z,
est nulle, Ceci est évident puisque les attractions sont deux a

deux égales et de signes contraires.

Si nous remplagons P et Q ar leurs valeurs m; dﬁ t
1 no plag dy; & am; p s M e

—_—m; %, on trouve :

dxi dyl .
by m‘(”" & TV :‘) = o
ou en intégrant :

(9) Y, mi (@1 4 y1) = const.
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76. TaiorEME. — La somme des moments des quantités de
mouvement par rapport & l'axe des # est constante. Si f est
une fonction homogéne du premier degré, le théoréme

d’Euler donne:

d d d
@ 3f5+y3§+zd—';=f-

ou :
ar __
Zw(—i;_.
ou enfin :
dlogf
Em——dw = 1.

Appliquons & la fonction P. p;x est une fonction homogéne
du premier degré de @y, y;; et @z, yz, los antres coordonnées,

n'y entrent pas. Par conséquent
d lOg Piqk d lOg Risk _
B TV Ty T 1

ou en multipliant tous les termes par mgmy :

E (w,, dmgny 10g piv +y, dmmy log pu

dxp dyp ) = Mtk

la sommation étant étendue & toutes les valeursdep, de 1 an.
Ensuite il faut prendre toutes les combinaisons possibles de ¢

ct £, et faire la somme ; ce qui donne:

’

E Km}, gmz; + Yo c-%) = E miniy.

D’aprés les équations (1) {68), cette relation équivaut a :

dy dax
(10) mp (wp 7 yp _ZE> M.
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Le premier membre est lasomme des moments des quantités

de mouvement, le second est une constante.

77. Nous avons ainsi déterminé trois intégrales de nos
équations différentielles (1); ces propriétés des équations nous
permettront de les intégrer par des quadratures quand il y
aura seulement trois tubes tourbillonnaires.

En effet, nos équations ont la forme des équations cano-
niques de Hamilton, lesquelles s’intégrent par quadratures,
quand elles renferment 2n variables, et qu'on connait » inté-
grales particuliéres. Or, quand il existe trois tubes tourbillon-
naires, les équations renferment six variables @, y,, @, ¥,,

%3, Y3, el nous avons trouvé trois intégrales particuliéres.



CHAPITRE V

CAS DE DEUX TUBES TOURBILLONNAIRES, METHODE
DES IMAGES

78. Soient deux tubes tourbillonnaires a,, a,, dont les
moments soient 2nm, et 2nm,. Leur centre de gravité G
sera situé sur la droite a,a, et déterminé par la condilion

Gay _ _my
Ga, m,
(les segments Ga,, Ga, étant pris avec leur signe).
D’aprés ce que nous savons [65], le point G reste fixe. La

vitesse du point a, est la méme que si le tourbillon , existait

seul, soit :

a,a,

et elle est dirigée perpendiculairement & a,a,.
Le point G étant fixe, les trois points a,, G, a, étant tonjours
en ligne droite, et la vitesse dn point a, constamment normale

au rayon vecteur Ga,, la trajectoire du point a, est une cir-
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conférence ayant son centre en G, et dont le rayon est Ga,.
La trajectoire du point a, sera de méme une circonférence
ayant son centre en G, et un rayon égal & Ga,. Comme la

distance a,a, reste constante, les vitesses des deux points qui

sont égales respectivement & —L et —= seront aussi cons
ama,  a,a,
tantes.
79. Supposons que m, et m, soient de signe contraire ; le

point G sera en dehors de a,a, et encore déterminé par la

condition :
ba, _ _my,
Ga, my
En particulier si m, = — m,, le point G estrejeté a I'infini,

et les trajectoires des points a, et a, se réduisent & des droites
perpendiculaires & a,a,.

Les deux tubes se déplacent avec la méme vitesse :

|3

= V.
a,ay
Si nous considérons le point M, milieu de a,a,, la vitesse
communiquée & ce point par le tourbillon a, est

Iy — 9 Yy
aM, a,a,

= 2V.

Le tourbillon &, lni communique de méme une vilesse

La vitesse résultante du point M est donc égale a quatre fois
la vitesse commune des centres des deux tubes tourbillon-

naires,
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80. Liquide renfermé dans un vase cylindrique, —
Imaginons que le liquide soit renfermé dans un vase ayant la
forme d'un cylindre dont les génératrices soient paralléles a
I'axe des z. Dans ce vase se trouve
un tube tourbillonnaire, formé T
d'un cylindre infiniment délié,

aussi paralléle a oz.

Soient C (/fg. 22) la section A
droite du vase dans le plan des
ay, et A, le pointa uquel seréduit
la section du tube tourbillonnaire. Fig. 22.

Les composantes « et » de la
vitesse doivent étre finies et continues dans tout 'intérieur du
vase, sauf au point A.

L’équation de conlinuité se réduit a

du v
w Ty ="
Comme le tourbillon est partout nul, sauf en A :

o _du_
bm_by—_o'

Nous avons vu que dans ces conditions [38] il existait une

fonction des vitesses ¢ telle que:

i 2
U = by v = ayy
I’équation de continuité devenant :

Aq;::().

Dans le cas actuel, la condition aux limites est que le con-
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tour C de la section du vase soit une ligne de courant, ¢'est-
a-dire qu’en tout point de cette courbe la vitesse lui soit
tangente. v V— 1 u doit étre une fonction de = + y— 1y
dans I'intérieur de C. Cette fonction doit se comporter régu-
lierement, sauf au point A ol elle devient infinie.

La détermination de wet de v peut se faire par deux méthodes:

41° La méthode des images, qui s’applique seulement dans
un certain nombre de cas simples ;

2° La méthode des représentations conformes, qui est beau-

coup plus générale.

81. Méthode des images.  Supposons que le vase ait
la forme d'un cylindre
circulaire, paralléle 3 Oz
et de rayon R. Soit C la

trace de ce cylindre sur

B le plan des zy. Soit A
la trace d’un tube tour-
billonnaire de moment

2 (A 23)

Joignons le centre O

du cercle au point A, et prenons sur OA le point B défini par la

condition :

0A.0B = R2.

Le tube tourbillonnaire paralléle & 0z, dontla trace est B et
dont le moment est égal a 2=, s’appelle I'image de A par
rapport au cercle C.

Si le liquide était indéfini et que les tubes A et B existassent

en réalité simultanément, les lignes de courant seraient des
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circonférences par rapport auxquelles B et A seraient conju-~
gués [64].

En particulier, la circonférence C serait une ligne de
courant ; la composante de la vitesse normale A cette courbe,
et plus généralement normale au cylindre droit, ayant C pour
base, serait nulle. L'introduction d'une paroi solide, ayant la
forme de cetle surface cylindrique, ne modifiera donc pas le
mouvement A I'intérieur de cette surface.

Le centre de gravité A du tube se déplace avec la méme

vitesse que si le tube B existait seul, le liquide étant indéfini.

t;]? serait la grandeur absolue de cette vitesse, dirigée cons-
tamment snivant la perpendiculaire au rayon vecteur OAR.
Le point A décrira donc une circonférence concentrique a G.

Cette trajectoire n’est pas la méme que si la cloison G
n’existait pas, quoique la vilesse soit la méme. En effet, si le
liquide était indéfini, le point A décrirait une droite perpen-
diculaire & OA [79].

82. Sile rayon de la circon- C

férence C croit indéfiniment, !

cette courbe finit par se réduire T

a une droite, B est symétrique

de A par rapport A cette droite
ou, pour mieux dire, au plan G,
auquel s’est réduit le cylindre.

La trajectoire de A, normale a

[
o]

AB, est une droite paralléle a

la trace du plan C (fig. 24). Fig. 24.

83. Liquide renfermé entre deux cylindres de révo-
lution concentrigues. — Soient C et €' les traces sur le
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plan des xy de deux cylindres de révolution dont 'axe est Oz;
A, la trace sur ce plan d'on tube tourbillonnaire infiniment
délié, de moment 2= (fg. 25).

T

B A, B,

Fig. 25.

Soient B, l'image de A, par rapport 4 C’; B, I'image de A,
par rapport & C; A_,, I'image de B, parrapport 4 C', ete.; de
sorte que nous ayons une infinité de couples de points con-

jugués par rapport & G et C', comme l'indique le tableau

suivant :
CONJUGUES
Par rapport & G, Par rapport 4 C.
Ao, By B, A,
A, B, B, A,
A, B_, B,, A,
A;, B_; B_;, A,

les indices variant de — w0 a4 -+ oo. Considérons chacon des
points A comme la trace d’un tube tourbillonnaire de
moments 2x, et chacun des points B comme la trace d'un tube
de moment — 2x. Ces tubes seront conjugués,

Supposons que tous ces tubes existent réellement, et quele

liquide soit indéfini; la vitesse du liquide sera la méme que si
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les cloisons existaient avec le seul tube tourbillonnaire A.
Nous calculerons celte vitesse en faisant la somme des vitesses
dues & chaque tube séparément. Nous obtiendrons ainsi une
série, el il s’agit de savoir si cette série est convergente.

D'aprés les relations :

0A,.0B, = R”?
0A,.0B, = R?
on a:
0B, _ (E)’.
0B, — \K
De méme :

0B R\?

= (2,

0B, (R’) ete.
D'une fagon générale :

R 2n
) OB, — OB, <E{) :

On démontrerait de la méme maniére que :

2n
@) 0A, = OA, (%,) :

Groupons les termes de la série comme il suit :
1° Les termes relatifs aux tubes A affectés d’indices néga-
tifs; la somme de ces termes forme une série. Quand I'indice

n devient trés grand, le point A_, devient trés éloigné, la

vitesse communiquée & un point M par ce tube devient tres

petite, de V'ordre de l\TL\l_ Si le point A, est trés éloigné, la
N—p

différence OA, — MA _, est négligeable et la vitesse est de

I'ordre de grandeur de 6;_— La distance OA _, croit suivant

THEORIE DES TOURBILLONS, 7
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2

. s . R\? (-
une progression géométrique de raison (ﬁ) - La série

1
OA_,
est donc convergente.

2° Les termes relatifs aux tubes B affectés d’indices néga-

tifs. Un raisonnement identique au précédent fait voir que la

- 1
série oB_, est convergente.

3° Groupons deux & deux les tubes affectés d'indices posi-
tifs

Retranchons membre & membre 1'égalité (2) de 1'égalité (1),
il vient :
. R\ 2»
3) A.B, = AB, (ﬁ') :
Les tubes A, By, ..., A,, B, ont des moments deux & deux
égaux et de signe contraire. La somme géométrique des
vitesses dues 4 un groupe (A,, B,) est du méme ordre de gran-

deur que A,B,; elle décroit donc suivant une progression

2
géomélrique de raison (%) et tend vers O quand »n aug-

mente indéfiniment ; la série est donc convergente.
Les trois séries partielles étant convergentes, il en scra de

méme de la série tolale.

84, De plus, je dis que les circonférences C et C' sont des
lignes de courant. Cela est évident ; en effet, tous les tubes sont
conjugués deux a deux par rapport au cercle Cet au cercle .
Assemblons les tubes par groupes de deux conjugués par
rapport 4 G ; la vitesse due a chaque groupe sera tangente & C.
la vitesse totale sera par conséquent tangente elle-méme a C.

Démonstration analogue pour C'.
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85. La solution que nous venons de trouver n'est pas la
seule, car le vase n'est pas simplement connexe. Pour obtenir
l1a solution la plus générale, il suffit d’ajouter un tube ayant
pour trace le centre O et un moment quelconque. En effet, la
vitesse due & ce tube est tangente en particulier & Get 4 €,
puisque toutes les lignes de courant dues & ce tube sont des
circonférences ayant le point O pour centre.

La trajectoire de A, est évidemment une circonférence de
centre 0, la vitesse due a tous les tubes élant constamment

normale au rayon vecteur OA,.

86. Liquide compris entre deux plans rectangulaires.
— Prenons les deux plans qui limitent le liquide poaor plan
des 2z et des yz. Soient Ox
et Qy leurs traces ; A,, celle !
d’un tube tourbillonnaire in-
finiment délié de moment 2x "3;‘{_ S ERRR 1
(fog. 26). RN

Prenons les symétriques
de A, par rapport 4 Ox et Oy
en A, et en A,, ptis les sy-

métriques de A, par rapport

a Oy et de A, par rapport &
Owx; ces deux points se con- Fig. 26.
fondent en A, symétrique de A, par rapport au point O.

Attribuons les moments :

-+ 27 a A
— 2% 4 A,
— 2n 4 A,
+ 2n 3 A,
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Supprimons les cloisons et imaginons que les quatre tubes
Ag, Ay, A, A, existent simultanément. Les axes ox et oy seront
des lignes de courants puisque les tubes sont conjugués deux &
deux parrapport i ces axes; et I'introduction des cloisons dans
les plans des @z et des yz ne modifiera pas le mouvement.

Quelle sera la trajectoire du point A,. Nous avons défini
(72] la fonction P, et nous avons vu que, dans le cas d'un
liquide indéfini, cette fonction est proportionnelle a la force
vive: si donc les cloisons étaient supprimées et que les quatre
tubes existassent réellement, la force vive totale du liquide
serait égale & P 4 un facteur constant prés. Mais la force vive
du liquide compris entre les deux plans est le quart de la force
vive totale, qu'on obtiendrait en supprimant les cloisons «t
donnant une existence réelle aux tubds A,, A,, A,.

Donc: La force vive du liquide rée/ compris entre les deux
plans est encore proportionnelle & P, et I’'équation des forces
vives s’écrit :

P = const.

Or:

P = 2 mmy ll)g Pik

Dans le cas actuel m; = =1, et il y a six termes, corres-
pondant & six distances p quisont égales deux & deux. Pour les
termes qui correspondent i deux sommets opposés du
rectangle, le produit mm, —= 4 1; pour les quatre autres

termes, m,m; —— 4. Donc:

P=2logAA; —2logAA) — 2logA,A, = const.
AA, =2 Va2 L 42
AA, =2y
AA, = 2.
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L’équation de la trajéctoire du point A, sera donc :

2 log 2 Ya* + y2 — 2 log 4ay = const.
ou .
2 kg

p ,;2—— = consl.

1 1
;2 + :gi = const.
Donc la trajectoire du point A, dans le mouvement étudié

est représentée par cette courbe, qui est asymptote aux deux
axes.



CHAPITRE VI

METHODE DE LA REPRESENTATION CONFORME

8. Définition de la représentation conforme. —
Soient deux aires planes simplement connexes ; deux points M
(w, y) et M («', ¥) de ces aires. Supposons qu’on ait établi
entre M et M" une correspondance telle que @’ et %" soienl fonc-
tion de @ et de y: a chaque point M correspond un seul
point M’, et réciproquement. Si ' el ¢ sont des fonclions
continues de 2 et de y, M’ décrira une courbe quand M décrit
une courbe, et inversement. Aux différents points du contour
de la premiére aire correspondront les points da conlour de
la deuxiéme. En choisissant convenablement les fonctions '
et ¥, on peut conscrver les angles, ¢’est-A-dire obtenir que
les représentations des courbes se coupent sous le méme angle
que les conrbes elles-mémes. On dit alors que la représenta-
tion est conforme. Deux triangles infiniment petits correspon-
dants sont alors semblables; et aussi deux figures infiniment
petites correspondantes quelcondques, puisqu’on peutles décom-

poser en triangles semblables deux & deux.
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88. Considérons la variable complexe «' 4 V—1y : il
peut arriver que o' 4 y— 1y’ soit fonction de = 4 y—1 y.
Dans ce cas les angles sont conservés et réciproquement. En

effet, les conditions qui expriment ce fait sont :

dof _ dyf
de = dy
W B
ox Y,
dy da

Peut-on de cette maniére faire la représentation conforme
d’une courbe sur elle-méme ?

Soil, par exemple, une circonférence:

1° On peut la faire tourner autour de son centre :

2° Considérons un point M dans I'intérieur du cercle ; soient
(w,y) ses coordonnées: je puis y faire correspondre M (2, ¥)
également intérieur & la circonférence, suivant une représen-
tation conforme, de maniére qu’au centre O corresponde un
point O’ quelconque a l'intérieur du cercle.

En effet, prenons le rayon de la circonférence pour unité.
M a pour affixe Ja quantilé imaginaire x +- y— 1y, et 'équa-

tion de la circonférence est :
{ x4 \/rly | = const = 1.
Soit @ + V' — 16 I'affixe de O'. Considérons l'expression :

u (@ vV—1y) +
v (@ +V—1y) + 3

o V—1y =

Je puis choisir : a, 8, y, 3 de facon que M’ décrive la cir-

conférence en méme temps que M, c’est-a-dire que le module
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de " + \/:—iy' soit égal & F'unité en méme temps que celui

de x \/-—_i_z/.

s , 1
Le point O” conjugué de O a pour affixe : m;

faisons :

w,_{_\/_—ly,:m—l—\/jy—(a-{—\/—_ib) 1

— 1 a—y— 15
wb V= =Y
La condition :
o4+ V—1y|=1
équivaut a :
24y =1,
ou:

1 ——
Y +V—1ty

Done, pour les points de la circonférence (, ¥), nous pour-

rons écrire :

- — &+ V—1y— (a4 V—18) 1
7 V-t = | _ 1 a—\V—1b
a)—-\/—T_i_y a—\V— 15

ou :
i Ty SV y—(a V=1 at Vb
+V 1y—ac——\,/:Iy—(a—\,/—_ib) =y dy)a—-\/:-d—b.

Les deux fractions ont pour module I'unité, puisque leurs
deux termes sont conjugués. Celui de x — — 1y est égal a

I'unité. Le module de #’ + V= 1y’ se réduit donc & I'unité.

Si on fait :

@+ V—1y =a+y=13,
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ona:
&' 4 y—ty' = o,
de sorte que le point O est le transformé du point O, qui a
été choisi arbitrairement  'intérieur de la circonférence.

89. M. Schwartz a donné le moyen de faire la représenta-
tion conforme d’une aire plane quelconque sur un cercle ; mais
les procédés sont en général assez compliqués, sauf dans
quelques cas relativement simples. ‘

Supposons que nous sachions faire la représentation con-
forme d’une aire A sar un cercle de telle maniére qu'au point M
de Paire A corresponde un point M du cercle, el qu'au
point P, de Taire A corresponde le centre du cercle. Je dis
qu’on pourra aussi trouver une autre représentation de I'aire A
sur le méme cercle, qui sera telle qu'un autre point P de
I'aire A vienne au centre du cercle. Soit, en effet, P’le point du
cercle correspondant a P dans la premiére représentation.
Faisons la représentation conforme du cercle sur lui-méme,
de maniére qu'au point M’ corresponde le point M”, et qu’an
point P’ corresponde le centre du cercle. Cela est toujours
possible [88].

Nous aurons encore une représentation conforme de 1'aire
primitive A ; en effet, soient (z, y), (&, ¥') et (=", ¥”) les coor-
données des points M, M’ et M”; 2" et y” sont fonctions de (2, ¥')
et, par suile, fonctions de (x, y) comme 2 et ¢ eux-mémes.
D’autre part, les angles n'ont pas été altérés puisque les deux
représentations faites successivement sont toutes deux des
représenlations conformes. Enfin, si le point M vient en P, le

point M’ vient en P’, et le point M” au centre du cercle.

90. Probléme de Helmholtz (Application au). — Suppo-
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sons que la section du vase soit une courbe G; soit A, la trace
d’un tube tourbillonnaire ayant un moment égal & 2r.

Comme nous 'avons établi [60] :

v 4+ V—1u

est une fonction de = -+ V—1y.

Je puis done poser :

— d{y +V—1g)
2 v — 1y = —_—
o V= et v—1y
d’od :
o= 2 _do
T dy  dx
(3)
e
u_da:_dy
Posons :

oV — 1y = stV

Cette expression sera une fonction de = V= 1 y. Les
fonctions u et v se comportent régulierement a I'intérieur de
Ia courbe G, sauf au point A, o « et » deviennent infiniment
grands du premier ordre.

Jajoute que la différence

1
v-]-\/—iu—w+\/____fy

reste finie. La fonction
Y+ V=Tg— log (@ +V=1p) =/, [z + V=1 )

reste aussi finie, méme au point A,. Par conséquent :

eb+ V=12 = (o 4 y—1y) &
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n’'admettra pas de point singulier, puisque les deux facteurs
se comportent réguliérement au point A;,. Le long de la

courbe C, qui est une ligne de courant, § — const. Or e est
le module de e¢+¥=12 ou o' 4 V= 1y'. Donc le long de C
le module de @’ 4+ Y— 1y’ est constant :

(13 x? 4 y'* = const.

Considérons un point M (, %) & I'intérieur de la courbe G;
quand ce point parcourra toute l'aire limitée par G, le point
(«', '} parcourra aire limitée par la courbe correspondant a C;
or, d'aprés 1'équation (1), cette courbe est une circonférence

dont Je centre correspond a A,. La représentation esl conforme

puisque 2’ - \/— 1y’ est fonction de x 4 \/— 1y.

91. Réciprogquement, si on sait faire la représentation con-

forme de l’aire C, on pourra résoudre le probléme d’Helmholtz.

On connaitra alors @' - V— 1y', on posera :

eb+ Ve — g + \/:Ty’
A, =
= v= dy
7 sera la fonction des vitesses (en dehors du tube Ag).

92. Pour déterminer la trajectoire du centre de gravité A,
du tube, il est plus commode d’avoir recours & la comparai-
son électrostatique.

Considérons un champ électrique déterminé par un ceriain
nombre de droites perpendiculaires au plan des xy, de lon-
gueur 2! trés grande par rapport 4 leurs distances, et élec-
trisées uniformément ; nous supposerons que les extrémités

de toutes ces droites sont dans les denx plans z=1let 3 =—1.
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Soient(Ag. 27) AB une de ces droites; P,un point quelconque
sur cette droite, ayant pour coordonnées o, ', #’; P/, un
point de la droite infiniment voisin dont les
coordonnées sont &', ¥, 2' 4 dz’.

Si 3 est la charge par unité de longueur, la
charge de PP’ sera 8dz’ et le potentiel de la
droite AB en un point tel que M (=, v, 2)

sera:

1
8dz’

V=1 wr

—1
8 . . . .
, Soit p la distance du point M & la droite
Fig. 27.

MP? =2 + (s — 2
1
vV — 3z’
LV FE—2r
Posons :

F=0+z oe=l—2z P=I+3

o st
V= | %
[;Vp’+ ¢

V= slog 2t Vet 5 (atVolto?) (— BV ),
_p+\/92+ﬁ2 0

ou, comme « et 8 sont trés grands vis-a-vis de g, on a approxi-
mativement :

G 2 ___ A2
V= Slog%i@: 23 logz\/lfz-
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93. Si les droites électrisées sont en nombre quelconque :

22— 22
V=Y 23 log——
E 4 Og P‘

ou

#) V=—2Y3logp + 2log2 V& — ).

Si la somme des charges est nulle :

281 = 0.

alors le potentiel
(3) V=2 Zs,. logg;

ne dépend plus de ! ni de z.

La composante de la force électromotrice paralléle A Oz,

jli_z’ est nulle.

94. Application 4 I'hydro-
dynamique. — Soient C la sec-
tion du vase, Q celle du tube
tourbillonnaire (£g. 28). Le tour-

billon { varie d’'une maniére quel-
conque & l'intérieur de Q et est

nul & D'extérieur. Soit 2= le moment total du tube :

(6) Sordo = o,
Les équations & satisfaire sont : 'équation de continuits

du | dv
(1) d gy =
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et I’équation

(8) dv  du

d—m_@zgc'

La relation (1) exprime que u et v sont les dérivées d'une
méme fonction ¢ (z, y)

vdr — udy = di.
Substituons ces valeurs de « et v dans (2), il vient :
Ay = 2.
Par conséquent a 'extérienr de Q
Ay = o,

et il y a une fonction des vitesses. I.a courbe C doit étre une

ligne de courant, c’est-3-dire que le long de cette ligne

ou
%dx—l— Z—;‘dy =d} = o.
Le long de C on a done
¢ = const.

Comme ¢ n'est défini que par ses dérivées, on peut toujours

s'arranger de maniére que cette constante soit nulle.

95. Remplacons maintenant dans le tube £2 chaque {ube

infiniment délié par une droite électrisée de longueur 27, la
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densité sur cette droite étant proportionnelle a f. Snpposons
'espace compris entre Q et G rempli par un diélectrique, et &
I'extérieur de G un conducteur limité intérieurement par le
cylindre qui admet cette courbe comme section droite. Si ce
conducteur est en communication avec le sol, son polentiel ¢
sera nul, et tout le long de C on aura $ = o.

Mais il se répandra sur G une couche d’électricité, formant
une charge égale et de signe contraire 4 celle de Q {théoréme
de Faraday). En choisissant convenablement le facteur de
proportionnalité qui lie la densiléa ¢, le potentiel sera repré-
senté par la fonction ¢, que nous avons précédemment
définie [94].

A Vintérieur de C, dans le diélectrique:
Ay = o.
Dans l'intérieur du cylindre Q,
AY = — dmy”.
11 suffit donc de prendre :

) W=

ou :

Lo

f Wde = —

La fonction 4 satisfera alors aux mémes conditions que la
fonction ¢ définie par le probléme de Helmholtz. ¢ ne dépend
que de z et de y, et la somme des charges est nulle, puisque
les charges de G et de Q sont égales et de signe contraire.

En un point de la surface du cylindre G, la densité super-
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ficielle u’ sera telle que

fp.'ds = %>

en appelant s 'arc de la courbe C.

Le potentiel a donc pour expression :

10)  y=— 2fy.’dslogp — ny.”dmlogp
— q" + 4’”
(en désignant par{’la premiére intégrale,et par ¢ la seconde).
1l faut bien remarquer que ¢’ n’est pas le potentiel dd au
cylindre C seul, et ¢” le potentiel dd av cylindre Q seul, parce
que les charges de ces cylindres considérés isolément ne sont

plus nulles.

L’expression du potentiel de C serait [93]:

— ﬂfp'dslogp 4 2log 2 Z —z’fu.'ds,
ou :
——q/-{—logﬂ\/l"—-z’,

et pour le cylindre Q :

" — log 2 Vi — 22,

DO

en remarquant quefp'ds =+ %a etf;l’dm = —

Les composantes de 1a force électromotrice sont :

v:ﬂ U = ad

dx — dy’



APPLICATION A L'HYDRODYNAMIQUE 107

il faut les faire tourner de 90 degrés pour obtenir les compo-

santes de la vitesse, dont les valeurs seront par conséquent:

--§-%
) ay | ay
b= da;+dw'

96. Supposons que le tube devienne infiniment délié, sa
trace se réduisant au point G, et que son moment reste égal
a 2n.

Toute I'éleclricité sera concentrée sur la droite G perpendi-
culaire au plan des xy; au voisinage de cette droite, la force
électrique et, par conséquent, la vitesse deviennent infiniment

grandes. Alors I'expression de ¢” devient :
¢’ = — 2log pofp.”dm = log py.

po 6tant la distance du point M & la droite menée par le
centre de gravité du tube, parallélement & I'axe des z.

En effet, a des infiniment petits prés d’ordre supérieur, p
devient égal & p,. [MP devient égal & MG (£g.28)]. Si le point
considéré M approche indéfiniment de G, p, tend vers O,
et }” devient infiniment grand. Au contraire §' reste fini,
parce que p reste fini méme si le point M s’approche indéfini-
ment de G.

Par conséquent » et v croissent indéfiniment, quoique leurs

. ay . ddf . .
premiers termes El% et % demeurent finis, autrement dit les

THEORIE DES TOURBILLONS. R
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fonctions :

dlogp,
u
+ =g

o — 21080,
dz

restent finies, méme au point G.

La fonction 4 doit donc satisfaire aux conditions suivantes:

La fonction doit étre finie et continue ainsi que ses dérivées
dans toute l'aire limitée par la courbe G, sauf au point G; elle
doit satisfaire en tout point de cette aire & I’équation de
Laplace Ay = o et étre égale 4 0 en tout point du contour C;

enfin les fonctions

dlo dlo
u+T§&Q’ v——-—zi—ﬁo

doivent rester finies au voisinage de G.
Le probléme ainsi posé ne comporte qu’une solution ; celte

solution nous sera donnée par la représentation conforme,

97. Admettons, en effet, que nous ayons obtenu la repré-
sentation conforme de l'aire C sur la surface d’un cercle de
rayon égal & 'unité, ayant son centre & l'origine. Supposons
que le point G corresponde au centre du cercle. A un point M
(2, y) de laire G correspond M’ (', ') du cercle : &' 4~y—1y’

est une fonction de o +V— 1y. Posons :
log (2 + V—1y) = ¢ + V—15.
Je dis que la fonction :
¢ = log Va? — y?

salisfait aux conditions demandées.
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En effet :
Ay =0

puisque ¢ est la partie réelle d’une fonction analytique.
¢ = otout le long deC, puisque C a pour représentation le
cercle:

wlz + y!2 —_

¢ — log p,reste fini. Il ne pourrait étre infini qu'an point G

correspondant au point O, pour lequel :
x? 4+ y'? =o.
Soient z,, y, les coordonnées du point G :
po=| &+ V—1y | — | @+ V— 1y, |

V=Y
ac—i—\/—— 1y — (= +\/‘— 1¥,)

¥ — log p, == partie réelle de log

# 4= Y= 1y sannule pour x + V— 1y == , + y— 1y, et
c’est un zéro simple; la quantité sousle signe log ne s’annule

done plus au point G.

98. Vitesse du point G. — La vitesse du point G est
déterminée par 1'équation (1) [65].

Zdw f wldes,

ou :

de ay dl.y/
°fcd — | G v — tdo.

Or,f% tdw = 0. En efet, si la cloison C n’existait pas,
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les composantes de la vitesse seraient :
1 /
w— W I
dy dz
Mais, dans ce cas, le centre de gravité G du tube tourbil-

lonnaire est fixe :

d'ou :

Il reste done :

dx d*’
=0 —_
7 f{dw = fdy {dw,

%Q sera une des valeurs que prend — i{i—i a lintérieur de la

section Q du tube tourbillonnaire. Si le tube est infiniment
délié, cette valeur différe pen de la valeur que prend cette

fonction au point G.

Pour calculer %", nous prendrons donc la dérivée — %

el nous y substituerons 4 x et y les coordonnées z,, y, du

point G. De la méme facon nous calculerons dy = <i+—) .
; dt dx /
99. Comparaison électrostatique. — Considérons un
point M dans le plan des xy ; la force électrique qui agit en

ce point est, par raison de syméirie (puisque les extrémités
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des droites électriques sont supposées dans les plans z = 4= 1

équidistants du plan des @y), située dans ce plan, ses com-

posantes ont pour expression Zl?i, %—;—; elle est due & la charge
du cylindre Q et 4 la surface C. Cette force peut donc étre
regardée comme la résultante de deux autres, l'une due a la

charge de G et dont les composantes seront :

dy dy  dlog2 Vi — 2
dw dy dz ’

Sile point M est dans le plan des @y, la troisiéme composante

s’annule. La seconde force due & Q a pour composantes :

dy’ dy’  dlog2 VA — 2
dx dy dz
Le second terme du potentiel de Q ne dépend pas non plus
de x et de y.
Dans le plan des xy, la troisiéme composante s'annule
encore, et nous avons deux forces dont les trois composantes

sont respectivement :

L

dx dy
et

@ oay

de dy

prés du point G cette derniére devient trés grande. La pre-
miére reste finie et, d’apreés le numéro précédent, en la faisant

tourner de 90 degrés, on obtiendra la vitesse du point G.

100. Trajectoire du point G. — Pour trouver celte

trajectoire, ou plutdt une de ses principales propriétés, car il
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n’est pas toujours possible d'obtenir son équation sous forme
finie, il est commode de recourir encore a la comparaison

électrostatique.

104. Je rappelle d’abord quelques théorémes d’'électrosta-
tique dont je ferai usage.

TatorfME I. — Soit un champ électrique contenant des
conducteurs qui possédent des charges M,, M,, ..., M, respec-
tivement aux petentiels V,, V,, ..., V,. Si ce champ subit un
changement, le travail produit par les forces électriques est

égala laccroissement de la somme:

1
(M V) o+ MV, o - MLV, = EMV.

DO =

TukoriME I1. — Soient deux systémes de conducteurs S et §',
qui exercent I'un sur 'autre des actions mutuelles (abstirac-
tion faite des forces qu’exercent les conducteors d’un systéme
sur Jes conducleurs du méme systéme).

Supposons, pour simplifier I'énoncé, que les conducteurs
soient trés petits et assimilables a des points. 8'il n’en était
pas ainst, on devrait décomposer chaque conducteur en élé-
ments infiniment petits.

Soient M;, M,, ..., M,, les charges électriques des conducteurs
qui composent le systéme S; V{, V4, ..., V, les potenticls que
produirait le systéme S’ aux points ou se trouvent ces charges.
Soient Mj, M4, ..., M les charges des conducteurs dans le
systéme S, et V,, V,, ..., V, les potentiels que produirait en
ces points le systéme S.

Le travail des forces qu'exerce S sur 8" angmenté du travail

des forces qu’exerce 8 sur S est égal & I'accroissement de la
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fonction :
M, Vi M, Vs 4 ... - MV, =MV, 4 ... M/V,

EMV’ = EM/V-

Si les masses électriques sont en nombre infini, les théo-

ou :

rémes sont encore vrais; mais il faut remplacer les sommes

Zpar des inlégralesf-

102. Appliquons ces théorémes a 1'élude du champ élec-
trique que nous avons défini [95].

Les forces qui s'exercent dans ce champ forment quatre
groupes :

Les forces F,, exercées par les charges p1” les unes sur les
autres;les forces Fy, actions des charges i’ sur les charges p”;
les forces Fj, actions des charges p” sur les charges ', et
enfin les forces F,, actions des charges p” les unes sur les
autres,

Décomposons le cylindre Q en éléments infiniment petits
de la maniére suivanle ; nous partagerons le cylindre Q en
cylindres infiniment déliés de section duw, paralléles a 0z, et
nous découperons ensuite ces cylindres par des plans paral-
léles au plan des xy ; le volume de chaque tranche sera do dz,
et sa charge Wdodz.

Les composanles de la force F, relatives & cet élément

seront :

wdwdz %
wdwds dy

2 . 22
o"dods ‘ﬁ?ﬁ%\g__i-
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Remarquons que la section du cylindre Q a élé supposée
. . S Lody o dY

trés petite. A lintérieur de cetle seclion, _d% et E%;_ ont une

valeur sensiblement constante. Le point d’application de la
résultante des forces F, est situ¢ a l'intérieur de Q: il est donc
trés rapproché de la droite menée par le point G parallélement
a Oz. En appelant ! la charge totale de Q, supposée con-

centrée sur celte droite, la résullante des forces I, aura pour

projections:
’ !' ’
— ad _ g‘.{_t_ o.
do dy

103. Evaluons le travail de ces [orces et commencons par
le travail total des quatre sorles de forces électrostaliques
F,, Fy, Fjet F,.

Le travail des forces électrostatiques est représente, ainsi

que nous I'avons rappelé, par 'accroissement de:

c% dem,

V étant le potentiel auquel se trouve la charge infiniment
petite dm, et lintégrale élant étendue a toutes les masses.
Dans le cas qui nous occupe, le potentiel total est . Le tra-

vail cherché est done égal & I'accroissement de:
1 " 1 ’
éf‘l,«p. dwds 4+ éf#u. dsdz,

dw etant la section d'un des cylindres ¢lémentaires dans
lesquels nous avons décomposé Q; et ds, un élément du con-

tour G, de sorte que la surface C esl décomposée en rectangles

dont 'aire est dsdz.
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i’

En remarquant que ¢, " et u” ne dépendent pas de z, el
qu'on doit intégrer entre z == — ! el z == -/, celte expression

s'écrit :
fydo + 1 [yuds.

Posons :
P :J:by.”dw + [Yw'ds.
Le travail des forces électrostatliques sera représenté par:
d& = (dP.

104. Faisons le méme calcul pour les forces F, seules. La

charge d'un petit cylindre est w’dedz, et son potentiel

V" — log 2 VB — 2?

il vient donc :
as :-3-) a’f[q/’ — log 2 Y& — 3?) Wdwdz
mé " n 1 ” I
—dez,}/y_do)dz 2dfp.dw]0g2\/l 2%dz

= ldf'{/”y.”dw - %fy."dmfj—olg 2 dez,

car p” ne dépend pas de 3. Les deux derniéres intégrales sont

des constantes. En posant par conséquent :
P’ :fq/'p”dm,
le travail des forces F, aura pour expression ;

{dP’.
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Le travail des autres forces F,, I'; et Fj sera représenté par

l1a différence :

ld (P —P).
Or:

P—P :ﬂ'p.”dm +‘/-:lq.r.'ds.

¢ représente le potentiel d’'un point de G ; ce polentiel est nul
pnisque G communique avec le sol : le second lerme est donc
nol. La premiére intégrale doit élre étendue & toute l'aire Q.
Comme cetie aire est infiniment petite, 4’ y a une valeur a
peu prés constante dans toute son élendue, valeur égale a

celle qu'il a au point G, §{. Nous pourrons donc écrire :
P— P =y fudo = — 545
— Yo J I - g Yo-

105. Supposons que le tube se déplace, la vitesse de son
centre de gravité aura comme composantes :

%:_@i’) ‘_’h:<i‘k>

dt dy At dx

1, ‘, ,
(%) désignant la valeur que prend % quand on substitue
]

a « et & y les coordonnées xy, y, du point G.
Les masses p” se déplacent donc, el ce déplacement modifie
en méme lemps la distribution électrique sur la surface C.
Les forces F, ont pour composantes dans le plan des ay:

da dy

La résullante des forces F, est donc normale & la trajectoire du
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point G et, par suite, ne fournit aucun travail. Il en est de
méme des forces Fj et F,. En effet la résultante de ces forces
est normale au conducteur G (car dans une. distribation élec-
trostatique les lignes de forces aboutissent toujours normale-
ment aux conducteurs): les masses p.' se déplacent, mais en
restant @ la surface du conducteur, et par conséquent dans
une direction perpendiculaire & celle de la force. Cette force
ne produit pas de travail.
Le travail total des forces ¥y, F§ et F; est donc nul.
I1 résulte de 13 que :
dP — P) =0,
ou:
P — P’ == const,
et:
$§ = const.

106. La trajectoire est une courbe fermée. — Suppo-
sons qu'on ait fait la représentation conforme de I'aire C sur
un cercle K ayant son centre en
0 (fg. 29). Au point G (z,, ¥,)
correspond G’ (z§, i), et an
point M (z, y) le point M’ (&, ¥').

Posons :
o V= 1y =2
vw—{—v—-iy =17
@ +V—1y; =24
zo+V—=1y, =12, Fig. 29.

Z est une certaine fonction de Z, £(Z), Z§ la méme fonction
de Z,, £ (Z,).
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Posons encore :
o —V=1y;=1U;.

Pour pouvoir appliquer les formules, il nous favut trouver
une aulrereprésentalion conforme telle qu'au point G corres-

ponde le point O, et & M un point M” (a”, 3"} tel que:
& V=1 y =12 = (7).

Pendant le déplacement du point G, la forme de la fonetion ¢

variera, mais celle de 7 demeurera la méme, car dans la défi-
nition de fle point G ne joue aucun role.

Nous savons [88] qu'il suffit de prendre :

7 —17
7 = 2 fe
7T, —1

En effet: si mod Z’= 1, on a mod Z" — 1.

SiZ =12, 7 =1 et Z; = o0, c’est-a-dire gqu’au point G
correspond bien le point O.

Z’ est une fonction de o et de y:

77— gb+V=19p
¢ = p réelle de log Z" = log |Z"|

" = log g,
en prenant:

po = MG = [Z — Z,]
¢ = log

Z// . Z"—Z_(; ———
Z—__——Z';|-—— 10D 'Z'—: Zol—— loglz Uo i]

Y4 est la valeur de celte expression pour Z = Z,, soit en
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appliquant la régle de I'Hopital:

, dzs .,
$o = log dZZ — log|ZiUg — 1)
dZ >,
= log 72| — log (1 —|Zq1%).
L’équation ¢ == const peut donc s'écrire en passant des
logarithmes aux nombres :
dZ}
dZ,
= const.
e

La trajectoire est donc toujours une courbe fermée.



CHAPITRE VII

MOUVEMENT DES TUBES TOURBILLONNAIRES
THEOREMES GENERAUX. TUBES DE REVOLUTION

107, Tubes tourbillonnaires de révolution. — Suppo-
sons qu'il. existe dans un liquide indéfini des tubes tourbil-
lonnaires qui soient de révolution autour de I'axe des z. Si
2 cette condition est remplie a 'origine

des temps, elle snbsistera constam-

M ment ; tout plan passant par 'axe des
/ z sera et restera un plan de symétrie.
Soit M un point queleconque du li-

quide ; menons le plan méridien pas-

sant par ce point (£g. 30), el prenons

limage du systéme par rapport & ce
Fig. 30. plan. La vitesse du point M ne devant
pas changer, par raison de symétrie, il

faut qu’elle soit contenue dans ce plan méridien.

108. Considérons un tube infiniment délié, formant une
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sorte de tore (fg. 31), et soient dw sa section droite, R la dis-
tance du centre de gravité de cette section a1’axe Oz. Le volume

du tube sera:

2nRdw,
et il doit demeurer constant. Le tour-
billen ¢ étant perpendiculaire au plan
méridien, le moment du tube a une | | R "_
valeur

2edw

constante tout le long du tube. Puis- 0 —_—
ig. 31.
que do est constant, il faut que < le

soit aussi; ¢ ne dépend que de z et de R ; en posant :

@ = Rcosg
y == Rsing
=z

il viendra :
s =[r(R, 2).

D’autre part, le moment du tube doit demeurer constant par

rapport au temps; il en sera par conséquent de méme de %-

109. Nous avons a trouver des fonctions «, v, w qui satis-

fassent aux équations:

dw dv

22:21—3;——&

du dw

(1) I == — o=
~dv du

du , dv | dw
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Ces équations ont la méme forme que celles de Maxwell.
Elles se confondent avec les équations de Maxwell en admet-

tant qu'on remplace les tubes tourbillonnaires par des cou-
»

rants dont les composantes soient 5;7_:’ é:lr’ %; u, v, 1 seraient
les composantes du champ magnétique déterminé par ces
courants.

Maxwell introduit ce qu'il appelle le potentiel vecteur dont

les composantes I, G, H cont définies par les conditions:
(2) —s ele.,
R 2

et qui vérifie la condition

df . dG  dH
ar @, A
dx + dy ' dz ©

En éliminant u, v, w, on trouve

AF 4 Hzu = o,

ou

3
AF 4 ""“"5)27'_ = 0.

¥ est donc le potentiel d'une matiére attirante dont la densité

serait .= - Soient «, y, z les coordonnées d’un point du champ;
™

«’, y', 2’ les coordonnées du centre de gravité d'un élément
de volume dr; &, 4, ¥, les valeurs de §, 4, { en ce point; r, la

distance des points «, y, z et &, ¥/, 7/, nous aurons, d'aprés
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cela:

Ces formules donnent F, G, H et par suile u, v, to quand
%, w, { sont connus. (Cf. Electricité et optique, 1, page 144,
8qq.

110. Expression de la force vive du liquide. — La

force vive totale du liquide a pour expression:
0 =1 [t ot gt v,

en supposant que la densité du liquide est prise pour unité ;
dans la comparaison électrodynamique, si le milieu dans
lequel se trouvent les courants n’est pas magnétique (u =1,

I’énergie électroecinétique sera :

(5) gl; (u® + v¥ 4 w0?) dr =

ke

Cette énergie électrocinétique est susceptible d'une autre
expression. Considérons, en effet, un élément de courant sur
T'un des circuits qui engendrent le champ; soient ds cet ¢élé-
ment ; i, I'intensité du courant ; P la projection du potentiel

vecteur sur la direction de I'élément ds, la somme :

% ﬁdsP

THEORIE DES TUURBILLONS, 4
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étendue & tous les éléments de courant représente 1'énergie
cinétique. Si pour un instant nous désignons avec Maxwell
par u, v, w les composantes du courant, Maxwell démontre

que:
(6) % ﬁds.P = ; [ (Fu + Go + Huo) .

(Cf. Electricité et Optique, 1, page 153.)
Dans nosnotalions actuelles les composantes du courant sont

d’on :

3 fiasp = %/ (1«*257r +62 +H§%)d1 = (Fz'-{- Gv.-g-Hc)dT,
et

(1) T= f(FE + Gn + HY) dr.

411, L'identité de ces deux expressions se démontre

d’ailleurs directement. En effet:

[ (e 4 Gy 4 12) de =/ T Fide _-:fEF%’dT —f Fz—;,dr.

Remarquons que dv = dadydz, et intégrons par parlies :

dw dr
fF T dadyds =  fPwodids — fo a5

Nous devons intégrer entre — o et -4 . Or, & l'infini,
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F et w sonl nuls; le terme tout connu est done nul aux limites,

et il reste seulement :

De méme :

[}

“‘—wagi(r—{- [Z ({Fd‘r,

soit, en développant les Z :

Bone

i / dF dG dH dF dG dil
T—_der<v + ¢ dx_!—uc@—_wdy_u_(f;*vﬂ)

. (Z(J dF dH dG  dF
:’f [ dJ c/z + U((lz_dw> + (%wgl}/>]

ou, en sc reportant aux équations (2)

T = %j‘(u’ + v? -} w? dr

112. Actions mutuelles des éléments de courants gqui
remplacent les tubes tourbillonnaires. — Soit un élément
de courant MM' de longucur ds et d'intencité ¢ placé dans
un champ magnétique ; soient MP le vecleur qui représente
la force magnétique en M; MC, un vecteur tangent a MM’

et proporlionnel & ids. L’élément MM’, comme on le sait, est
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soumis & une force perpendiculaire au plan MTGC et égale &
I'aire du parallélogramme construit sur MT et sur MC. Soient
dx, dy, dz les projections de ds sur les trois axes; «, B, y
celles de la force magnétique MT ; idx, idy, idz les projections
du vecteur MC. Les projections de la force électrodynamique

sur les axes sont :

Oux) idz.§ — idy.y
Oy) ide.y — idz.x
0z) idy. .« — idz.B.

Dans le cas qui nous occupe, les quantilés qui corres-

pondent a idx, idy, ids sont :

td nedt Idv
y=mant |

= b
On 2 9z

et celles qui correspondent a z, §, v sont u, v, w0. Les compo-
santes de la force élecirodynamique seront alors :
dr . .
o (v§ — wm) = Xdr

-

dv .
Z: (Wi — ul) = Yd=

d
17:1 (wn — vi) = Zdz.
en posant :
1 4
X= o (v} — wy) ..... y ele

113. TrtoreME. — Les forces(X, Y, Z) qui représentent les
aclions mutuelles des éléments de courants fictifs, par lesquels
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nous avons remplacé nos tubes tourbillonnaires, doivent étre
égales et opposées deux & deux. Donc:
La somme de leurs projections sur un axe quelconque est

nulle:

(8) 2 Xdv=o ou : Z (v} — wm) dv = 0.

De méme, la somme de lenrs moments par rapport & un axe

quelconque est nulle :
(9) N (Xy - Yo)dr = o.

114. Démonstration directe de I’équation TXdr = o.
— Soit une surface S, par exemple une sphére ayant pour
centre 'origine et de rayon R lrés grand. Soit dw un élément
de celte surface, I, in, n les cosinus directeurs de la normale a

cet élément. Je dis que l'intégrale :

fdw [é (u? 4+ o2 - w?) — u (lu + mo + nw)]

est nulle.

En effet, nous avons supposé tous nos tubes tourbillonnaires
a distance finie; un poinl de la surface situé & une distance R
trés grande de l'origine sera aussi a une distance trés grande,
du méme ordre que R, des tubes tourbillonnaires. Le vecteur

(v, v, w) représente la vilesse ou la force magnélique. On sail
- . 1 o

gue cette force magnélique varie comme R Si donc nous

regardons R comme un infiniment grand du premier ordre,

u, », wseront infiniment petits du troisiéme ordre, comme e’
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et u?, ', w? seront du sixiéme ordre. La surface & laquelle on
étend l'intégrale esl infiniment grande, il est vrai, mais seule-
ment du second ordre ; 'intégrale est donc nulle.

Transformons cette intégrale d’aprés la formule connue :

il vient :

U = = 0.

%—u@— dz

du_ du_ du
de ™~ dy wdzw

fa’r _ du dv dw

— U

La seconde ligne est nulle en vertu de 1'équation de con-

tinuité. En tenant compte des équations (1), il reste :

2‘]‘0{1 (wf — 101} = o,
ou .

2 Xdr = o.

115. Le théoréme des moments donue une éjquation ana-

logue :
f(xy — Ya) de = o,

ou

x o ‘

(9 MY
) /{ U 0w ‘dr:o.
n L

e
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116. Autre expression de la force vive T. — Pour
obtenir cetlte expression, rappelons d’abord le théoréme
d’électrodynamique suivant : Si on déplace des courants sans
changer leur intensité, le travail des forces électrodynamiques
est égal & 1'accroissement de 1’énergie électrocinétique. Soit
un élément de couranl ds d’intensité ¢ : supposons que les
coordonnées &, y, z de cet élément éprouvent des variations

Sz, 3y, <.

[ (Ko 4 Yoy + 232) de = %
Admettons en particulier que 8z, 8y, 8z soient proportion-

nels d «, v, 2 ¢
3x = e, 3y = ey, 37 = e2.

¢ étant une conslante infiniment petite, la transformation
revient a multiplier toutes les distances par 1 4 . Supposons
pour fixer les idées qu'il n’y ait que deux courants; dans ce

cas
(Li% + 2Mid’ 4 Ni'?)

(8Li? -+ 28Mi7’ | 3Ni"3).

Dans le changement particuliér que nous avons effectné,
les courants restent homothétiques par rapport & Vorigine.
Dans le systéme électromagnétique L, M, N sont des lon-
gueurs ; en raison de I'homogénéité ces longueurs doivent

étre multipliées par 1 -+~ «. Donc :

3L = Lk, IM = Mg, 8N = Neg,
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et enfin :
3T = Te.

Cette formule reste évidemmenl vraie pour un nombre

quelconque, et méme une infinité de courants. Donc :

f(Xx+Yy+Zz)e:I—:,

ou en supprimant ¢ et remplacant X, Y, Z par leurs valeurs :

@ Y k4
(10) = u v w dr = ;a
E 7 g

ou en représentant le déterminant par D :

fl)d‘r :%‘

11%. Liquide enfermé dans un vase. — S'il s’agit d'un
liquide renfermé dans un vase qu’il remplit complétement, on
pourra recourir encore & la comparaison électrodynamique
i la condition de remplacer le vase par un condacteur par-
fait.

Maxwell a montré que dans un tel conducteur les courants
sont localisésa la surface, et que cetle surface forme un écran
électrodynamique (nappes de courants). Les théorémes énon-
cés précédemment demeureront vrais si on tient compte de
cette nappe de courants.

118. Considérons un point de la surface du vase : les

molécules de liquide situées & l'intérieur du vase ont une

vitesse située dans le plan tangent; en un point infiniment
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voisin, mais situé de V'autre coté de la surface, le liquide en
repos. La vitesse est donc discontinue. Cetle discontinuité
peut étre remplacée par l'introduction d’un tube tourbilion-
naire. En effet, prenons le cas particulier d’une surface plane,
le plan des ay par exemple, le liquide étant au-dessous de ce
plan. Au-dessus du plan la vitesse sera nulle ; au dessous, elle
sera constante et paralléle & Oz.

Supposons que la variation de vitesse se fasse non pas
brusquement, mais d’une facon continue, quoique trés rapide.

Dans la couche de passage u sera une certaine fonction de z :

et :

sera différent de O. D’aprés les hypothéses faites, u est fonc-
tion de z, seulement; v = w = o. Donc £ et { sont nuls ;

mais

(I
N

‘q:

est différent de O, et est méme trés grand.
Le tourbillon qui remplace la discontinuité sera done paral-

léle au plan de séparation et perpendiculaire A la vitesse u,

119. Si la surface de séparation est courbe, et la vitesse
variable, le théoréme sera encore vrai. Il suffit, pour le
démontrer, de décomposer la surface en éléments assez petits
pour qu’on puisse considérer ces éléments comme plans, et la
vitesse comme constante dans toute leur étendue ; il est tou-

Jours possible de choisir I'épaisseur de la couche de passage
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trés petite méme vis-a-vis de ces éléments; nous pourrons
ainsi remplacer la surface par une nappe de tubes tourbil-
lonnaires. D'aprés la démonstration précédente, chacun des
tubes sera dirigé dans le plan de 1'élément, c'est-a-dire dans
le plan tangent & la surface, et la limite sera sur cette sur-
face elle-méme, perpendiculairement a la vitesse au point

considéreé.

120. La force (X, Y, Z) qui représente l'aclion électro-
dynamique sur un élément de nos courants fictifs doit étre
perpendiculaire & la fois au courant eta la force magnétique.
Le courant est dans le plan tangent a4 la surface du vase; la
force magnétique, qui est dirigée comme la vitesse, est aussi
située dans le plan tangent; la force (X, Y, Z) est donc nor-

male & la surface du vase.

121. Pour appliquer au cas actuel les théorémes gque nous
avons démontrés dans le casd’'un liquide indéfini (113-116},
il nous faudra tenir compte de deux groupes de forces élec-
trodynamiques, celles qui agissent sur les couranils que nous
avons substitués aux tubes tourbillonnaires, et celles qui agis-
sent sur la nappe de courants qui remplace la surface.

Mais, dans un certain nombre de cas particuliers, les termes
complémentaires provenant de ces derniéres forces, que nous
devrions ajouter dansnos équations, auront une somme nulle,

Par exemple, ¢ile vase a la forme d’un cylindre dont les
génératrices sont paralléles & Ow, les forces qui agissent sur
la nappe de courants étant normales a la surface seront nor-
males & Oz, et la somme de projections sur Ox sera nulle. Le
premier théoréme reste vrai sans modification (113).

Si le vase est de révolution autour de Oz, la somme des
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moments des forces complémentaires par rapport 3 Oz sera
nulle, puisque toutesces forces rencontreront Oz. Le deuxiéme
théoréme (113) sera encore vrai.

Si le vase est ine sphére ou l'espace compris entre deux
sphéres concentriques, le second théoréme est vrai par rap-
port & un axe quelconque passant par le centre, la sphére
étant de révolution autour d’un axe quelconque.

Sile vase est limité par deux plans paraliéles au plan
des 2y par exemple, on peut le considérer comme de révo-
lution autour de 'axe des z, ou comme un cylindre paralléle
soit & Oz et & Oy, et appliquer les remarques relatives a ces

différents cas.

122. Les tubes tourbillonnaires sont des cylindres

paralléles & o0z. — Dans ces conditions :

l
=
i
o
s
1
o

¢, u, v ne dépendent que de z.

Le mouvement ne sera pas modifié (86) si nous limitons
une portion du liquide par deux plans paralleles au plan
des xy, par exemple : z =0, z = 1. Les deux théorémes
sont encore applicables. Voici comment nous définirons 1’é1é-
ment dr. Décomposons le plan desxy en élémentsde surface do,
et prenons chacun de ces éléments comme base d’un cylindre
paralléle & Oz, et limité aux plans =0 et z=1. L'espace
compris entre les deux plans sera de cetle facon partagé en
une infinité de ces cylindres; puis nous menons des plans
paralléles au plan des zy, distants entre eux de dz. Clest la

tranche limitée dans un des cylindres par deux de ces plans
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que nous prendrons pour 1'élément dr. Nous aurons donc :
dr = dwdz,

et I'expression du premier théoréme devient :
ﬁ{dzdm =0

Comme v, { ne dépendent pas de z ; nous pouvons intégrer

par rapport & z entre les limites # = O et z = -} 1,d’o0 :
(1) ﬁcdm =0

de la méme maniére, nous trouverions
(12) ﬁidw = o.

Le second théoréme devient, en dvéeloppant le déterminant
(116)
f(am + yo)ldzde = o

ou en intégrant par rapport a4 z, comme ci-dessus :
(13) f (wu + yo)ido = o.

428. Nous retrouvons ainsi les théorémes que nous avons
démontrés dans les chapitres précédents.
Le centre de gravité de tous les tubes tourbillonnaires

demeure fixe, ce qui s’exprime par les équations :

ﬁde — const

ﬁde = const
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et le moment d'inertie des tubes par rapport a un axe quel-
conque paralléle & Oz demeure constant, par rapport & Oz lui-

méme, par exemple :
(14) f(w’ + »?) (2? 4- y?) d{dw = const.

En différentiant ces équations par rapport i ¢, il vient en
effet :

dz .
ﬁ {dw = [ufdw = o
WYy _
f-ziitdm __vadw =0

f(w‘fl—f—{-y%) tdo = [lau + y7) tdo = 0.

Nous retrouvons les équations (11), (12) et (13) écrites
ci-dessus.

Enfin, en écrivant que la somme des moments des quantités
de mouvement des tubes par rapport & Oz est nulle, nous

obtenons :

f(uy — vz){dw = const

x y o
f v v o dw = const
o o ¢

qui, dans le cas oa nous nous sommes placés, n’est autre

que l'équation (10) du n° 116 :

ou

fDd‘r = const.
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124. Démonstration directe de la relation f Ddr = %

— Revenons maintenant au cas général. Nous avons démon-

tré par la comparaison électrodynamique la relation (10)

fDd’.’ = %;

Cette relation peul aussi s’établir directement, comme nous
allons maintenant le faire voir.

Pozons pour abréger :

u2+v2_|__w2

(.2 ?

T :ﬁd‘r.

Développons le déterminant D suivant les éléments de la

h =

ou

premiére ligne

D = Az 4 By -} Cz,

en posant
A=rnw—2%»
B ="{u — fw
C =% — nu

Calculons A par exemple
du  dw dv  du
AN ) W < Tx dac> v ( T dy)
au du du dv du dw
_u%—u@—{—vgg}—v%—}—ua—w%

du du du dh
faunsd u&—p+v@+20%—dzy
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les expressions de B et de G se déduiront de celle-1a par
symétrie:

Envisageons l'intégrale

f[(lx-{—-my-[—nz) uz+§'~}i}~2 —(lu—{—mv-}—nw)(mu—{—yv—{—zw)] do.

Cetle intégrale, prise sur toute la surface d’une spheére de
rayon trés grand, est nulle, d’aprés un raisonnement que nous
avons fait plusieurs fois déja (voir en partie, 144). Transfor-
mons-la d'aprés la formule dont nous avons aussi déja fait

usage :

ou
_ (ex
f Xdw = dedﬂc.
3 2 \2
X:mu——_LvQ—-'—zi — u (xu -+ yv + zw) = 2h — uK

en posant :
K = ou 4 yv + zuw,

et par conséquent

dX _ dh du 2 dw | dv | dw
I = Tam T T kT _“(‘”dm+yd +zda;>
dY  dh d_v . ﬂt @ 7dw
dy Yy th gk _”<wdy+ydy "d?/>
di. _ _dh dw 2 du | dv | dw
Pl e —w<mdz+ydz+zdz>
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les deux derniéres équations étant obtenues par symétrie.

Nous devons écrire que :

En effectuant la somme Z nous trouvons aprés des réduc-

tions évidentes, en tenant compte de l’équation de conti-
nuité :
2%:h—2(Aw+By+Cz):h—‘2D,

d’out

fhdr —ﬁDd-r =0
fDd-r = %ﬁldr :;

125. Les tubes tourbillonnaires sont de révolution
autour de Oz, — Supposons que les tubes tourbillonnaires
soient de révolution autour de Oz. Dans ce cas, nous adopte-

rons les coordonnées semi-polaires en posant :

&Tr = pCOS¢
y:psinq';
= 2Zz.

Par hypothése, le tourbillon est en chaque point perpendi-
culaire au méridien.

Si donc ¢ est la grandeur du tourbillon :

£ = —o¢sing
n=6C05¢
¢ =o.
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Par raison de symétrie [10%7], la vitesse (u, v, w) est située

dans le plan méridien et

d,
u:j’;cos?
do .
”:EES””?
w = &
Tdt

De plus, comme nous l'avons vu [108], g est une constante.

Substituons ces valeurs dans nos équations: un certain
nombre se réduisent & des identités. Mais il nous restera en

particulier la suivante :
(16) f (u, — vE) dr = o.

Pour définir I’élément dr, considérons un plan méridien,
celui des zy par exemple : décomposons-le en élémeants de
surface dw. Chacun de ces éléments dans la révolution autour
de Oz engendre un volume. Si nous menons des plans méri-
diens distants angulairement de dg, ces plans découperont
dans les volumes des troncons assimilables & des cylindres
de section do et de hauteur pdy. Le volume de ces trongons

sera :

dr == pdudsy.

L'équation (15) deviendra :

f;g—‘: (cos? ¢ + sin?g) = pdwdp = o,

THEORIE DES TOURBILLONS. 10
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(16) ﬁgipdmd? —o.

L’intégrale doit étre élendue & tous les éléments dw d'une

ou

moitié¢ du plan des zy, et entre Jes limites 9 =0, et ¢ == 2.
Comme le coefficient de do ne dépend pas de ¢, on peut

intégrer par rapport & ¢ et éerire :

(17) f;ogsdw = 0.

Transformons maintenant le déterminant D en le multi-

pliant par un autre qui est égal a 1.

x Yy z cosp sing o
D=|% n §| X | —sing cosgp o
u v ow 0 0 i

xcose -+ ysing —wxsing | ycosg z
= | fcose ;- msing —Esing 4 ycose

ucosy +-vsing —using + vcosg 1w
ou
p O z
0O ¢ o dz d
D= |. :c( ——zi>-
@ o d__z °at dt
dt dat

Si nous portons cette valeur de D dans la relation (10), il

vient :
fDdT =|Dpdwdy = '2!

Qfopdw = QT-
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(18) sz [(opds (3—‘: —z %) =T

126. Grandeur de la vitesse. — Soit un tube infini-
ment deélié, de section circulaire, existant seul : son rayon

demeure constant. La relation (17) :

fc\a%‘j-dw:o

[‘cpgdu) = const.

exprime que :

En effet, si nous dilférenlions cette derniére par rapport
a ¢ en remarquant que scw représcnte le moment du tube

et est constant, nous retrouvons 1'équation (17) :

Posons :
(1) [odo =M
@) [oprdo = MRZ.

M sera une constante, ainsi que MR2.
Sis a partout le méme signe, R sera compris entre les
valeurs extrémes de ¢, p, €t o,.

En effct, soit g, la plus grande valeur de ¢ :
MR? < [sp3do

(1) Au leu de celte équation, Heimboltz trouve, par suite d’une erreur de

lm:fopdw (p%—’la%):T;

la présence de ce facteur 2 ne change pas d'ailleurs les résultals que unous
allons exposer et qui reposent seulement sur la congidération de I'ordre de
grandeur des différents facteurs.

calcul :
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ou :
MR? < ¢} [ sdw == M}
RY < p};
on démontrerait de méme que :
R? > of.
Par conséquent :
oo > R>p,.

Si le tobe est infiniment délié, oy et p, différent trés peu
l'un de Vautre et trés peu du rayon moyen du tube. Ce
rayon moyen différera aussi irés peu de R et pourra étre
regardé comme constant, de méme que R. Le seul mouve-
ment que puisse prendre le tube se réduit donc A un dépla-
cement paralléle & Oz. Quelle sera la vitesse de ce déplace-
ment ? Il n’est pas évident a prior? qu'elle sera constante,
parce que la position du tube relativement & Oz ne change
pas par le déplacement; la vitesse pourrait dépendre de la
forme de la section.

Il n’en est rien : la vitesse est constante et trés grande,
ainsi que le montre Helmholtz en s’appuyant sur ’équation (3),

et tenant compte de Pordre de grandeur des quantités
d
T, u, v et a—?

Si la section du tube est infiniment déliée, un point situé
& distance finie du tube aura une vitesse finie. Mais un point
situé au voisinage de ce tube aura une trés grande vitesse. Le
rayon de la section du tube et la distance de ce point au
bord de cette section seront toujours trés petits vis-a-vis de R.

On obtiendra une approximation suffisante en assimilant la
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partie voisine du tube A un cylindre et lui appliquant les

formules des tubes cylindrigues.

12%. Considérons un tube rectiligne infiniment délié. Pour
déterminer la vitesse, nous remplagons ce tube par un cou-
rant rectiligne indéfini. La vitesse est représentée par le méme
vecteur que la force magnétique : elle est donc en raison
inverse de la distance du point considéré & l’axe du courant.
En un point infiniment voisin de celte droite, la vitesse sera
infiniment grande. Par conséquent la force vive T est infinie.

Le potentiel vecteur (F, G, H) est défini par lesrelations:

f— di, ete.

Supposons notre tube rectiligne paralléle & 'axe des «.

»

Dans le cas actuel ;;— est une constante. F serait le poten-
TE

tiel d'une droite indéfinie électrisée uniformément. En un
point infiniment voisin de la droite, ce potentiel est de I'ordre

de log p, si p est la distance du point & la droite.

128. Soit maintenant un tube circulaire ou le courant cir-
culaire qui le remplace. Dans le plan normal & ce cercle au
point O, je prends un point M trés voisin de O. Je vais cher-
cher la force magnétique et le potentiel vecteur engendrés
au point M par le courant circulaire, et les comparer & ceux
qu'engendrerait un courant rectiligne, dirigé suivant la
tangente en O, et ayant méme intensité que le courant cir-
culaire.

Prenons le point O comme origine (fig. 32), la tangente
comme axe des «, le diamétre OG comme axe des y. Le point

M sera daps le plan des yz.
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Supposons l'intensité du courant égale a 'unité. Soient ds

un élément de courant, da sa projection sur Oz, r la distance

de ds au point M :

dz,
-

F =

L'intégrale doil étre prise de —
R 3 + R, R étant le rayon du

K cercle
Soient PP = ds, et P,P| =
dx la projection de PP sur I'axe
des z (fig. 33); r, la distance de
P,P{ aM. Le potentiel vecteur di

Fig. 32.
au courant rectiligne a pour expression :

F, = —_
1
7y

L’intégrale devrait étre prise de — o & + o0; mais, comme
nous ne nous proposons que d'é-

tudier l'ordre de grandeur de F,,

SO
'

nous pourrons la prendre comme
la premiére entre les limites — R
et + R.

P En effet, les éléments situés a

y distance finie de M donneraient

Fig. 33. dans l'expression de F, des termes

finis, qui sont négligeables vis-a-

vis des termes trés grands donnés par les éléments voisins
de M.
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Il en résulte que nous avons le droit d'écrire
q

F—lﬁ:/dw(%———:—)-
« {

Nous pouvons trouver une limite supérieure de I'élément
de cette intégrale. Soient, en effet :

0, Yy, %y les coordonnées de M
x, Y, O id. de P
@, 0, O id. de P,.

Dans le triangle MPP,

MP =r MP, = r, PP, = y.
Or:

i 1

="
iy

est plus petit que :

=L+ 1)

Comme r, — r < y, on & enfin:

et ;

D’ailleurs :
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yd e
f/'(?ﬁy"?'
r &£
Y

Quand le point P se rapproche indéfiniment de o, oo

d'on :

tend vers une limile finie 2R, R étant le rayon du cercle.

qynlx
r 2

ydx
2

L'intégrale et de méme l'inlégrale / restent donc

&/

finies, par suile la différence I' — F, est finie.

129. Ordre de grandeur du potentiel vecteur. —
Puisque la différence F; — I' esl [inie, nous pouvons, pour
chercher I'ordre de grandeur du polentiel vecteur, remplacer
le tube circulaire par le tube rectiligne.

Sapposons d'abord qu'il s'agisse d'un tube unique, et que
le tourbillon soit constant. Le tube rectiligne sera un cylindre
A section circulaire. Le polentiel vecleur sera égal au poten-

tiel d’'une masse atlirante distribuée sur le cylindre, et dont
4

la densité serait égale & >~
2n

En un point extérieur au cylindre, le potentiel est le méme

que si toule la masse altiranie étail concentrée sur l'axe.

Si p, est le rayon du cylindre, tout se passera en un point

extérieur, c'est-a-dire en un point dont la distance a I'axe p

est plus grande que p,, comme il existait sur I'axe une

matiére atliranle de densilé ;
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et le polentiel en ce point sera :

3) Jidloge (6> el

Pour un point intériear au cylindre, c'est-a-dire pour
p < pg, l& potentiel s'obtient en décomposant le cylindre en
deux parties par une surface cylindrique ayant méme axe que
lui et passant par le point considéré, La couche annulaire
n'a aucune action sur le point : l'autre partie a méme action
que si toute la masse était concentrée sur son axe.

Par conséquent l'aliraction est égale a :

[H
— T pour p > ¢,
~ Lpo P == o
— L P << po-

Le potentiel aura donc pour expression :

(4) — %2 -+ C,

les deux formules (3) et (4) devant concorder pour p = g,

Cette condition détermine la constante C :
2
5y o— g eg,
1
¢ =12 (5 — log )

Supposons le moment du tube Lp, fini. Si p, est tres petit,
G, el par conséquent, le potentiel veclear sera de l'ordre de

grandeur de log p,.

130. Ordre de grandeur de la force vive, — Soient P
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le potentiel vecteur, s le tourbillon, qui sont perpendiculaires

au méridien. La force vive a pour expression :

I :fcpd'r :chpdwdrp,

ou en intégrant par rapport a ¢ :
I = Qﬂfa[’pdw.

Or fo'dm est fini; c’est le moment du tube que nous regar-

dons comme fini, par hypothése. P est de I'ordre de log p,.
La force vive sera aussi de cet ordre, et par conséquent trés
grande. Quant & la vitesse, elle est du méme ordre de gran-

deur que I'attraction de notre cylindre considéré plus haut et

1
par conséquent que p—
Po

131. Vitesse du mouvement. — Posons :

(6) A= fcp”zdw = MR3z,
en prenant :
(6) MR? = /‘dpzdw = const.

z, sera l'ordonnée d'un point situé a l'intérieur de la sec-
tion méridienne du tube. Soient en effet z, et z, les ordon-
nées extrémes de cetle section.

Je dis que :

3, > a0> %,
En effet :

fap’z,dm = z‘fp’cdm = z,MR3,
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D'autre part :

j.cp2zdw <fcp'zz4dw,
ou:
2,MR? < z,MR?
et:

Zy < 7y
On démontrerait de 1a méme maniére que :
Z, > 2,

Différentions A par rapporta ¢, il vient :
WA MR %0 (o (297 % 1 2 &
@ = MR "‘/cdw (“pz a e dt)’

car adw, quireprésente le moment du tube, est une constante.

D'autre part, de ’équation (3) [125] nous tirons :

dz d T
fap’mdw:fcpz d—sdw—}—z;-

Par conséquent :

dA _ ype %o dp X
(7) T MR 7 %7 = dw - In
De ’équation (1) on déduit, en remarquant que z, esl une

constante :

d,
(8) 0 :fo‘p 2% zydw,
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et en additionnant (7) et (8) :

dz . T
9\ 2 D50 _ ‘& - .
(9) MR o7 3 [o‘p 7 z 2y dw 4 e

(%

Le premier terme du second membre est fini. En effet,

fcdu) est fini de méme quep;f—l‘;-est la composante de la

vitesse suivant le rayon vecleur; c’est une quantité irés
1 .

grande, dn méme ordre que -; z — z, est plus petit que le
€

. . de .
diamétre ¢ de la section du tube; donc 675 (z — z,) est fini.

On pourra donc négliger le premier terme devant le second

et se borner § écrire :

dz,

dt

=

o X
= M

[

(=14

Il résulte de cette équation que :

. d
1° La vitesse Ty est trés grande, du méme ordre de gran-

dt
deur que la force vive T;
2° Elle est sensiblement constante puisque T est constant;
le premier terme est variable, il est vrai; mais nous avons
montré qu'il est négligeable vis-a-viz de T.
Le tube tourbillonnaire se déplacera donc avec une vitesse

trés grande, paralléle a Oz.

132. Ordre de grandeur de la vitesse., — Démons-
tration directe. — La vitesse (u, v, w0 est représentée, comme
nous le savons, par le méme vecteur que la force magnétique.
Soient AB = ds un élément de courant (Ag. 34); P, un pole



ORDRE DE GRANDEUR DE LA VITESSE 154

magnétique égal & Punité, La force que 1'élément AB exerce
sur ce pole est perpendicualaire au plan PAB et a pour expres-
sion :

AB >< i

r?

AB’ étant la projection de AB sur une

perpendiculaire PA; 4, l'intensité du
courant, et » la distance AP.
En valeur absolue :

AB < i _ids
s, e

p2 T
Décomposons notre tube tourbillonnaire en éléments de
volame et remplacons chacun d'eux par un élément de cou-

rant. Si ¢ est I'intensité du tourbillon, nous devrons donner

au courant une intensité &) '43], et par conséquent
™

.

ids — cdsdw adt
9

9

F

dow étant I'élément de section, et dr 1'élément de volume du

tube.

La vitesse aura donc pour limite supérieure :

adz
Q2

Décomposons le tube en élémenls de la maniére suivante :

Du point P comme centre, décrivons des sphéres concen-
triques : ces sphéres découperont dans le tube des tranches

ayant la forme de calottes sphériques. Considérons en parti-
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culier une de ces tranches, limitées par les sphéres de rayon r
et » 4 dr, et Vintégrale
adv

rd

étendue a tout le volume de cette tranche. Soit o, la plus
grande valeur que prenne ¢ dans la tranche; tous les élé-

ments de I'intégrale ayant méme signe :

adt o, dv
7=‘<f—',7'

r peut étre regardé comme constant pour toute I'épaisseur

de la tranche. Ce qui permet d’écrire :

edt _ o
f’;‘;<;‘§fd1.

Orfdr est le volume de la tranche, qui en appelant A la

section de cette tranche est égal a Adr. Par suite :

sdr o Mr
72 73

Soit maintenant dw un €élément de la section du tube, et
considérons le tube élémentaire engendré par la révolution
autour de l'axe de cet élément dw, d) sera la section faite
dans ce tube par la sphére de rayon r.

Je vais parlager ces sphéres en deux groupes : 1° celles
dont le rayon est plus pelit qu'une certaine limite supérieure
au plus grand diamétre ¢ de la_section du tobe total. Par



ORDRE DE GRANDEUR DE LA VITESSE 153

exemple : je prendrai pour cette limite 2¢; 2° celles dont le
rayon est supérieur a 2e.

La limite supérieure de la vitesse devient alors :

u Ad p A
[+3 r g, A QT
(10) f e+ e
Yo ¢ 2

Dans la premiére intégrale, X est évidemment plus petit

ue 4=r?, surface entiére de la sphére. Donc :
q P
2e

2e
f"*)'fr < 45 [sdr,
r
]

0

(411
2c

fglzdr < Brage.
r

0

Comme toujours, nous supposons le moment du tube de

grandeur finie; ¢,Q est fini. o, est done du méme ordre de

. : 1
grandeur que 5—12’ c’est-a-dire que :—2 et s,¢ sera de I'ordre de .

Dans la seconde intégrale :

_ do
T sinb

6 étant Vangle sous lequel la sphére coupe le

tube (fg. 35); 0 est toujours supérieur & une

certaine limite 8,, différente de 0. En effet,
aucune sphére du second groupe ne peut deve-
nir {angente au lube; le contact aurait lieu dans la section

méridienne, et le rayon de la sphére serait inférieur & «.
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154
Par suite :
d
<
sin 9,
et
Q
sin g
. N
s dr 5,Q dr
N TN
2 2%
. 6,0 .
le premier facteur — est fini; le second,
sin 0,
a
dr 1 i
s T8 g
* 2

L’intégrale est encore de I'ordre de grandeur de -
E
Les deux lermes de I'expression (10) sont donc du méme

ordre que ;’ et 1a vitesse est elle-méme d'un ordre de grandeur

au plus égal A celui de -
£



CHAPITRE VIII

CONDITIONS DE STABILITE DU MOUVEMENT
PERMANENT

133. Mouvement permanent. — Supposons que le
liquide soit indéfini et les tubes tourbillonnaires paralleles

A Oz. Le mouvement sera évidemment permanent si les ¢

sont fonctions seulement de la distance ¢ = \/’/m.

Autour de Oz, il y aura une série de couches concentriques
a lintérieur desquelles le tourbillon aura une valeur cons-
tante.

Soit M un point quelconque (fy. 36); ST
la vitesse de ce point sera dirigée per- 77 ‘T‘\\M N
pendiculairement au rayon veclear OM, l/ ‘/' ( /,/)\\ \'\ j
mené de V'origine & ce point. Au bout @ 1\ ‘ /
du temps d¢ le point M sera venuen M,, \\\ \\\\ -/ /

/

situé & la méme distance de 0. M décrit \\ -
donc une circonférence de centre O. pig_—gs_
Soient Z la valeur du tourbillon au

point M, & l'instant ¢; ¢’, sa valeur en M, au lemps ¢ 4 d¢:
%, sa valeur en M au temps dt.

THEQRIE DES TOURBILLONS. i
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Je dis que :
{=71.

En effet, la molécule, qui au tempsdse trouvait en M, vient
au temps ¢ 4 df en M, sur le méme tube. Or pour un méme
tube §{ = const.

De méme :
C| = CI-

En effet, au temps ¢, les deux points M et M, sont sur une
méme circonférence de centre O, et par hypothése { ne
dépend que de la distance au point O.

L’intensité du tourbillon en M, est donc constante. Comme
M, est un point quelconque, il en est de méme en tout autre

point, etle mouvement est permanent.

134, Stabilité du mouvement. — Ce mouvement per-
manent est-il stable?

Autrement dit, si une cause quelconque vient & déformer
infiniment peu ces couches concentriques, cetle déformation
ira-t-elle en s'exagérant, ou bien le liquide tiendra-t-il &
reprendre son état de mouvement primitif ?

Pour décider de cette question, il nous faut étudier les
variations de la vitesse (, v) dans ces transformations.

Nous avons tronvé d’une maniére générale [94] :

w= G,
dy dz
en posant :
zld(Dl
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Si nous passons aux coordonnées polaires, en posant :

T —=rcosg
¥ = rsing,

les composantes de la vitesse deviennent :

b _db
det rdp
LT 4,
ot dr

135. Cas particulier. — Supposons qu’il existe un seul
Llube cylindrigque dont la section droite soit un cercle, et qu’'a
I'intérieur de ce cercle { soit constant. La vitesse en un point
quelconque sera ¢ a lintérieur du cylindre, et %ﬂﬂi alexté-
rieur, en appelant r, le rayon de la section droite.

D'ailleurs :

Y ={r]logr,

Supposons que le cylindre subisse une petite déformation,
le point M, par exemple, vient en
M,, et le rayon vecteur OM =
devient une fonction du temps ¢
et de l'angle ¢ qu'il fait avec un
certain diameélre origine 0X

{fg. 37).
Au bout du temps d¢ le point

M, sera venu en M/, et ses coor-
données polaires ¢ et s auront
subi des.accroissements de :

dc{,}:‘idfd———di

“Ly

dt rdr
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et

_ 4
ds = — s dt.

D’autre part, comme s est fonction de ¢ et de ¢,

ds

ds::d?

ds
do 4 adt,
d'ott, en remplagant ds et dp par leurs valeurs et résolvant par

ds

rapport & o

ds Ay _ b ds

1) de — rde  rdrds

Développons s suivant les mulliples de ¢ d’aprés la for-

mule de Fourier :
(12 s = v, + Za,‘ cosny -+ Eb,, sin ny.

La =urface totale du tube ne doit pas avoir varié; donc le
terme constant est égal a r, aux infiniment petits du second
ordre prés; a, el b, sont des fonctions de ¢, indépendantes
de g et trés petiles, puisque nous avons supposé les transfor-
mations trés petites. La funclion ) est, & une constante pres, le

potentiel d'une matiére altirante qui serait répandue dans
tout le eylindre qui forme le tube, avec une densité —25 Pour
T

simplifier 1'écriture, dans ce ui va suivre, nous supposons
z = 1.

Le potentiel 4 peut étre considéré comme formé de deux
parties : I'une, ¢,, due au cylindre non déformé ; l'autre, 3¢,

des parties déformées (ombrées sur la figure 38). L'épaisseur
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de ces portions déformées étant trés faible, le potentiel aura
méme valeur si, au lieu de leur altribuer une densité cubique
constante, on lear donne une densité superficielle proportion-

nelle & leur épaisseur s — 7.

s s s — 7
Cette densité superficielle sera ——"
27

-

3\ O .
" N La,, cosng + an sin mp.
) A 23

Le polentiel 84 sera donc une fonclion de r el de g, el nous

pourrons dcrire :
N \! N
3 = Zc,, cos it 4 Zdn sin ny.

Puur un point extérieur aux couches agissantes, &) vérifie

I'équation de Laplace :
A () = o.
Par conséquent :
Afe, cosng) =0
A(d, sinng) = 0

¢, el d, étant des fonctions de » seulement,

— ! pn iIogaen
Cp = cp ¥t fep i

Ay = djj 4 .

Chy Chy Ay Al sont des conslantes.
Comme &) ne doit pas devenir infini en méme temps que r,
il faut que:

chn=d) =o.

Pour un point intérieur, la fonclion est différente; il faut
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qu'elle reste finie pour » = r,; donc a l'intérieur :

¢y =d;] = o.

Il en résulte que, pour un point extérieur, nous devrons

poser:
v n
(14) 3y = Eg,, (7—’3> oS g —i—Eh,, (%)n sin ng

et pour un point intérieur :

13) 5= Wi (£ cosng + Tt (£

n
) sin ng.

Le polentiel reste continu quand on traverse la suiface

attirante; les deux formules (14) et (13) doivent donc donner

la méme valeur pour r =: ry; ce qui exige que :
M h, == h,.

Mais la force, quand on franchit la surface, éprouve une
variation brusque égale au produil de la densité par 4x. Cette
force a pour expression :

1° En un point extérieur :
d o\ 4 .
(16) %“-’ = E— n (71&) - (7n o8 Ny -} o sin ng;
2° En un point intérieur :

ddy . r\" 4 ‘ .
(47) E.Y = En (7—(—,> - (gn COS 9 - k4 sin ng),

Pour = r, la différence de ces deux expressions doit étre

égalé a 4r multiplié par 'expression (13) de la densité.
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Dot la relation :
n . .
—2 E ;-(; (gn cos nq.—}-h,,smn?)_—:ﬂz (@ cos ng b, sin ng).

En identifiant les coefficients de cos ng et de sin ng, il vient:

— e SO
9n 7
b,r

h, — — —==0.
n

Si nous substituons ces valeurs dans I'expression de 3¢,
nous obtiendrons pour le potentiel :

1° En un point extérieur :

rof

N . ra\"
(18 ‘p:':l‘o‘i's‘-}‘:'%_z% (a,,cosmp—I—b,,smnqﬁ <_rQ> )
2° En un point intérieur :
‘ rel . r\"?
(19) xp:%-——EJnL {@y cosng b, sin ny) <":>> .

{en rélablissant le facteur { que nous avions supprimé).
Pour r = r,, les deux formules se confondent et donnent

toutes les deux (en supposant de nouveau { = 1}:

r .
=y, — Zf {an cos ng -+ b, sin ny)

de plus, 'équalion {11) doit étre vérifiée.
Or pourr = »,0n a:

d N .
d—i = Zro (@, sin ng — b, cos nq;)

a4
rde

d .
22 =, Z( — na, sin ng 4-nb, cosng).

E(a,, sin ne — &, cos nyp)
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ds . . . .
T esl un infiniment petit du premier ordre; comme nous
vy

négligeons les infiniment pelits du second ordre, il nous suf-
ds

dg

A ce degré d'approximation, ce coefficient se réduit a :

fira de prendre, dans le coefficient de — les quantités finies.

d"‘(() — 1
drg ’

Remplacons dans I'équation (11 :

-\ . \
o= —L(\_a,,sm ny—b, COSNg) ——2 (—na,sinny4-nb, cosng)

jdan = dbn .
:L .7 couz?—kwsm ny.

En identifiant, nous obtenons les conditions :

%”7” = (1 — u)b,.
(20)
dh,
i (1 — n)a,.

Ces équalions admettent comme intégrales :

a, = Asin(t —n; ¢t 4+ B

(21)
by =Acos(I —n)t 4+ B

Ces expressions montrent que, si a, el b, sont pelits au
temps ¢ — O, ilsresteront toujours trés petits. Le mouvement

esl done stable.

136. Déformations particuliéres. — Soit une déforma-
tion telle que tous les coefficients soient nuls au début,

saufa, et b, : tous les autres resteront constamment nuls.
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La courbe déformée aura comme équation :
(22) s =7, + a, cosng 4 b, sinng.

Le rayon vecteur présente donc 2 maxima et » minima, et
la courbe, une série de festons (fig. 38).

Quand ¢ varie, 1a courbe conserve la méme forme, seulement
elle semble tourner autour de Oz avec

une vitesse égale a (1 — ») ¢. /»Q"/‘\:\

Si la courbe était plus complexe, /

c'est-a-dire s'il y avait plus de deux 1( p J)
coefficients différents de O, on pourrait \\ Q/
. .
la décomposer en courbes simples cor- e
Fig. 38.

respondant chacune & une valeur de »
et qui chacune tournerait antour de Oz avec sa vitesse parti-

culiére.
13%. Supposons n = 1, il vient :
s =7, 4 @, cos 9 4 b, sing.

Cette équation, aux infiniment petits du second ordre prés,
représente un cercle dont le centre aurait pour coordonnées

a, et b,. Dans ce cas, 1 — = est égal 4 0, donc .

day @b, _
d! dt

Le centre du cercle (a,, 4,) est donc fixe.

Soit n = 2.

_ e Do 3
s = 1y b ay cos 20 - b, sin 2.

Aux infiniment petits du second ordre prés, celle équation

est celle d'une ellipse ayant son centre & lorigine et dont
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P'excentricité est trés faible ; d'autre part 1 — »n = 1. Donc :

a, = Asint 4+ B

b, =Acost+ B
Vellipse paraitra tourner d'un mouvement uniforme.

188. Ce théoréme est encore vrai dans le cas d’une ellipse
quelconque. Soit en effet { la valeur, supposée constante, du
tourbillon a I'intériear de I'ellipse.

Reprenons les coordonnées rectangulaires, en choisissant
pour axes les axes de l'ellipse & un instant détermine,

Les composantes de la vitesse sont :

d d:
U —= — % v = d_i‘
ce seraient les composantes de Yatiraclion exercée par une
madtiére attirante remplissant le cylindre el possédant une den-
sité {/2x consiante. Or nous pouvons considérer un cylindre
elliptique comme un ellipsoide dont un axe serait infini.

Soit un ellipsoide homogéne :

ax?® 4 by? -+ ¢z? =1.
Son attraction sur un point intérieur a pour composantes :
Az, By, Caz,
A, B, C étant des constantes.
L’équation du cylindre se réduit 3 :

(7.2,'2 + by2 + -= 1.
Done :
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Au. bout du temps d¢, le point intérieur considéré aura

subi un déplacement don! les composantes sont :

M-
udt — 2y dt = — Bydt
vl — — ﬂ dt = Axdt.
da

Je puis toujours déterminer deux nombres « et 8, tels que :

A—o-} Ba
B=a«+4 00
tant que @ % b et A % B.
Le déplacement se décompose alors en deux autres ayant

respectivement pour composantes :
[ — Bbydt = dx

(1) 2)
Baxdt = dy & { axdt == dy.

| — aydt = da

Le déplacement (1) n’altére pas la forme de lellipse. En

effet, différentions 1'équation de ellipse :
2axdr + 2bydy — — 2axPbydt 4 2byBaxdl = o.

Le déplacement (2) représente une rotation autour de Oz.
Au bout du temps dt et, par conséquent, au bout d'un temps

quelconque ellipse a tourné sans déformation.

139. Tubes tourbillonnaires concentrigques. — Con-
sidérons un tube tourbillonnaire limité par deux surfaces
cylindriques G et ', de révolution autour de Oz (fig. 39).
Nous admettons qu'a Uintérieur du cylindre G, de rayon ry, le
tourbillon a une valeur constante { 4 ¢'; entre les deux
cylindres, une autre valeur constante ¢’ ; enfin & l'extérieur

du cylindre C’, dont le rayon est g, le tourbillon est nul.
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L'rffel de ces deux tubes conceniriques sera égal ala somme
des effets de deux tubes, dont I'un aurait
un rayon r, avec une valeur du tourbillen
égale 3 ¢, et T'aulre un rayon »} avec un
tourbillon ¢'.

Chacun de ces tubes donnerail lieu a

un mouvement permanent [133]; si on
Pig. 39, superpose leurs effets, le mouvement sera

encore permanent.

140. Conditions de stabilité. — Ge mouvement sera-t-il
stable?

Pour nous en rendre comple, nous allons procéder par une
méthode analogue & celle que nous avons précédemment
employée.

Soit §, la valear de ¢ : Ly ne dépend que de », la vitesse

. . . L d
esl perpendiculaire au rayon vecleur et égale a —d%’

8ir < ry, le point est intérieur aux deux cylindres, donc :
al
0 — 7 U
dr o+
Sir, < r <rg, le point est extérieur au premier cylindre
C el intérieur au second €', et :
j) 2
Iy _ U3 Ly
dr "
Enfin, si #» > r{, le point est rxlérieur aux devx cylindres,

et :

‘Z_‘-}’o __

L5,

dr r Fi
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Poar » = »; et r = r] ces formules deviennent :

A
A=+
dry

dyy _ Grd
dary " r)

!
En posant T—r‘l = ¢, il vient :
Ho oy oy
rodry S
174 ,
&z = g2 + ¢

!
ridr

Imprimons & C et & ¢ une petite déformaltion, de tellesorte

que leurs rayons vecteurs deviennent respeclivement :

s =7y + Z @ty COS Ny -} b, sin ny
s=rj+ Z a, cos ng - b, sin ng.

Pour un tube seul, nous avons trouvé comme valeur de -,

apres la déformation :
o8 R A
Y=y — Z 22 (@, cosng + b, sin ny) <—> 3
n U
en convenant de donner & n un sigue tel gque ce facteur

r\** .
(—_—) soit toujours < 1.

Ty

Pour les deux tubes, nous aurons :

Y= g — 2 'n—O—C (an cos ng -+ b, sin no) (7)
0

— Z % (@, cos np -+ b, sin ng) (1>_' '

-
"o
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Ecrivons, pour chacun des tubes, I'équation différentielle

(11), il vient :

= — ik —c+ug

d 7od?
g’ 4y 2 n 2
7 rgd?_(“ + c)dq;

Développons les termes et identifions les coefficients de
cos ng et de sin np pour r =, et» = r;. Nous trouve-
rons ainsi les équations (en supprimant les indices n deve-

nus inutiles):

d vy .

7(; = by L Bt — nb (L + )

‘% = Blen+! 4 bY — b’ (Le? + )
(23) ’

% =—al—ate-'fna {4

%bf' = — ale"t' — 2’y - na (Le? 4 ¢).

Nous obtenons ainsi quatre équations différentielles
lindaires, & coefficients constants, pour déterminer les quatre
inconnues a, b, @', #'. Les intégrales de ces équations =e
raménent & des sommes d'exponentielles, de la forme .

8i « est réel et positif, cette exponentielle croit indéfiniment
avec le temps, et le mouvement est instable, puisque la défor-
mation ira en s’accentuant.

Si les exponentielles sont de la forme e~%, « étant réel et
posilif, la déformation tendrait vers O, et on pourrait croire
gue le mouvement est alors stable. Il n'en est rien cependant,

ear, I’équation caractéristique ayant ses racines égales el de
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signe conlraire, nous ne pourrons avoir d’exponentielles e—*¢
sans avoir en méme temps d’exponentielles e+%,

Par conséquent, il y aura instabilité toutes les fois que
Péquation caractéristique a une racine réelle.

Si les racines sont complexes, de la forme a -~ yV— 18,

les exponentielles seront de la forme :
e+ V=1fe — out (cos B¢ 4 y— 1 sin 84),

el il y en aura encore au moins une dont le module croitra
indéfiniment. Le mouvement sera encore instable:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait stabi-
lité est donc que toutes les racines de I'équation caractéris-

tique soient de la forme :

m\/— 1

« étant réel, Les intégrales sont alors une somme de {ermes

tels que :

eV=Tat — cogqr + V—1sin ok,

qui resient finis.
Nous avons done & chercherles conditions pour qu'il en soit
ainsi.

Posons pour ahréger :

e ={—n({+Y)
p: c’au—l
Y —_ C€n+4

8:{'-—72(@52—!—{
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Les équations (23) deviennent :

{
fd—?:zb-}——fﬁb'

’

da -
-(E = ~{b - Y4

(24
db
dt

db’
dt

= — 20 — Ba’
= — va — 3.

Posons encore :
a4 a =
A4 X =y,

3 et A’ étant deux nombres que nous nous réservons e
déterminer convenablemeni.

Multiplions les deux premiéres équations (24) par J el 2 el
ajoutons-les, il vient :

fl—”f = b D4 Xy) 4 b (0 4 8).

Je choisis maintenant X et " de facon que le second membre
se réduise & Sy.

% et )" seront donnés par les équalions :

ha 4 2y S
A+ 23 = S).

Si on a trouvé X et A’ satisfaisant & ces conditions :

dax
7 = Sy
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En opérant de méme sur les deux derniéres équations du
systéme (24), on trouverait :

dy

= — S,
dt

Nous obtiendrons la valeur de S en écrivanl que le déter-
minant des équations homogeénes en 3 et en 2 est nul.

S sera donc une racine de I'équation :

(29 ' } = 0.
5 5—8 |
Cette équation est du second degré; soienl S et S, ses
racines :
n Wz, Y les valeurs correspondantes 4 S
Ry Ay @y Yy » a8,.

Nous aurons :

N N
a4 ha = w,
! [y A —
Mo+ M =y,

doy S

a 11

dy .

;17' = — S,x,.

L’intégrale générale de nos équations sera alors :

x = Acsin (St + B)
y = Aco S(S[ -+ B)
wy = Ay sin (S, -+ B)
¥, = A cos(S,t+ B).

Si 8 est réel, le sinus el le cosinus restent finis, el il y a
stabilité,

THEORIE DES TOURBILLONS, 12
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Si S est imaginaire, S = s + V— 1u,

sin St = e** (cos st -+ \'— 1 sin s¢).

Le module croit indéfiniment avec ¢; le mouvement est donc
instable.

La condition nécessaire et suffisante pour que le mouve-
ment soit stable est donc que les racines S soient réelles.

Développons I'équation en S :
82 — S (e« 43} + 28 — By = 0.
Les racines seront réelles si :
(2 4 B — & (a3 — fy) >0

oua
(o 4 3)* + 48y > o.

Remplacons «, B, v, 3 par leurs valeurs :
R—nE4+ )=+ 2L+ ) + &K > o.

Cette inégalité doit étre vérifiée pour toules les valeurs
enti¢res de n.

Remarquons d’'abord que, si les tourbillons ¢ et ¢ sont de
méme signe, cetle inégalité a toujours lieu, Dans ce cas, le

mouvement est toujours stable.

144. Nous ne ferons pas la discussion compléte de l'iné-

galité. Nous considérerons seulement le cas particulier ou .
Le? L& =o.

. . . A3
Cette condition exprime que la vitesse ({e? - C)';&’ en un

point extérieur a ¢, est nulle avant la déformation. Choisis-
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sons les unités de maniére que { = 1; alors ' = — ¢ Le
mouvement sera stable si I'inégalité énoncée est vérifiée pour
toutes les valeurs de n. En écrivant qu'elle est vraie pour

n == 2, nous aurons une condition nécessaire de la stabilité :

M1—21 —e) + 2P — 4 >0
ou
(1 —e?? (1 — 4e?) > 0.
Le premier facteur étant essentiellement positif, il faut
que :
1 — 4¢? > 0,

ou comme ¢ est posilif

Lo

e

Par suite, si le rayon du cylindre intérieur G est plus grand
que la moitié du rayon du cylindre extérieur ', il ne pourra

y avoir stabilitlé.

142. Explication d’un fait expérimental. — lmagi-
nons que, dans un liquide, il existe deux courants de sens
contraires ou seulement de vitesses différentes. Les deux
masses liquides animées de vitesses différentes frotteront
'une contre V'autre, et il paitra & la surface de séparation de
petits tourbillons. Ordinairement on se contente de dire, pour
expliquer la production de ces tourbillons, qu’ils sont dus au
froltement des deux veines liquides. Cette explication n’est
pas suffisante. En effet, a Vorigine nous avons deux masses
liquides, animées de vitesses différentes, que, pour plus de
simplicité, nous considérerons comme constantes en grandeur

et en direction. Cet état ne peut subsisier a cause des frotte-
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ments dus & la viscosité du liquide. Mais il semble d'abord
qu'il devrait se produire une couche de passage dans laquelle
la vitesse varierait graduellement, et dans laguelle les tour-
billons seraient répartis uniformément. Or ce n’est pas cette
apparence gu'on observe, mais on voil se former de pelits
tourbilions qui paraissenl avoir une tendance a se ramasser
en tubes séparés. Cela tient & ce que, dans les conditions ou
nous nous sommes placés, I'état ou Jes tourbillons seraient
répartis uniformément est instable, comme nous pouvons le
montrer en nous appuyant sur ce qui précéde.

Soit, en effet, un cylindre C : imprimons & tout le liquide
contenu a l'intérieur de ce cylindre une vitesse de rotation
uniforme {{ -+ ), le liquide extériear restant en repos. La
vitesse sera discontinue a la surface du cvlindre, el par suite
du froltement il va se produire une zone de passage, qui

sera limitée par deux cylindres concentriques a C.

Comme dans le cas que nous avons €tudié, il y aura donc
deux cylindres concenlriques; a lintéricor du premier la
valeur du tourbillon est £ 4+ ¢'; a l'extérieur du second, le
tourbillon esl nul; enfin,dans la zone annulaire, il varie gra-
duellement. Pour plus de simplicité, toutefois, je supposerai
que ce tourbillon a dans cette zone annulaire une valeur
conslante intermédiaire entre O et Z 4= ' soit I’ cetle valeur.

Posons :
L+ =a

et attribuons a {’ une valeur moyenne constante, comme dans

Fexemple précédent, telle que :

¥ 2 v
=€ +s = 0,
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ce qui exprime que le liguide cst en repos a extérieur.

Nous tirons de la :

Comme la zone de passage est trés mince au débul, < est
trés voisin de 1 et {"trésgrand. Seulement, = étant plus grand
1 . . Vo
que 3 ces conditions sonl inslables d'aprés ce que nous avons
vu ‘141 .
Supposons que le liquide extérieur, au lieu d’étre en repos,

nosséde une certaine vitesse 4. Alors:
U =1,

il y a encore froltement, puisque la vitesse est discontinue;
en portant les valeurs de 7 et de ¢ dans les inégalités de con-

dition, nous trouverions encore qu'il v a instabilité.



CHAPITRE IX

FLUIDES PRESENTANT UNE SURFACE LIBRE

143. Jusqu’ici nous n’avons étudié que le mouvement des
liguides indéfinis ou remplissant complétement le vase dans
lequel ils sont renfermés. Nous allons nous occuper mainte-
nant du cas ot les liquides ne remplissent plus compléite-
ment les vases et possédent une surface libre en contact avec
un autre fluide.

Imaginons que les molécules décrivent
des circonférences dont le centre soit sur
I'axe des z, et le plan perpendiculaire a
cet axe. Si un tel mouvement est possible,

il sera nécessairement permanent.

Si la pression et la densilé sont les

mémes tout le long de 'une des circonfé-

rences, l'équation de continuité est véri-
Fig. 40. fice. Tout le systéme est de révolution
auatour de Oz, & un instant quelconque, la

vitesse d'une molécule M (fig. 40) est dirigée suivant la tan-
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gente & la circonférence G, et elle a méme grandeur pour tous
les points de cette circonférence.

Prenons dans le plan ZOM un petit élément de surface :
dans la révolution autour de Oz cet élément engendre une
petite surface. Le finide qui occupe le volume limité par cette
surface éprouve une rotation autour de Oz et son volume n’est
pas altéré.

Posons :
MP = r = m

La pression p et la densité p sont fonctions seulement de »

et de z, d’aprés les hypothéses que nous avons failes. Par

conséquent :
w =0
ux - vy = o0
Le demi-carré de la vitesse
w0
T=—

sera aussi une fonction der et de & seulement.
Si Ia pesanteur est la seule force exlérieare, qui agisse sur

le fluide ('axe des z étant vertical), nous avons posé [4] :

V—=ygz
d
p=— T +V

La fonclion ¢ existe & condition que p ne soit fonction que
de p. C’est ce qui arrive si le fluide est un liquide homogéne
ou un gaz qui éprouve des transformations isothermiques ou

adiabatiques.
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Dans le systéme de notations de Lagrange, les composantes

de I'accélération ont pour expression :

Y _ du
dx ~ dt
oy dv
(l) by_m
3 _ e,
. dt

(Voir § 4.)
D’autre part, si une molécule déerit une circonférence d'un

mouvement uniforme, 'accélération se réduit a 'accélération

normale :

2T 2T y
—_—— _— 3 (4]
ror ror
D’ailleurs:
2 _ 2y dr
dr~ drdx
et par suite :
_ 2T
T r

(2)

11 faut donc que ¢ ne dépende que de r: il en sera de
d .
méme de 3%_ et de T. La vitesse ne dépend pas de z, et les

tubes tourbillonnaires sont des eylindres de révolution autour

de Oz.
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144. Cas particuliers simples. — Ktudions d’abord
quelques cas particuliers simples :
1° La vitesse est inversement proportionnelle & la dis-

tance 7 : alors T est inversement proportionnel a r2, ou

T=2

r2

a étant une constante.

Done :

(3) ¢ — T = eonst.

Nous retrouvons I'équation de Bernouilli, ce qui était facile d
prévoir. Cette équation a été démontrée, en effet (24-25), dans
le cas ou il existe une fonction des vitesses, c’est-a-dire on le

tourbillon est nul et od par conséquent la vitesse varie
1 -
comme - - Actoellement nous supposons qu’il y a seulement

un tube de tourbillon, ayant Oz pour axe, et endehors duquel

le tourbillon est nul : nous sommes done placés dans les con-

ditions énoncées.

145. 2° La vitesse est proportionnelle 3 la distance r,
autrement dit le liquide posséde un mouvement de rotation

autour de l'axe des z, avec une vitesse angulaire constante:
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il se meut 4 la fagon d’un corps solide. On a évidemment :

T = ar?
dy _
= = 2ar
$ = — ar? 4- const.
ou
(4) ¢ -+ T = const.

Ce résultat était anssi & prévoir.
Rappelons, en effet, que nous avons appelé J [5] l'inté-

grale :
J :fuda; -+ vdy 4 wdz
prise le long d'un arc de courbe. Nous avons démontré que :

d
= =/ @y + ar)

dy + dT élant une différentielle exacte, % est nul quand la

courbe d'intégration est fermée. Ici, d’aprés 1'équation (4),

¢ 4 T = const.
ou
ai _
a = °

méme quand la courbe d’intégration n’est pas fermée.

En cffet, nous avons admis que le liquide tournait d'un
mouvement uniforme autour de Oz; la courbe d’'intégration
tourne aussi aulour de Oz, sans se déformer. Menons au

point M (fig. 41) un vecteur MV représentant la vitesse. En
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considérant ce vecteur comme une force, J est le travail
qu’effectuerait cette force pendant que le
point parcourt la courbe d’intégration AB.
Quand cette bourbe, dans sa révolution
autour de Oz, a pris la position A'B’, le

vecteur M'V'a conservé la méme grandeur

et la méme position relativement & A'B":
M'V’ s’obtiendrait, en effet, en faisant tour-

ner MV autour de Oz, jusqu'a amener M

en M'. Le travail J de la force M'V’, quand

Fig. 41.

le point M’ parcourt A'B’, est donc le
méme que le travail de la force MV quand le point M déerit
AB.

146. Forme de la surface libre. — Supposons que la
seule force extérieure agissant sur le fluide soit la pesanteur.
Prenons pour axe des z la verticale, en comptant & positi-

vement vers le haut. Dans ces conditions :

V=—gz
y=—gr— | 2.
P
Si le fluide est un liquide homogéne :
p = const.
et
(5) = —ygz— E-

S'il s’agit d'un gaz dont la température est constante,la

densité p est proportionnelle &4 la pression, et en désignant
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par B une constante :

p=Pp
(6) ¢=—yz'~—%{.p-

Enfin, pour un gaz qui subit des transformations adiaba-

tiques :
p = Pp¥

en appelant v le rapport f—]de la chaleur spécifique sous vo-

lume constant ¢ & la chaleur spécifique sous pression cons-
tante C. Alors:

(7) ‘P:“W——é—(‘}——)l)‘“*-

11—y

146 &25. Soit un liquide homogene sur la surface libre
duquel s'exerce la pression atmosphérique. Sinous appelons p
l'excés de la pression réelle sur la pression atmosphérique,

il faut faire dans I'équation (5) :

p=o

et écrire:
(8) Y = —gz.

{ est une fonction de r, et celte équation est celle de la
surface libre du liquide.

Supposons qu'il existe un seul tube tourbillonnaire, ayant
la forme d’un cylindre de révolution autour de Oz; le tour-
billon est constant & !'intérieur de ce cylindre, et nul & l'ex-
térieur, Le cylindre possédera donc un mouvement de rotation

uniforme.
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Soit 7, son rayon; & l'intérienr de sa surface, c’est-a-dire

pour r < r,, la vitesse est proportionnelle & r, et
T = .

A Vextérieur, pour » > #,, il y a une fonction des vitesses et

’

!9

T =

~
B>

Ces deux expressions de T doivent prendre la méme valeur
en un point de la surface du cylindre, c’est-a-dire pour

r = ry Donc :

o
p2 —
AP = —
0 2
b
d’ou:
— yprd
o = arg

Galculons au moyen de ces expressions les valeurs de .
A lintérieur:
¢ 4+ T = const,
donc:
Y= —ar? 4 G;
et a lextérieur:
$ — T = const,
donc :
ard
P2

$ = + G

Ces formules doivent donner la méme valeur de ¢ quand
ony fait » = r,. Ge qui donne une relation entre les coms-
tantes G et ¢’ :

4
— o} + =" 40
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Je puis disposer arbitrairement de la constante (¥ : chan-
ger sa valeur revient en effet & déplacer le plan des zy paral-
lelement & [ui-méme, ce qui a simplement pour effet d’ajouter
une conslante & z et, par suite, & 4. Je vais prendre &' = O.

D’aprés ce choix, nous aurons pour » = oo :

y=o,
et par conséquent :
& = 0.

La surface libre du liquide admet donc un plan asympto-
tique; c’est le plan que nous avions choisi pour plan des ay;
c'est le nivean du liquide & une distance trés grande de I'axe,
L'équation de la surface libre, rapportée 4 V'axe de rotation
et au plan asymptolique, sera donc :

1° A Vintérieur du tube tourbillonnaire :

(9) gz = — « (r?

— i)
2° A l'extérieur de ce tube:

4
ary

(10) ge = — 72—'

La premiére représente

S— un paraboloide : & l'inté-
rieur du tube, la méri-
dienne de la surface libre

sera un petit arc de para-

bole.
Fig. 42.
l.a seconde équation re-
présente une surface dont la méridienne est formée de deux
branches asymptotes & I'axe des z (fiy. 42). Les deux courbes

se raccordent sur la section du tube de tourbillons.
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Remarquons que z est toujours négatif; par conséquent, la
surface libre est située tout entiére au-dessous du plan des xy.
Cette circonstance ne tient pas aux hypothéses particu-
lieres que nous avons faites; c’est un fait général, comme je
vais le montrer,

En effet : ¢ est nul pourr = . Donc :

T et r étant essentiellement positifs, il en sera de méme
de ¢ et, par conséquent, z sera négatif, d’aprés I'équation (8),

Ce résultal ne parait pas conforme a l'observation. Tous
ceux en effet qui ont eu I'occasion d'observer des trombes
affirment que le liquide est au contraire soulevé, vers le
centre du tourbillon, de maniére a former une sorte de bour-
relet au-dessous de la surface libre. Ce désaccord entre le
calcul et 'observation tient probablement en partie a ce que,
dans le calcul, nous avons admis que la pression était uni-
forme & la surface du liquide; cette condition n'est probable-
ment pas remplie dans le cas d'une trombe; il est douteux
cependant que cette hypothése ait une influence assez grande
sur le résultat du caleul, pour faire disparaitre la difficults

que nous venons de signaler.

147, Distribution de la pression dans un gaz. — Si
le fluide en mouvement est un gaz, nous déterminerons son
état en étudiant la maniére dont varie la pression p dans un
plan paralléle an plan des ay. Si le gaz conserve une tempé-

rature constante, il faut se servir de la formule (8), et on
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trouve dans le plan z = z;:

Lp = — bgzy — B¢
¢ devient nul & Vinfini : soit p, la valeur correspondante
dep:
Loy = — Bgzpe
dou :
p_ _
Lo By

Le second membre est négatif, car ¢ est toujours positif,

comme nous venons de le voir;f;— est donc plus petit que 1,
[

et par conséquent il v a dépression dans l'intériear du tour-
billon.

Si le gaz subit une transformation adiabatique, cest la
formule (7)qui convient. Dans le plan z = z,, la pression p

sera donnée par :

pYT=—8(—y)z5—B{—1)¢

A Vinfini, ¥ est nul et p est égal & p,; par conséquent

Pt V= — B — 1) 7y
d'ot :
P —pT=— B — 1) 4.

Les quantités 8, 4 — v, ¢ sont positives, par conséquent

P T —p' T < o,

ou

P < Po

11y a encore dépression dans l'intérieur du tourbillon.
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148. Cas de plusieurs liquides superposés. — Forme
des surfaces de séparation. — Supposons qu'il n'y ait
que deux liquides. Soient g, la densité du premier, p, sa pres-
sion, p, et p, la densité et la pression du second ; soient ¢,

et ¢, les fonctions ¢ relatives aux deux liquides :

b = — g7 b
7]

12 :—932—&‘
Pa

A la surface de séparation z, = z,, ct les pressions doivent

étre égales p, = p,. Mais nous ne savons sur J, et J, qu’une

) o d d . .
chose, c’est que leurs dérivées lr‘ et -—%2 doivent avoir la

d d;
méme valeur, De cette condition
4y, _ 2y
dr dr
on déduit :
¢y — ¢4 = const,
ou
(L — —1) p = const.
f1 P2

La pression est donc constante sar la surface de sépara-

tion, et cette surface aura méme forme que la surface libre.

THEORIE DES TOURBILLONS. 13



CHAPITRE X

INFLUENCE DE LA VISCOSITE DES FLUIDES

149. Hypothédses. — Notations. — Lorsqu'il s'agit
d'un liquide visqueux, c'est-a-dire dont les molécules ne
peuvent se mouvoir qu'avec un certain frottement les unes
contre les autres, il n'existe plus de fonction des forces; les
forcesde frottement dépendent en effet de la vitesse. Le théo-
réme de Helmholtz, tel que nous 'avons démontré, n'est donc
plus applicable.

Jusqu'aujourd’hui, on n'a pa soumetire ce cas au calcul
qu’'en s'appuyant sur certaines hypothéses, plus ou moins
vraisemblables, mais qui sont généralement adoptées.

On admet d’abord que la force due a la viscosité a pour

composante :

KAu, KAv, KAw,

dans le systeme des variables de Lagrange, K étant une cons-
tante.
Ensuite on admet qu’a la surface du vase le liquide est en
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repos, autrement dit que :
U=V=w =0,

enfin que sur un élément do de cette surface agissent des
forces superficielles, dont les composantes sont :
du dv

dw
dndm, K—';ldm, K%—dw.

K d

Supposons que les forces extérieures agissant sur le liquide
admettent une fonction des forces V. Les équations de

Lagrange (1) deviendront, en y introduisant la force de
viscosité :

W du | oV
o= @ T Kaw
p dv | dV

( v, o)

\1) Pby di _l' by + Kav
d dw | AV
p____dw ooy
0z = @ Tap T Kaw

Lorsqu’un élément de volume Jr du liquide subit un dépla-
cement dount les projections sont dw, dy, dz, le travail effec-

tué par les forces qui admettent la fonction V sera
pdrdV,

et en y ajoutant le travail de la force de viscosité, on obtient

le travail réel :
d% = pdr [AY -4 K (Auda + Avdy + Awdz)).
Nous poserons encore :

dE = pdr. dV
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ou

(2)  dV = dV + K(Audz + Avdy -+ A wdz).

Seulement, il est essentiel de remarquer que cette nota-
tion 4V’ n’a qu'une signification purement symbolique, car
dV' n’est plus une différentielle totale.

Ensuite, nous écrirons :

(3) Ay = dV' — %’-’

et nous retrouverons les équations (1) sous une forme simpli-

fiée, analogue a celle que nous avions obtenue au § 4.

o _ du
de T dt
o _ dv
) dy T dt
d _ dw
dz ~ dt

en remarquant, comme plus haut, qu’il s'agit seulement de

symboles : d{ n’est pas une différentielle totale, mais est dé-
2
o, o nesont pas les dérivées d'une
dy oz

méme fonction ¢ (z, y, ), mais seulement les coefficients de

fini par Ja relation (3); ;—i,

dw, dy, dz dans I'expression de dy.

150. Le théoréme de Helmholtz (5-8) s’exprime par la

relation :
®) %‘i:./;(dq;-l—dT):o.

L'intégrale prise le long d'une courbe formée est nulle,
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quand d{ - dT est une différentielle totale, c’est-a-dire quand
il s’agit d’un fluide non visqueunx.

Mais, si on ne néglige pas la viscosité, d 4~ dT n’est plus
une différentielle totale. D'aprés les relations (2) et (3), on a

alors :

(e)ng(dv __.qlpﬁ.{_ dT) -|-Kf(Auda:+ AvAy--AwAz).
La premiére intégrale étendue & un contour formé est nulle,
d’aprés le théoréme de Helmholtz {8). I reste donc :

(1) g— —~K f (Aude + Avdy -+ Awdz).

Faisons passer par le contour d’intégration C une surface
fermée quelconque. La courbe G limite une certaine aire A.
Soient {, m, n les cosinus directeurs de la normale a l'élé-
ment dw de Faire A. Nous avons trouvé, en appliquant le
théoréme de Stokes (8) :

J:?.f(li—}—mn—{—nC)dw

Pintégrale étant étendue a tous les éléments dw de Vaire A
£, m, ¢ étant définis par les relations (1) du § 9.

Transformons U'intégrale (7) par le méme théoréme, il vient :

fAudac + Avdy + Awdz
dAw  dAv dAu  dAw dAv  dAu
=ﬁ“’[l<‘dy —) (=) )

Remarquons qu’on peut intervertir I'ordre des différentia-
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tions et écrire :

ddw _  dw
dy ~ = dy
dso_
dz = dz

ou en retranchant membre & membre:

dhw  dAv dw dv
—_—— = — — — ) = 2At.
dy dz A (dy dz) At
En transformant de méme les autres termes, on arrive fina-

lement & la formule :

B G

2K f (1AE + mAn + nAY) dow.

151. Conditions nécessaires pour que le théoréme de
Helmholtz soit encore applicable. — Nous avons démon-
tré [14] que, d'aprés le théoréme de Helmholtz, les surfaces
de tourbillon et, par conséquent, les lignes de tourbillon se
conservent dans le mouvement du liquide, si on néglige les
forces de viscosité ou de frottement. Si on tient compte de
ces derniéres forces, il peut n'en étre plus de méme en géné-
ral. Le théoréme ne sera plus vrai que dans des conditions
particuliéres que nous nous proposons de déterminer.

Le théoréme de Helmholtz [8] s'exprime par la condition :

S
I
o

Lelong d’une courbe tracée sur une surface de tourbillon,

J=o0
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puisque tout le long de cette courbe le tourbillon est repré-

senté par un vecteur tangent a la surface.

d. R . .
Pour que (7::[ reste nul quand on introduit les forces de vis

cosité, il faut que :
IAT —|— wnAn 4+ nA{=o

d’aprés P’équation (7).
Cette relation exprime que le vecteur (A%, Av, A) se trouve
dans le plan de 'élément dw. Tracons ce vecteur : s’il est tan-

gent A la surface J=0 et au bout du temps d¢, on a encore
. d . )
J = 0. Puisque 3"1 =0, la surface de tourbillon est conservée.

Si nous voulons que les lignes de tourbillon se conservent, il
faut qu'un élément quelconque de ces lignes reste constam-
ment tangent au vecteur tourbillon. Il est nécessaire alors que
le plan de I'élément dw contienue & la fois les deux vecteurs,
et comme cela doit avoir lieu pour an élément dw quelconque
passant par le tourbillon, il faut que ces deux vecteurs se con-

fondent en direction, autrement dit que :

A

(9) T

J¥xt
= |k
= ]
o
X

En général, cette condition ne sera pas remplie et les lignes

de tourbillon ne se conserveront pas,

152. Dans le cas particulier ot il existe une fonction de

vitesses, le tourbillon est nul, on a donc:
— n=1¢{=o,

et par suile AE, Aw, A{ sont identiquement nuls. Pour une
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courbe quelconque, nous pouvons écrire:

!
°

J=o0

&

Et la fonction des vitesses snbsistera donc & un instant
quelconque.

Cette conséquence de nos raisonnements parait constituer
une objection contre les hypothéses qui leur ont servi de

point de départ.

158. Cas particuliers ol les lignes de tourbillon se
conservent. — Supposons que dans un liquide indéfini les
lignes de tourbillon soient des droites paralléles & I'axe des z,
¢ et 4 sont nuls, ainsi que Af et Ax: mais { et AL sont diffé-
rents de 0. Les conditions (9) sont remplies, et les lignes de
tourbillon se conservent. Il suffit d’ailleurs, pour le démon-
trer, de s’appuyer sur des considérations de symétrie.

Considérons, en effet, un plan quelconque paralléle au plan
des zy. Ce plan est un plan de symétrie, quel'on tienne compte
ou non du frottement. Si, au début du mouvement, les lignes
de courant sont planes et situées dans des plans paralléles au
plan des @y, elles resteront toujours dans ces plans par raison
de symétrie, indépendamment du frottement.

Seulement, dans les conditions acluelles, { ne conserve plus

sa valeur, et Z% n’est plus nul.

Prenons, en effet, comme contour d'intégration, la section
droite d’un tube tourbillonnaire. En raison de ce choix, il

faut faire :
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et il vient :

(10) J = Qﬁdm
dJ
(11) = szAcdm.

La section du tube dw est constante: en effet, le volume
limité par ce tube et deux plans s =z, et ¢ = 2, est constant,

d’aprés I'équation de continuité. e volume est égal &
(2, — 2,) do.

%, et z, restent constants, puisque la vitesse est toujours
paralléle au plan des ay, donc dw est constant.

Différentions l'équation (9) par rapport a ¢, il viendra
donc :

dj

a a
(12) 7 =2 do.

. dJ .
Comparons ces deux expressions de = - comme les inté-

grales sont étendues i la méme aire, il faut que

(13) g—i — KAL.

La dérivée -Z% est calculée avec les variables de Lagrange,

c'est-a-dire en suivant une molécule dans son mouvement.

Cette équation (13) est analogue & celle qui représente la
propagation de la chaleur par conductibilité. Seulement, dans
ce dernier probléme, on regarde d'ordinaire les molécules
comme immobiles. Ici au contraire { varie comme varierait

la température du liquide, §’il possédait le méme mouvement,
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et que % fitt son coefficient de conductibilité; mais il se pro-
duirait aussi, dans ces conditions, un transport de chaleur

par convection.

154. Extension des théorémes généraux. — Nous
avons démontré (n°* 65 et suiv., 113 et suiv.) quelques théo-
rémes applicables aux liquides dans lesquels il ne se produit
pas de frottement ; quelques-uns seront encore vrais.

Soit, en effet, un liquide indéfini dans lequel les tubes tour-
billonnaires sont des cylindres parallélesa Oz,

Nous avons va [126] que, en considérant { comme la densité

d'une matiére atlirante répandue sur le plan des xy, la masse
totale M =dem de cette matiére fictive est constante (I'in-

tégrale étant étendue 4 tous les éléments do du plan des ay).
La masse ainsi définie estencore constante quand le liquide
éprouve des frottements,

En effet, différentions:

M:ﬁdw

par rapport au temps, en remarquant que dw est constant ;

il vient :

aM  far,
(14) o _fitdw = K fatdo.

Je dis que cetle intégrale est nulle. Pour le démontrer,

appliquons la formule de Green :

dv du
f(ud—-n — in—n> ds :f(uAv — viu)dw
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4 un cercle de rayon trés grand, en supposant que les.fonc-
tions u et v oo P'une d’elles s’annulent & I'infini; 'intégrale du

premier membre est nulle, et il reste :
ﬁAvdm = [vAudew.

Faisons maintenant

et nous trouverons :

(15) fAcdm =o.

Donc
M = const.

155. Le centre de gravité de ces masses fictives est fixe,
méme quand il y a frottement.
En effet, les coordonnées de ce centre de gravilé sont défi-

nies par les équations :

Mz, = ﬁwdm
My, :ﬁydw.

Différentions la premiére par rapporta ¢, il vient :

doy _ &
M 2 __ﬁudw —}-—ﬁta'dm,

puisque dw est constant. La premiére intégrale est nulle, car
I'existence du froitement influe seulement sur la valeur des

dérivées de u et de v, non sur les valeurs elles-mmémes de ces
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fonctions. Il reste donc :

dx J214
o _ [ 25 —
M ar = f\dt xdw _KfACmdw.

Appliquons encore le théoréme de Green en faisant :

a« étant du premier degré, Az est nul.

Par conséquent :
(16) f @.Atdo = [taado = o.

, . dx
D'ou 7;’ = 0, et @, est une constante.

Le mémeraisonnement conduit a laméme conclusion pour y,.

156. Le moment d’inertie I des masses fictives par rapport
3 un axe paralléle 4 Oz est constant, quand il n’existe pas de
frottement. Mais, quand il existe des froltements, ce méme

moment varie proportionnellement au temps.

En effet :
::fC(m’ -l-— yg) dw
dl

= 27 (eu + yv) do —{—/% (@* + y?) dw.

et

La premiére intégrale est nulle, comme s'il n'v avait pas
de frottement, puisque la présence du frottement n’affecte pas

les valeurs de « et de v. En tenant compte de I'équation (12),
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on a :

dl__ [(d

8 [ ) do kot 4 )

Le théoréme de Green pour v = %? + y?, » == { donne :
f(aﬂ + %) Atdo :f{A(m2+y2)dw,

soit en remarquant que :
A (@ + y?) =4,

f (@? + y?) Aldo = 4 f tdw = 4M,

et enfin :

dl
(A7) o= KM

La dérivée % est constanle et par suite I varie proportion-

nellement au temps; il serait aisé d'aillenrs de caleuler la

rapidité de cette variation.

'y

15%. Application & un cas simple. — Supposons qu'a
lorigine { dépende seulement de la distance a l'axe des z,
r = V2 4 y2. Par raison de symétrie, cette condition subsis-
tera toujours. La vitesse en un point sera perpendiculaire au
rayon vecteur abaissé du point perpendiculairemental’axe Oz,
Le point décrit une circonférence ayant son centre sur I'axe Oz
et située dans un plan perpendiculaire a cet axe. A cause de
la symétrie, le point restera sur cette circonférence, méme

s'il y a frottement ; mais, dans ce dernier cas, la vilesse cessera
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d’étre uniforme. En effet { est une fonction de r et de ¢. Donc :

dg _ L | gdr
aTnTya
. . dr
Mais puisque » = const, — 7 est nul, et on a simplement :
ar _ g
& =5 = KA

ou, d'aprés une formule bien connue, puisque { ne dépend

que de r:

€K ald
(18) i (dr2 +3 r dr)

1l s'agit d'intégrer cette équation différentielle.

Considérons I'intégrale :
+oo 22 .
—f e ' F (a2 ayi)da,
h étant une constante. Nous aurons :
+ o a’

dZ -
J— h
dt == e 2\/t da

-

Intégrons par parties :

t
dZ = M F jtoe +oo -

—— -2 = h R,
de [e ( ) \/tJ 4f Fda.

Le terme intégré étant nul aux deux limites, cette expres-

sion se réduit a :

d Aot 2
-ﬁ:i e’ Fda.
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D'autre part :

427, +oo %
— = ¢ * F'da,
dx? —®
done :
A _ kL
dt 4 de?

D’une maniére un peu plus générale, considérons l'inté-

grale :
e ol i — ~
Z:ffe R (@4 a v,y + a e deds.

8i, pour un instant, nous regardons ¥y ¢t +* comme des
constantes, Z est fonction seulement de x et de 7, et d’aprés

ce qui précéde :

Si de méme nous regardons « et r comme des constantes :

dZ _hd'Z

de’ & d_z/“
D’autre part, nous avons :

dZ _ dZdx | dZ dv

4z | dz
Bt dt T dedt— d T a
ou @

d

dt

N

AZ.

Lt

H nous suffit, pour identifier cette équation avec I'équa-

tion (12), de poser :
h = 4K,

K étant essentiellement positif.
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En prenant ensuite

C—:Z,

nous pourrons calculer ¢ & un instant quelconque.
Pour choisir la fonction F, il faut connaitre la valeur de ¢

a l'origine du temps, car pour t = o

a?4g?

t}ozjfe_“z—:-ﬁF(w,y)dmdB:F(w,y)f[e— W duds.

Or:
m?_{_el

jfe A dedB :7{,

et par conséquent

équation qui détermine F.

Si la- valeur initiale de § ne dépend que de r, F ne dépen-
dra non plus que de », et il sera possible de déterminer § a
une épogue quelconque, si rien ne vient déranger la symétrie,

ou si les conditions de stabilité sont remplies.

158, Théoréme de Helmholtz dans le mouvement
relatif. — Le théoréme de Helmholtz exprime que l'inté-

grale

J = [udx -+ vdy -+ wdz

esl constante quand il y a une fonction des forces. Dans le cas

du mouvement relatif, il n'y a plus de fonclion des forces: le
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théoréme n’est plus vrai. On a :

dJ

G =Ja +dt
avec

dy = a¥ — %,

quand il existe un potentiel V.

§'il n'existe plus de potentiel

dy = Xdx + Ydy |- Zd ___E'IP_P

Si le mouvement d’entrainement est par exemple une rota-
tion autour de I'axe terrestre avec une vitesse angulaire wg,

on aura :
Xdw 4 Ydy -}~ Zdz = dV + 20, (vde — udy)

d'aprés le théoréme de Coriolis, en comprenant dans le poten-
tiel V la force centrifuge ordinaire, l'axe des z étant l'axe de

rotation. Il vient alors :
dl
= f (dV + dT) + ﬁwo (vda — udy).

La premicre intégrale est nulle, et i} reste :

dl
= Qm?f(vdw — udy).

Soit € la courbe d'intégration; projetons-la sur le plan
des @y ; soit A Paire limitée par celte projection (f£g. 43),
soient M et M’ deux points infiniment voisins : les projections

de MM’ sur les trois axes sont dw, dy, dz. Au bout du temps d¢,

THEORIE DES TOURBILLONS. 14
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les diverses molécules qui se trouvaient sur G viennent sur G
et, en particulier, M vient en M, et M' en M',. Les projections

de MM, sont udt, vd¢, wdt. Le quadrilalere MMM, M| est assi-

M, < \C ire ézale 3
/ S alre egale a !
e
zﬁ / dt (vdx — udy).
\ - ///

milable & un parallélogramme dont la

projection sur le plan des zy limite une

L'intégrale
N

Yo, 43. v
e 4 dtj (vdx -— udy)

..o d .
représente donc la variation L%dt de I'aire A pendant le temps

dt. Par conséquent :
A, dA
de v
et
J = 20,A + const,

et si J, et A, sont les valeurs initiales de J et de A, on aura :

Jo = 2uw4A, - const
J—J, =20, (A — A,

Soit (Ag. 44) un cercle de rayon .
Les molécules situées sur cette circon-
férence sont primitivement en équilibre

relatif par rapport & la surface de la

terre. Donc :

A, = nrisin},
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A étant la latitude et

J, =o.

8'il se produit une perturbation, un appel d’air vers le
centre du cercle, les molécules viennent au bout d’un certain
temps occuper une courbe fermée, assimilable & une circon-

férence de rayon r, Dans celte nouvelle position :

A = nr¥sini

J = 204 (r2 — 7E) sin .

[l se produira alors une rotation : soit » la vitesse angu-
laire de celte rotation ou la composante verticale du tour-

billon il viendra

J = 2/wda,
ds étant un élément de surface, ou en supposant o constant
J =20 |ds = 20nr2.

Egalant les deux expressions de J, on trouve :
. rg
© = w,sin A (1 -—;;’)

.7 . . \
Sl;— est assez pelit, » deviendra trés grand et aura tou-
0

Jjours le méme signe, c'est-a-dire que la rotation sera toujours
dirigée dans le méme sens.
C’est 12 I'une des explications proposées pour la formation

des cyclones atmosphériques.

FIN
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des problémes de constructions géométriques

Emile PICARD
* Traité d’Analyse (3 tomes)

Henri POINCARE

® Calcul des probabilités

® La Mécanique nouvelle (Théorie de lu Relativité)
® Théorie du potentiel newtonien

® Théorie des tourbillons

® Figures d’équilibre d’une masse fluide

e Electricité et Optique

George POLYA

* Comment poser et résoudre un probléme

Bernhard RIEMANN

® (Euvres mathématiques

F. RIESZ & B. SZ.-NAGY
® Lecons d’analyse fonctionnelle

Erwin SCHRODINGER

* Mémoires sur la Mécanique ondulatoire

Jospeh-Alfred SERRET
® Cours d’Algébre supérieure (2 lomes)

Paul TANNERY

* Pour ’histoire de la science helléne

® La géométrie grecque

Frangois-Félix TISSERAND

® Traité de Mécanique céleste suivi de

Lecons sur la détermination des orbites (4 tames)

Georges VALIRON
® Equations fonctionnelles - Applications

Vito VOLTERRA
® Lecons sur la théorie mathématique
de la lutte pour la vie
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Niels Henrik ABEL
o (Fuvres complétes (2 tomes)

Jean D’ ALEMBERT
o Traité de dynamique

André-Marie AMPERE
o Théorie mathématique des phénoménes
électro-dynamiques

Paul APPELL
o Traité de Mécanique rationnelle (5 tomes)

Paul BARBARIN

o La Géométrie non euclidienne

Ludwig BOLTZMANN
» Legons sur la théorie des gaz

Emile BOREL
s Lecons sur les séries divergentes

Léon BRILLOUIN

» Les tenseurs en mécanigue et en élasticité
e La science et la théorie de I'information
Louis de BROGLIE

® Ondes et mouvements

Georg CANTOR
o Sur les fondements de la théorie des ensembles
transfinis

Sadi CARNOT

o Réflexions sur la puissance motrice du feu

Elie CARTAN
o Lecons sur la géométrie des espaces de Riemann

Augustin-Louis CAUCHY
« Analyse algébrique

Michel CHASLES

o Apercu historique sur l'origine et le développement
des méthodes en géométrie

® La dualité et I’homographie

Rudolph CLAUSIUS

o Théorie mécanique de la chaleur (2 tomes)

R. DELTHEIL & D. CAIRE
» Géométrie et Compléments de géométrie

Paul AM. DIRAC
o Les principes de la Mécanique quantique

Pierre FERMAT
s Précis des (Euvres mathématiques
et de I’Arithmétique de Diophante

Joseph FOURIER
® Théorie analytique de la chaleur

Maurice FRECHET

® Les espaces abstraits

ISBN 2-8§7647-026-8

Evariste GALOIS
* (Euvres mathématiques

Félix R. GANTMACHER

* Théorie des matrices

Carl Friedrich GAUSS
& Recherches arithmétiques

Edonard GOURSAT
o Cours d’Analyse mathématique (3 tomes)

Jacques HADAMARD
o Lecons de géométrie élémentaire (2 tomes)

Werner HEISENBERG
o Les principes physiques de la théorie des quanta

Hermann von HELMHOLTZ

» Optique physiologique (2 tomes)

o Théorie physiologique de la musique
David HILBERT

e Sur les problémes futurs des mathématiques
(Les 23 problémes)

Camille JORDAN
® Traité des substitutions et des équations algébriques
o Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique (3 tomes)

Stephen C. KLEENE
* Logique mathématique

Joseph-Louis LAGRANGE
o Mécanique analytique

Trajan LALESCO
o La géométrie du triangle

Henri LEBESGUE

o Legons sur I'intégration et la recherche
des fonctions primitives

e Les coniques

» Lecons sur les constructions géométriques

C. LEBOSSE & C. HEMERY

* Géométrie (classe de Mathématigues)

Tullio LEVI-CIVITA
o Caractéristiques des systémes différentiels
et propagation des ondes

Alexandre LIAPOUNOFF
® Probléme général de la stabilité du mouvement

André LICHNEROWICZ

o Eléments de calcul tensoriel

Ernst LINDELOF
o Le calcul des résidus et ses applications
@ la théorie des fonctions

Ernst MACH
e La Mécanique

James Clerk MAXWELL
o Traité d’Electricité et de Magnétisme (2 tomes)

Gaspard MONGE
* Géométrie descriptive
(Suite au verso)
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