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SUR LES EQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE;

Par M. H. Poinoaré, A Paris.

Adunaazs del 35 marzo 1894.

On connait 1’équation des vibrations transversales d’une mem-
brane tendue. .

Si do désigne un élément de surface de la membrane, p sa
tension, p sa densité superficielle, w la quantité dont le point x, y
s’&carte de sa position d’équilibre (dans le sens transversal, c’est-3-
dire perpendiculairement 4 la membrane ou parallélement 3 1’axe
des 2), si T représente I’énergie cinétique et 7 I’énergie potenuelle,
on aura:

T=-2"_f(‘f“ dw V——Pf[ ]da),

d’oll ’on tire I’équation :

plw_dw dw
b ar —ar Ty =4

Si l¢ mouvement est périodique, on aura:

. t—t
w:.usm-T N

Rend. Circ. Matem., t. V1, parte 1*,—Stampato il 3 aprile 1894. 8
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t, et T étant des constantes et % une fonction de x et de y seule-
ment; et il viendra :

¢)) Au +

f:‘_,uzo.

p

D’autre part, sur le contour de la membrane on devra avoir
u=—o.

La méme équation se rencontre dans I’étude des petites vibra-
tions d’une masse gazeuse enfermée dans un vase solide. Si @ est
le potentiel des vitesses, on devra avoir :

<o
ar

_n. _;,d’@ i o e
=a’AdP—a [dx’ + dy +d{’]'

La condition A la limite n’est pas alors ® —o0, mais
do_

du_o’

On rencontre encore la méme équation avec d’autres conditions’
aux limites dans les problémes relatifs A 1’¢lasticité des corps solides
et dans beaucoup d’autres problémes de physique inathématique.

J’insisterai seulement ici sur les problémes relatifs A la théorie
de la chaleur. Si 7 désigne la température, on aura:

v
(2) S =Kav,

K étant le coefficient de conductibilité; et A la surface du corps:

av
H+b7_o,

b étant une constante positive proportionnelle au pouvoir ¢missif. Si
on veut que ’on ait:

V=ue™,
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u ne dépendant que de x et de y, il viendra:

G) . Au+%u=o.

Cela suppose qu’il n’y ait i D’intérieur du corps aucune source
de chaleur. Supposons que dans 1’élément de volume d+ du corps
il y ait unc source de chaleur qui produise, dans le temps d#, une
quantité de chaleur:

gdtds. .

Soit p la densité du corps, p sa chaleur spécifique; 1’équation
(2) deviendra:

av __ q
. TIT_KAV"'p__
et I’équation (3):
L3 g _
Au+Ku+NLK_o.
En posant enfin :
@ _ 9
on trouvera:
W . Au+Eu +f=o.

Pour que # soit indépendant de ¢, il faut supposer qu’il en est
de méme de f et par conséquent que ¢ varie proportionnellement
I’exponenticlle ¢™. Je regarderai f comme donnée. ‘

Le cas le plus intéressant est celui ol « et ¢ sont nuls et ol
V et g sont indépendants du temps. L’équation (4) devient alors:

Au+ f=o,
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avec la condition aux limites :

du
d—”+b“__0.

C’est le probléme des températures statiomnaires.
Si le pouvoir émissif devient nul, la condition se réduit A

du __
dn_o'

Si b est infini, elle se réduit 4
% —0.

Nous nous poserons donc le probléme suivant.

Soit D un domaine situé dans le plan ou dans I’espace 2 trois
dimensions; soit F sa frontiére qui sera une ligne dans le premier
cas ou une surfice dans le second. Je supposerai que F se compose
d’un nombre fini de portions de surfaces ou d’arcs de courbe ana-
lytiques. A

Je désignerai par d+ un élément de D et par dw un élément
de F; si D a trois dimensions, d+ sera un volume et do une sur-
face; si D n’a que deux dimensions, d < sera une surface et dw une

longueur. Je désignerai par g—:-: le rapport 4 dn de I’accroissement

du que subit la fonction # quand on parcourt une longueur infini-
ment petite dn sur la normale 3 F en allant vers I’extérieur de D.
J’aurai trois coordonnées x, y, z ou deux seulement x, y selon
le nombre des dimensions de D.
Je me propose de déterminer une fonction v satisfaisant, 3 Pin-
térieur de D, A la condition :

Av+ v+ f=o,
et sur la frontiére F 4 la condition :

dv
d; +hv=0,
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et qui de plus A lintérieur de D est continue ainsi que ses dérivées
des deux premiers ordres.

Les constantes £ et b sont données ainsi- que la fonction f.

Dans certains cas je supposerai f—0, % 7% 0 et je ne suppo-
serai plus que § soit donné.

Les cas de {=0, f—=0, h=0, h=—c0 méritent d’attirer par-
ticulirement I’attention.

Pour des raisons qu’on comprendra plus tard, je me réserve de
donner 2 £ des valeurs positives, négatives, ou méme imaginaires.

Le probléme ainsi posé a déji fait ’objet de travaux nombreux.

. Le plus important est celui de M..Schwarz (« Festschrift zum
Jubelgeburtstage. des Herrn Weierstrass»), dont les résultats ont
été complétés par une note de M. Picard insérée aux « Comptes
Rendus » du 16 octobre 1893.

D’autre part M. Picard a traité, dans un mémoire inséré au
tomo VI, 4*=¢ série, du « Journal de Liouville », des questions qui
se rapportent 3 des équations aux dérivées partielles, dans lesquelles
celle qui nous occupe rentre comme cas particulier.

On pourra consulter avec fruit de nombreuses notes du méme
auteur dans divers volumes des « Comptes Rendus » depuis 1889.

J’ai eu moi-méme I’occasion de m’occuper de ces équations dans
un mémoire que j’ai publié dans le tome XII de I’« American Journal
of Mathematics ».

Je ferai A tous ces ouvrages de nombreux emprunts, ainsi que
je P’expliquerai dans la suite.

Sll
Fonctions de Green.

L’étude de I’équation qui nou; occupe se rattache directement
a celle de I’¢quation de Laplace:

Au—o,

qui est, comme on salt, beaucoup plus avancée.
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Le probléme dit de Dirichlet consiste 4 trouver une fonction
% qui A l'intérieur du domaine D satisfasse A 1’équation de Laplace
et qui prenne des valeurs données sur la frontiére de ce domaine.
Grice aux travaux de Schwarz et de Neumann on sait résoudre
ce probléme dans un trés grand nombre de cas.
On pourra aussi trouver une fonction % qui satisfera aux con-
ditions suivantes. A l’intérieur de D on aura: .
Au—f
et sur la frontiére
% =29,

f et ¢ étant deux fonctions données.

Une fonction, connue sous le nom de Green, joue dans la so-
lution de ces divers problémes un rdle trés important. Je vais rap-
peler sa.définition et celles de ses propriétés qui ime seront utiles
dans la suite. '

Soit m un point mobile dont les coordonnées seront les coor-
données courantes x, y, z; @ un point fixe dont les coordonnées
seront £, n, {; r la distance mp; ces deux points sont supposés in-
térieurs 3 D. '

La fonction de Green G satisfera aux conditions suivantes:

1° A Dintérieur de D, on aura:

AG=o.
2° A la frontiére, on aura:
G —o. : .

3° A Dintérieur de D, G sera finie et continue ainsi que ses
dérivées, sauf pour r — o, c’est-d-dire quand le point m viendra
en p.

4° Si D a trois dimensions, la différence

) ¢

4%r .
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restera finie et continue pour r =0. Si D a deux dimensions, la
différence ’

I
G+ z—ilogr

restera finie et continue pour r — o. '

Ces conditions suffisent pour déterminer la fonction G; il 0’y
a qu’une fonction de Green qui corresponde 3 un domaine D donné
et A un point i donné. De plus il y en a toujours une et on sait
la former quand le domaine D est limité, comme nous le supposons,
par un nombre fini de lignes ou de surfaces analytiques.

Si une fonction % satisfait 3 I’interieur de D i 1’équation

Au—f

et s’annule i la frontiére, on aura:

® w(x, 3, 9=— [6.G n DdEdndl;

G dépend en effer 2 la fois de x, ¥, 3, et de &, =, §. Il va sans
dire que si le domaine D n’avait que deux dimensions, u dépendrait
seulement de x et y, f de § et n, G de x, ¥, § et n; et Pintégrale
triple portant sur les différentielles d€, d=n, d{ devrait étre remplacée
par une intégrale double portant sur les différentielles d§, dx.

Il est aisé de trouver des inégalités auxquelles doit satisfaire la
fonction de Green. Si le domaine D a trois dimensions on aura:

q®r’

D’autre part, si r, et 7, sont la plus petite ct la plus grande
distance du point i i la fronti¢ére de D, on aura: ’

I ) §

<G<-L 1

47T 47T, 47T 471,
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Cela tient i ce que la fonction G ne peut avoir de minimum
3 Pintérieur de D et qu’elle s’annule A la fronti¢re. D’autre part

la différence G — ‘# ne peut avoir A I’intérieur de D ni maximum,

ni minimum, et sur la frontiére de D elle varie entre les limites.
1 I
et — .
47T, 477,
Si le domaine D n’a que deux dimensions, ces inégalités doivent
étre remplacées par les suivantes:

G>o, logm> <2nG<log-.

De tout cela on déduit immédiatement, si D a trois dimensions :

. r P N . l

] &rant la plus grande dimension de D; c’est-d-dire la plus grande
distance de deux points de la fronti¢re de D.

Si D n’a que deux dimensions ces inégalités doivent &tre rem-
placées par les suivantes :

f|G|d1<—'—<——- fG’d( <—

il S

dx
On peut déduire de 12 des conséquences importantes comme 1’a
montré M. Picard dans son mémoire cité plus haut du « Journal de
Liouville ».

On peut égalemcnt assigner une limite supérieure N 2
Id".'.
y

3
Revenons A la relation (1). Soit F le maximum de [f], M =IT

2

ou L4 , une limite supérieure de f Gd~x. On aura:

W < M.F, d"l(NF
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Si maintenant la fonction f a ses dérivées du 1** ordre finies,
et que F, soit une limite supérieure du module de ces dérivées, les
dérivées secondes de u seront plus petites en valeur absolue que

PF + P,F,,

P et P, étant deux constantes positives ne dépendant comme M et
N que du domaine D,

§ I
Intégrales de Schwarz.

Soit f une fonction donnée et £ une constante donnée et pro-
posons-nous de trouver une fonction v qui i Pintérieur de D sati-
sfasse 4 I’équation :

() Av+Ev+f=o0

et qui s’annule sur la fronti¢re. Je désignerai cette fonction, si elle
existe, par la notation :

v=[f, §].

A P’exemple de M. Schwarz, je me propose de développerv
suivant les puissances croissantes de § en écrivant :

@ v=v, + 0§+ 1,8 +
Je suis ainsi conduit A la suite d’équations :

Av, 4+ f=o
Ay, +9y,—=o0

(€) 2 S .

Rend. Circ. Matem., t. VIII, parte 1*.—Stampato il 4 aprile 1894. 9
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qui déterminent complétement les fonctions v, si on adjoint la con-
dition, A laquelle ces fonctions sont astreintes, de-s’annuler sur la
frontiére de D. Si nous désignons par d+’ le produit des trois dif- -
férentielles d& dn d¥, par f' et v] ce que deviennent f et v, quand
on y remplace x, y, g par §, n, §, nous trouverons :

voszf’d'r', 'v.:va;d‘r', cees 'u_::va,',_'dr',

Si f est toujours positif, il en est de méme de towres les fonc-
tions v,. C’est ce qui arrive dans I’hypothése de f— 1 envisagée
particuli¢rement. par' M. Schwarz. Mais, si comme je le suppose,
f peut avoir un signe quelconque, il en est de méme de v,, mais
cela ne changera rien aux résultats essentiels.

Formons maintenant les intégrales considérées par M. Schwarz
dans son mémoire cité :

dv,dv, dv,dv, dv,dv,
W-..= v.v.d‘r; Vw.=f(—d7'd_x+7y——a—y—-l‘7{-ﬁ)d‘ﬂ

M. Schwapz a démontré les théorémes suivants :
1°On a

szyﬂl.-:Wuﬂ.u—x:Wo.m

de sorte que nous pouvons simplifier la notation et écrire W, au
lieu de W, :

2° Les intégrales W, et V_, sont toujours positives.
3° Enfin on a:

w, _W, W,
;—V—O'<W'<—W’-<

3

Ces résultats subsistent quelle que soit la fonction f et je n’ai
riecn A changer A la démonstration de M. Schwarz; le seul point,
en cffet, ot le fait que v, est positif semble jouer un role est l¢
suivant :
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« Weil dass Doppelintegral #,, ,, dit M. Schwarz, nur po-

sitive Elemente enthilt so hat jedes Doppelintegral [wv,v, ,d= bei

0 U —1

welchem die Integration iiber ein Theil des Gebietes D erstreckt
wird einen endlichen Werth, welcher kleiner als W, _, ist».

Il est clair que si v, , n’est pas toujours positif, on pourra en-
core assigner A cette intégrale double une limite supérieure qui ne

sera plus W, mais: )
f Vo Vel 4 7~

Le reste de la démonstration n’en serait pas changé.
En tenant compte de la relation

on trouve ensuite, comme dans le mémoire de M. Schwarz:

% < f W, yd~ f G'dv,
ou o .

U< QW Wl<QVW,.,

Q* étant égal A L ou 3 L suivant que D a trois ou deux di-
41‘ 41‘ .
mensions.

Il en résulte que, si T désigne le volume ou la surface de D,
il vient:

Wo.<QTW,,_,.

Cette formule est toujours homogéne; Q* T'est en effet toujours

la quatriéme puissance d’une longueur, que D ait trois ou deux di-
mensions.

Il en résulte encore que:

Wu—l ™.
7 < QVT
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ou bien que: .
w, W, W, =
7 W'<-W—’<...<QI/T.
Donc le rapport
W .

ﬁi

tend vers une limite finie et déterminée, positive et plus petite que
QV/T. 1l en est de méme du rapport

Vi

Donc la série:

4) VW, +EQVW, +EQVW,+... +8QV W, + ...

converge absolument, pourvu que

I

Or les termes de la série (4) sont indépendants de x, y, 7 et
plus grands en valeur absolue que ceux de la série:

(5) v, +Eu, + 8y + ...

Donc la série (5) converge absolument et uniformément (par rap-
port & x, y et ), pourvu que .

<t .
Y <GpT

il en est donc de méme de la série (2). .
Je dis maintenant que la série (2) satisfait 4 1’équation (1).
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En effet la série
€ o=f+8v, + 8 +8v + ...
converge aussi absolument et uniformément, et on aura:
o=f+E&v.
D’autre. part, chacun des termes de la série uniformément con-
vergente (2) s’annulant 3 la frontiére, il en est de méme de v. Je
_ dis maintenant que’

p=—Au.

Il est évident d’abord que la série:
dx + E d ' + E’
converge aussi absolument et uniformément. On a, en effet:

:—l < QNVW;,_‘,

N étant la quantité positive définie au § précédent et 97, la plus

grande valeur de |v,_|.
On a donc

9 f . dv, .
dx + dx+de+E, "",

h..

. . . . d
de sorte que, si on peut assigner une limite supérieure 2 zf;, ce que

je suppose, on pourra en assigner une i % Il en est de méme en

ce qui concerne 4—1 et d_g
1 dy © dg-
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La série (6) étant uniformément convergente, je puis écrire :
fodr':fo'dt’ + Eva;dr’ + E’va,'d‘r’ + ...
ou bien: . ‘
@ qu;’dr':vo-i-Ev, +8v,+ ... =v.

Comme on peut assigner A ¢ et i ses dérivées une limite supé--
rieure, la relation (7) prouve, d’aprés ce que nous avons vu dans
le § précédent, que v a des dérivées secondes et que

Av—=—9. C. Q. F. D.

Le probléme est donc résolu quelle que soit la fonction f, pourvu
que

I
'EK?Q_VT“'

Pour aller plus loin, il faut que j’aie recours 3 un théoréme que
j’ai démontré dans le tome XII de I’« American Journal » et dont je
vais reproduire ici la démonstration afin d’y introduire certaines sim-
plifications.

§ m.
Lemme préliminaire.
Soit 7 une fonction quelconque de x, y, z; posons:
o _(TAP\ . AP\, (dpy
a=[ran = () +(5)+ (@) ]+

J’écrirai pour abréger ;

B =f2(%)’d‘r.
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Je suppose d’abord que ¥ satisfasse 3 la condition :

. de‘r:O

et je me propose d’évaluer une limite inférieure du rapport % .

Soient dv et d+’ deux éléments de volume du corps, ayant re-
spectivement pour coordonnées x, y, Z et X/, y’, ’; et soient Vet
V7 les valeurs de la fonction ¥ au centre deces deux éléments. On

aura :
T=f41=fd¢' .
et | A ‘
BT= [[3 (45 )tsiv,
4 Tsz’drdr' =._fV'=drdr',
o=,fraa=fr'd¢'_—_frr'dcde';
d’od enfin:

24T= [ — P"yd=dv.

Les intégrations doivent &tre étendues 2 tous les couplesd t, d+’
d’éléments de volume du corps. Un couple formé de deux éléments
de volume ¢ et ¢, figurera deux fois; la premiére fois de telle fagon
que ¢ joue le rdle de d+ et ¢, celui de d+’; la seconde fois de telle
fagon que ¢, joue le role 'de dv et ¢ celui de d=".

Changeons maintenant de coordonnées en posant:

x=2E&+osin0cos ¢, ) ¥ =§ +p'sinbcoso,
y=mn +psinOsing, y'=mn + p"sin Osin @,

g=pcosH,  =¢p’ cos 0.
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Pour transformer une intégrale sextuple f Fd<d~, il faut appli-

quer la régle de transformation des intégrales multiples. On trouve
ainsi: ) .

de’rd‘r’:fF(p — ¢")sin O cos 0 dpdp’dEdnddyg.
. J’#crirai pour abréger:

de-rd‘r' = fF(p — oy dpdeda,

en posant:
dQ—=sin0cos0dEdnd0do.

Nous trouvons donc:

14% s g
BT=fZ(-‘E-) (¢ — ¢y dpdp'da
et
zAT:f(V_ VY ¢ — o) o dp’ da.

Voici quelles doivent &tre les limites d’intégration. Soit M le
point x, y, z; M’ le point x’, y’, z’; la droite MM’ est définie par
les quatres variables §, m, 9 et ¢; les deux autres variables p et p’
définissent la position des points M et M’ sur cette droite.

Supposons que le domaine D soit convexe; la droite MM’ ren-
contrera la frontiére en deux points que j’appellerai M, et M, et qui
correspondront aux valeurs p, et p, de la variable p; les points M et
M’ ¢étant situés alors entre les points M, et M,, on aura:

Po<p<ips P <9<ep,

Par conséquent, regardant d'abord £, , 0, ¢ comme des constantes,
nous intégrerons par rapport 4 p et par rapport i p’ entre les limites

Po et Pl'
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Regardant ensuite 6 et ¢ comme des constantes, nous intégrerons
par rapport 3 § et » en donnant i ces variables toutes les valeurs
telles que la droite MM’ rencontre D.

Nous intégrerons enfin par rapport 3 8 depuis zéro jusqu’a _zﬁ

et par rapport A ¢ ‘depuis zéro jusqu’a 2.
Si donc nous posons:

b= [ (42) G~y dedr

za:f(V_ 7y — ¢y dpdp's

il viendra:

BT:fbdn, . AT= [ada.

Il importe de remarquer que tous les éléments de toutes ces in-
tégrales sont positifs.

Nous avons maintenant:

ZPV) (:" sin  cos @ +d—sm05m9+_cos 9)< Z(%

&0 |
O b> f (37”)’@ — ¢ dpdg’.

Pour aller plus loin je vais employer une inégalité dont Mr.
Schwarz a fait aussi un fréquent usage; on a, quelles que soient
les fonctions ¢ et ¢,

[ q>¢dx]i< cp’dqu“dx.

Si donc p’ > p, on aura:

@ (V'—V)’z[fp"'f’-’fd ]<(p'—9>[ (5%) 2

Rend. Circ. Matem., . VIII, parte 1*.—Stampato il 4 aprile 1894. 10
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Les éléments de ’intégrale 24 peuvent se répartiren deux groupes,
ceux pour lesquels p* > p et ceux pour lesquels g > p’; comme la

quantité sous le signe f ne change pas quand on permute p et p’,

Pintégrale étendue aux éléments du 1°r groupe est égale A I’intégrale
étendue aux éléments du 2¢ groupe, de sorte qu’on aura:

a=f(”— Py —¢)dede’

en bornant !’intégration aux éléments du r** groupe, c’est-d-dire que
les inégalités qui définissent les limites d’intégration s’écriront :

po <p <p <P

Il vient alors, en vertu de I’inégalité (2):

ary:,, ,
() a< f(n‘)(p —p)dpdp’d6,
les limites de l’intégration étant définies par les inégalités:

4) o <P <6< <

Nous allons maintenant transformer ’intégrale du second membre
de (1). Considérons d’abord I’intégrale étendue i tous les éléments
du r1° groupe; j’curai alors: .

P <p<p <o

et si je change p en 6, I’intégrale s’écrira:

avy\* , s g0
f(Tg @ —6)yde'd6. (p<b6<p <o)

Envisageons maintenant ’intégrale étendue A tous les ¢éléments
du 2¢ groupe; on a:

Po <p' <p<p
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Si on change p’ en p, et p en 6, Dintégrale devient:

Ainsi I’inégalité (1) devient:

b> f(%%—)’(p'_sydydé+[(%g)’(e—p)=dpdc.
P<p<E<Lp<p,) .

Si alors nous posons :
«=f(e’ —pydpdy’,

(5=f(9'—3)’de'-l-—f(5—-9)’d9,

1 ~riendra:

o< fo(B)es 5> [s()us

X _es limites de I’intégration ‘sont définies par les inégalités (4).
O trouve aisément:

(Pn — Po)s —_ (Pl - 6)5 _ (6 _ Po)s s
20

B_:.(P:—G)"!'(G_P‘!Z. )
3

x=

Quand & varie de p, 4 p,, on voit aisément que « atteint son
"MA 3zinum et § son minimum pour

G:P——-'_*-P".
2
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On a donc:
3
L (Px - Po)"ﬁ 4
3
B > eo)
d’od
B8 1
N a 9 (P. ‘)’ > 913 })

1 désignant comme plus haut la plus grande dimension du dommne D.

Il en résulte:
LI
TGy
o

et

B b8 e

—_ > > 2
] f" “ 9l

©

3

C’est la limite cherchée.
Dans le memoire de I’« American Journal » j’avais trouvé une
limite différente :
i B
Vike

[SHIYY)

T

o

Celle que j’adopte ici est plus maniable.

Si D n’a que deux dimensions, le méme calcul donnerait:

B 24
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Je suppose maintenant que I’on ait:
V=a9 + a0, + ... + %P5

P> Pa» - - §p Ctant p fonctions données de x, y, 7, et les « étant
b coefficients arbitraires, et je me propose de chercher si on peut
choisir les « de fagon que le rapport B: 4 soit plus grand qu’un
nombre donné convenablement choisi.

Je dis d’abord que si on peut décomposer le domaine D en
p — 1 solides partiels convexes de telle fagon que la plus grande di-
mension de chacun de ces solides soit plus petite que I, on pourra
choisir les « de telle fagon que le rapport B: 4 soit plus grand que

16
9l*”

Soient en effet R,, R,, ... R, , ces p— 1 solides partiels dont
P’ensemble forme le domaine D.

Soit B; intégrale
) A%
[pACHLE

&endue au solide R,; soit A, Pintégrale

fV’d‘r

étendue au solide R;; soit enfin C; I’intégrale

de-r

étendue au solide R,. On aura:

B=B,+B,+... + B,

A=A, + 4,4+ ... + 4,
" B,, 4, et C, dépendront des coefficients «; B; et 4, seront des

polynémes homogénes du 2¢ degré par rapport 4 ces coefficients, pen-
dant que les C, seront des polynémes homogtnes du 1+ degré. Je
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pourrai donc choisir les p coefficients a de fagon 2 satisfaireaux p — 1
relations linéaires :

C,.= CG=...=C,=o.

On aura alors, puisque C, est nul et que la plus grande dimen-
sion de R, est plus petite que /:

16
9k

B,
7‘->

5
et par conséquent :

B 16
7)—97. C. Q. F. D.

Si le domainev D est convexe et contenu tout entier dans un
cube dont le coté soit égal 3 A, nous pourrons partager ce cube en

¢* cubes égaux dont le coté sera égal a -% Le solide commun 2

’un de ces petits cubes et 3 D sera convexe et sa plus grande di-
mension sera plus petite que

AV5

q

Si p est égal aw nombre de ces solides plus un, on pourra
choisir les « de fagon que

16 ¢*
27 A*°

B
"A—>

On le pourra encore a fortiori si p est plus grand que ce nombre.
Or le nombre de ces solides est au plus égal A ¢*; il suffit
donc que

p=¢ +1
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Nous pourrons donc choisir les = de telle fagon que

B
>0
si nous posons ;
_16¢ '
L'_zT_A“

¢* étant le plus grand cube parfait contenu dans p — 1.

Si le domaine D n’est pas convexe, on pourra toujours le dé-
composer en m solides convexes; si chacun de ces solides convexes
est contenu 3 I’intérieur d’un cube de c6té égal a A, nous pourrons

décomposer chacun de ces cubes en ¢* cubes de coté égal A —‘;—; les

plans des faces de ces petits cubes partageront chacun de nos m so-
lides convexes en solides partiels dont le nombre sera au plus égal
3 ¢*; nous devrons donc choisir ¢ de telle fagon que

p=mg+ 1

€t nous aurons encore 2'
B .
7> L=g%

¢* étant le plus grand cube parfait contenu dans f_;i .

~ Si D n’avait que deux dimensions et se décomposait en m do-
maines convexes, contenus chacun dans un carré de cOté- A, on
trouverait :

B __ A’
7>L,7 L,—'Hq’;‘:

¢ étant le plus grand carré parfait contenu dans P—;—!- .
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Dans toxs les cas on peut choisir les a de telle fagon que
B
7 > L, >
L, étant un nombre qui ne dépend que du domaine D et du nombre p

et qui croft indéfiniment avec p.

3
Le nombre L, est du méme ordre de grandeur que p3,si D a
trois dimensions; et du méme ordre de grandeur que p, si D n’a que
deux dimensions,

§ IV.

Théoréme fondamental.

Soient f,, f,, ... f, p fonctions quelconques de x, y et z; soient,
en reprenant les notations du § II:

wx = [fl ’ E]’
w,=[f,, &b

Soient maintenant «,, «,, ... a, p coefficients arbitraires;
posons :

f=afitafi+ ... +4af
et

v=aw W, + ... +a,w'
d’oli : .
W v=[ff=vn+vi+v+ ... +98+

Nous pourrons, A I’aide des fonctions v,, construire les intégrales
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de Schwarz W, D’aprés ce que nous avons vu le rapport %“—'

sera constamment croissant; mais comme il ne pourra pas croitre au
dela de toute limite, il tendra vers une certaine limite A quand n
croitra indéfiniment,

Je dis qu’on peut toujours, quelles que soient les fonctions
fis fas - f,» choisir les coefficients arbitraires a de telle fagon que:

1<L‘—.
?

En effet, d’aprés le lemme qui précéde on pourra toujours choisir
les ae de telle fagon que:

~

w.. >
ous

V.. 1

7 <L
0u «=nfin:

W, W 4 1

2 73 73 . —_ —_—
(2> | W,<W,<"'<W,_,<L,'

Je considére un instant « , «,, ..., comme les coordonnées
hoxaraggines d’un point M dans I’espace 4 p — 1 dimensions; on peut.
choisir ce point M de fagon 2 satisfaire aux inégalités (2). Il y aura
doxa ¢ dans I’espace 2 p dimensions un domaine 3, tel que, quand
le point M est dans ce domaine, les inégalités (2) soient satisfaites.

En changeant # en n 4 1, je vois qu’ il existe up domaine 3,,,
tel  que, quand M est dans ce domaine, les inégalités

?-Bi‘ _& K’_ W" Wavu-x W:m __I_
( Y w, <w, < <w_o<w, “w. 1

sOlent satisfaites.

Mais les inégalités (2b*) entrainent les inégalités (2). Donc le do-
Maine 3, est tout entier contenu dans le domaine 3,. .

Resd. Circ, Matem., t. VIII, parte 13, —Stampato il 16 aprile 1894. 1
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J’aurai donc une série de domaines

5,3, ...8,8

3 L2 IR

tels que chacun d’eux soit tout entier contenu dans le précédent.
Tous ces domaines auront donc une partie commune & qui pourra se
réduire A un point.

Si alors les coefficients a sont choisis de telle sorte que le point
M appartienne 3 3, on aura, quelque grand que soit n:

w,., I
W, <1

et par conséquent
I
1 E ¥ e
L
Il en résulte, en résonnant comme au § II, que la série
V&7, + eV, + VW, + ...
converge, pourvu que

&l <L,

et par conséquent que la séric (1) converge absolument et unifor-
mément toutes les fois que

Bl < L,
Le rayon de convergence de la séric (1) n’est donc plus égal A
1
VT
comme dans le § II, mais a L,.
Soit maintcnant f, une fonction quelconque et

v=|[f, E]:vo.—}-?,'u‘ 4 By, 4- ...
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Soit |
4, =[v,, §] =v, +Ev, + &, + ...
u, = [v,, El=v,+ 8y, + 8y, + ...

4, = [t =9, +8y, + 89, + ...

Soient

X, Xy .. @

w=a v a,u e+ o+ a4,

)€ pPpuis écrire aussi:

w = [11f + «,Y + x, v, + ... + apv’_,, E]:

Ou  bien, en développant w suivant les puissances de & :

€D

w=w, +wl+wb +... .

AV ec

)]

w, = &,7, + %3 Uy + «, Vnta + L + “pvn-e-p—l'
On aura donc les p équations linéaires :
v + %4, + a4+ ... F U —=w
v—u,f—=u,

»
4, =4, =1,

up_x — “PE = ‘DP_,.

D’aprés cg que nous venons de voir nous pourrons choisir les

2 de telle fagon que le rayon de convergence de la série (3) soit
plus grand que L,
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J’aurai donc une série de domaines
5,8,,...3,,38

tels que chacun d’eux soit tout entier contenu dans le précédent.
Tous ces domaines auromt donc une partie communc 8 qui pourra se
réduire 3 un point.

Si alors les coefficients a sont choisis de telle sorte que le point
M appartienne 2 3, on aura, quelque grand que soit n:

w1 v

Wei 1
w, <1,
et par conséquent

1

A= .
L

Il-en résulte, en résonnant comme au § II, que la série

VW, +EVw, + VW, + ...
converge, pourvu que '
B <L,

et par conséquent que la série (1) converge absolument et unifor-
mément toutes les fois que

8 < L,
Le rayon de convergence de la séric (1) n’est donc plus égal &
1
VT
comme dans le § II, mais 4 L,
Soit maintenant f, une fonction quelconque et

v=[f, El=v, +Ev, 450, ...,
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Soit | |
u,=[v,, §]=v, +&v, + &', + ...
u=[v, ]=v, +8v, 4+ 8y, + ...
4= [y, El=v ., + &y + v, + ...
Soient .
Xy Xyy o0 &

P <ocfficients arbitraires, et
w=a U4 a8 a4 ...+ an;
je puis écrire aussi:
w=[zf+av,+av+ ... +79,,, £);
Owm bien, en développant w suivant les puissances de & :
(=) w=w, +wf+wl+ ... .
A ~grec
w, =¥ + %0, +av,,+ ... +&v,, .
On aura donc les p équations linéaires :
v + a,u, + 4+ .. oy =w
v —u,f—=u,
oy =
G) 4, =4 =1,

thy , — “pE =,

D’aprés cg que nous venons de voir nous pourrons choisir les
z de teile fagon que le rayon de convergence de la série (3) soit
plus grand que L,.
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Des équations linéaires (4) nous pourrons tirer v et nous trou-
verons : '

=2
ol :
@ o, X .. X, a,
1 —§ ‘ o ... 0 0
D=|o 1 —& ... o0 o
o o o ... I —&

=a,—8a + Ba,— ... + (=8 e,

_Ainsi D est un polyndme entier en § i coefficients constants.
D’autre part:

% *, Ry oo Ky x,

v, —§ 0O ... 0 0
P =y, 1 —§ ... 0 of.

Yy O o ... I —

Pour rendre cela glus clair, j’écris I’expression compléte des
déterminants D ct P en supposant p — 4:

@, o, a, «, w a, a, a«,
1 —& 0 o v, —§ o o
D = ) P —_— . .
0 1 —§ 0 v, 1 °—§ 0
» »
o 0 1 —§ v, 0 1 —§
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Comme v,, v,, ... y,_, ne dépendent pas de §; et que w est
bolomorphe en & pour

& < L,,
il en sera de méme dé P.
Donc la fonction
_P
. =D
sera  méromorphe en § pour
| El < L,,

¢ Comme je puis prendre p aussi grand que je veux, la fonction v
ser@  méromorphe dans tout le plan. ,

Etudions les propriétés de la fonction P; je vois d’abord, en dé-
veloppant w par la formule (3), que P peut se développer en série
proc<&dant suivant les puissances croissantes de §

) P—P +PE+PE+ ...
€t <que cette série converge absolument et uniformément, pourvu que
: < L,

A la frontiére w, v,, v,, ... v, , s’annulent, il en est donc
de  meme du déterminant P.
On a d’ailleurs, en supposant encore p — 4:

dw

—E— a, a, 14
dv

. |2 __

: dp 4% oo o

dx - d‘ll,
> -8 o
. dv, -

| 0 1 —&
ldx T

©t comme les dérivées des deux premiers ordres de w, v,, v, ... 9,_,
Sont finies, on en conclut qu’il en est de méme de celles de’ P.
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" Enfin on"a

Aw +Ew +af+ay, +2,0 + ... +a1y_,=0

Ay, + f=Av, +v,= ... =4y, + y_, =0,
| d’ol, en supposant toujours p — .4 :
—af—a,v—av, —au o, «,
E'”o —f —_ E o
AP + (P =
Ev, — v, 1 —§
v, — v, o 1 —
ou
—af a, a, a«,
—f =& 0 0
AP 4+ (P = ’
o 1 —§ o
0 0 1 —&
ce qui donne enfin ’équation:
(6) . AP 4+EP+4fD=o.
La série (5) est uniformément convergente pour
B <L,

et il est aisé de vérifier qu’il en est de méme de la série:
AP—AP, + EAP, + E*AP, 4 ....

Si je désigne par P, P”, ...; D', D”, ... les dérivées s
cessives de P et de D par rapport 4 £, il est aisé de vérifier q

, o dAP
L
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sont dévcloppables en séries uniformément convergentes :

PP=P + 28P, + 38P, + ...
AP’ =AP, + 2EAP, + 3E*AP, + ...
dAP
—— = 13

dt = AP, +2%AP, + ...

et par conséquent que '
' . dAP
AP .‘.—..'-—J—E—'. ®

On peut alors par différentiation tirer de l’étilation (6) les sui-

vantes :
lAP’ +E¢P +P+fD=o0
(6™ lAP” +EP"+ 2P 4 f.D”"=0

e o e o o o o

§V.
Existence des harmoniques.

Les poles de la fonction méromorphe v dont le module sera
plus petit que L, seront les racines de I’¢quation :

D —o.

Soit k une racine de cette équation; et soient P,, P;, P} ce

que deviennent P, P’, P” quand on y fait § = k.
Supposons d’abord que k& soit unc racine simple.
Si alors dans I’équation (6) je fais § =k, D s’annule et on

voit que P, satisfait 2 1’équation :

.

(I) : APk"*‘ka:O-
: \
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De plus .P,, s’annule A la fronti¢re. J’appellerai fomction harmo-
nique toute fonction qui satisfera i ces deux conditions. Le nombre
k sera le nombre caractéristique de cette fonction.

Il pourrait se faire, il est vrai, que P, soit identiquement nulle;
mais dans ce cas la valeur § =# serait un zéro pour P et pour D,
et un zéro simple pour D; ce ne serait donc pas un pole pour v.

Supposons maintenant que k soit une racine multiple, une ra-
cine triple par exemple. Alors D, D’ et D’ s’annulent pour § —==%.
Si nous faisons § — k dans les équations (6) et (6%*) elles devien-
dront : :

[ ]
AP.-I-kP,:O,

) AP, 4 kP, + P, =o,
AP + kP + 2P, —o.

De plus P,, P, et P} s’annulent 3 la frontiére, de sorte que le
théoréme de Green nous donne:

f(P;AP,_ P,,AP;)d-r:f(P;’AP; — PiAP))dr=o,

ou, en tenant compte des équations (1%*):

fP:d‘v:::lfPI’d‘r::O,

ce qui montre que P, et P; sont identiquement nulles.

Si P; n’est pas identiquement nulle, c’est une fonction harmo-
nique et £ — k est un pole simple pour v.

Si P, est identiquement nulle, £ =% n’est plus un pdle pour v.

Ainsi la fonction méromorphe v n’admet qfic des pbles simples et
les résidus sont des fonctions harmoniques.

Voici pour quelle raison j’appelle ces fonctions harmoniques.

Les divers sons simples que peut émettre une membrane sont
caractérisés par des équations de la forme :

Au 4+ ku—o,
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la fonction # étant assujettie 2 s’annuler 4 la frontiére. On sait que
ces sons simples ont regu le nom d’harmoniques.

A chaque péle de v correspond une fonction harmonique. L’exi-
stence de ces fonctions sera donc établie dés qu’on pourra montrer
que la fonction v ne peut étre holomorphe dans tout le plan. Or
cela est presque évident.

Reprenons en effet les inégalités

w, W, w,.
A AN 4
Soit A la limite du rapport
W sy
W,

pour # infini. Je dis que le rayon de convergence de la série:

) v=1, + 2L+ 0,8 + ...

est égal A % . En effet nous avons vu déjd qu’il est au moins égal

1 . . .
3 5 Il me reste 3 montrer qu’il ne peut pas arriver que la série
converge, quelles que soient les valcurs de x, y et z, pour une va-

leur de [§| plus grande que -;— . En effet la série

fvovodr+E vv,dt + 8 [yvdr 4 ...

C’est-3-dire
Wo+eW, +8W,+ ...

convergerait également, ce qui n’a pas lieu.

Or,

1 _ W,
> <w:

Rend. Circ. Maten., t. VIII, parte 1*.—Stampato il 18 aprile 1894. 12
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Donc le rayon de convergence de la série (2) est plus petit
que —gl; donc la fonction v ne peut pas &tre holomorphe dans tout
3

le plan. c. Q. F, D.

Il ne peut pas y avoir plus de p — 1 fonctions harmoniques
linéairement indépendantes dont le nombre caractéristique soit plus
petit que L,.

Supposons en effet qu’il y en ait p, et soient

u,Uu,...0

ces p fonctions.
On aura:

AU, + kU =o. (k<L)
On en déduit:

[U,,e]=gi’—'k‘.

Si les fonctions U, étaient linéairement indépendantes, la fon-
ction :

[«,U, +2U+ ... +21U, E]:Z;f'k

admettrait au moins un pdle plus petit que L, et cela quels que soient
les coefficients arbitraires «, ce qui est contrairc au théoréme fonda-
mental.

Il résulte de 13 qu’3d un méme nombre caractéristique ne peu-
vent convenir qu’un nombre fini de fonctions harmoniques linéaire-
ment indépendantes.

Observons que, d’aprés un théoréme bien connu, le nombre ca-
ractéristique d’une fonction harmonique ne peut étre que récl positif,
Tous les poles de v sont donc récls et positifs.
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Je particulariserai une fonction harmonique U, en ajoutant aux
conditions qui la définissent :

AU+ kU=0 A intérieur de D,

U=o i la frontidre,

la condition suivante:

[Ui’d‘rzl;

ce que je puis faire sans restreindre la généralité d’une maniére es-
sentielle.

Soit alors k; un péle de v, et R, le résidu correspondant. On
aura alors :

R =1U 4,

4, étant un coefficient constant. Il est ais¢ de vérifier que ce coef-

ficient est, égal 2
f fUdx.

On a alors:

U |fUd~x

la sommation indiquée par le signe D s’¢tendant i tous les poles
k de v plus petits que L,, et g(§) étant holomorphe pour
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§ V.
Inégalités diverses.

Une fonction u peut atteindre sa plus grande (ou sa plus petite)
valeur soit A Pintérieur de D soit sur la fronti¢re de ce domaine.
Si le maximum est atteint 4 1’ intérieur de D, Au devra étre
négatif au point ou il est atteint; si le maximum est atteint sur la

. du . .. . . .
frontiére de D, - devra &ire positif au point ol il est atteint.

dn
S’il s’agit d’un minimum, c’est le contraire; A devra é&tre po-
cor AU .
sitif et 7n négatif.
Si 'on a:
du .
Tn + hu—o0 sur la frontiére de D,
Au—=f 3 Pintérieur de D,
f>o0,h>0,

la fonction # sera négative dans tout le domaine. Si, en effet, elle
devenait positive, elle devrait avoir un maximum positif, ce qui ne
peut avoir lieu, ni A lintérieur de D parce que Au est positif, ni

. du . -
sur la frontiére de D parce que est de signe contraire i u.
dn °
Si 'on a:

3—’-':+hu=0, Au=E%u, h>o0,E>0

on voit qu’d l’intéricur de D, Au ct 4 sont toujours de méme si-

. du . . .
gne, et qu’d la frontiére T, Gt % sont toujours de signe contraire.

La fonction # ne peut donc avoir ni maximum positif, ni minimum
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négatif. Elle ne peut donc devenir ni positive, ni négative; elle est
donc identiquement nulle.

Clest ce qu'on savait déji d’autre part.

Soit maintenant :

4+ hu=9, Au+f=o.

b>o0, 9>0, f>o.

Je dis que la fonction u est toujours positive.

Je dis en effet qu’elle ne peut avoir de minimum négatif. Elle
D¢ peut en avoir i intérieur de D parce que A u est négatif et elle
’en  peut avoir non plus 3 la frontiére parce qu’on aurait :

du
u < o, ﬂz—.cp—hu>o.

XDonc on a, dans tout le domaine :

% > o. C. Q. F. D.

Supposons maintenant que le domaine D soit contenu tout entier
dans ype sphére S de centre O et de rayon .
Soient b, et b, deux nombres positifs tels que

b, > h, > o.

Soient u, et u, deux fonctions définies de la maniére suivante;
M Qevra avoir:

i lintérieur de D Au, +1=0

. du
i la fronti¢re de D d—n‘ + by, —=o
i Pintérieur de § Ay, + 1=0

i la fronti¢re de S % + hu,=o0
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Je dis que:
4, > 4, > o.

Déterminons d’abord la fonction u,.
Si je désigne par r la distance du point x, ¥, 2 au point O, u,
ne dépendra que de r et il viendra:

d*u,

art T TIEo

d’ot:

4 et B étant deux constantes d’intégration; 4 doit étre nulle pour
que u, reste finie au point O. La condition A la frontiére de S dé-
terminera B.

On trouve :

D’on:

Comme r est plus petit que g, on voit que u, est positif, cc
que le théoréme que nous venons de démontrer permettait de pré-
voir. Le méme théoréme montre que %, est positif.

Il reste & montrer que

U, > u,.
En effet, on a, pour r > p,

d . — ’_ 2
71“7-{—}1,14,_-—_? T+t = > o.
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D’autre part, 3 Pintérieur de D on a:
(1) A(u, —u)=o.
A la surface de D on a:

du,__du,csq’
dn — dr Y

¢ étant I’angle que fait la normale & cette surface avec le rayon
vecteur mené au point O, '
Je dis d’autre part que:

® Mt b —u)>o.

En effet, en tenant compte des relations :

du, _ du, _du,
Tn Thu=o0 =g s,

cette inégalité devient:
%%’cos Y+ bu, > o.

Or, si nous posons :

il vient:

2rh
A= .
ba(P’_r)+zP>o

Quand r croit de zéro A », le numérateur croit et le dénomi-
nateur décroit; donc A croit de zéro 3 &,.
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Donc:
0 < A< b,

Or P’inégalité A démontrer devient ainsi :

u,(h, — Acos$) > o0
ou, puisque u, est positif:
b, — Acos¢y > o.
Or il est clair que:
Aeosy < A< b, < b,

L’inégalité (2) est donc démontrée.
Les relations (1) et (2) montrent alors que #, — u, doit étre |
sitif. Donc:

> u. C. Q. F.

Oron a:

on aura donc a fortiori :
® |
w <% +3%,

(I étant la plus grande dimension du domaine D), et comme b, pe
étre pris égal A b, :
P I
U, < ? + '3—}}"'

Soit maintenant une fonction # définie par les conditions :

du
a—”-l-bu_—_o, Au+f=o,
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Supposons toujours b positif, et soit g le maximum de |f]. In-
troduisons une fonction auxiliaire u, définie par les conditions :

du
B;+b“'=o’ Ay, 4+ 1 —=o0.

D’aprés ce que nous venons de voir, on aura:
o < u‘ < )"
en posant :
P l
l — T‘ + 3—b .
Il viendra alors :

dlou —
E% =9 | hgu,— =0, AGw—w)=f—g<o;

d
—(g—“‘;;—-—")+b(gu,+u)—_—o, A(gu, + ) =—f—g <o

et par conséquent :

gu, — %> 0, g, + 4 > 0;
ou bien encore:

lul < gu,,

ou enfin :
ol < g
ce qui donne une limite supérieure du module de u.
Supposons une fonctions # satisfaisant i 1’équation
Au+Eu—o

i Pintérieur de D.

Rend, Circ, Matem., t. VIII, parte 1*,—Stampato il 18 aprile 1894. 13
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Nous avons toujours jusqu’ici regardé la constante § comme
réelle. Il y a lieu également d’examiner ce qui se passe quand cette
constante est imaginaire,

Je dis que, si la partie réelle de § est négative, le module de u
ne pourra pas avoir de maximum 3 Dintérieur de D.

Supposons en effet que ce maximum existe; soit m cec maximum,
o la valeur correspondante de I’argument de #, de telle fagon qu’au
point P ol ce maximum est atteint on ait :

%= mdc®,
Posons :
v—=ue,

Le module de v sera égal A celui de %, et au point P on trou-
vera :

Soit
v=v 4 iv”, E—=EF 418"
Au point P on aura:

vV=m, v’ —=o.

Je dis que la partie réelle v’ atteint son maximum au point P.
En un autre point en effet on aura:

v <y, v < |y, v < m.

D’autre part &’ est négatif par hypothése; d’ailleurs v satisfait
comme % A I’équation :

Av 4+ Ev—=o,
ce qui donne, en égalant les parties réelles,

A(I’ + Etvr _— E"‘U" —
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On aura donc au point P:
AV = —8'v +8'v"=—Em>o.
Cela est absurde, car v’ ne peut atteindre son maximum au point
P =i AV est positif.

Le module de # ne peut donc avoir de maximum. c. Q. F. D.
Soit maintenant :

du
n+bu_<p, Au—o

3 &
lol < g,
&  étant une constante positive.
On aura:
I~ 4 ( _L) p o\
h +b(u——b—)=<p—g<o, A(u—-—b—)zo,
dn
cz( ‘g_)
\.,’:Jr_l’-,.__*-h “+—§-—)=?+g>o, A(“’*‘%):oy
dn

==t par conséquent :
U — ‘Zg— < d: u + _i" > 0,
ou
W < -
Si on connait une limite supérieure de |p!, on aura donc aussi

une limite supérieure de [4| et cette limite sera d’autant plus faible
que b sera plus grand.
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Soit une fonction # satisfaisant aux conditions suivantes :
du
— 4+ bu—=
3) dn + P>

@ Au+ f=o.

Soit maintenant une fonction v quelconque, que je suppose seu-
lement continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre. On aura:

du dv
f(vd—n — u‘n)d(o:f(vAu— #Av)dr,

d’ott

() vfd-r+quvd'r+ vcpdm:fu(bv+3—: do.

La condition (§5) est donc une conséquence de la condition (3).
Réciproquement, si la condition (5) est satisfaite quelle que soit
la fonction v, la condition (3) devra I’étre également, pourvu que u

du

et in soient des fonctions finies, déterminées et conlinues.

Mais il pourra arriver dans certains cas que nous ne sachions
. du . . .
pas si ;— est une fonction déterminée et continue; nous ne pouvons

pas alors affirmer que la condition (5) entraine la condition (3) et
méme il est possible que cette condition (3) n’ait aucun sens.
Supposons donc que la fonction # soit finie et continue, mais

que nous ne sachions rien de g—: . Je suppose de plus que la con-

dition (5) (que j’appellerai pour abréger condition modsfiée) soit rem-
plie quelle que soit la fonction v.

On peut se demander si, quand la condition (3) a été ainsi rem-
placée par la condition modifiée, les conclusions de ce § subsistent
encore.

Ces conclusions reposent, on se le rappelle, sur le lemme suivant:
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Si @ est positif ainsi que f, u ne peut avoir de minimum né-
gatif.

D’abord ce minimum ne peut avoir lieu A I’intérieur de D, puis-
que Au est négatif : supposons donc que ce minimum ait lieu en
un point M de la frontiére.

Soit %, ce minimum. Soient ¢, ¢/, ¢’’, ¢’” quatre quantités po-
sitives trés petites rangées par ordre de grandeur croissante. Les
surfaces :

$—u,+e w—u +¢, u—u ¢’ u—u, -+ "’

s’enveloppent mutuellement et enveloppent le point M, dont elles
sont trés voisines.

Nous partagerons le domaine D en cinq régions R, caractérisées
par les inégalités suivantes :

R, u<u +e

R,, 4 +e<u<u +¢

55 u, + ¢ <u<u + ¢’
R,, a°+e"<u<u°-+ e~
S u, + e’ < u.

Je pourrai choisir la fonction v de fagon A satisfaire aux condi-
tions suivantes :

1° A lintérieur de D, v=0

2° A la frontiére, Z——: =o0
3° Dans R, v—1

4° Dans R,, Av < 0
5° Dans R,, Av=—o0
6° Dans R, Av > 0

7° Dans R, v=0.
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Il résulte de 1d que I’on doit avoir:

fAvd-::o,

’intégrale étant étendue au domaine D, c’cst-3-lire que 1’intégrale
¢tendue A R, est négative et égale en valeur absolue i la méme in-
tégrale étendue A R, qui est positive.

Cela posé, reprenons la condition (5) et examinons les intégrales
du 1* membre.

La premiére est essentiellement positive.

La seconde a tous ses éléments nuls sauf ceux qui correspon-
dent aux régions R, et R,; car partout ailleurs Av s’annule.

L’intégrale étendue 3 R, est positive; car # et Av sont négatifs.

L’intégrale étenduc A R, est négative; car u et Av sont de signes
contraires. Mais je dis que .

|quvd-r > Iquvd-r
Ra Ry

Nous avons en effet

fA‘Ud'r :lfAvd‘r
Ria Ry

et 4 est plus grand em valeur absolue dans la région R, que dans la
région R,.

La seconde intégrale étendue au domaine D tout entier est donc
positive.

La troisiéme intégrale est positive, puisque v et ¢ sont positifs.
Passons au second membre.
Dans les régions R,, R,, R,, R, on a:

u <o, v > 0, -i— = o0,

et ’intégrale est négative.
Dans la région R, on a v =0 et l'intégrale est nulle.
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Le premier membre devrait donc étre positif et le second membre
négatif.

Il est donc absurde de supposer que la fonction u ait un mi-
nimum négatif.

11 résulte de 13 que toutes les conclusions du présent § subsistent
encore quand on remplace la condition (3) par la condition modifiée.

§ VIl
Généralisation de la fonction de Green.

Soient b et § deux constantes.

J>appellerai fonction de Green généralisée une fonction G qui
satisfera aux conditions suivantes :

1° Elle sera finie et continue ainsi que ses dérivées 2 I’intérieur
du domaine D, sauf dans le voisinage d’un certain point fixe P qui
aura pour coordonnées x’, y’ et 7.

2° Dans le voisinage du point P, la différence

I

4T

sera finie et continue ainsi que ses dérivées. La quantité

r=VGE—=2y+0—ry +Gx—=1)

est la distance du point x, y, 7 au point P.
3° A lintérieur de D, on aura:

AG+E(G=o.
4° A la fronti¢re de D, on aura:

aG
’ﬁ‘i‘bG:O'
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En général la constante b sera supéosée positive; si ’on sup-
pose h=— o0, la 4'™ condition se réduit 3

G =o.

Si on suppose de plus § — 0, on retombe sur la fonction de
Green ordinaire.

Il importe de remarquer qu’on ne peut pas avoir 2 la fois
§ =bh=o; si en effet on suppose

AG—=o,
I . o 1o )
et que G — yer soit fini, 1’intégrale :

46 u

dn

étendue A la frontidre de D devra étre égale 4 1, de sorte que %—g

ne peut pas étre nulle.

Je désignerai la fonction G ainsi définie avec des constantes
et b quelconques sous le nom de fonction de Green généralisée.
La fonction de Green ordinaire sera celle dont j’ai parlé au § I.
Mais je supprimerai ces qualifications de généralisée et d’ordinaire
quand je pourrai le faire sans obscurité. C’est ainsi que dans tout
ce §, quand je parlerai de la fonction de Green, il faudra entendre
la fonction généralisée.

La propriété fondamentale de la fonction de Green est la sui-
vante.

Soit u# une fonction continue dans tout le domaine D et sati-
sfaisant A ’intérieur de ce domaine i la condition

Au + Eu=f,

et sur la frontiére 3 la condition
du
d—’l + hu—= P

f et ¢ étant des fonctions données de x, y et z.
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Soit %’ la valeur de % au point x’, y’, ’; on aura:
u’=fG<pdo)—fod‘r;

G est la fonction de Green; la premitre intégrale est étendue 3
tous les éléments dw de la frontiére, et la seconde A tous les élé-
ments de volume d+ du domaine.

Cherchons des limites entre lesquelles la fonction G doit étre
comprise.

Supposons d’abord que § soit négatif et réel, et soit

E=_a)

« étant réel et positif; je supposerai b positif.

Je dis d’abord que la fonction G est essentiellement positive.
En effet, elle devient positive et trés grande pour r—o, c’est-2-dire
au point x’, y’, z’. Elle a donc en ce point un maximum qui est
infini; mais en dehors de ce point elle ne peut avoir ni maximum
positif ni minimum négatif, A cause de 1’équation

AG=a«'G

et d’un théoréme démontré dans le § précédent. Elle ne peut avoir
non plus sur la frontiére de D ni maximum positif ni minimum né-
gatif, 4 cause de 1’équation

(qui se réduit 3 G —o pous h = o). Elle ne peut donc devenir
négative, sans quoi elle aurait un minimum négatif.
La fonction

e—-ar

47T

Read. Circ, Matem., t. VIII, parte 1*,—Stampato il 20 aprile 1894. 14
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satisfait A ’intérieur de D i la méme équation que G, c’est-i-dire
que Pon a:

Ai—-a’—e—a
4mr - 4mr’
De plus, la différence
et
47r  4mr

ne devient pas infinie pour r — o.
Si donc je pose :

c—d'

G= ——u,
47r
la fonction # restera finie et continue pour r — o et elle satisfera_
1’équation :

Au—a'u.

Il en résulte que u ne peut avoir i I'intérieur de D ni mam= -
mum positif, ni minimum négatif.

Voyons ce qui se passe i la fronti¢re de D.

On a alors:

du d e e
mth=g ot

\)

Soient h 4 et b B le maximum et le minimum du second membre

d c—d.r e—ﬂl

Tnger Tigmr

Ce maximum et ce minimum ne peuvent étre infinis et peuvent &tre
facilement calculés, car, quand le point x, y, g est sur la frontiére de
D, la distance r est comprise entre r, et r,, si I’on appelle, comme

au § I, r, et r,, la plus petite et la plus grande distance du point
X', ¥, ¥ A la surface qui limite D.



SUR LES EQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 107

Si b est infini, on a tout simplement :

z—dlo c—ﬂ"

—_———

=41rr,’ T 4wr,’

4 et B sont alors positifs.
De méme, si le domaine D est convexe, on a:

ar —ar
4

—=—cos¢

d —cos¢ _,
i €
dn 4%r

I
dngmr—  4r (—;,—+1r)<o.

Je désigne par cosy le cosinus de I’angle que fait la normale

1a frontiére de D avec le rayon vecteur; ce cosinus est positif si
> st convexe.

On a donc:
e—dfo

47T,

4<

Si u a sur la frontiére un maximum positif, 31’: sera positif, et
On aura:
u < A
Si # a sur la fronti¢re un minimum négatif, :-:— sera négatif, et
on aura :

% > B,

On devra donc avoir A ’intérieur de D :

u < A, si A>o0
u<o, si A<o
u> B, si B<o
%> 0, si B>o.
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Ces inégalités nous donnent une limite supérieure et une limite
inférieure de G.

Ces résultats peuvent s’étendre au cas ol £ est imaginaire,
pourvu que sa partie réelle soit négative.

Posons encore :

E=—a’, a=P+iy;
’
nous supposerons P positif. Soit encore :

G-—-iulz + u
== .

La fonction u satisfera i 1’équation :
Au 4+ fu—o.

Donc le module [4| ne pourra, d’aprés le § précédent, atteindremm—
son maximum 3 ’intérieur de D.

A la frontiére de D on a encore:

du
‘-1—”- + b“_@,
en posant
d e et
®=Fugwr T 0wr

Supposons que |u| atteigne son maximum m en un point Q de=
la fronti¢re. On aura en ce point:

Posons :

d’otr :
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de sorte que ’on aura au point Q:

v=rm.
Soient :
v=v+4+i¢, )
O — L id”;
o aura:
% + b=

Au point P, ¢/ est égal 4 m et atteint par conséquent son maxi-
Muam; donc g%' est positif et
hm < @,
Si donc b 4 est le maximum du module de ®, on aura:
' < h4;
S BN
Wl < m < A

On aura donc encore i ’intérieur de D:

lu < 4;
d’ot :

e—d'

G<| ¥ A

4T

La valeur de 4 est facile 3 calculer; elle ne peut étre infinie.
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§ Vi,

Application de la méthode de Neumann.

La méthode de Neumann ne s’applique qu’d un domaine D
convexe.

Rappelons succintement en quoi elle consiste.

Soit dw un élément de la surface fronti¢re ayant pour coordon-
nées x’, y’, z’. Soit ¥ une fonction de x’, y’, z’ que j’appellerai
« densité de la double couche ». Soit d6 ’angle solide sous lequel
on voit ’élément do du point x, y, z; cet angle solide sera regardé
comme positif si 1’élément dw est vu par le coté internc, et comme
négatif dans le cas contraire.

L’integrale :

sz:deG

s’appellera le « potentiel de la double couche ». Ce potentiel jouit
de la propriété suivante: c’est une fonction continue de x, y, 7 4
Pintérieur de D et & P’extérieur de ce domaine; mais elle présente
nne discontinuité sur la frontiére méme.

Soit M, un point de la frontiére; M, et M, deux points infini-
ment voisins de M,, mais situés, le premier 2 I'intérieur de D, le
second A P’extérieur. Soient W, W, et W, les valeurs de W aux
point M,, M, et M,; ces trois valeurs ne seront pas infiniment voi-
sines ’une de ’autre, mais on aura:

Wy,—W,=W,—W,=V,,

V, étant la valeur de 7 au point M,.
Cela posé, j’adopterai les notations suivantes :
Soit 7 une fonction quelconque; j’écrirai

v, v,

pour les valeurs de cette fonction aux points (x’, ¥, 7'), M,, M,
et M,
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Soit alors 7, une fonction tout i fait quelconque. Je poserai:

V,:fyzdg;

2%

€€ qui donne:

Je poserai ensuite :

QA0 ;

et ainsi de suite. J’aurai en général :

V.:f——-—-—-V""dG,
27
d’ol :
Ve—=Vi=V—V,=7V..

Cela posé, jappelle G, et H, la plus grande et la plus petite
valeur de 7. Neumann a montré, non seulement que :

Glﬂ < G-’ Hw-ﬂ > H-’
mais, de plus, que :

G--H - Hn+| < x(Gu - I{n))

) étant une constante inférieure 2 1 qui ne dépend que du domaine
D, et que j’appellerai pour abréger constante de Neumann.

Il résulte de 12 que, quand n croit indéfiniment, 7 tend vers
une limite constante et déterminte C. Je supposerai que la fonction
V, ait été choisie de telle sorte que cette constante soit nulle,
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La série
Vi+vV,+7,+ ...

est alors uniformément convergente; soit:

de ., , ,
¢=fﬁ(V°+V,+V,+ Y
d’ot:
="+t + ...,

FEN— )+ — Pt .. == T2,

La fonction @ satisfait donc i 1’équation A® —o0 i I’ext
de D et elle se réduit sur la frontiére de D 4 une fonction
née — /.

A Dintérieur de D, la fonction ® satisfait A la méme équ
mais elle n’est pas continue sur la frontitre de D; de sorte .

n’a pas:

' =9,

. on a au contraire :

=V 42V + 2V + ....

En revanche, et c’est 13 un point fort important pour I’
cation que j’ai en vue, on aura:

10 _do
dn — dn

Cela posé, proposons-nous de trouver une fonction W «
Pintérieur de D, satisfasse A 1’équation A W — o, et telle qu
ait A la frontiére de D:
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4 étant une fonction donnée. On sait que le probléme n’est possible

que si
fu’do:o.

Voici comment Neumann le résout :
Formons le potentiel :

P— wdo
—J 4xmr’

r étant la distance des points x, y, 7 et x/, ¥, 7",

On aura:
P—=p =P
et
dpP dPp
In —dn T %
Formons maintenant la suite des fonctions :
v, Vv, ...V,...;®
en prenant :
Vy=_P,

La constante C est nulle si la condition

f wWdo =0
est remplie, et on trouve :
W=P4+&=P—F =o.
Donc W est nul identiquement i ’extérieur de D, et on a:

aw_
an —

Rend. Circ. Matem., t. VLI, parte 1*.—Stampato il 30 aprile 1893.
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Or,

aw' dW‘
n = dn TH=

La fonction W satisfait donc bien aux conditions du probléme.
La solution n’est pas unique, puisqu’on peut ajouter une con-
stante quelconque 4 /¥, sans que cette fonction cesse de satisfaire
aux conditions du probléme; mais, parmi toutes les solutions possibles,
nous distinguerons, sous le nom de solution de Neumann, la
fonction W que nous venons de définir.
Soit alors g la plus grande valeur absolue que puisse atteindre
4; je me propose de déterminer la plus grande valeur absolue que
puisse atteindre W/
On peut trouver d’abord une limite de la valeur absolue de P.
En effet, I’intégrale
dw
/%

ne peut devenir infinie, quelle que soit la position du point x, y, z
Si L est sa limite supérieure, nous aurons:

|P| < Ly;
et par conséquent :
79 < Lp, G,—H, <2Lgp.
On en déduit :
7 < G, — H, < 2L,
|73 < 2L2"p;
et comme A est plus petit que (1):

A
@ <1t larg
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@ restera donc A l’intérieur de D plus petit que cette quantité,
de sorte qu’il nous reste finalement:

L3 +M
|W|<—;:—x—l"-

Il existe donc une constante H telle que:
W] < He.

Cette constante H ne dépendra que du domaine D.

Si W et W, sont deux valeurs de la fonction W en deux points
situés A Dintérieur de D, on aura:

W — W, < 2Hp.
Si donc U est une fonction satisfaisant aux conditions :

aUu
AU.—-O, -27——“,

et s’annulant, soit en un point de D, soit sur sa frontiére, on devra
avoir :

U=W + K,
K étant une constante; cette constante devra donc étre égale A
—_ Wl ,

W, étant la valeur de W au point ol la fonction U s’annule. On
aura donc:

\Uj= |W — W, < 2 Hp.

Si ’on a ’une des deux conditions :

fUd-r:o, fUdm:o
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il faut bien que- U change de signe et par conséquent qu’il s’annule,
soit 4 intérieur de D, soit sur sa frontiére. On aura donc:

Ul < 2 Hp.

Il peut y avoir avantage 3 introduire certaines fonctions ana——
logues A celle de Green. _

Soit ¥/, y’, z’ un point intérieur 3 D; r la distance du pointumm
x, y, g au point x’, ¥, 7.

Soit maintenant G’ une fonction satisfaisant aux conditions sui——

vantes :
1° A Dintérieur de D, A G’ est nul.

2° A la frontiére, l%G;- est nul. i

3° La différence

, d 1
S rirer:

est finie.
Soit de méme G” une fonction telle que:
1° A Dintérieur de D, A G” soit nul.

4

2° Sur la frontiére, ddi soit nul.

3° La différence

G” — a _r
dx*4wr
soit finie.

L’existence de ces fonctions résulte de ce qui précéde. Les fonc-
tions G’ et G’ existeront et leurs valeurs sur la frontiére de D re-
steront limitées, pourvu que le point x’, y’, 7’ reste dans un do-
maine intérieur 3 D et ne puisse par conséquent se rapprocher de
la fronti¢re de D.

Si alors W est une fonction qui satisfait A 1’équation :

AW =o,
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2t =xelle que ddP;_V prenne des valeurs données sur la frontiére de D;

i 27 est la valeur de W au point x’, ¥°, Z’, on aura:

aw’ ,dW
W——fcﬁ"‘"’

>Fw AW
—d-—x—"—':fG —a—n—d@.

Les intégrales du second membre sont étendues aux &léments
d « de la frontitre de D.

§ IX.
Ténopératum stationnaires.

Proposons-nous de résoudre le probléme suivant: .
Trouver une fonction v telle que I’on ait & I’intérieur de D:

Av 4+ f=o
et A la frontiére :

dv
d—"+bV—0.

La fonction f est supposée donnée, et je supposerai d’abord :

ffd‘rzo.

C’est le probléme qui consiste 4 chercher la température finale
d’un corps solide qui perd de la chaleur par rayonnement par sa
surface, mais A I’intérieur duquel certaines causes constantes produi-
sent incessamment de la chaleur.

Le pouvoir émissif est proportionnel A 5, et la chaleur produite
en chaque point, dans I’unit¢ de temps, est proportionnelle A f.
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Cherchons 3 développer v suivant les puissances croissantes de
h, et soit:

v=uv,+ by, + Pv,+ ....

On aura successivement :

3 intérieur de D A la frontiére
Av, +f=o % =o0
dv, .
Av,=o0 -a-;-i—vo_o
dv, .
Av,—o an +v,=—=o0

e o o o o o o e o o o o o o

Nous allons voir que, si le domaine D est convexe, 1a méthode
de Neumann permet de calculer successivement v,, v, v,, etc.

En effet, nous pouvons d’abord trouver une fonction # satisfai-
sant A 1’équation :

Au + f—o.
Il suffit, par exemple, de prendre u égal au potentiel d’une ma-

tiére attirante fictive, dont la densité serait égale A —f7—r . On a alors:

si I’on a, comme je I’ai supposé,

ffd‘r::o.

Nous déterminerons ensuite la fonction v,—u par les conditions :

d(v,—u)  du

A(‘vo—-u)zo, dn —-—B;i.
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La condition

du

-d—"dcozo

étant remplie, la méthode de Neumann nous fera connaitre v,—u

et par conséquent v,
Nous pouvons d’ailleurs ajouter 4 la solution de Neumann
une constante arbitraire; nous choisirons cette constante de telle

fagon que:
fvod(o =o.

Nous pourrons alors déterminer v, par la méthodede Neumann

A ’aide des conditions :
dv
Av,:o, d_’;+‘v°=°.

Nous ajouterons 2 la solution de Neumann une constante ar-
bitraire, choisie de telle sorte que :

fv,dw:o;
et ainsi de suite.

Je dis maintenant que la série:

(1) v=uy,+ by, + Py, + ...

est uniformément convergente si b est assez petit.
Soit en effet ¢ le maximum de |v; nous aurons, d’aprés le
théoréme du § précédent :

) < 2Hp, I < 4Hp, ... o) < @HYp, ... .

La série converge donc uniformément, pourvu que:
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Il résulte de 12 que la somme de la série, c’est-3-dire la fonction
v, est continue dans tout le domaine D et sur sa frontiére.
Etudions maintenant les dérivées

* et pour cela reprenons les fonctions G’, G”, introduites 3 la fin
du § précédent. Nous trouverons, en appelant v; la valeur de v, au

point x;, yl, {I:

dv, , d*v; "
d ‘,—fG v,_,dw, .d_f’:_fG ‘v‘_,dto.

Comme les fonctions G’ et G’ sont limitées, on voit que les
séries :

dv,
LA R L
(2) '
dvy d’v,

dx’+b +b’dx’+

sont uniformément convergentes. Il en serait de méme d’ailleurs des
séries qui procéderaient suivant d’autres dérivées des fonctions v,
Il résulte de 12 que les deux séries (2) représentent les dérivées

dv v
dx dx?’

et on en conclut aisément 1’équation :
Av 4+ f=o.

Mais il y a entre les séries (1) et (2) une différence essentielle:
La série (1) est uniformément convergente dans le domaine D; les
séries (2) sont uniférmément convergentes, non pas dans le domaine
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D, mais dans tout domaine intérieur & D. (Ou plitot je n’ai pas
démontré qu’elles le soient dans le domaine D).

Il résulte de 1 que les dérivées de v sont continues A I’intérieur
de D, mais que nous ne pouvons pas affirmer qu’elles le soient en-
core sur la frontiére.

. . dv .
Nous ne sommes donc pas certains que 1’expression 75 ditunsens

et encore moins que la condition 4 la limite :

(3) :%-}-bv:o

soit remplie.
En revanche nous pouvons affirmer que % étant une fonction
quelconque continue ainsi que ses dérivées du 1** ordre, on aura:

B fufdr + vAudr:fv(bu +g£)dw.

C’est ce que j’ai appelé A la fin du § VI la condstion modifiée.
Elle est évidemment équivalente A la condition (3) au point de vue
physique.

Si donc on remplace dans les données du probléme la condi-
tion (3) par la condition modifiée, ce probléme peut &tre regardé
comme résolu, pourvu que

Supposons maintenant
1
b>:m

Soit A, un nombre positif, plus petit que 'zLH’ et soit:

bh=»5h, + n.

Rend, Circ. Matem., t. VIII, parte 1*.—Stampato il 20 aprile 1894, 16
L}
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Cherchons 4 développer v suivant les puissances de n et soit:

(5) v=9,+ 0y, +0'v,+ ....

On devra avoir:

6) Ay, +f=0, Ay, =48y, =<.,,70
et
dv, ___dy, ___dv, .
(7) 'ﬁ""bovo—o’ "T;+'bovl +7v%,=0, E""bova'l'vl—o""'

Les conditions (7) pourront étre remplacées par les conditions
modifiées correspondantes.

Comme b, est plus petit que 2—1}-[, les équations (6) et (7) dé&

termineront les fanections v,, v,, ....
Supposons que

vl < g3

on aura, d*aprés un théoréme démontré au § VI:

g 4 g
val<—b:’ |v;l<7)§':--e lv-|<’b_:"-"0

Ces inégalités seront encore vraies quand on substituera aux
conditions (7)les conditions modifiées correspondantes, puisque nous
avons vu que cette substitution n’empéche pas les théorémes du § VI
de s’appliquer.

La série (5) converge donc uniformément, pourvu que

u(bo;

On en dédyirait comme plus haut que le probléme peut étre
regardé comme résolu, pourvu que

'0<bo,
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ot que
h<2h,

ou que
I
h<g-

Si b est plus grand que —I;— , on prendra 4, plus petit que —}I—,

. D I
mais aussi voisin qu’on voudra de > On posera:

bh=h, + =,
on développera v suivant les puissances de n et on déterminera les
coefficients par les équations (6) et (7).
Cette détermination sera possible, puisque 5, est plus petit que —;{

et la série convergera, pourvu que

n < b,
Le probléme sera donc résolu, pourvu que

b<—}{-;

et ainsi de suite.

On voit qu’en continuant de la sorte on résoudra le probléme
quelle que soit la valeur positive de A.

Ce procédé n’est autre chose que celui de la continuation ana-
lytique.

Considérant v comme fonction de 4, nous avons fait voir que
cette fonction est holomorphe dans un cercle ayant pour centre I’o-

positives, un point b, situé¢ ¥ P’intérieur de ce cercle, nous avons
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vu que la fonction v est encore holomorphe 3 I’intérieur d’un cercle
ayant ce point pour centre et passant par l’origine, et ainsi de suite.
Nous avons supposé au début que

ffde:o.

Cette restriction n’a rien d’essentiel.
Soit en effet A trouver une fonction v satisfaisant aux conditions :

g—:+bv=o, Av 4 f=o,
la fonction f étant quelconque; soit :
f fdr=4d, Asto.
Soit ensuite v’ une fonction telle que
% +bhv=0
et d’ailleurs quelconque; je suppose seulement que
[aviz=54
ne soit pas nul. On aura alors:
f(w— bf)de=o.
On pourra donc tfouver une fonction v” telle que

dv” ’ 17 ’
a-”—-i-bv =o, Av +(f—-—2—Av)=o;

et alors, en posant:

v
v=9 -—T,
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on aura:

g%+bv=o, Av+f=o,

et le probléme sera résolu.

§ X.
Refroidissement des corps.

Soit maintenant i trouver une fonction v satisfaisant A la double
<ond:tion :

Q) Av+§v+f=o,
dv )
(2) n‘i"bv:O.

Proposons-nous de développer v suivant les puissances de &, et
soit :

(3) v=vy,+v8+v8 4+ ....
Les fonctions v, devront étre déterminées par les conditions:
(4) Ay, + f=o0, Ay, +v,—o0, Av,+v,=0, ...

jointes aux conditions aux limites :
dy, - d
) d—:+bv°=°’ T”:-l—bv,:o,....

La détermination d’une fonction v, par des conditions de la
forme :

Av, +v, =0, %4—140_:0,



126 H. POINCARE.

ol v, est déji connue, est précisément le probléme qui a été traité
dans le § précédent.

Il s’agit maintenant de reconnaitre si la serie (3) est conver-
gente, et pour cela je vais employer la méthode deSchwarz et
former les intégrales suivantes:

W — f v_v.dx,

_ dv,dv, dv,dv, dv_ dv,
Vm.u—b vuv-dw-l_f(dx d-\' + d}' d}’ + d{_ d{)dT

Ces intégrales jouissent des propriétés caractéristiques des inté-
grales de Schwarz, c’est-d-dire que ’on a:

Wes=Warn=W,

-T.—1

—Wm.o: —tn ?

W.>O)
_;{7';<_W—‘ c e e

Toutes ces propriétés seraient presque immédiatement évidentes
si I'on avait demontré¢ que les fonctions v, satisfont effectivement
aux conditions (5). Malheureusement il n’en est pas ainsi; tout ce
que nous savons, ¢’est que ces fonctions satisfont 3 la « condition
modifiée » correspondante. Il y a 13 une difficulté dont je n’ai pas
réussi A triompher complétement. Il n’est méme pas établi rigoureuse-
ment que l’intégrale 7, , a un sens.

Quoi qu’il en soit, je me contenterai de 1’apergu suivant :

La fonction v, satisfait i la condition modifiée; je dis qu’on
peut en déduire la consiquence suivante :

Soit S une surface intérieure 3 D, mais trés voisine de la fron-
ti¢re de D.

Soit # une fonction queleonque, finie et continue ainsi que ses
dérivées du 1 ordre, tant A Pintéricur de D que sur sa frontiére,
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L’intégrale

dv,
(6) “ﬂ- do

étendue 2 S a un sens; je dis qu’elle tend vers
¢)) — f v, do

étendue A la frontiére de D quand S se rapproche indéfiniment de
cette frontiére.
En effet, I’intégrale (6) est égale A I’intégrale

®) v,,g—:-dw + f(aAv,,, —v,Au)dT

étendue aux éléments do de la surface S et aux éléments dv du
volume limité par cette surface. D’autre part, en vertu de la condi-
tion modifiée, I’intégrale (7) est égale A cette méme intégrale (8)
étendue A la frontidre de D et au domaine D tout entier.

Si nous faisons ¥ — v,, nous aurons :

. dv, ,
C)) llmj;v,-d—”dw =—h|vv,do.

Il est vrai qu'on n’a pas le droit de faire 4 — v,, puisque nous
ne savons pas si les dérivées de v, sont continues sur la frontiére
de D. Mais on peut observer que v, peut &tre développé en une
série uniformément convergente, dont tous les termes auraient leurs
dérivées du 1 ordre continues.

L’équation (9) est donc vraisemblablement satisfaite, bien que
’on puisse encore chicaner sur ce point.

De I’¢quation (9) on déduira sans peine les propriétés des in-
tégrales W et ¥ enoncées plus haut.

Il en résulte que, si [ est assez petit, la série

(1) VW, + VW, + 8V + ...

convergera.
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D’autre part, si g désigne le maximum de [f], g, celui de |y, . ..
g. celui de [v]; si 'on pose, comme au § VI,

on aura:’

g < Ay,

D’ot il suit que la série (3) converge uniformément dans tout le
domaine D, pourvu que

I
Bl <=--
Mais cela ne nous suffit pas; il nous faudrait établir que la sé-
@e (3) convergera toutes les fois que la série (10) converge elle
méme.
L’inégalit¢ de Schwarz:

Ur< W, f Gtdr

subsiste en désignant par G la fonction de Green généralisée que
I’on formerait en donnant aux constantes £ et b les valeurs zéro et b,
Tant que le point x’, y’, 7’ ne se rapproche pas indéfiniment

de la frontitre de D, Pintégrale f G*d reste limitée, ce qui nous

permet d’affirmer ce qui suit.

Toutes les fois que la série (10) converge, il en est de méme
de la série (3); et la convergence est uniforme, si non dans tout le
domaine D, au moins dans tout domaine intérieur 3 D.

Il est probable que I’intégrale f G*’d~ ne devient pas infinie

quand le point x’, y’, " se rapproche de la frontiére; car il est aisé
de constater que cela est vrai pour la sphére. S’il en est ainsi,
la convergence de la série (3) est uniforme dans tout le domaine D.
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Cela posé, soit 7 une fonction quelconque, telle que

der:o.

On aura évidemment:

bfV’d«o +fz(‘fi-§)'d¢> fz(‘idg)’d¢> y

f”'dr | Vi 9F”

On en conclurait, comme dans le cas de b = o0, que, si I’on a:

f=afiteaf,+... +¢,f,)

o0 pourra disposer des coefficients arbitraires « de telle fagon que fe
fayon de convergence de la série (3) soit plus grand que L,; L,
“ant un nombre qui croit indéfiniment avec p.

Les autres résultats de la premiére partie de ce travail s’en dé-

Qinjent immédiatement; on verrait que la fonction v est méro-

Mamphe dans tout le plan, qu’elle n’a que des poles simples et que
S®S résidus satisfont & des conditions de la forme :

Au 4+ ku—o, Z—:-&-bu:o;

Ce qui démontre I’existence des fonctions harmoniques.

On voit que je n’ai pu parvenir dans le cas général A des ré-
Sultats aussi satisfaisants que dans le.cas h =0 ; on voit combien
de lacunes subsistent encore. Je ne m’efforcerai pas davantage de
les combler; la premiére chose i faire, en effet, serait de faire une
étude plus approfondie de la méthode de Neumann, encore im-
parfaite sous bien des rapports.

Cela m’entrainerait trop loin.

Neumann a dit, en effet, dans son ouvrage sur le potentiel

Rend, Circ. Malem., t, VIII, parte 1°,—Stampato il 27 aprile 1894. 17

-
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(page 153): « Fiir die vierte Eigenschaft bin ich einen Beweis veo 3
« hinlinglicher Strenge mitzutheilen, vorliufig nicht im Stande » |

J’ai cru cependant que ces résultats, si incomplets qu’ils soiem,
n’étaient pas absolument dénués d’intérét , et je me suis décidé 2
les publier. Je serais heureux si cette publication pouvait provoquer
de nouvelles recherches sur ce sujet.

§ Xl
Méthode de Cauchy.

Dans les deux premiéres parties de ce travail, j’ai démontré
I’existence des fonctions harmoniques; mais, si dans la premiére partie
(§§ I-V), ob je me suis occupé du cas de h=—co, je suis arrivé &
une démonstration parfaitement satisfaisante, il n’en a pas été de
méme dans la seconde partic (§§ VI-X), ol je me suis occupé du
cas de b quelconque.

Aussi, pour ce qui me reste A dire, je me bornerai au cas de
b = o, bien que les résultats soient probablement vrais dans tous
les cas.

Une fonction harmonique U, est alors définie par les conditions
suivantes :

AU+ kU =0 a lintérieur de D, .

U=o i la frontiére,

fU,’dr: L.

On peut se proposer de développer une fonction arbitraire f enms
une série procédant suivant les fonctions harmoniques, de telle sorte=
que l’on ait:

f:ZA‘U:
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Si le développement est possible, il est aisé de démontrer qu’on
Aar, :

4, =fU,fd1-.

De nombreuses analogies nous donnent lieu de penser que le
développement est toujours possible, mais une démonstration com-
pléte et rigoureuse n’a pu encore étre donnée; je voudrais terminer
ce mémoire par quelques résultats relatifs A cette question.

L’idée qui se présente le plus naturellement i D’esprit, c’est
d’employer une méthode dont Cauchy a fait souvent usage, en
Pappropriant bien entendu au probléme particulier que I’on a en vue.

Reprenons la fonction méromorphe dont il a été question dans

les §§ I-V:
v=|[f, 8l=v,+vE+ v+ ....

Nous avons vu que cette fonction admet une infinité de péles
simples

E =k
et que le résidu correspondant est
— 4, U,

Supposons maintenant que l§| croisse indéfiniment. L’argument
de £ étant constant et différent de zéro, tout nous porte A croire que

la valeur asymptotique de v sera égale A _{—; je veux dire par 13
que le rapport
v

f

tendra vers ’unité.
Je le démontrerai plus loin pour tous les arguments compris

= 3% . . .
entre — et ——; mais cela est probablement vrai pour tous les ars

guments, sauf pour ’argument zéro.

~
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Il est clair d’ailleurs que ce rapport ne peut pas tendre vers 1
quand ’argument de £ demeure constant et égal i zéro; car la
fonction v devient alors infinie une infinité de fois.

Construisons maintenant une infinité de cercles C,; C,,...C,,....
Ces cercles auront pour centre l’origine et leurs rayons iront en
croissant indéfiniment avec ’indice 4; il ne devront passer par aucun
des poles de la fonction ; nous pourrons, par exemple, prendre pour
rayon du cercle C;:

kl + ku-:
——2 .

Tout nous porte & croire que, si les rayons de ces cercles sont
convenablement choisis, on pourra assigner une limite supérieure au
module de toutes les valeurs que peut prendre le produit v§ aux
différents points de ces différents cercles; de telle fagon qu’on aura
sur un quelconque des cercles C;:

e < M,

M étant une constante ne dépendant pas de I’indice 4.

Ce point serait sans doute le plus délicat & établir.

Supposons donc que I’on ait démontré les deux propositions que
je viens d’énoncer comme probables; voici ce qui arrivera:

Soit J; I’intégrale :

L= 5 e

2im
prise le long du cercle C.. On aura:
limJ,=—f,

quand ’indice 4, et par conséquent le rayon du cercle C,, croitront
indéfiniment.
D’autre part, en vertu du théor¢éme de Cauchy:

—_ ‘=AxU|+A:U’+... +A‘.U‘,

car les poles de v intérieurs & C, sont les poles k,, k,, ... k.
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On en conclut que la fonction f est égale i la somme de la
série

4,U, + 4,U, 4 ... ad inf.

La démonstration de la possibilité du développement est ainsi
ramenée A celle des deux propositions suivantes :

f

1° La valeur asymptotique de v est égale 2 3 quand le mo-

dule de § croit indéfiniment, son argument demeurant constant et
difiérent de zéro.

2° On peut choisir les rayons des cercles C; de telle fagon que
I'on ait toujours :

v < M.

Je n’ai pu arriver A établir ces deux propositions; j’ai donc dd
modifier beaucoup la méthode de Cauchy, mais je n’ai pu parvenir
i démontrer la possibilité du développement que dans certains cas
particuliers. C’est sans doute 4 la méthode de Cauchy qu’il faudra
tevenir quand on voudra étendre ‘ce résultat au cas général.

§ XIl.

Valeur asymptotique de v.

Je suppose donc que & conserve un argument constant compris
~ T . . . .
entre -21- et —3-2—- et que son module croisse indéfiniment et je me

Propose de rechercher comment se comporte la fonction

v=[f, &].
. x 3%
La constante &, ayant son argument compris entre < 5
ura sa partie réelle négative. Posons:

E=—0a), a=f+iy
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et choisissons le signe de « de fagon que sa partie réelle B soit
positive.

Soit G la fonction de Green généralisée en donnant aux con-
stantes £ et b les valeurs £ et o. L’existence de cette fonction ré-
sulte des considérations développées dans les §§ I-V.

Soit v’ la valeur de v au point x’, y’, 7’; r la distance du point
x, ¥, 3 au point x’, y’, 7’; soit 4 le maximum du module de

quand le point x, y, z est sur la frontiére de D. D’aprés ce que
nous avons vu au § VII, on aura:

Or, r étant réel, on a:

|41cr 41:1'

et, comme P est positif, ce module décroit quand r augmente,
On aura donc:

B
47’

r, étant la plus courte distance du point x’, y’, ' 4 la frontiére
de D.
On aura donc:

T 4wy 47Ty’
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0 étant une quantit¢ dont le module est plus petit que 1. On aura

donc ;
. c—a’ e_ﬁo
v _ff41"d rTa fefd'r

La seconde intégrale a son module plus petit que g7, g étant
la plus grande valeur de |f| et T le volume de D. J’aurai donc:

) v= [l ST,

le module de 0’ étant inférieur 4 1.

Considérons une sphére de rayon r ayant son centre en x’, y’, {’;
soit *d6@ un élément de la surface de cette sphére ayant pour coor-
données x, y, z: de sorte que d% soit I’angle solide sous lequel cet
¢lément est vu du point x’, y’, z’; nous pourrons é&crire :

v’ =ff—'—fc"'drd€ + o’ M,
4™

en posant pour abréger:

_&T
=

L’intégration devra &tre étendue 4 tous les éléments de volume
r'drd@ qui sont i Pintérieur de D; si I’on préfére, on peut I’éten-
dre & ’espace tout entier, mais en convenant, puisque la fonction
f est arbitraire et n’a encore été définie qu’a Pintérieur de D, en
convenant, dis-je, de faire f =0 2 I’extérieur de D.

Si alors nous posons :

o= [L22,

Pintégrale ¢tant étendue A tous les éléments de la sphére de rayon
7, nous aurons :

 — —Gir —Br0 Q¢
v [q(r)c dr 4 o' M
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Il importe de remarquer que ¢ (r) (de méme que M) ne dépend
nullement de la constante &.

Supposons que la fonction f soit analytique dans le voisinage
du point x’, y’, 7’; il arrivera que ¢ sera aussi une fonction analy-
tique quand r sera voisin de zéro. Nous aurons alors, pour r infé-
rieur 3 une certaine limite 7, :

o) =Ar + 47 + ...
et il est manifeste qhe A, n’est autre chose que f’, valeur de f au

point x’, y’, 7'.
Nous pourrans alors trouver une quantité positive B, telle que

lp(r) — 4,(r): < Br*.

Il vient alors:
v'_—_.fwA,re“”dr + rBO"r‘e""dr + P’ M,

le module de 6" &tant plus petit que 1; ou bien:

20, B

4
r— A
'v._‘,-}- «’

+ 70, M,

0, et 0, ayant leurs modules plus petits que 1; et en effet o a
méme module que ¢,
Il résulte de 12 que, pour | = oo,
limvi=lim —vea’=— 4, =—f;
d’olr:
limvg = —f. C. Q. F. D.
J’ai supposé plus haut que la fonction f était analytique dans

le voisinage de x’, y’, {’; mais cette restriction n’a rien d’essentiel;
il suffit que o(r) satisfasse aux conditions de Dirichlet.
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Le méme résultat peut s’étendre au cas ol le domaine D n’a que

deuax dimensions.
Soit en effet dans ce cas r la distance du point x, y au point

¥, ¥; et soit:

to  paVrligd

' — -"'—"':_‘—'—.d .

() f_«.m/f it
La fonction J ainsi définie est étroitement apparentée aux fon-
ctions de Bessel; elle satisfait A ’équation AJ +§J=o0, et sa
différence avec :21—(:5—' demeure finie. Appelons alors G la fonction
de Grreen généralisée, c’est-d-dire une fonction qui: A Pintérieur de

D sartisfait 4 I’équation :
AG+E.G=o,

s’amxule A la frontitre, et est telle que la différence:

logr
2%

SST e« finie. Alors le maximum de
IG — ]|

SX=m ¢l A J(ro)l.
On en conclut:

v’:fode_—_f](r)fd‘r+f0g](r°)d1- o1 < 1y

V= fﬁjfd?dz+°'ng’—ﬂ (o <n
47p 4mp,
T en posant pour abréger:
e=Vr+a, e=Vri+z

Resd, Circ, Matem., t. VIII, parte 1°,—Stampato il 28 aprile 1894. 18
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—ou enfin :
'——ff‘—” dvdz + 0’ Mioo
v = Z;.—Pf tdz s

M étant une constante indépendante de §. Cette équation étant tout
3 fait de méme forme que 1’équation (1) on en tirera la méme con-
clusion, c’est-d-dire que :

limvg =—f.

Cela suppose toujours que la partie réclle de § est négative et
tend vers —oo.

- S Xl
Applicatéian du théordme de Mittag-Leffler.
. Cherchons une limite supérigure de |U] et de 4,. Nous avons :
AU + kU =o,

et par conséquent, en désignant par U; la valeur de U, au point
%’y ¥’y ' et par G la fonction de Green ordinaire, nous pourrons

écrire :

U = k,.fG Udr;

ou en vertu de I’inégalit¢ de Schwarz:

[fc U‘d'r]’< fU,’drfG’de.
\
fu:a«: 1.

Or,
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o <ay/foan
VTos

est elleeméme, comme nous 1’avons vu dans les §§ I et II, plus
petite qu’un certain nombre Q qui hie dépend que de la plus grande
dimension / du domaine D. On a ainsi :

Il vient donc:

Or cette quantité

U} < & Q.

D’autre part nous avons :

4:[]1},41;

4 ?

d’ol, en vertu de I’inégalité de Schwarz:

£< ff’d-ch"de.
Si nous posons :
ff’d-r =M,
Cette inégalité peut s’écrire :

1) < M.
D’autre part :

fv, Udr= k:"'ff Ud~,
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d’ol :
. ‘fv,U,dr

Si donc il existe une fonction, f*, telle que:

< kM.

V':[j‘, E]=”‘o+v‘15+v‘za‘+ oo

et que
U‘. =f >

on pourra trouver une constante M*, telle que:
4] < B M*.

C’est ce que nous exprimerons en disant que 4, est au plus de
Pordre de grandeur de k™.

Or la fonction f* existera, pourvu que deux conditions soient
remplies :

1° La premiére c’est que f ait des dérivées d’ordre 21 + 2.

2° La seconde c’est que f s’annule 2 la frontiére ainsi que Af,
A'f = AAf, A’ f =AA’f, ... jusqu’d A"f,

Il suffit en effet de prendre:

v, =—Af, v, =—Av"_ =AY, .. v =(—1)A; ff=—Av,

Si ces deux conditions sont remplies, 4; est au plus de ’ordre
de k™ et 4, U, de ’ordre de k™.

2
Or ; est au moins de l'ordre de grandeur de i7 siD a trois
dimensions et au moins de I’ordre de i si D a deux dimensions.
Je conclus que 4; U, est au plus de I’ordre de s*; p étant un
nombre donné par le tableau suivant:
Dans la premiére colonne du tableau j’écris les conditions qui
sont remplies A la frontiére par la fonction f que je suppose d’ailleurs

analytique.
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Dans la seconde colonne je porte la valeur de p, en supposant
que D ait trois ‘dimensions, et dans la troisi¢me colonne j’écris la
valeur de g en supposant que D n’ait que deux dimensions :

aucune condition % T
f=o o o
f=Af=o0 —% —1|
f=Af=AAf=o0 —-;;- —2

Il résulte de 1a que la série

24,

est absolument convergente si 4 la frontiére f, Af et A*f s’annulent.
La série :

4, U,
k;
est absolument convergente si f et Af s’annulent.

La série

4,
k

est absolument convergente si f s’annule A la frontiére.
Enfin la série
4, U, '
ki
couverge dans tous les cas.

Il importe d’otserver que ces conditions de convergence sont
suffisantes, mais qu’elles sont loin Jd’&tre nécessaires. En réalité 4;
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et U, décroissent sans aucun doute beaucoup plus rapidement «<xuae
ne ’indiquerait le tableau précédent; mais je n’ai pu le démontr—<ex.
Appliquons alors 21a fonction vlethéoréme de Mittag-Leffl «=rt.

Nous voyons d’abord que la série:

\ Ai U.’ E'
EE—R

converge dans tous les cas; que la série :

Ai Ui E_
ki(§ — k)

converge si f s’annule A la fronti¢re; et enfin que la série:

>4

converge si f et Af s’annulemt.
Nous pouvons donc poser:
1° dans tous les cas:

4,U¢

v=— 2 FCE—F) + EQ);

2° si f s’annule A la frontiére :

s v—=— ,7‘(455—2'—5,{‘—)+E(E);

3° si f et Af s’annulent :
‘4l' Li
v — — E_E + E(E);

la notation E(%) désignant une fonction entiére de §.
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Plagons-nous donc dans le troisi¢me cas; supposons que fet Af
sont nuls A la frontiére et cherchons 3 déterminer la fonction en-
ticre E(§).

Soit :

EGQ)=¢ + et +e8+....
Soit encore :

f(k)zf—AlU'—A,U,— e _AbUb
ik AU
.
fuml

W=o® + oyE + 08 + ...

Posons de plus :

—
g 1}

Wf?,:fvg)v,‘,"d‘r, E = |e,edr.

On aura:

et par conséquent:
E, . =lim W&, (k=)

D’autre part les th¢orémes de Schwarz sont vrais de W,
c’est-4-dire que:

k k
WS:.: = Wﬁ(ﬂ?l..—t 3

¢ qui permet de poser:
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On aura donc aussi
E_—E

s T mile—1)

ce qui permettra de poser:

On aura d’ailleurs ;
w® > o0

we w®
7o < e < pn <

On aura donc de méme:

E,>o0

E, _E, _E
—E:<—E‘—n<-‘Ez-<....

D’autre part, la fonction E(§) étant entiére, la série

e, + ¢ &+ 68+ ...

L]
convergera quel que soit §, mais comme ¢, dépend de x, y, 7 on
peut se demander si la convergence est uniforme.

Soit L, le nombre défini au § III; on aura, d’aprés le § IV:
v="1,
=5

D étant un polyndme de degré p — 1 en £, dont les coefficients

sont constants et qui admet comme racines tous les nombres ; plus
petits que L,

Quant & P c’est une séric ordonnée suivant les puissances de
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E dont les coefficients dépendent de x, y et z et qui converge uni-
formément pourvu que £ < L,.
Considérons maintenant la somme

_ Ai U‘
5 - ki
et partageons-la en deux:
® — — S AU
== Fo,
=t
et
40U,
®) —_—— i Vi ,
¢ D =
iemK 4y

le nombre K étant choisi de telle sorte que les K premiers nombres
k; soient précisément ceux qui sont plus petits que L,.

Alors n(®) D est un polyndme entier.

Quant A {®), c’est une fonction de § qui peut &tre développée
suivant les puissances de £; la série ainsi obtenue converge unifors
mément pourvu que [§| < L,

En effet, le coefficient de £ est égal &

A4 U,
2
qui est plus petit en valeur absolue que
> i
puisque
k> L, pour § > K.
Or,

EE)D=P +n®D 4+ {®D

Rend. Circ. Matem., t. VIII, parte 1°,—Stampato il 38 aprile 1894. 19
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sera développable en une série ordonnée suivant les puissances de
et dont la convergence sera uniforme pourvu que [§| < L,.

Or cette série est divisible par D puisque E (%) est une fonctioom <
entitre. Dong, la série E (%) converge aussi uniformément pour [§| <L,:
c’est-3-dire que la convergence est toujours uniforme puisque L, peur =
&tre pris aussi grand que 'on veut.

Donc la série

(cocod-r + & |eedx +E’fe°¢,d-r+

o

ou
" E,+EE +8E, + ...

convergera toujours, quelque grand que soit &.
Donc

E.,
E

doit tendre vers zéro quand # croit indifiniment. Mais ce rapport
va toujours en croissant, d’aprés les incgalités démontrées plus haut;
il faut donc que A’on ait:

e, —=¢,=...=0,* E@§)=ece,.

Il en résulte

40,
s k I

étant uniformément convergente d’aprés les hypothéses faites, on

aura :
(0.—w6i==> [4lcu-,
v k,
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G ¢étant la fonction de Green ordinaire; et par conséquent, puisque

JAU _ 41,

B k ?
on aura aussi:
A4 U,
Av, = A —-}?, ! = ¢, —u,.
i
Mais on sait que
Av, +v,=o.
On a donc:
.= EE)=o,
et enfin:

-3
ST LEw

Supposons maintenant que Af ne s’annule plus, mais que f
s’annule A la frontiére; on aura:

v=— D T+ EG,

EG)=¢ + 8 +e8 + ....
La comparaison des développements des deux membres nous
apprend tout-de-suite que:
¢ =1

0°

Cela posé, considérons la fonction :

[vo) E]=v, + & + v,8" + ...

On pourra lui appliquer le théoréme précédent, puisque v, et
Av, = — f s’annulent A la fronti¢re. On aura donc: .

[vo, E] = — kT(g‘—_g‘-i‘j .
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On a donc:
v=E[v, &] + E@).

La comparaison des développements des deux membres suivanr™®
les puissances de & donne tout-de-suite :

E@)=1.
Supposons enfin que f ne s’annule pas i la frontiére; on aura:
_ 408
v==2re—n"E®

Considérons la fonction :
[v, El=v, + 9,8+ 0,8+ ....

On voit que v, et Ay, = — v, s’annulent 3 la frontiére. On
aura donc: .
4U
v 8= rE—py

v=28v, & + EC).

d’ott :

La comparaison des développements des deux membres monire
que

EG)=v, + v,k

Pour nous résumer, on aura, dans tous les cas:

V= — k?—z&g_é—‘k—)-}-vo+v,5.

On aura, si f s’annule A la frontiére :

4,U
v=— ;T_—ki)“‘f“”o,
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et si f et Af s’annulent A la frontiére :

40,

V= ‘ETki.

§ XIV.

-

Posstbilité du développemend,

Supposons que la série:

> 4,0,

soit absolument convergente ou semi-convergente, et que la série:

A i Ul
E

converge absolument; on aura alors, d’aprés ce qui précéde:

4, U
V= — .
™ 2%
Je dis que la somme de la série:

240,
sera égale A f.

En effet reprenons I’égalité (1), multiplions-la par et faisons
tendre § vers — co. D’aprés ce que nous avons vu au § XII, le
premier membre tendra vers — f.

Pour voir ce qui arrive du second membre, je vais appliquer le
théoréme d’Abel. Je rappelle d’abord 1’énoncé de ce théoréme.
Soit

S=u 4+u+ ... +u4,+ ..

une série absolument convergente ou semi-convergente,
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Soit :
Se=1t, + 4, + ... + u,.
Soit p, la plus grande de toutes les quantités

1Sy = Suls 1Sera — S5 1S,y — S, etc ad inf.

Le nombre p, tendra vers zéro quand n croitra indéfinimenme
puisque la série S converge. Soit maintenant:

Qyy Qyy ovw y Gy oo

une suite de nombres positifs, constamment et indéfiniment décrois-
sants. .
Le théoréme d’Abel nous apprend que la série:

%o +ta 4+ ...+t | ...
est convergente et que le reste de cette série,

Uy Ry + Ba @ + . ..

est plus petit en valeur absolue que p,2,.
Si § est négatif, les nombres

—&

seront positifs, constamment et ind¢finiment décroissants; de plus ils
seront plus petits que I.
Si donc nous posons :

S, =AU + 4,U,+ ... + 4,U,
ct que p, soit, comme plus haut, la plus grande des quantités

1S,y — S,

lﬂ»p— -l’
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le reste de la série

—PIE
. — &
¢ jar conséquent que p,.
Nous aurons donc :
A UE A, Ut 4,U.%
2 —_— 1 Y1 %2 ¥a — —_—s
() v = a_kl E_]‘z R E_'k. +09n:

0 étant plus petit que 1 en valeur absolue.
Je dis qu’on peut prendre n assez grand pour que

S, =4, U +4U,+ ... +4U,
différe aussi peu que I’on veut de f, et, par exemple, pour que

If = Sl

soit plus petit que e.
En effet, nous choisirons d’abord n assez grand pour que:

€ .
Pu < '3—'

Le nombre 7 une fois choisi, nous choisirons — £ assez grand :
1° pour que la différence

vE+ 1<
ce qui est possible, puisque

limv§ = — f, pour { = — o0}
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2° pour que la différence

AUE, AUE, AUE 0 o _aulet
ek+5 tet gy, AU AU AU <

c’est-3-dire pour que

ce qui est évidemment possible puisque. le premier membre de cette
inégalité tend vers zéro quand le module de & croit indéfiniment.
Il vient donc, en vertu de (2):

If — S|<IvE+f|+IZAUE+ZAUI+09.<3

C. Q. F. D.

Supposons maintenant que la série

24U,
soit convergente; la serie :

S48
ki

sera aussi convergente, en vertu du théoréme d’Abel; mais nou
ne savons pas si la convergence sera absolue. Au contraire, la série

4, U,
k
convergera certainement, car 4, U, tend vers zéro et k; est au moin:

2
de l’ordre i3; et par conséquent nous pouvons trouver un nombrt
positif M, tel que

4, U,

M
RS

<

53
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Nous en concluons:
1° que ’'on a, par le théoréme de Mittag-Leffler:

_ 4,U¢ )
V= KEE =k + Y

2° qu’en appliquant le théoréme précédent A [v,, ] on a:

v — A4, U
o = E at
Il vient donc:

@ v==2 (Fn— %) =2 &%

-L’équation (r1**), étant la méme que 1’équation (1), conduira
au méme résultat, c’est-i-dire que

f=24U.

Ainsi :
1° La série

Z Ai Ui

représentera la fonction f toutes les fois quw’elle sera convergente.

Or la série converge si la fonction f est analytique (il suffit
méme que les dérivées des six premiers ordres soient finies) et si de
plus f s’annule 2 la frontiére ainsi que Af et AAf; par conséquent:

2° La fonction f est dévcloppable en série procédant suivant les
fonctions barmomiques, si elle est analytique et si elle s’annule & la
fromtitre, ainsi que Af et AAS.

Je ne veux pas dire que le développement n’est possible que
dans ce cas, je crois au contraire qu’il est possible dans tous les cas,
mais je n’ai pu le démontrer.

Ce résultat d’ailleurs suffit pour les applications physiques; car
si 'on veut développer une fonction empirique f, on pourra toujours

Rend, Circ, Matem., t. VIIL, parte 1*,—Stampato il jo aprile 1894. 0
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trouver une fonction f” qui différera de f d’aussi peu qu’on voudra
dans tout domaine intéricur A D et qui satisfera 4 la condition d’étre
analytique et de s’annuler A la fronti¢re ainsi que Af” et AAf".

J aurais pu dire aussi:

Supposons que la série

240,
soit uniformément convergente, sans que nous sachions si elle I’est
absolument.

Soit G la fonction de Green ordinaire, et Ujla valeur de U,
au point x’, y’, z’. La série:

ZfAiU,GdT_—:Z‘i#

sera aussi uniformémeant convergente; on a donc:

et de méme:

4U,_ N AU

ST LT

4,U, 4,U; '
oA T

Or on a vu plus haut que:

4,08
== k=g T b

On a donc:
v, = ZA,k ?lji ;



SUR LES RQUATIONS BE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE.  I5§
d’on :
A4 U. '
E —-'k‘,—' =—Av,=—0v,

AlUl___ —
P
ZA‘U,»z-Avo:f.

J’ai préféré suivre une marche un peu plus détournée, ce qui
m’z dispensé de supposer que la convergence est uniforme.

C. Q. F. D.

Paris, mars 1894.

H. PoincaRre.



