
La Géométrie à n dimensions a un objet réel; personne n'en doute

aujourd'hui. Les êtres de l'hyperespace sont susceptibles de définitions

précises comme ceux de l'espace ordinaire, et si nous ne pouvons nous
les représenter, nous pouvons les concevoir et les étudier. Si donc, par
exemple, la Mécanique à plus de trois dimensions doit être condamnée
comme dépourvue de tout objet, il n'en est pas de même de l'Eiypergéo-
inétrie.
La Géométrie, en effet, n'a pas pour unique raison d'être la description /.V

immédiate des corps qui tombent sous nos sens elle est avant tout/
l'étude analytique d'un groupe; rien n'empêche, par conséquent, d'ahor4
der d'autres groupes analogues et plus généraux.
Mais pourquoi, dira-t-on, ne pas conserver le langage analytique et le

remplacer par un langage géométrique, qui perd tous ses avantages dès

que les sens ne peuvent plus intervenir. C'est que ce langage nouveau est

plus concis; c'est ensuite que l'analogie avec la Géométrie ordinaire peut
créer des associations d'idées fécondes et suggérer des généralisations
utiles.
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Peut-être ces raisons ne sont-elles pas suffisantes? Ce n'est pas assez,
en effet, qu'une science soit légitime il faut que l'utilité ne puisse en être
contestée. Tant d'objets divers sollicitent notre attention, que les plus
importants ont seuls droit de l'obtenir.
Aussi y a-t-il des parties de l'Hjpergéométrie auxquelles il n'y a pas

lieu de beaucoup s'intéresser telles sont, par exemple, les recherchessur
la courbure des surfaces dans l'espace i n dimensions. On est sûr d'avance
d'obtenir les mêmes résultats qu'en Géométrie ordinaire et l'on n'entre-

prend pas un long voyage pour retrouver des spectacles tout pareils à
ceux que l'on rencontre cbez soi.
Mais il y a des problèmes où le langage analytique serait tout à fait in-

commode.
On sait quelle est l'utilité des figures géométriques dans la théorie des

fonctions imaginaires et des intégrales prises entre des limites imaginaires,
et combien on regrette leur concours quand on veut étudier, par exemple,
les fonctions de deux variables complexes.
Cherchons à nous rendre compte de la nature de ce concours; les figures

suppléent d'abord à l'infirmité de notre esprit en appelant nos sens à son

secours mais ce n'est pas seulement cela. On a bien souvent répété que
la Géométrie est l'art de bien raisonner sur des figures mal faites; encore
ces figures, pour ne pas nous tromper, doivent-elles satisfaire à certaines

conditions; les proportions peuvent être grossièrement altérées, mais les

positions relatives des diverses parties ne doivent pas être bouleversées.

L'emploi des figures a donc a^ant tout pour but de nous faire connaître

certaines relations entre les objets de nos études, et ces relations sont

celles dont s'occupe une branche de la Géométrie que l'on a appelée
Analysis Sittis, et qui décrit la situation relative des points des lignes et
des surfaces, sans aucune considération de leur grandeur.
Il y a des relations de même nature entre les êtres de l'hvperespace; il y

a donc une Analysis Silus à plus de trois dimensions, comme l'ont mon-
tré Riemann et Betti.
Cette science nous fera connaître ce genre de relations, bien que cette

conniiissiuiee ne puisse plus être intuitive, puisque nos sens nous font
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défaut. Elle va ainsi, dans certains cas, nous rendre quelques-uns des ser-
vices que nous demandons d'ordinaire aux figures de Géométrie.
Je me bornerai à trois exemples.
La classification des courbes algébriques en genres repose, d'après

Riemann, sur la classification des surfaces fermées réelles, faite au point
de vue de Y Jnalysis Sitits. Une induction immédiate nous fait com-

prendre que la classification des surfaces algébriques et la théorie de
leurs transformations birationnelles sont intimement liées à la classifica-
tion des surfaces fermées réelles de l'espace à cinq dimensions au point de
vue de YAnalysis Situs. M. Picard, dans un Mémoire couronné par
l'Académie des Sciences, a déjà insisté sur ce point.
D'autre part, dans une série de Mémoires insérés dans le Journal de

Liouville, et intitulés Sur les courbes définies par les équations différen-
tielles, j'ai employé YAnalysis Situs ordinaire à trois dimensions à l'étude
des équations différentielles. Les mêmes recherches ont été poursuivies
par M. Walther Dyck. On voit aisément que YAnalysis Situs généralisée
permettrait de traiter de même les équations d'ordre supérieur et, en

particulier, celles de la Mécanique céleste.
M. Jordan a déterminé analytiquement les groupes d'ordre fini con-

tenus dans le groupe linéaire à n variables. M. Kleinavait antérieurement,

par une méthode géométrique d'une rare élégance, résolu le même pro-
blème pour le groupe linéaire à deux variables. Ne pourrait-on pas
étendre la méthode de M. Klein au groupe i n variables, ou même à un

groupe continu quelconque? Je n'ai pu jusqu'ici y parvenir, mais j'ai
beaucoup réfléchi à la question et il me semble que la solution doit dé-

pendre d'un problème d' Analysis Situs et que la généralisation du cé-
lèbre théorème d'Euler sur les polyèdres doit y jouer un rôle.
Je ne crois donc pas avoir fait une œuvre inutile en écrivant le présent

Mémoire; je regrette seulement qu'il soit trop long; mais, quand j'ai voulu
me restreindre, je suis tombé dans l'obscurité; j'ai préféré passer pour un

peu bavard.
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I.

§ 1. PuEUIERE DEFINITION DES VARIETES.

Soient ,r, x2, ,rn n variables que je pourrai regarder comme les
coordonnées d'un point dans l'espace hndimensions.

Jusqu'à nouvel ordre, je supposerai que ces n variables demeurent

toujours réelles.
Un système quelconque de valeurs de n variables s'appellera un point.
Considérons le système suivant formé de p égalités et de q iné-

galités

Je supposerai que les fonctions F et <p sont uniformes et continues
et qu'elles'ont des dérivées continues; je supposerai de plus que, si l'on
forme le Tableau,

et que l'on forme les déterminants obtenus en prenant p colonnes quel-
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conques dans ce Tableau, je supposerai, dis-je, que ces déterminants ne
s'annulent jamais tous à la fois.
Je dirai que l'ensemble des points qui satisfont aux conditions ( 1), s'il y

en a, ce que je suppose, forme une variété à n-p dimensions. (Si en par-
ticulier p = o, de sorte qu'il n'y ait que des inégalités, j'aurai une variété
à n dimensions qui ne sera autre chose qu'une portion de l'espace à fi

dimensions; je désignerai ordinairement cette variété sous le nom de do-

maine.)
Deux cas peuvent se présenter. Soient a,, aa, aB; (3(, \i2, £$“

deux points satisfaisant aux conditions (1). Ou bien on pourra faire varier
d'une manière continue x,, x\, wu depuis a,, <x2, aB jusqu'à
(3(, (3S, (3B, sans que les relations (1) cessent d'être satisfaites, et cela

quelles que soient les valeurs de a,, a2, an et de f},, (3a, (3H,
pourvu que ces valeurs satisfassent aux conditions (i); ou bien cela ne
sera pas toujours possible.
Dans le premier cas, nous dirons que la variété définie par les condi-

tions (1) est continue.
Dans ce qui va suivre, je ne considérerai que des variétés continues et,

en ce qui concerne celles qui ne sont pas continues, je mebornerai à faire
observer que l'on peut toujours les décomposer en un nombre fini ou in-
fini de variétés continues.

Soit, par exemple, la variété

Ici n = 2 et le point xt, ,r2 est un point du plan; notre variété n'est
alors autre chose qu'une courbe du /\e degré mais, comme cette courbe se

compose de deux branches de courbe fermées, notre variété n'est pas
continue.
Slais nous pouvons la décomposer en deux autres, à savoir
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et chacune d'elles, se réduisant a une seule branche de courbe fermée, est
continue.
Je dirai qu'une variété est finie si tous ses points satisfont-à la condi-

tion

d\ +^ + + .e* < K2

K étant une constante donnée.
Considérons maintenant le système de relations

qui se compose de/? -t– i égalités et de q – i inégalités.
Il peut arriver, ou bien qu'il n'y ait aucun point satisfaisant aux condi-

tions (2), ou bien qu'il y en ait et, dans ce cas, ils formeront une variété,
continue ou non, qui aura moins de n p dimensions.
L'ensemble des points qui satisferont à l'un des q systèmes de rela-

tions

s'appellera layrortfi'ère complète de la variété définie par les conditions (1).
Mais nous nous placerons quelquefois à un autre point de vue et nous
ne considérerons comme une véritable variété frontière que celles qui
auront n– p 1 dimensions.
Il pourra se faire qu'il n'y ait aucune variété à n -p dimensions

qui satisfasse à l'un des q systèmes (3). Dans ce cas la variété définie par
les conditions (i) sera dite illimitée. Dans le cas contraire, elle sera dite
limitée.
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Si une variété est à la fois finie, continue et illimitée, elle sera dite
fermée.
Pour abréger un peu le langage, nous donnerons le nom de surfaces

aux variétés à n – i dimensions, sauf dans le cas de n = a et nous

donnerons, dans tous les cas, le nom de courbes aux variétésà une dimen-
sion.

§ 2. – HOMÉOMORPHISME.

Considérons une substitution qui change, x2, xn en x{ x\,

x'n, que j'assujettis seulement aux conditions suivantes.

On a

Dans un certain domaine, les fonctions cp;.sont uniformes, finies et con-

tinues elles ont des dérivées continues, et leur déterminant fonctionnel

ne s'annule pas.
Si l'on résout les équations (4) par rapport à x,, x%, xn, il

vient
*•*=?*(*, X> ••>xi) (*=i,2, .n)

et les fonctions cp'Asatisfont aux mêmes conditions que les fonctions <p,.
Il est clair que l'ensemble des substitutions qui satisfont à ces conditions

forme un groupe, et ce groupe est un des plus généraux que l'on puisse
imaginer. La Science dont l'objet est l'étude de ce groupe etdequelques
autres analogues a reçu le nom &Analysis Situs.
Il est clair qu'une substitution de ce groupe transformera une variété

de m dimensions en une variété de m dimensions, et que la variété trans-
formée sera continue, ou finie, ou illimitée si la variété donnée l'est elle-

même(et inversement).
Soient deux variétés d'un même nombre de dimensions définies V et V'

respectivement par les conditions
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Supposons que l'on puisse faire correspondre à un point ,c(, ,r2,
œnde la variété V un point x\, .r'i? x'n de la variété V', de telle sorte

que l'on ait

La variété V est évidemment contenue tout entière dans le do-
maine D.
Je suppose que dans le domaine D les fonctions y4 sont finies, conti-

nues et uniformes, qu'elles ont des dérivées continues et que leur déter-
minant fonctionnel n'est jamais nul.
Résolvons maintenant les équations (5), nons trouverons

et je suppose que dans le domaine D' les fonctions ^'k sont finies, conti-
nues et uniformes, qu'elles ont des dérivées continues et que leur déter-
minant fonctionnel n'est pas nul.
Ilrésulte de ces hypothèses qu'à tout point de V correspond nn point

de V' et un seul et inversement; toute variété W contenue dans V cor-

respondra une variété W, d'un même nombre de dimensions, contenue
dans V; si West continue, finie ou illimitée, il en sera de même de W,
et inversement.
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Si toutes ces conditions sont remplies, nous dirons que les deux va-
riétés V et V' sont équivalentes au point de vue de YAnalysis Situs, ou,
pour abréger le langage, qu'elles sont homéomorphes, c'est-à-dire de forme

pareille.
Je pourrai dire aussi que deux figures plus compliquées, composées

d'un nombre quelconque de variétés, sont homéomorphes quand on pas-
sera de l'une à l'autre par une transformation de la forme (5).
Ainsi deux polygones d'un même nombre de côtés seront homéo-

morphes deux polyèdres dont les faces seront en même nombre auront
le même nombre de côtés et seront semblablement disposées, seront homéo-

morphes, etc.

§ 3. DEUXIÈME DÉFINITION DES VAHIÉTÉS.

On peut définir les variétés d'une manière entièrement différente.
Considérons n équations

II est clair que ces équations (si les y sont regardées comme des va-
riables indépendantes) représentent une variété à m dimensions.
On aura encore une variété à m dimensions, si l'on adjoint aux équa-

tions (8) un certain nombre d'inégalités de la forme

qui limitent le champ des variations des variables y.
Je supposerai que les fonctions 9 sont finies et continues mais je

puis faire une hypothèse de plus sans restreindre la généralité d'une

façon essentielle (c'est d'ailleurs ce que je pouvais également faire tout
aussi bien avec ma première définition des variétés).

/.J!.f.,j1s.(C.DM),). >,
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Je puis supposer, dis-je, que les fonctions 6 sont analytiques. Si, en
effet, ces fonctions 9 sont finies et continues, on pourra trouver des fonc-
tions 8', qui seront analytiques et qui différeront des 9 aussi peu que nous
voudrons.
Je supposerai, en outre, que les déterminants fonctionnels de m des

fonctions 9 par rapport aux y ne s'annulent jamais tous à la fois.
On obtiendra une variété qui ne différera pas de la première, en rem-

plaçant les y dans les équations (8) par m fonctions analytiques quel-
conques de mvariables z,, '2' zm.
La portée de cette nouvelle définition serait assez restreinte, si l'on ne

pouvait l'augmenter par le procédé de la continuation analytique
Considérons deux variétés V et V' définies pardes équations analogues

à (8). Soient, par exemple, les équations

Il peut arriver que ces deux variétés aient une partie commune V"

ayant également m dimensions; c'est-à-dire que tous les points de V"

appartiendront à la fois a V et à V.
Dans ce cas, à l'intérieur de V", les y seront des fonctions analytiques

desy' et inversement.
On dira alors que les deux variétés V et V sont la continuation analy-

tique l'une de l'autre.
On peut former ainsi une chaîne de variétés

de telle façon que chacune d'elles soit la continuation analytique de la
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précédente et qu'entre deux variétés consécutives de la chaîne il y ait

une partie commune. C'est ce que j'appellerai une chaîne continue.
Il peut arriver aussi que la chaîne soit fermée, c'est-à-dire que Vn ne

diffère pas de V,.
On peut avoir aussi un réseau de variétés, c'est-à-dire un ensemble

de variétés telles que chacune d'elles soit la continuation de plusieurs
autres et que l'on puisse passer d'une quelconque d'entre elles à une
autre quelconque d'entre elles par continuation analytique; c'est ce que
j'appellerai un réseau continu.
On pourra alors considérer l'ensemble de toutes les variétés d'une

même chaîne ou d'un même réseau comme formant une variété unique.
C'est là une définition plus étendue encore que la première.
Il y a, en effet, des variétés (et nous en verrons plus loin des exemples)

qui peuvent être décomposées en un certain nombre de variétés partielles,
formant une chaîne ou un réseau continus et telles que chacune d'elles

puisse être définie par des équations de la forme (8) (des variétés qui,
par conséquent, rentrent dans notre seconde définition) et qui cependant
ne peuvent pas être définies par des relations de la forme (i) et ne ren-
trent pas dans notre première définition.
Au contraire, toute variété qui satisfait à la première définition sa-

tisfait aussi a la seconde.

Nous pouvons, en effet, d'après un théorèmebien connu, si y,,y\. • •

yu sont définis par n relations de la forme

si, dans un certain domaine, les F sont des fonctions holomorphes des x,
dont le déterminant fonctionnel ne s'annule pas; nous pouvons, dis-je,
résoudre ces équations et en tirer
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lités

les 8, étant des fonctions des y holomorphes dans un certain domaine.
Soit maintenant une variété V satisfaisant à notre première définition,

c'est-à-dire définie par les relations

Reprenons alors les équations («); prenons-y, pour F" Fs, Fp,
les premiers membres des p égalités (i). Quant aux autres fonctions

ce seront n-p fonctions holomorphes quelconques des x. Je les assu-

jettirai seulement à une condition.
Soit x'jX1^, ,»r°un point quelconque Mo de la variété V. Je

m'arrangerai de telle façon que le déterminant fonctionnel des n fonctions
F ne s'annule pas pour a

~,=:

Cela est évidemment possible, puisque j'ai supposé que les détermi-
nants fonctionnels des p fonctions

par rapport à p quelconques des variables x, ne s'annulent jamais tous à
la fois.
Je puis supposer encore que Fp+11Fp+2, Fn s'annulent an point

Mo, c'est-à-dire pour 0
= <

Alors, d'après le théorème cité plus haut, on peut résoudre les équa-
tions (a) et l'on trouve que les ,r(.s'expriment en séries ordonnées, sui-
vant les puissances de

y y* > -i yn?

et convergentes pourvu que ces quantités satisfassent à certaines inéga-
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les conditions auxquelles les y doivent satisfaire pour que les séries soient

convergentes.
Faisonsmaintenant

les p premières équations (a) ne différeront plus des p équations (i) et

les fonctions 6,, ne dépendant plus que de n – p = mvariables, seront de

la forme (8).
Alors l'ensemble des relations

représentera une variété v, qui sera définie à la seconde manière et qui,
ne différant pas de

fera partie de V.
Le point Mo, qui est un point quelconque de V, fait partie de v. On

peut donc construire, autour d'un point quelconque de V, une variété

analogue à v.
Le cas le plus simple est celui où les conditions de convergence > o

sont une conséquence des inégalités cp? > o.
Alors v ne diffère pas de V et l'on peut se contenter, pour définir v,

des égalités (8) et des inégalités
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que l'on obtient en substituant les 6 à la place des x dans les inégalités

yg > 0.

Remarquons en passant que tous les déterminants fonctionnels de m
des fonctions 9 par rapport aux y ne s'annuleront jamais à la fois.
Si les conditions )^> o n'étaient pas une conséquence des inégalités

<Pp> o, on partagerait la variété V en variétés partielles; c'est ainsi, par
exemple, que la variété V peut évidemment être décomposée en deux va-
riétés partielles

<]>étant une fonction quelconque de x( x2, xn.
Cela posé, nous pourrons toujours partager V en variétés partielles,

ou mieux construire sur V un certain nombre de variétés partielles, em-

piétant les unes sur les autres et assez petites pour que l'on puisse, pour
chacune d'elles, trouver un système de variables auxiliaires, qui permette
de représenter cette variété partielle par des égalités et des inégalités de
la forme (8) et (y), satisfaisant à toutes les conditions que je viens
d'énoncer. Tout point Mo de V appartiendra à l'une de ces variétés

partielles, et l'ensemble de ces variétés formera un réseau continu. La

première définition est ainsi ramenée à la seconde.

Pourtant, il reste une remarque à faire; il peut arriver qu'à deux

systèmes différents de valeurs de y,, y2, ymcorresponde un même

système de valeurs des fonctions 9,,Ô,, 6,, et, par conséquent, un
même point de la variété V.
Dans ce cas, il convient d'adjoindre aux inégalités (9) d'autres iné-

galités

en les choisissant de telle sorte que des divers systèmes de valeurs des
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variablesy, qui correspondent à un même point de V, il y en ait toujours
un et un seul qui satisfasse aux inégalités (9) et (i o).
Soit, par exemple, un tore, dont l'équation sera

Nous voyons qu'à un même point du tore correspondront une infinité
de systèmes de valeurs des y, compris dans la formule

où les K sont entiers.
Mais si nous assujettissons les y aux conditions

nous n'aurons plus qu'un système de valeurs des/, qui correspondront à
un point du tore.

§ 4. – Variétés OPPOSÉES.

Avec l'une comme avec l'autre définition, il y a lieu de faire une dis-

tinction, dont on comprendra plus tard l'importance.
Supposons d'abord une variété V définie de la première manière, c'est-

à-dire par les relations

On tiendra compte de l'ordre dans lequel sont rangées les équations
Fa = o; si deux de ces équations sont permutées, on conviendra de dire
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que le système de relations ne représente plus la variété V, mais une
variété opposée à V.
Nous pouvons maintenant remplacer les équations

les A, étant des fonctions quelconques des a.1.
Si le déterminant A des coefficients A,.kne s'annule pas dans le do-

maine considéré, les équations {ia= o seront équivalentes aux équations
Fa= o, et, par conséquent, si on leur adjoint un certain nombre d'iné-

galités, elles représenteront encore la variété V ou une variété opposée.
Nous conviendrons de dire que si A (qui a toujours le même signe,

puisque j'ai supposé qu'il ne s'annule pas) est positif, ces équations
représentent la variété V et que, si Aest négatif, elles représentent la
variété opposée.
De même avec la seconde définition. Soit V une variété définie par les

équations

Il faudra tenir compte de l'ordre des variables y et, si deux de ces va-
riables sont permutées, nous conviendrons de dire que les équations ne

représentent plus V, mais la variété opposée.
Imaginons que l'on remplace lesy par m fonctions analytiques des na

variables nouvelles z,, zï z,n, de telle façon que l'on ait

ces nouvelles équations représenteront encore V ou la variété opposée.
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Nous devons supposer que le déterminant fonctionnel A des y par

rapport aux z ne s'annule pas, afin qu'à un système de valeurs des y

corresponde un seul système de valeurs des z. 11sera donc toujours de

même signe.
Nous conviendrons de dire que, si Aest positif, les nouvelles équations

représentent encore V et que si, A est négatif, elles représentent la variété

opposée.
Voyons maintenant ce qui arrive lorsqu'on passe d'une définition à

l'autre.
Soit une variété V définie par

et par certaines inégalités.
Adjoignons à ces p équations les suivantes

F/m-i> F/h-2 F,, étant n – p fonctions quelconques des x.
Nous avons vu que si le déterminant fonctionnel Ades n fonctions F,,

F, FB n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations par rapport
aux x et qu'on trouve ainsi n équations

= 9,(r..ja» • •«-)>

qui représentent une variété à n – p dimensions. Mais on peut se de-
mander si elles représenteront V ou la variété opposée.
Nous conviendrons de dire qu'elles représentent V si A est positif et

la variété opposée si Aest négatif.
Considérons la variété à Il – p dimensions

que j'appelle V. Nous avons vu que la variété à n p i dimen-
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que j'appelle v, fait partie de la frontière de V.
Mais il importe de ranger les équations qui définissent v dans l'ordre

suivant

car si deux d'entre elles étaient permutées, nous conviendrions de dire

que ces équations ne représentent plus la frontière de V ou une partie de
cette frontière, mais une variété opposée à cette frontière.

§ '6. HOMOLOGIES.

Considérons une variété V à p dimensions; soit maintenant W une
variété à q dimensions (<J<p) faisant partie de V. Supposons que la
frontière complète de W se compose de ~Kvariétés continues à q – i
dimensions

où les k sont des entiers et les v des variétés à q t dimensions, signi-
fiera qu'il existe une variété W à q dimensions faisant partie de V et dont
la frontière complète se composera de k, variétés peu différentes de c,, de

k2 variétés peu différentes de t>2,de h\ variétés peu différentes de la va-
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riété opposée à v3 et de k, variétés peu différentes de la variété opposée
à e4.
Les relations de cette forme pourront s'appeler des homologies.
Les homologies peuvent se combiner comme des équations ordinaires.

Nous emploierons aussi la notation suivante; supposons que l'on ait

et que les variétés wt, iv2, cvqfassent partie de la frontière de V;
nous écrirons quelquefois

Nous dirons que les variétés

d'un même nombre de dimensions et faisant partie de V, sont linéairement

indépendantes, si elles ne sont liées par aucune homologie à coefficients
entiers.
S'il existe Pm – i variétésye/'me'ej à m dimensions faisant partie de V

et linéairement indépendantes et s'il n'en existe que Pm – i, nous dirons

que l'ordre de connexion de V par rapport aux variétés à m dimensions
est égal à Pm.
Ainsi se trouvent définis, en ce qui concerne une variété V à mdimen-

sions, m – i nombres que j'appellerai

et qui sont les ordres de connexion de V par rapport aux variétés de



H. l'OINCAHE.

Je les appellerai dans la suite les nombres de Betti.
Rendons ces définitions plus claires par un exemple
Soit D un domaine faisant partie de l'espace ordinaire et limité par n

surfaces fermées
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Considérons une variété V que l'on puisse représenter par les inégali-
tés et égalités (8), (9) et (io) de façon à satisfaire à toutes les conditions
énoncées plus haut.
On sait alors ce que l'on doit entendre par l'intégrale multiple d'ordre m

étendue à la variété V; je désigne, bien entendu, par F une fo i\don:)
née desy. Il faut effectuer l'intégration successivement par r Wor~ux 1
m variables y, et les limites d'intégration seront définies par 1 tnégalt~s, J
(9) et (10). :t~` s, ;<'
Cela posé, je vais définir l'intégrale suivante ~.1

Les différentielles dxa djcx, dxa sont m quelconques des n diffé-
rentielles dx,, dxî: dxn. Les fonctions Xaia> sont des fonctions
données de x" x2, xn et il y en a autant qu'il y a de combinaisons

possibles des indices
a,, a2, am, 1
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c'est-à-dire qu'il y a de combinaisons de Ii lettres m à m. Il faut convenir

que la fonction X est nulle si deux de ses indices sont égaux et qu'elle
change de signe quand on permute deux de ses indices.
Cela posé, l'intégrale (i i) sera, par définition, égale à l'intégrale

d'ordre m

Si maintenant la variété V n'était pas susceptible d'être représentée par
des relations dela forme (8), (9) et (10) satisfaisant à toutes les conditions

énoncées, on décomposerait la variété V en variétés partielles assez

petites pour être susceptibles de ce mode de représentation, et l'inté-

grale (1 1), étendue à la variété totale V, serait par définition la somme
des intégrales (11) étendues aux diverses variétés partielles.
Cette définition laisse toutefois subsister encore une ambiguité.
En effet, si l'on permute deux des lettresy, et j-2, l'intégrale change de

signe; il importe donc de se donner l'ordre de ces lettres et la permuta-
tion de deux de ces lettres équivaudrait à un changement du sens de l'in-

tégration dans l'étude des intégrales simples. Je dirai donc le sens de l'in-

tégration pour parler de l'ordre dans lequel on convient de ranger les
lettres y,, j2, .ym.
J'ai eu l'occasion de m'occuper d'une question analogue dans un Mé-

moire sur les résidus des intégrales doubles, inséré au Tome IX des^cte
mathematica et, en particulier, dans le § 3 de ce Mémoire intitulé Con-
ditions d'intégrabilité.
J'ai recherché dans quels cas ces conditions d' intégrabilité sont rem-

plies, c'est-à-dire dans quels cas l'intégrale (ii) est nulle toutes les fois

qu'elle s'applique à une variété fermée.
Voici ce que j'ai trouvé; écrivons pour abréger l'écriture
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Voici la loi suivant laquelle doivent être choisis les signes zt. On pren-
dra toujours le signe +- si m est pair, et alternativement le signe -+- et le

signe si m est impair.
Il y aura autant d'équations (12) qu'il y a de systèmes possibles d'in-

dices
o.a2, ,am, a,m+(, 1

c'est-à-dire, puisque ces indices doivent être choisis parmi les lettres,

1,2, .«,

autant qu'il v a de combinaisons de n lettres m -+-à à m+- 1

Supposons maintenant que les conditions (12), au lieu d'être satisfaites

pour toutes les valeurs possibles des n variables

'~) ? '~2 t ï 'i?

le soient seulement pour certaines valeurs de ces variables. Par exemple,
considérons une variété V définie par les conditions

Fa=o, fy>o.

Soit ensuite un domaine D comprenant tous les points voisins de ceux
de V et défini, par exemple, par les conditions

– e<F.<e, ?p>-e,

s étant un très petit nombre positif.
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Supposons que les conditions (12) soient satisfaites pour tous les

points du domaine D.
En répétant le raisonnement du Mémoire cité et en le modifiant conve-

nablement, on démontrera ce qui suit Soit une \ariété V' à m+- i di-
mensions faisant partie de V (le nombre m -j- i doit donc être inférieur
on au plus égal au nombre des dimensions de V).
Supposons que la frontière complète de V' se compose des k variétés à

Alors si l'intégrale (1 1) satisfait aux conditions (12) dans le domaine D,
la somme algébrique des intégrales (il) étendue aux variétés W,,
W2, WAest nulle. 11faut, bien entendu, pour chacune d'elles, faire
attention au sens de l'intégration.
Les conditions (ia) sont suffisantes pour qu'il en soit ainsi, mais elles

ne sont pas nécessaires; ces conditions, nous l'avons vu, sont en nombre

égal à celui des combinaisons de Il lettres m -f- i à m- il suffirait,

pour que le résultat que je viens d'énoncer fût encore exact, que l'inté-

grale (11) satisfît pour tous les points de V à certaines conditions en
nombre égal à celui des combinaisons de Il p lettres m +- i à m -+-1

n – p étant le nombre des dimensions de V.
Ces conditions seraient aisées à former, mais cela m'entraînerait trop

loin de mon sujet.
Si alors une intégrale (i 1) satisfait aux conditions (12) dans le do-

maine D, les diverses valeurs que cette intégrale pourra prendre quand
on l'étendia à diverses variétés fermées à m dimensions faisant partie
de V seront des combinaisons linéaires à coefficients entiers d'un certain
nombre d'entre elles que l'on pourra appeler les périodes de l'inté-

grale (i r).
Le nombre maximum des périodes est égal à Pm – 1 car, si l'on con-

sidère P,Bvariétés fermées quelconques à m dimensions, il y aura toujours
une variété à m -+-1 dimensions qui admettra comme frontière complète
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ces Pm variétés ou quelques-unes d'entre elles. Jl y aura donc toujours
entre les Pmintégrales correspondantes une relation linéaire à coefficients
entiers. On pourrait d'ailleurs faire voir qu'il existe toujours des inté-

grales de la forme (ii) pour lesquelles le nombre maximum des périodes
est atteint. Cette manière de faire comprendre la définition des nombres
de Betti a été employée par Betti lui-même pour le premier et le dernier
de ces nombres, c'est-à-dire pour P, et Pm_, mais nous venons de voir

qu'il est aisé de faire de même pour les autres nombres de Betti.

§ 8. Variétés unilatères et bilatères.

Considérons une variété V définie à la seconde manière, c'est-à-dire
formée d'une chaîne ou d'un réseau de variétés partielles dont chacune
est définie elle-même par des relations de la forme (8) et (9).
Soit c, une variété partielle définie par les conditions

Soit v2une autre variété partielle et définie par les conditions

Supposons que ces deux variétés aient une partie commune formant
une variété continue. Je dis qu'à l'intérieur de cette variété le détermi-
nant fonctionnel

est toujours de même signe.
En effet, il ne pourrait changer de signe sans s'annuler ou sans deve-
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de sorte que A est lui-même le rapport de deux déterminants fonction-

nels comme ces deux déterminants fonctionnels sont essentiellement

finis, Ane pourrait s'annuler que si l'on avait

et comme rien ne distingue les nt premières variables xt x2, xm des
n m autres xm+l .x'm+2, xrl, il faudrait que le déterminant fonction-
nel de m quelconque des x par rapport aux s fût nul.
Tous les déterminants fonctionnels des fonctions 0' devraient donc

s'annuler à la fois, ce qui n'a jamais lieu par hypothèse. A ne peut donc

s'annuler, et l'on verrait absolument de même qu'il ne peut pas non plus
devenir infini.
A est donc toujours de même signe et nous pourrons choisir l'ordre

des variables z de telle façon que ce signe soit toujours positif.
Une difficulté pourrait se présenter dans certains cas; supposons que

la partie commune à*>,et à v2, au lieu de se réduire à une seule variété
continue v', se compose de plusieurs variétés continues v', v", v'" dans
chacune d'elles, le signe de A demeurera constant, mais il pourra chan-

ger lorsque l'on passera de l'une à l'autre. Dans ce cas, nous dirons que la
variété V est unilatère.

Supposons que cette circonstance ne se présente pas, et considérons
une suite de variétés partielles formant une chaîne fermée

les m variables qui jouent le rôle de j, ,j2, ,ym par rapport à v,.
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Supposons que c( et c2aient une partie commune v\, c2et v3une partie
commune v\, vg_, et vq une partie communev'q et enfin vqet v, une

partie communev ?
Soit At le déterminant fonctionnel de

Ce déterminant sera défini à l'intérieur de v'.
Je définis de même à l'intérieur de v't le déterminant fonctionnel A? (le

D'après ce que nous venons de voir, nous pouvons toujours choisir
l'ordre des variables de telle façon que

soient toujours positifs. D'autre part, A?est toujours de même signe, mais
ce signe constant est-il le signe -+-ou le signe – ?P
Si c'est le signe je dirai encore que la variété V est unilatère. Je

pourrai dire aussi que les variétés c, f2, vq forment une chaîne uni-
latère.

Supposons maintenant que l'on ait construit un certain réseau continu
de variétés partielles

de telle sorte que tout point de V soit à l'intérieur (j'exclus la frontière")
de l'une des variétés (4) ou de plusieurs d'entre elles. Si, dans la partie
commune à deux quelconques des variétés (4), le déterminant Aest po-
sitif, je dirai que la variété V est bilatère. Si elle ne l'était pas, il est clair
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qu'on pourrait toujours, avec quelques-unes des variétés (4), former une

chaîne unilatère et que la variété V serait unilatère. Je pourrai dire aussi

que le réseau des variétés (4) forme un système bilatère.
Mais pour justifier complètement notre définition, il faut faire voir que

V ne peut pas être à la fois unilatère et bilatère. 11est clair d'abord que,
dans le système bilatère (4)> on ne peut pas trouver de chaîne unilatère.
Mais il reste à montrer que le système (4) restera unilatère quand on

y adjoindra une variété quelconque i> faisant partie de V.
Soit v'tla partie commune à vt et à vq+t tout point de vç+lappartiendra

au moins à l'une des variétés v;,et comme eç+lest continu, si je considère
deux points MI et M^de cï+l appartenant respectivement à d etàt^, on

pourra trouver des variétés intermédiaires que je pourrai appeler
(puisque le numérotage reste arbitraire)

et qui formeront une chaîne.
Je pourrai toujours choisir l'ordre des variables analogues aux y qui

définissent la variété eÇH_de telle façon que, dansv't, le déterminant ana-

logue à Aet relatif à c, et vg+,soit positif; je l'appellerai A,.
Appelons de même A, le déterminant analogue à A et relatif à vt et

v+, A,est défini à l'intérieur de v\
Soit ensuite A' le déterminant relatif à v, et v2 il sera défini dans toute

la partie commune à ces deux variétés et, en particulier, dans la partie
commune à v\ et v\ il sera positif puisque le système (4) est bilatère.

Alors, dans la partie commune à v't et v\, A, et A' seront positifs, il en
résulte que leur rapport

est positif, et comme il conserve toujours le même signe, il sera positif
pour tous les points de vt.
On démontrerait de proche en proche que A3, A4sont également

positifs.
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Le système restera donc bilatère après l'adjonction de v^, il le restera
encore si, dans l'expression des équations d'une des variétés vt, on rem-

place les variables j,, j2, ym par des fonctions holomorphes de
variables nouvelles y'}" • ydont le déterminant fonctionnel ne
s'annule jamais (ce qui est nécessaire si l'on veut qu'à un système de va-
leurs des y corresponde un seul système de valeurs des y'). Il faut, bien

entendu, choisir l'ordre des nouvelles variables de telle façon que ce
déterminant fonctionnel soit positif.
Le système restant toujours bilatère, on n'y pourra construire de chaîne

unilatère, de sorte qu'une variété ne peut pas être à la fois bilatère et
unilatère. c. Q. F. D.
Tout le monde connaît l'exemple de surface unilatère que l'on obtient

en ployant un rectangle de papier ABCD (dont les côtés opposés sont AB
et CD d'une part, BC et DA d'autre part), et en collant ensuite ensemble
les côtés AB et CD de façon que A soit collé avec C et B avec D.
Les exemples de variétés bilatères sont plus aisés encore à former.

Ainsi dans l'espace à n dimensions

1"Tout domaine à n dimensions est bilatère;
2° Toute courbe à i dimension est bilatère;
3° Toute surfaceyêrwee à n – i dimensions est bilatère.

Mais on peut aller plus loin.
Considérons une variété V définie à la première manière, c'est-à-dire

par des égalités et des inégalités de la forme (i). Je dis qu'elle sera tou-

jours bilatère.

les/; égalités qui, avec quelques inégalités que nous n'écrirons pas, défi-
nissent V. Partageons V en un certain nombre de variétés partielles v,
définies par des relations de la forme (8) et (9). Soient
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un certain nombre de variétés partielles formant une chaîne continue,
c'est-à-dire telles que chacune d'elles ait avec la suivante une partie com-
mune. Je dis que cette chaîne est toujours bilatère.
En effet, nous avons supposé plus haut que les déterminants fonction-

nels des p fonctions F par rapport à p quelconques des variables x ne
s'annulent jamais tous à la fois. Je puis donc supposer que les variétés v
sont assez petites pour que, à l'intérieur de eH, l'un des déterminants
fonctionnels (que j'appellerai A() ne s'annule pas; pour que, à l'intérieur

deP2, un autre de ces déterminants (que j'appellerai A2) ne s'annule pas,
et ainsi de suite.
S'il n'en était pas ainsi, on n'aurait qu'à subdiviser chacune des varié-

tés v en variétés plus petites.

Comme l'ordre des lettres xa xa>, x^ reste arbitraire et que A,
conserve le même signe à l'intérieur de p,, je pourrai toujours supposer
que A, est positif à l'intérieur de v,. De même A2sera positif à l'intérieur
de e2 et ainsi de suite.
Posons alors à l'intérieur de v,

Ici m – n–p; les variables x'a sont les m~n – p variables x qui
restent quand on a supprimé les p variables xa
Posons de même à l'intérieur det>2
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Les variables .i1»sont les in = n – p variables x qui restent quand on

a supprimé les p variables x^
Et ainsi de suite.
Je supposerai que l'ordre des variables x'x ait été choisi de telle sorte

que l'on puisse passer de l'ordre normal des variables x, c'est-à-dire de
l'ordre

par une substitution du groupe alterné.

Alors, en résolvant les équations (i3), on verrait qu'à l'intérieur de v,
les x sont des fonctions holomorphes de

et ainsi de suite. En général, à l'intérieur de v,, les x seront des fonctions

holomorphes de

II s'agit alors de calculer le déterminant

à l'intérieur de la partie commune à c, et à v2.
Pour cela, remplaçons les équations (13) et (i4) par les équations plus

générales
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Résolvons de même les équations (r4 bis), nous aurons les x en fonc-
tions des et des j^, holomorplies à l'intérieur de v2 et le déterminant

fonctionnel sera r--~2

II viendra alors, pour les points communs àv et à v2,
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à l'intérieur dev,, positif. Tous ces rapports sont donc positifs et la chaîne
est bilatère. C.Q.F. D.

Toutes les variétés qui rentrent dans la première définition sont donc
bilatères et, comme j'ai cité plus haut un exemple de variété unilatère sa-
tisfaisant à la deuxième définition, nous devons conclure que les variétés

qui satisfont à la deuxième définition ne satisfont pas toutes à la première.
C'est ce que j'avais annoncé plus haut.
Toute variété unilatère est par définition opposée à elle-même.

§ 9. INTERSECTIONDEDEUXvariétés.

Soient V et V' deux variétés définies à la seconde manière, ayant l'une

p dimensions, l'autre n – p dimensions, et soient Moet M'odeux points
appartenant respectivement à V et à V' et ayant respectivement pour
coordonnées

Autour du point Mo, construisons sur V une variété partielle v, ana-

logue à celles que nous avons envisagées dans le n° 5, de telle façon
qu'en un point x{ x2, xHde v on ait

De même autour de M'o, construisons sur V une variété v telle qu'en
un point oc\ xz, x'n de on ait
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Envisageons le déterminant

C'est une fonction de j,,ja, y\, /“, ,y'a_p; cette fonction

dépendra donc de la position des points M et M' de coordonnées x,, x2,
xn et x\ x'x, x'n sur les variétés v et v' Je l'appellerai donc

/(M, M')-

Je puis changer de variables en remplaçant j1,, y2, -,yp par des
fonctions holomorphes de p variables nouvelles z,, z2, zp choisies de
telle sorte qu'à un système de valeurs de y corresponde un seul système
de valeurs des z. faut pour cela que le déterminant fonctionnel des y
par rapport aux z ne s'annule pas et je puis toujours supposer, en

rangeant les z dans un ordre convenable, que ce déterminant est positif.
La fonction _/( M, M') est alors multipliée par ce déterminant fonctionnel

et, par conséquent, conserve son signe.
Il en est encore de même quand on fait un changement de variables

analogues sur la variété <J
Considérons maintenant une autre variété c, analogue à v, construite

sur V, et une variété c(, analogue à v', construite sur V.
Soit M, un point de e, et M^un point de v(. Nous pourrons construire

une fonction analogue af(M, M') et que j'appellerai, (M, M).
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Supposons maintenant que les variétés f, et v (de même que les variétés

v\ et v') aient une partie commune, et que les points M et M, se confon-

dent, de même que les points M' et M'(.
Comparons les deux fonctions

Supposons que les deux variétés V et V' soient bilatères. Nous pour-
rons supposer alors (en choisissant convenablement Tordre des variables

y relatives à c( ), que le déterminant analogue à celui que nous avons ap-
pelé A dans le n° 8, et relatif à v et v, est positif dans la partie commune
i v et c, de même le déterminant analogue à A et relatif à v et v\sera
également positif.

Alors f et/
seront de même signe.

une fonction qui sera égale à 4- i à i ou à o, selon que/"(M, M') sera

positif, négatif ou nul. Cette fonction sera alors parfaitement déterminée,
elle ne dépendra que de la position des points M et M' sur V et V'; elle ne

dépendra pas de la manière dont les variétés v et v' auront été construites
autour de M et de M'.

Cela ne serait plus vrai si l'une des variétés V et V' était unilatère,
ce que je ne suppose pas.

Supposons, en particulier, que les points M et M' se confondent et, par
conséquent, que le point M soit un point d'intersection de V et de V,
la considération de la fonction S(M, M') présente alors un grand in-
térêt.

Supposons que l'on forme la fonction S (M, M) pour tous les points
d'intersection 51 de V et de V, et faisons la somme de toutes les fonctions
S ainsi obtenues; je désignerai cette somme par
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Cette définition de N(V, V) s'applique quand les variétés V et V' ont
été définies comme au n° 5. Mais on peut la simplifier quand V et V' ont
été définies comme aun° 1
Soient alors

les conditions qui définissent V, et soient

celles qui définissent V. V aura n – p dimensions et V' en aura/).
Considérons un point M de V ayant pour coordonnées x, .x'2, xn

et un point M' de V' ayant pour coordonnées a/ x x'n et formons
le déterminant

que j'appellerai {/(M, M'). Quelle relation y a-t-il entre <J>(M,M') et

S(M,M')? P
Pour nous en rendre compte, posons

faisons ensuite varier à la fois les x\ et les xit mais de telle façon que leur
différence ht demeure constante.

Si le déterminant ^(M,M') n'est pas nul, nous pourrons résoudre ces
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équations par rapport aux xl et nous en tirerons

Le déterminant fonctionnel des 9; par rapport aux ya et aux y'y sera
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les relations qui jointes à (r) définiront V' qui aura ainsi n – p – p" di-

mensions. Je suppose p +// + p" = n-
Soit Mun point d'intersection de V et de V',
Je formerai le déterminant fonctionnel des Fa, des F^ et des F"t par

rapport aux x, et ce sera ce déterminant que j'appellerai <i(M).
Alors S (M) sera par définition égal à 4-1ou à 1 selon que <J<(M)

sera positif ou négatif.
Je désignerai ensuite par

N(V,V)

la somme de toutes les quantités S(M) relatives à tous les points d'inter-
section de V et de V'.
Il est clair que, si l'une des variétés V ou V' est remplacée par la variété

opposée, l'expression N(V, V') change de signe.
Soit maintenant V une variété fermée à 1 dimension et soit W un do-

maine à n dimensions dont la frontière complète se compose des variétés
à n i dimensions

En effet, la variété V va se composer d'un certain nombre de variétés
continues à i dimension, c'est-à-dire d'un certain nombre de lignes fer-
mées. Les équations d'une de ces lignes pourront se mettre sous la
forme

t étant une variable que nous ferons croître de – 00 à +00.
Comme la ligne est fermée, nous aurons
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Envisageons maintenant un point M d'intersection d'une de ces lignes
avec la frontière de W; si, quand on fait croître t, cette ligne passe de
l'intérieur de W à l'extérieur, on aura

Si elle passe de l'extérieur à l'intérieur S (M) sera égal à i Maisla ligne
étant fermée reviendra à son point de départ, de sorte que la somme de
tous les S(M) devra être nulle. c. Q. r. D.

Supposons maintenant que toutes les variétés que nous envisageons
et, par exemple, V, W, V" V2, Vft fassent partie d'une variété U
et que ce soit cette variété U dont nous étudions les ordres de connexion
et par rapport à laquelle nous prenons les homologies.
(Voici ce que je veux dire; quand, an n° a, j'ai défini les homologies,

il y avait une certaine variété V qui jouait dans cette définition un rôle

important; eh bien, c'est ici Uqui jouera ce rôle.)
Je suppose que U ait Adimensions, V une dimension, W h dimensions,

Vp.Vj, VA/i – t dimensions.
Il n'y a rien à changer à ce qui précède et l'on voit que, si V est fermé

et à une dimension et que

Je dis que cela sera encore vrai si la variété à une dimension V n'est

plus fermée, mais a ses deux extrémités sur la frontière de U et si W n'a
aucun point sur la frontière de U.
En effet, U se trouve partagé en deux régions continues ou non, à

savoir W et la région R extérieure à W. Par hypothèse, la frontière de
U appartient tout entière à R.
La ligne V n'étant pas fermée, le point initial correspondant à £= – oc

ne coïncidera plus avec le point final correspondant à t=H-co; mais,
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par hypothèse, ces deux points appartiennent tous deux à la frontière de
U et, par conséquent, à R.
Notre ligne passera donc précisément autant de fois de R dans W que

de W dans R; donc la somme des S(M) est nulle. c. Q. F. D.

Je vais maintenant établir la réciproque.
Soient V,, V,, Vk>k variétés fermées à h – ] dimensions situées

dans U, U n'ayant aucun point commun avec la frontière de Vi. Suppo-
sons quel'on n'ait pas

je dis que l'on pourra toujours trouver une ligne V, située dans U, qui
sera fermée, on aura ses deux extrémités sur la frontière de U et qui sera
telle que

En effet, ou bien les variétés V,, V2, VAne partageront pas U en

plusieurs régions distinctes. Alors on pourra aller d'un point quelconque
de U à un autre point quelconque de U sans rencontrer aucune des va-
riétés V,.
Considérons alors une ligne très petite rencontrant V, en un point M

et ne rencontrant aucune autre des variétés V,; nous pourrons joindre les
deux extrémités de cette ligne par une autre ligne continue qui ne rencon-
trera aucune des variétés V,; nous aurons construit ainsi une ligne
fermée qui ne rencontrera les variétés V, qu'en un seul point. La somme
des S(M) ne pourra donc être nulle.

Supposons maintenant que les variétés V(.partagent U en plusieurs ré-

gions R; mais cependant qu'elles soient linéairement indépendantes.
Dans ce cas, la frontière complète d'aucune des régions R ne pourra être
constituée par une partie des variétés V(, sans quoi il y aurait entre ces
variétés une homologie, ce que nous ne supposons pas.
La frontière complète de R se composera donc de quelques-unes des
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variétés V, et d'une partie de la frontière de U. Il en résulte que d'un point

quelconque de R on pourra aller ;i la frontière de TJ sans sortir de R et
sans rencontrer aucune des variétés V,.
Considérons alors une des variétés V, V,, par exemple, et envisageons

une petite ligne coupant V, en un point M soient R et R' les régions
auxquelles appartiennent les deux extrémités[/. et \iJ de cette petite ligne.
De\l on pourra aller par une ligne continue à la frontière de U sans sor-
tir de R; de u! on pourra aller par une troisième ligne continue à la fron-
tière de U sans sortir de R'.
L'ensemble de ces trois lignes continues ira de la frontière de U à la

frontière de U, et si je l'appelle V, on aura

On peut donc choisir V de telle façon que tous les N(V, V,) soient

nuls, excepté un d'entre eux qui sera égal à i

Supposons enfin qu'il y ait entre les V\ un certain nombre d'homologics,
3, par exemple,

Nous pourrons alors, parmi les k variétés V, en trouver k 3 qui
soient linéairement indépendantes; soit, par exemple, V" V2, 1
v,.
Nous pouvons choisir V de telle façon que tous les N(V, V,), où

i= i 2, k 3, soient nuls à l'exception de l'un quelconque d'entre
eux qui sera égal à i Les valeurs de
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qui soit égale à i Cela ne pourrait se faire, en effet, que si l'équation (y)
était une conséquence nécessaire des équations (3; mais alors l'homo-

logie

serait une conséquence nécessaire des homologies (oc). Or nous avons

supposé au début que cette homologie (3) n'avait pas lieu.
On pourra donc toujours choisir V de manière que l'égalité y n'ait pas

lieu. c. Q. f. D.

Nous désignerons sous le nom de coupure toute variété contenue dans
U i° si elle est fermée; a0 si elle n'est pas fermée, mais si sa frontière
fait partie de la frontière complète de U.
Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui résume la discus-

sion précédente

La. condition nécessaire et suffisante (si les variétés V,-sont fermées et
à A – i dimensions) pour que L'onpuisse choisir la coupure V de telle
sorte que l'égalité
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auxquelles satisfont tous les points de V,, V2, Vk; c'est ainsi que si
h = 3, p = 2, si U est l'espace ordinaire et si V" V>} V, sont des

courbes, on pourra toujours, par ces courbes, quelles qu'elles soient, faire

passer une surface.
Pour définir V, nous y adjoindrons une pKmtégalité
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a lieu par rapport à U', elle aura lieu par rapport à U. Il est vrai que la

réciproque n'est pas vraie et que cette homologie peut avoir lieu par rap-
port à U sans avoir lieu par rapport à U'; mais, si elle a lieu par rapport
à U, on pourra toujours, en choisissant convenablement les fonctions $,
trouver une variété U' à h p + dimensions par rapport à laquelle elle
ait lieu.

Nous devons donc conclure que le théorème est encore vrai quand V a

plus d'une dimension.

Si donc V, et V2 sont deux variétés fermées à h p dimensions, si

pour toutes les coupures V à p dimensions, on a

Bornons-nous au cas où U est fermée. Alors U n'a pas de frontière et
toutes les coupures sont fermées.
Le nombre des coupures de p dimensions linéairement indépendantes

estP,-i.
Soient
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Or, si le nombre u.des V~est supérieur a~, on pourra toujours trouver
des entiers k; satisfaisant à ces conditions, puisque nous aurons arbi-

traires et~ conditions à remplir. Si donc les V, sont unéairement indé-

pendantes, on aura

Par eoM~MM~ pour une '~a/e~~er~ec, les MOyK&ye~de Betti égale-
ment distants des extremes sont égaux.

Ce théotème n'a, je crois, jamais été énonce; il était cependant connu
de plusieurs personnes qui en ont même fait des applications.
Voyons maintenant ce qui se passe quand h est pair pour le nombre

moyen P~. Supposons que A soit multiple de 4 -)- de telle façon que
2

soit impair.
On sait que, quand, dans un déterminant, ou fait un nombre impair de

permutations de lignes, il change de signe. Quand on permutera V et V,,

qui ont dimensions, le déterminanty(M, M) changera de signe; on aura

donc

Le symbole N(V, V) n'a, par lui-même, aucun sens, puisque, les deux
variétés V et V coïncidant, le nombre des points d'intersection est infini;
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est impair.
Formons le déterminant ou le <terme deta~ colonne est N(V,, V~).

Ce déterminant serait gauche; c'est-à-dire que les termes de la diagonale
principale seraient nuls et que deux termes symétriques par rapport à cette

diagonale seraient égaux et de signe contraire. Comme le nombre des co-
lonnes serait impair, ce déterminant serait nul. Il en résulterait, contraire-
ment à l'hypothèse, que les variétés V,, V2, Vne seraientpas tinéai-
rement indépendantes.
Donc P/, est impair.

2
Cela ne serait plus vrai ni si A était multiple de 4, ni si la variété U

était unitatère; car tous nos raisonnements supposent les variétés bilatères.
Nous en verrons plus loin des exemples.

§ 10. – REPRÉSENTATION GEOMETfUQUE.

Il y a une manière de se représenter les variétés à trois dimensions si-
tuées dans l'espace à quatre dimensions, manière qui en facilite singulière-
ment l'étude.

Considérons, dans l'espace ordinaire, un certain nombre de po-
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iyèdres
P" P 1 Pt,, f~, 'n'

Nous pouvons supposer qu'il existe, dans l'espace à quatre dimensions,
un certain nombre de variétés à trois dimensions

Q., Q., Q.

respectivement lioméomorphes à P,, P~, P,
Soient F, une face du polyèdre i\ et l'ensemble des points de la

frontiète de Q, qui correspondent aux divers points de F,. Soient de
même F\ une face de P2 et l'image de cette face sur la frontière de Q~.
Il peut se faire que coïncide avec ~Dans ce cas les deux variétés

Q, et Q. sont contiguës, et l'on passe de l'intérieur de l'une à l'intérieur de
l'autre en franchissant <
Dans ce cas, nous dirons que les faces F, et F~ sont LW:/M~Kee.f.
Il pourra arriver que les faces F, et F~ appartiennent à un Me~e po-

lyèdre P,. Alors la variété à deux dimensions <& qui ne diffère pas de la
variété à deux dimensions $~, séparera l'une de l'autre deux portions de
la variété Q,.
On le comprendra mieux si je compare avec un exemple se passant dans

l'espace ordinaire. Considérons un rectangle ABCD et un tore, sur lequel
nous tracerons deux coupures, à savoir une circonférence méridienne et
un parallèle; soit H le point d'intersection de ce parallèle et de ce méri-
dien. La surface du tore ainsi découpée sera homéomorphe au rectangle;
les deux lèvres de la coupure formée par le méridien correspondront aux
deux côtés AB et CD du rectangle; les deux lèvres de la coupure formée

par le parallèle correspondront aux deux autres côtés AD et BC. On voit

l'analogie avec ce qui précède le rectangle correspond au polyèdre P,, le
tore découpé à la variété Q,, les côtés AB et CD aux deux faces F, et F~,
les deux lèvres de la coupure méridienne aux deux variétés <&,et qui,
comme on le voit, coincident.
Cela posé, imaginons que parmi les faces des Hpolyèdres P, il y en ait
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un certain nombre qui soient conjuguées deux à deux, et un certain nom-
bre qui restent libres.
Considérons la variété totale V formée par l'ensemble des variétés Q,.

Comme quelques-unes de ces variétés Q, sont continues, il pourra se faire

que la variété totale V soit continue c'est ce que je supposerai.
Si parmi les faces des P, il n'y en a aucune qui reste libre, la variété V

sera fermée. Dans le cas contraire, les points qui correspondront aux faces
restées libres formeront la frontière complète de V.
On conçoit que la connaissance des polyèdres P, et celle du mode de

conjugaison de leurs faces nous fournissent, dans l'espace ordinaire, une

image de la variété V et que cette image suffise pour l'étude de ses pro-
priétés au point de vue de l'a~M ~~K~.

Voyons comment doit être défini le mode de conjugaison des faces. Il
est clair d'abord que, pour que deux faces puissent être conjuguées, il faut

qu'elles aient le même nombre de côtés. Ensuite, pour connaître complète-
ment le mode de conjugaison, il ne suffit pas de savoir que telle face est

conjuguée de telle autre; il faut savoir, en outre, quel est )e sommet ou le
côté de cette face qui correspond à tel sommet ou à tel côté de sa conju-
guée.
Alors seulement le mode de conjugaison sera complètement défini.
A deux faces conjuguées correspond, par définition, une même variété

à deux dimensions intérieure à V. H peut se faire aussi qu'à plusieurs
arêtes des polyèdres P corresponde une même ligne intérieure à V, ou

qu'à plusieurs sommets de ces polyèdres corresponde un même point inté-
rieur à V. Nous dirons alors que ces arêtes ou ces sommets appartiennent
à un même cycle.
Voici comment on peut former les cycles d'arêtes et les cycles de som-

mets.
Soit A, une arête, F'~ l'une des deux faces qui passent par A,, F~ )a

conjuguée de F~, A~l'arête de F2 qui correspond à A,; F l'autre face qui
passe par A~; F, )a conjuguée de F~, A, l'arête correspondant
à A~, etc.
On s'arrêtera quand on arrivera à une face libre ou quand on sera
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revenu a l'arête A,. Toutes les arêtes A,, A~, A,, formeront un

cycle.
De même pour les sommets. Soient S, un sommet, F~ l'une des faces qui

passent par S,, F~ la conjuguée de F~ S2 le sommet correspondant à S,;
F' MMedes faces qui passent par S~,
~o S~, S,, appartiendront à un même cycle.
Seulement ici il passe par chaque sommet plus de deux faces; alors F

par exemple, peut être choisie de plusieurs manières on ne devra s'arrêter

qu'après avoir épuisé tous les choix possibles.
L'analogie avec la formation des cycles dans la théorie des groupes

fuchsiens est évidente. Elle le devient plus encore, si l'on suppose qu'il
n'y a qu'un seul polyèdre P,.

Premier M'e/M~e.

L'exemple le plus simple est celui où t'on n'a qu'un seul potyèdre P, et
on ce polyèdre est un cube ABCDA'B'C D'dont les sommets ont respec-
tivement pour coordonnées
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1° Que les faces ABDC et A'B'D'C' sont conjuguées;
2° Que les sommets se rencontrant sur la première de ces faces se ren-

contrent dans l'ordre circulaire ABDC ->
3° Que les sommets A et A', B et B', D et D', C et C' se corres-

pondent.
Observons en passant que les sommets ABDC se rencontrent sur la

première de ces faces dans un ordre circulaire tel qu'en parcourant le pé-
rimètre dans le sens correspondant on'ait la face à sa gauche. Aucontraire,
les sommets correspondants A'B'D'C'se rencontrent sur la seconde face
dans nn ordre tel qu'en parcourant le périmètre dansce sens on ait laface
à sa droite.
Cette condition doit toujours être remplie si /'f/! veut que V soit Ma-

tère. Si deux faces F, et F~ sont conjuguées et si un point décrit le péri-
mètre de F, de iacon à laisser la face à sa gauche, le point correspondant
sur F~ devra décrire le périmètre de cette face en la laissant à sa droite.
Cela posé, supposons donc que le mode de conjugaison soit défini par

les relations (t). Il est aisé de voir alors que tous les sommets forment un
seul cycle et qu'il y a trois cycles d'arêtes, comprenant respectivement
celles des arêtes qui sont parallèles à l'axe des x, à celui des y et à celuii
des z.

DeM.M'~TKeexemple.

Conservons toujours notre cube, mais changeons le mode de conjugai-
son et définissons-te par les relations

il y aura alors deux cycles d'arêtes et deux cycles de sommets et je résume
les résultats par les relations suivantes; j j'ai mis le signe entre deux
arêtes (on deux sommets) pour exprimer qu'e)!es font partie d'un même

cycle.
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On trouve:
Trois cycles d'arêtes

et un seul cycle de sommets.

Soit un octaèdre réguiier; il aura six sommets dont quatre formeront
un carré BGF.D(les lettres sont rangées dans 1 ordre circulaire dans lequel
on rencontre les quatre sommets en parcourant le périmètre du carré) et
dont deux, A et P, sont en dehors du carré. Soit

le mode de conjugaison; on trouvera six cycles d'arêtes et trois cycles de

sommets; chaque arête formera un cycle avec l'arête opposée, c'est-à-dire
avec sa symétrique par rapport au centre de symétrie de l'octaèdre, et

chaque sommet formant un cycle avec )e sommet opposé.
Il est inutile de multiplier davantage les exemples; je me propose de

reconnaître maintenant si tous les modes de conjugaison sont admissibles.

Appelons aster la figure formée par un certain nombre d'angles solides

ayant même sommet et disposés autour de ce sommet de telle sorte que
tout point de t'espace appartienne à un et à un seul de ces angles solides.
Dans la figure, on distinguera donc, outre les angles solides eux-mêmes

et leur sommet, un certain nombre de faces communes a deux angles
solides et un certain nombre d'arêtes communes à plusieurs angles solides.

AA~CC'~BB'==DD',
AB =CD =B'D'=A'C',

AC ~BD =.D'C'-EB'A',

C/y~~M/Keexemple.
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Je pourrai supposer que les arêtes et les faces sont prolongées indéfi-

niment, ou bien qu'on les arrête a la surface d'une sphère ayant son centre
au sommet commun des angles solides. Alors ces divers angles solides
vont découper sur la sphère un certain nombre de polygones sphériques,
de sorte que la surface de la sphère sera subdivisée en polygones sphé-
riques. Cette surface ainsi subdivisée pourra être regardée comme homéo-

morphe à un polyèdre convexe dont les faces correspondront aux poly-
gones sphériques que je viens de définir.
Alors aux angles solides de l'aster correspondront les faces du po-

lyèdre aux faces de l'aster correspondront les arêtes du polyèdre et, aux
arêtes de l'aster, ses sommets.
Soient S, F et A le nombre des angles solides, des faces et des arêtes de

l'aster. Commele polyèdre doit satisfaire au théorème d'Enter, on devra

il y en aura un certain nombre qui auront le point M sur leur frontière; je
les appellerai les variétés Q~ et ce seront celles qui correspondront à des

polyèdres P~ auxquels appartiendront les divers sommets du cycle.
Considérons maintenant deux des variétés Q~ qui soient contigu~s, et

la variété à deux dimensions qui leur sert de frontière commune. Les va-
riétés à deux dimensions ainsi définies, je les appellerai les < elles cor-

respondront à celles des faces des polyèdres P~ auxquelles appartiennent
les divers sommets du cycle.
Nous envisagerons enfin les variétés à une dimension qui sont l'inter-
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section de deux variétés <~et que j'appellerai les L~. Elles correspondront
à celles des arêtes des polyèdres P~ auxquelles appartiennent les divers
sommets du cycle.
Envisageons la figure formée par les variétés Q~, <& L~ ou plutôt par

les points de ces variétés qui satisfont à l'inégalité

s est une très petite quantité; sont les coordonnées du

point M.

Cette figure est ~/r/c?Ky7:e/!</:oMeo~o/y~Aeà un aster dont les faces et
les arêtes seraient limitées à une sphère. Soit A cet aster.
Considérons une quelconque des variétés Q~et, en outre, la variété W

formée par ceux de ses points qui satisfont à l'inégalité (y). Cette variété
sera continue ou ne le sera pas. Si elle ne l'est pas, je la décomposerai en

plusieurs variétés continues, et les diverses variétés continues que l'on

pourra ainsi former, je les appellerai les Q~. (Le nombre des Q~ peut
ainsi être plus grand que celui des Q~ si l'une des variétés W n'est pas
continue.)
Je définirai de même les $~ et les L~.
Soient qa, < le nombre des Q~, des < et des L~; ce sera aussi celui

des angles solides, des faces et des arêtes de l'aster A.
D'où cette conclusion

Pour </M'MKmode de conjugaison soit <X~MMJ' il faut que, pour
tous les cycles de sommets, 0~.ait

Voyons maintenant comment on pourra calculer les nombres < /“,
pour un cycle de sommets quelconque K..
)° sera le nombre des sommets du cycle.
~° Pour avoir <j~,on n'a qu'à faire la somme des nombres des faces

qui vont passer par les divers sommets du cycle et à diviser par deux. Si,
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par exemple, le cycle a. se compose de trois sommets a, b, c appartenant
respectivement aux polyèdres P,, P~ et P~; si le point a est le sommet
d'un ang)e trièdre de sorte que trois faces de P, aillent passer par a; si

quatre faces de P~ vont passer par b et cinq faces de P, par c, on aura

3° Pour avoir la, on énumérera les arêtes qui aboutissent aux divers
sommets du cycle de la manière suivante toutes les arêtes d'un même

cycle d'arêtes ne compteront que pour une seule, si l'une des extrémités

appartient au cycle e(.;elles compteront pour deux si les deux extrémités

appartiennent au cycle K..

Appliquons ces règles aux six exemples dont nous nous sommes occupés
plus haut, nous aboutirons au Tableau suivant

Il est à remarquer que, dans les exemples 2, 3 et 5, il a p)us!eurs cycles
de sommets, mais il arrive que les trois nombres <y~, et ont mêmes
valeurs pour tous les cycles d'un même exemple.
Ce Tableau montre que la relation

est satisfaite pour tous nos exemples, sauf pour le second. Le mode de

conjugaison du second exemple doit donc être rejeté.

§ 11. REPRÉSENTATIONPARUNGROUPEDISCONTINU.

Voici un autre mode de représentation qui peut aussi être employé
dans certains cas.
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Soit (x, y, =) un point de l'espace ordinaire; considérons une série de

substitutions qui changent respectivement x, y et z en

Supposons que l'ensemble de ces substitutions forme un groupe pro-

prement discontinu. L'espace va se trouver partagé en une mnnrté de

domaines
Do, D., D~

et cela de telle sorte qu'à chaque domaine D, corresponde une substitution
du groupe S, qui change D, en D,.
Considérons une snrfaee X ibrmant une portion de la frontière de D,

séparant ce domaine Do du domaine D,; )a substitution S-' inverse de S,
change D, en D. et, comme les points de S appartiennent à la frontière de

D,,]a transformée de la surface Esera une autre partie de la frontière de D,.
La frontière de Do va ainsi se trouver partagée en portions de surface

qui seront conjuguées deux à deux, de telle façon que chacune d'elles sera
la transformée de sa conjuguée par une des substitutions du groupe.
Le domaine Do, avec sa frontière ainsi subdivisée, sera hornéomorphe

à un polyèdre dont les faces seront conjuguées deux à deux, comme dans
le numéro précédent. On pourra alors, comme dans le numéro précédent,
faire correspondre à ce polyèdre on, par conséquent, au domaine Do,
une variété fermée à trois dimensions située dans l'espace à quatre dimen-

sions, et que l'on obtiendra en transportant D. dans l'espace à quatre
dimensions, puis en déformant ce domaine jusqu'à ce qu'on puisse coller
i'une contre l'autre les portions conjuguées de sa frontière.

L'analogie avec la théorie des groupes fuchsiens est trop évidente pour
qu'il soit nécessaire d'Insister; je me bornerai à un seul exempte
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eue j'appellerai s.
Nous pourrons alors remplacer les équations (3) par les suivantes

k' et~étant deux entiers nouveaux; en appliquant à ces points les deux

premières substitutions, on retombe donc toujours sur les mêmes points.
Appliquons-leur la troisième substitution.

de telle sorte que le point o~, b, soit le transformé du point a" b, par s.
Alors les transformés des points (/() par la troisième substitution seront

compris dans la formule

et k" étant deux entiers.
En général, supposons que les transformés successifs du point (a, b) par

]asubstitution~soientfit,,6,; a~,& a~ .etdemêmequetes
transformés successifs par la substitution inverse soient <7_ «_

Alors tous les transformés du point (a, b, c) par les substitutions du

groupe (i) seront donnés par la formule

où /<, et sont trois entiers arbitraires.
On voit aisément d'ailleurs que le groupe dérivé des deux premières

substitutions est permutable à la troisième.
Le domaine fondamental D, est un cube dont le côté est égal à i et

limité par les six plans
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Chacune d'eues change une des faces du cube en la face opposée; nous
retombons donc tout simplement sur notre premier exemple.
Mais la manière dont la superficie du cube Do se subdivise en régions

conjuguées n'est pas toujours aussi simple.
Supposons, par exemple,

chacune des faces parallèles à l'axe des z sera encore conjuguée de la face

opposée; mais pour les faces z = o, z = i perpendiculaires à l'axe des s,
cela sera plus compliqué.
Supposons que les points ABCD, A'B'C'D' aient mêmes coordonnées

que dans nos quatre premiers exemples. Chacune des faces ABCD, A'B'C'D'
devra être partagée en deux triangles, à savoir ABC et BCD d'une part,
A~D~C~etA~lVD'd'autre part, et la loi de conjugaison des faces sera expri-
mée par les relations

Plus généralement les faces parallèles à l'axe des resteront conjuguées
deux a deux, mais les faces perpendicntaires à l'axe des z devront être

décomposées en polygones plus petits, d'autant plus nombreux que les
nombres a., Y,o seront plus grands et qui seront conjugués deux a deux
suivant une loi plus ou moins compliquée.
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Je ne suppose pas que les fonctions F soient uniformes. Lorsque le

point M, partant de sa position initiale M,, reviendra à cette position,
après avoir parcouru un chemin quefconqne, il pourra se faire que les
fonctions F ne reviennent pas à leurs valeurs primitives.
Mais pour mieux fixer les idées et bien que cela n'ait rien d'essentiel,

supposons que les fonctions F soient définies de la manière suivante.
Elles devront satisfaire à des équations différentielles de la forme

ou les coefficients X; seront des fonctions données des xk et des F,. Ces
fonctions devront être uniformes, finies et continues, ainsi que leurs déri-
vées pour toutes les valeurs des F ainsi que pour tous les points de V et
même pour tous les points suffisamment voisins de V.
Je suppose également que, pour tous les points sufnsamment voisins

de V, les équations ()) satisfassent aux conditions d'intégrabilité, qui
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Si alors le point M décrit sur la variété V un contour infiniment petit,
les fonctions F reviendront à leurs valeurs primitives. Il en sera encore
de même, si le point M décrit sur la variété V un lacet, c'est-à-dire s'il
va d'abord de M(, en M, par un chemin quelconque M,BM,, s'il décrit
ensuite un contour infiniment petit, et si enfin il revient de M. à M~ par
le 77M/Hechemin M,BM..
Mais il pourra n'en plus être de même s'il décrit un contour fermé

fini.

Supposons, par exemple, que nous soyons dans l'espace ordinaire et

que notre variété V soit un tore. On pourra évidemment imaginer que
les fonctions F reviennent à leurs valeurs primitives, quand le point M
décrira un lacet sur ce tore, mais qu'il n'en soit plus de même si le point M
décrit une circonférence méridienne ou un parallèle.
Les valeurs fiuales des fonctions F, quand le mobile M, partant d'un

point initial M~, y reviendra après avoir décrit un contour fermé; ces
valeurs finales, dis-je, dépendront naturellement des valeurs initiales.
Soient donc F~ et F~ les valeurs initiale et finale de Fa. Les F~ seront

des fonctions des F~, ou, en d'autres termes, les fonctions F subiront,

quand le point M décrira le contour fermé considéré, une certaine substi-

tution, qui changera les F~ en F'.

Z'e/Me/H~/e e~f toutes les ~K~~M<M/M ~Me les fonctions F ~M~<

ainsi, f/Ma/<f/le point M ~ecr:ra tous les eo/~OMy~~/e/e.y 'yM<'l'on ~'CMt
<rKCC/'sur la 'A'M<C V C/t/~W~7/ï<du point initial M,, formera CCK/e7M-
ment K/tg'OK/~e<yMe/e//e g.

Maintenant considérons un contour fermé M.BM, tracé sur V et par-
tant du point initial M.. Si ce contour fermé se réduit à un lacet, je con-
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on ne peut pas intervertir l'ordre des termes d'une somme.
II résulte de cette convention que l'on aura

si le contour fermé M~BM~ constitue la frontière complète d'une variété
et deux dimensions faisant partie de V; et, en effet, ce contour fermé

pourra alors être décomposé en un nombre très grand de lacets.
Nous sommes ainsi conduit à envisager des relations de la forme

où les A sont des entiers et les C des contours fermés tracés sur V et par-
tant de M,. Ces relations, que j'appâterai des e~M/fa/e~re~ ressemblent
aux homologies quej'ai étudiées plus haut. Elles en diffèrent
i° Parce que, dans les homologies, les contours peuvent partir d'un

point initial quelconque.
a° Parce que, dans les homologies, on a le droit d'intervertir l'ordre

des termes d'une somme.
On pourra ajouter deux équivalences, l'une a Fautre, mais à la condition

de ne pas intervertir l'ordre des termes, si donc on a
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Cela posé, il est clair que l'on peut imaginer un groupe G satisfaisant
aux conditions suivantes
1°A chaque contour fermé, M~BM, correspondra une substitution S

du groupe;
2° La condition nécessaire et suffisante pour que S se réduise à la

substitution identique, c'est que

M.BM.-o;

3° Si S et S' correspondent aux contours C et (Y et si

la substitution correspondant à C" sera SS'.
Le groupe G s'appellera le groupe fondamental de la variété V.

Comparons-le au groupe g des substitutions subies par les fonctions F.
Le groupe g sera isomorphe à G.

.L'isomorphisme pourra être hoioédrique.
Il pourra être mériédrique si un contour fermé !\LBM~ non décom-

posable en lacets ramène les fonctions F à leurs valeurs primitives.

§ 15. ÉQUIVALENCESFONDAMENTALES.

Le groupe G sera dérivé d'un certain nombre de substitutions princi-
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pales S,,S~, ,S~. A chacune d'elles correspondra un contour fermé,
de sorte que nous aurons~ eo/~OMr~ycr7Ke.i'yo/M/fM!M.K C,,C~, ,C~,
et qu'un contour fermé quelconque soit équivalent à une combinaison
des contours fondamentaux se succédant dans un certain ordre.
Ces contours fondamentaux ne sont pas en général tout à fait indé-

pendants et il y a entre eux certaines relations que j'appellerai c<7M/fH-
lences /b/K'HC/~<7/C.i'.
Supposons, par exempte, qu'on ait entre les contours fondamentaux,

)en)nva!ence

du groupe G se réduit à la substitution identique.
Les équivalences fondamentales nous font donc connaître la forme du

groupe G.

Supposons que la variété V ait été définie par le mode de représen-
tation du u° ~0 et que nous n'ayons qu'un seul polyèdre P,. Il est clair

qu'on obtiendra tous les contours fondamentaux de la manière suivante.
Soient M,, un point intérieur à P,, A nu point d'une des faces de P,, A' le

point correspondant sur la face conjuguée. On ira de M, à A, puis de A~
à M~ sans sortir de P, le chemin correspondant sur la variété V sera
fermé.
H y aura donc autant de contours fondamentaux que de paires de

faces.
Voici maintenant comment on formera les équivalences fondamentales.
Considérons un cycle d'arêtes. Soit, par exempte, une arête, intersec-

tion des faces F, et F~, et que je désignerai pont-cette raison sous le nom
d'a~e F, F~; soientF'~ iaface conjuguée de F, et F~, F~ l'arête correspon-
dante a F, F~sur cette face; soient F~la face conjuguée de F, et F~ F~2
t'arête correspondante F~ F~ sur cette face; et ainsi de suite jusqu'à ce

qu'on retombe sur la face F~ et ['arête F, F~.
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Remarquons qu'en faisant cette opération l'on pourra retomber, plu-
sieurs fois, sur la même face.
Soient A; un point de F, et A;le point correspondant de 1~ soit C, le

contour fondamental

Il y aura donc autant d'équivalences fondamentales que de cycles
d'arêtes.

Quand on aura formé ainsi les équivalences fondamentales, on en dé-
duira les homologies fondamentales qui n'en diffèrent que parce que
l'ordre des termes est indifférent. La connaissance de ces homoiogies
fera immédiatement connaître le nombre de Betti P,.
Appjiquons ces principes aux exemples cités plus haut, et remarquons

que, toutes les variétés citées dans ces exemples étant fermées et à trois
dimcTTonns-nn aurn

Je veux dire que la face ABDC est conjuguée de A~B'D'C' et que oc

désignant un point de ABDC et K/un point de A.'B~D'C', le contour fon-
damental M~<x.-)- 0!M~est désigne par C..
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Oo peut donner de ce résultat une interprétation géométrique simple.
Le gronpe G est d'ordre fini et se compose seulement de huit substi-
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d'où il résulte d'abord que toute combinaison des contours fondamen-
taux peut se mettre sous )a forme

les M étant des entiers. Et comme cette expression ne pourrait être

équivalente à o, que si les trois entiers m étaient nuls, il en résulte que
nous possédons là toutes les équivalences fondamentales.

c'est ce qui arrive dans le cas général et particulièrement pour notre

quatrième exemple.
Si le déterminant de ces homologies est nul, c'est-à-dire que



H. POINCARÉ.

§ t4. COND)T[ONS DE L'HOMEOMORPHISME.

On sait que deux variétés fermées à deux dimensions qui ont même
nombre de Betti sont homéomorphes. C'est ce qui résulte, par exemple,
de l'étude des périodes des fonctions abéheunes. Considérons une surface

de Riemann R et soit z la variable imaginaire correspondante; on pourra
introduire une variable imaginaire nomelle t, telle que z soit une fonc-
tion fuchsienne de t et que t, considéré comme fonction de z, n'ait aucun

point singulier sur la surface R. Tous les groupes fuchsiens correspon-
dant à diverses surfaces de Riemann ayant même ordre de connexion
seront isomorphes.
Ce groupe fuclisien ne sera, d'ailleurs, évidemment autre chose que le

groupe fondamental relatif a la surface R considérée comme une va-
riété à deux dimensions.
On remarquera que tous les groupes fuchsiens ne sont pas susceptibles

de définir ainsi une variété fermée à deux dimensions. Considérons le po-
lygone fuchsien fondamental R, auque), si la fonction fuchsienne existe
dans tout le plan, il faudra adjoindre son symétrique R~ par rapport a
Fa\e des quantités réelles; mais alors le domaine R,)-R ne sera plus
toujours simplement connexe. A chaque point de la variété fermée V de-
vrait correspondre un point de Ro (ou de R.-t- R~) et un seul, et réci-

proquement. Supposons qu'il existe un ou plusieurs cycles de sommets

et que la somme des angles de ce cycle soit zéro ou –, étant un entier

plus grand que i soit alors M le point de V qui correspond à ce cycle de
sommets et envisageons un lacet infiniment petit enveloppant M. D'après
la déunition du groupe g, a ce lacet doit correspondre, dans le groupe g,
la substitution identique et, dans le groupe fuchsien, une substitution non

identique. Le groupe fuchsien ne peut donc être isomorphe à g'.
Restent alors les groupes fuchsiens de la première famille tels que la

somme des angles d'un cycle quelconque soit 27T, et ceux de ]a troisième
famille. Mais ceux-ci doivent également être rejetés. En effet, si le groupe
est de la troisième famihe, le domaine R,R~ n'est plus simp)ement
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connexe. Soit C un contour fermé tracé dans ce domaine et tel que l'on
n'ait pas

C~")0.

A ce contour correspondra, dans le groupe fuchsien, une substitution

identique (puisque la variable = sera revenue à son point de départ) et,
dans le groupe g, une substitution non identique. Ici encore, le groupe
fuchsien ne peut être Isomorphe à g.
Il ne reste donc que les groupes de la première famille et tels que la

somme des angles de chaque cycle soit égale à 27:.
Tous ceux de ces groupes qui sont du même genre sont isomorphes

entre eux, et c'est pour cette raison que toutes les variétés fermées à deux
dimensions qui ont même nombre de Betti sont homéomorphes.
En est-il de même quand le nombre des dimensions est plus grand;

deux variétés fermées à /t dimensions (/<> 2) qui ont mêmes nombres de
Betti sont-elles homéomorphes?
Nous allons voir que non et c'est ce qui nous fait voir combien les

questions d'a~M ~«.f se compliquent quand le nombre des dimen-
sions s'accroît.
Il est clair d'abord que, si deux variétés sont homéomorphes, leurs

groupes g seront isomorphes.
Revenons maintenant à notre sixième exemple et recherchons si deux

groupes (a., ~,Y, ~) peuvent être isomorphes.
Soient (o< y, S) et (<x/, 3' o~) ces deux groupes; soient C,, C~, C,

C~, C~, G. les trois contours fondamentaux de chacun de ces groupes;
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les contours du premier groupe qui correspondent respectivement aux
contouis C~, C~et C~du second groupe; les a, les b et les c sont des en-

tiers nous avons vu en effet, plus haut, que tout contour du premier
groupe peut se mettre sous cette forme.
Pour que l'isomorphisme ait lieu, il faut qu'en substituant, dans les

équivalences (t~M), a,Cg-)-n,C.+M.,C.j-f- la place de C' C' C'
on retrouveles équivatences (t).
Tl faut donc d'abord que les substitutions (que je désigne par les

mêmes signes que les contours correspondants)

soient permutables. Poursimplifier l'écriture, je vais employer la notation
suivante
Je poserai

de sorte que nos deux premières substitutions se réduisent à AC, + So,
AC,-hT..
Je désignerai par S, ce que devient S, quand on y fait subir aux coef-

ficients la substitution Hnéaire (<x.,~,y, o), c'est à-dire quand on rem-

place <?,et a~ par

S~ sera ce que devient S, quand on fait subir à ses coefficients la même
substitution et ainsi de suite; de même T" T\, seront les transfor-
més successifs de T..



ANALYSIS SITUS.

~f.s.(C.n'0



H. POtNCARE.

c'est-à-dire si la substitution (fx., [3,y,3) est e//tH</oMr/ ce qui veut dtre

que les racines de l'équation (2) en sont imaginaires (dans l'espèce,
elles doivent être égales a une racine A" de i'umtë) ou /y'û[&o/M~ ce

qui veut dire qnelcs racines de l'équation (a) sont égales.
Supposons donc que (K., p, y, 0) soit /?e/&o/~M~ c'est-à-dire que les

racines de l'équation en s soient réelles; et ne supposons plus /<=~
Alors la puissance A" de

ces deux puissances, d'après ce qui précède, devraient être identiques.
D.ms le groupe (o' c~)supposé isomorphe, la puissance de G'~
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devrait être identique à la puissance /t" de C.. Comme il ne saurait en
être ainsi, on devra avoir

Passons au cas des substitutions e))!ptiques auxquels nous assiuu)e-
rons]a substitution

peut s'annuler pour une certaine valeur de Aqne j'appelle
Mais alors la substitution

se réduit à la substitution identique, c'est-à-dire que t'on a

Alors il arrive d'abord que '~C, est pern)utab)e à G, et à C2 et plus gé-
néralement que deux substitutions

sont permutables, pourvu que«, et &, soient divisibles par~. Cette con-
dition suffisante est d'ailleurs nécessaire, en excluant, comme nous Favous
fait plus haut, le cas ou deux puissances de nos deux substitutions seraient

identiques.
Pour le démontrer, je vais encore employer une notation plus abrégée;

le svmbole
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soient entiers. I) est évident que ce qui nous permet d'agir ainsi, c'est

qneC,etC~sontpet'n)))tabies.

et sont, d'après nos conventions, les transformées de et par la
substitution linéaire (fx., y, o) est une des racines de l'équation (2).
D'après la théorie des substitutions linéaires, on peut toujours choisir les
nombres ci et (qui seront généralement irrationnels et même imagi-
naires) de façon qu'il en soit ainsi; posons aloiss

Si k et A ne sont pas divisibles par v, ces relations ne 60t;t pas satis-
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ce qui montre que la puissance de notre première substitution est

identique à la puissance A" de la seconde. Comme nous excluons ce cas,
nous concluons que l'on doit avoir

Maison peutaUer plus loin d'abord, si nous appelons C~et C. no.sdeux.

premières substitutions, nous pouvons les remplacer par

(sans quoiront't'mptaceraitC~ etC., parM,C~-)-M~C, et M~C~-t-M~C~en
choisissant les w de façon à annuler le nouveau &,).
Maisle sous-groupe dérivé de C~ et de C~, a cause de )'isomorphisnie

avec (o(.Y',S'), doit être pertnutabte a toutes les substitutions du

groupe et en particutier à C~.
Écrivons donc que la substitution
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Pour que cette seconde substitution fasse partie de son groupe, il faut,
si c, n'est pas nul, que cette dernière substitution soit un multiple de C~.
Or, cela ne peut évidemment avoir lieu que si == s-' = – ).
Si on laisse ce cas de côté, on devra avoir

J'ajoute que c, devra être égal à ], sans quoi les combinaisons des
trois substitutions fondamcnt;))es

ne pourraient pas reproduire toutes les substitutions

du groupe ('x. o), mais seulement celles ou l'entier Wj serait divi-
sible par ca.
Maintenant toute substitution du groupe (a.,j3,y,o) doit pouvoir être

misf !<nu'!)n fnrn)f

Pour que C, puisse être mis sous ]a forme, il faut d'abord que y~ soit

nul; et ensuite quel'ou ait identiquement
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Nous devons donc conclure que les deux groupes (<x.,6, Y, o) et

(o.) ne peuvent être isomorphes que si l'on peut passer de
l'un à l'autre en changeant C'~et G~,en
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qui s'appelle la <r<M.f/Mr/?Mede S par T, est aussi linéaire à coefficients
entiers et a pour déterminant i.
Si deux substitutions linéaires S et S' à coefficients entiers et dedéter-

minant i sont transformées l'une de l'autre par une substitution de la
forme T, je dirai que S et S' appartiennent à la même classe.
Il est clair d'abord que S et S' ne peuvent appartenir à la même classe

que si la somme c<f- 3 a la même valeur pour l'une et ponr l'autre, mais
cette condition n'est pas suffisante et à une même valeur entière de <x.-)- 3

correspondront plusieurs classes de substitutions linéaires, de la même

façon qu'à un même déterminant correspondent plusieurs classes de
formes quadratiques.
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que les deux groupes

(fX.Y,o), (a/,[y,S~) soient isomorphes, c'est que les deux sub-
stitutions iinëaires (6(.Y,c), (~y') appartiennent a ]a même
classe.
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Nous avons laissé de côté le cas où

Si ot.-)- S ==2, la substitution (c(., p, y, o) sera de la même classe que
(t ,/t, o, i); le groupe (x, ~,Y,S) sera isomorphe à (t ,A, o, t).
Celui-ci contient une substitution remarquable C~, qui n'est multiple

d'aucune autre et qui est permutable à toutes les substitutions du groupe.
On voit d'ailleurs sans peine que, si h n'est pas nul, C~ est la seule substi-
tution qui jouisse de cette propriété.
Nous pouvons d'ailleurs laisser de côté le cas on /<est nul, car le groupe

(t,o,o, t), dont toutes les substitutions sont permutables deux à deux,
ne peut être évidemment isomorphe à aucun autre groupe (<x.,[3, y, 3).
Si 6(.-)-8=– 3,1e groupe (o.Y,5) sera isomorphe à (– i,/i,o, – 1).

Celui-ci contient une substitution remarquable C~, qui n'est multiple
d'aucune autre, qui n'est pas permutable à toutes les substitutions du

groupe, mais qui est permutable au f/OM~/ede toutes ces substitutions.
Si/t n'est pas nul, C~ est la seule substitution qui jouisse de cette pro-
priété. Si, au contraire, h est nul, il y en a une infinité, ce qui prouve
déjà que (- ], o, o, – t) ne peut être isomorphe à (– ), A, o, – )).
De même, la présence de cette substitution remarquable C2 dans

(i,A,o, i) et l'absence de toute substitution jouissant de la même pro-
priété dans (– t, o, –i) montrent que ces deux groupes ne sauraient
être isomorphes.
Il me reste deux questions à résoudre
i° Les groupes () ,A, o, t) et (t, 0, 1) ou ~A~o, )/o, ~/<~)//),1,

peuvent-ils être isomorphes?
2° Même question pour les groupes (- i, A, o, t), (- ), c, – )).
Commençons par la première question.
J'observe d'abord que, C~étant la seule substitution du premier groupe

qui jouisse de la propriété caractéristique énoncée plus haut, on devtaa
avoir

c-c,
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Le résultat énoncé pins haut est donc général et s'étend aux substitu-
tions paraboliques.

Si les deux substitutions linéaires (<x., j3, y, 0), (c< y', o') ne sont pas

de la même classe, les deux groupes correspondants ne peuvent être

isomorphes.

11 résulte de cette longue discussion que les différents groupes
(K., p, y, 3) peuvent donner naissance à une infinité de variétés fermées V

distinctes, c'est-à-dire non homéomorphes. Or, le nombre P, ne peut
prendre que l'une des trois valeurs 2, 3 ou 4.

.foMr <7M~~CM.rfav~e~yerMee.? soient /<omeomo/'f/yj il ne ~?f ~c

pas <~M'c//c~aient /Me~KM/M~e~ de ~p<

C'est ce que nos autres exemples mettent également en évidence.
Dans le troisième exempte, le groupe G se réduit a huit substitutions et

dans le cinquième exemple, à deux substitutions seulement.

Considérons, au contraire, 1 hypersphère

c'est une variété dont le groupe G se réduit à une seule substitution, la
substitution identique.
Voilà donc trois variétés, dont les groupes G sont d'ordre fini; mais

ces groupes ne sont pas isomorphes, de scrte que ces vanétés ne seront
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pas homéomorphes; et cependant elles auront mêmes nombres de Betti

Il paraîtra naturel de restreindre le sens du mot ~'y~/e/Me~ connexe
et de le réserver aux variétés, dont le groupe G se réduit à la substitution

identique.
Alors une variété fermée de plus de deux dimensions pourra avoir son

groupe G d'ordre fini sans être simplement connexe.
Cela n'arriverait pas avec les variétés de deux dimensions leur

groupe G ne pouvait être d'ordre fini sans se réduire à une seule substi-
tution.
Nous avons vu pourquoi un groupe fuchsien, qui admet un cycle de

sommets dont la somme des angles est égale à – (~ ~> '); ne peut être le

groupe G d'une variété fermée à deux dimensions.
Il en est de même pour la même raison de tout groupe d ordre fini ou

plus généralement de tout groupe contenant une substitution, dont une

puissance entière se réduit à la substitution identique.
Il pourrait être intéressant de traiter les questions suivantes
i" Étant donné un groupe G défini par un certain nombre d'équiva-

lences fondamentales, peut-il donner naissance à une variété fermée à H
dimensions?
2° Comment doit-on s'y prendre pour former cette variété?
3° Deux variétés d'un même nombre de dimensions, qui ont même

groupe G, sont-elles toujours homéomorphes?
Ces questions exigeraient de difficiles études et de longs dévelop-

pements. Je n'en parlerai pas ici.
Je veux toutefois attirer l'attention sur un point.
Riemann a rattaché l'étude des courbes algébriques à celle des variétés

deux dimensions au point de vue de l'G/}'ti'~ ~~f~.
De même, l'étude des surfaces algébriques se rattache à celle des variétés

a quatre dimensions. Ces variétés ont trois nombres de Betti
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M. Picard a montré que si la surface atgébrique est la plus générale de
son degré, le nombre P, se réduit à ] il ne prend une valeur plus grande
que i que dans certains cas particuliers. La connexion multiple se pré-
sentait ainsi comme un cas particulier de la connexion simple.
Ce résultat semble paradoxal; peut-être nous le paraîtra-t-il un peu

moins maintenant; un groupe G peut être beaucoup pins complexe qu'un
autre groupe G' et cependant correspondre à une valeur plus petite du
nombre P,.

§ 15. AUTRES MODES DE GÉNÉRATION.

Of) peut donner des variétés d'autres définitions, qui sont, pour ainsi

dire, intermédiaires entre les deux premières.
Par exemple, on peut envisager une variété V formée de l'ensemble

des points qui satisfont à certaines inégalités et aux équations

ou les x sont des coordonnées d'un point et les y des paramètres arbi-

traires le nombre des dimensions de V est alors /< –~ -)-
On peut aussi adjoindre aux équations (i) les relations

entre !es~ Lesy ne sont plus alors des paramètres entièrement arbitraires,
et le nombre des dimensions de V devient éga) à – -)- <y )..
On peut encore envisager une variété V définie par certaines inégalités

et par les relations
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les y étant des para!nëtres liés par équations

Le nombre des dimensions de V est alors /? –
Considérons un instant y,2. comme les coordonnées d'un

point P dans l'espace à p dimensions. Les égalités

dénuiront alors dans cet espace a /? dimensions une certaine variété W.

A chaque point de W correspondra un point de V, puisque les équa-
tions (2) expriment les x en fonction des
Le cas le plus simple est celui où, réciproquement, à nn point de V

correspond un seul point dcW. J\]ais un cas, qui est aussi très intéressant,
est le suivant.

Supposons que la variété W demeure inaltérée, quand les y subissent
les substitutions d'un certain groupe G. Soient P un point de W, P"
?“, P~ les transformées de P par les substitutions de G.
L'ensemble des points P, P,, P2, P,, formeront ce que j'appellerai

un ~e/Me f7epoints.
Si les fonctions 9, ne sont pas altérées par les substitutions de G, il est

clair qu'aux divers points d'un même système correspondra un même

point de V.
Le cas intéressant est celui où à un point de V correspond un seul

système de points de W.
Étant donnée une variété W et un groupe G qui ne l'altère pas, on

peut toujours construire une variété V, de telle façon qn'à tout point
de V corresponde un système de points de W et un seul.
Pour que Vsoit hitatère, il faut et il suffit que la variété W soit bila-

tère et que toutes les substitutions de G jouissent de la propriété suivante.
Soient y,,Ya, ,j~ les coordonnées de P, ,j~, ce!)cs de

son transformé; le déterminant fonctionnel desj'' par rapport aux y doit
être positif.



ANAI.YSISSITUS.

l'équation de la variété W, qui sera ainsi une sphère dans 1 espace ordi-

iiaire.
Cette sphère n'est pas altérée, quand on change f, en -y"

–j~, – Ce sera là notre groupe G.
Si alors nous posons, par exemple,

les x ne changeront pas, quand )es~ changeront de signe, et nous aurons
défini une variété V à deux dimensions dans l'espace à 6 dimensions.
Cette variété sera fermée; elle sera M/fere.

Soit, en effet, P un point de W, dont les coordonnées seront

j~. Pour définir la position de ce point sur la sphère W, il suffira de con-
naître deux de ces coordonnées, par exempte ety2; car l'équation de
la sphère nous fait connaître~, en fonction de y, et~.
Son transformé P', dont les coordonnées sont –y,, –~ et –j\ est

diamétralement opposé. Mais il ne faut pas se servir, pour dénnir la

position du point P, de et dej' parce que y, n'est pas une fonction
uniforme de ces deux variables. Il vaut mieux poser

Les coordonnées du point P dans ce nouveau système sont y et 0;
celles de P' sont <?-)- T:et – 6. On voit alors que

La variété Y est donc unilatère.
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Si nous regardons ces 2<yparamètres comme les coordonnées d'un

point dans l'espace à 2<ydimensions, ces équations (3) représenteront
une variété fermée W à 2g 2 dimensions.
Si nous regardons ~,jr.i. ,y et z,, z~, z comme les coordon-

nées de deux points Q et Q' dans l'espace à dimensions, ces deux points
devront se trouver tous deux sur t'yer~/M/'e S qui a pour équation

et qui est une variété fermée a – i dimensions.
A chaque couple de points de S correspondra ainsi un point deW et un

seul et inversement, ~OMrcM~ey'e eo/iMCK/<e<Vey'cgw~er 6~H.KeoK~/e~
~OM~ QQ' e<Q'Q CO/Kmc</M<MC~.

Considérons maintenait tes '~––~ combinaisons

Nous aurons ainsi défini une variété V 2'y–~ dimensions dans

l'espace à n dimensions.
Quand on change y; en z, et z, eny, (c'est-à-dire quand on permute les

deux points Q et Q'), ces -~––' combinaisons ne changent pas.
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A chaque couple de points de Fhypersphère correspond ainsi un point
et un senl de la variété Vet inversement, mais à /a ec'Mf/~o/; de /<f/f
regarder comme distincts les ~fMa?co~c/c~ QQ' et Q'Q.
Cette variété V est-elle fertnée? Je vais montrer qu'elle ne l'est pas

pour q = a et qu'elle l'est pour g >
On a alors

On aurait des inégalités analogues pour </> mais dans quels cas
ces inégalités détinissent-ettes une véritable frontière pour notre va-
riété V?
Pour mieux nous en rendre compte, je vais traiter d'abord un exemple

plus simple.
Soit d'abord, dans l'espace ordinaire, le cercle

Si l'on convient de ne conserver que les points de cette droite pour
tesqueis y est positif, a!ors nous aurons les relations suivantes

qui définiront une variété à une dimension (qui, dans ce cas, est une

demi-circonférence).
Cette, variété n'est pas fermée, elle admet deux points frontières

Considérons au contraire la surface suçante
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C'est la surface engendrée par la révolution d'une lemniscate autour
de son grand axe. Elle se compose de deux nappes distinctes N, et N,
ayant un point conique commun qui est l'origine; on ne peut aller d'une

nappe à l'autre qu'en passant par l'origine. Adjoignons alors à l'équa-
tion (4) l'inégalité

Les relations (4) et (5) définissent une variété à deux dimensions qui
n'est autre chose que la nappe N,. Cette variété doit être regardée comme

fermée; elle est homéomorphe à une sphère; on ne doit pas regarder le

point conique

comme un véritable point frontière.
En général, si une variété à p dimensions n'est pas fermée, sa frontière

sera formée par une ou plusieurs variétés à c – i dimensions. Si l'en-
semble des points qu'on peut soupçonner d'être des points frontières
forme une ou plusieurs variétés à moins de p dimensions, c'est qu'ils
ne sont pas de véritables points frontières au point de vue qui nous oc-

cupe actuellement, et que la variété donnée est fermée.

Or, on obtiendra ici les points qu'on peut soupçonner d'être fron-

tières, quand on supposera que les points Q et Q' se confondent, c'est-
à-dire que

On obtiendra ainsi une variété a <~ i dimensions. Ainsi la frontière

complète de V n'aura que <y –dimensions, tandis que V en a 2</ –
V sera donc fermée, à moins que
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Observons d'abord que, pour les valeurs petites de x, et de les
trois autres variables ~'g, .r~ et .r~ sont dévctoppables suivant les puis-
sances de .r, et de .y.; il nous suffira donc d'étudier les variations de x,
et de .r~.
Nous voyons alors que.r, et ;y~peuvent prendre toutes les valeurs qui

satisfont à

qui est une véritable ligne frontière.
On obtiendrait le même résultat si l'on étudiait la variété V dans le

voisinage d'un autre point frontière quelconque. Cette variété n'est donc

pas fermée.
Soit maintenant <y= 3 et
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Nous voyons que, dans le voisinage de ce point, .< j\, xe, .y, sont

déve]oppab)es suivant les puissances de .y,, ,r~, x, et de sorte

qu'il suffit d'étudier les variations de ces cinq dernières variables.
Pour ne conserver que trois variables et rendre possible une repré-

sentation ~ëotnétriqoe, je coupe ma variété V par ia variété plane

de sorte que l'intersection sera une variété a deux dimensions V~.

Soient. .r, et .r~ les coordonnées d'un point de V'; nous pourrons
regarder ces trois variables comme les coordonnées d'un point dans l'es-

pace ordinaire et nous aurons ainsi une représentation géométrique de la
variété V' ou plutôt de la portion de cette variété qui est voisine de Po.

C'est i'équ.ttion d'un cône cln second degré, mais une seule nappe de ce

cône convient p!iree (pt'on doit avoir

La portion du cône qui convient est ainsi séparée de celle qui ne con-

vient pas par le sommet qui ne saurait être regardé counne nn véritable

point frot~ière. C'est ainsi <p)e la variété V~, de mcme que V, est encore

fermée.
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On obtiendrait un résultat ana)ogue eu étudiant V dans le voisinage
d'un autre point frontière, ou en coupant V par d'autres variétés planes
que la variété

.r.==.~=o.

Je n'ai voulu donner qu'un exemple destiné à éclaircir le raisonnement

qui précède.
En résumé, la ~'ar/c~ V est ferméesi 'y > 2 et /<el'est pas si =" 2.
La variété V est elle nniiatère ou bilatère a
Je me propose d'établir qu'elle est hitato'e si <yest impair et qu'elle est

au contraire uni)atère si est pair.
Posons

D'antre part, le gronde G se compose (outre la substitution identique)
de l'unique substitution qui permute 9, avec 9 Pour que la variété V soit

bilatere, il faut donc et il aufnt que le déterminant fonctionnel
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Déterminons d'abord les nombres de Betti pour W.
Nous pouvons construire sur W deux variétés à – ) dimensions de

)a manière suivante On sait que tout point de W correspond a on coup)e
de points QQ~ de t'hypersphère S. Aux couptes Q.Q où Qo est fixe et où

Q' décrit rhyperspnère tout entière correspondra alors une variété fermée

U, a <?– ï dimensions et faisant partie de W. De même aux couples QQ.,
où Q décrit ] ]iypersp))ère entière pendant que Q. est fixe, correspondra
une variété fermée U, à y–) dimensions faisant partie deW.
Ces deux variétés seront linéairement indépendantes (au point de vue

des homoiogies).
Considérons, en effet, t'intégra)e d'ordre q i

et soit J' l'intégrale d'ordre q i obtenue en remplaçant dans J les 9, par
Jes9;.
Envisageons ensuite l'intégrale

J-t-Aj',

ou est un nombre incommensurable.
Nous connaissons les .c en fonction des 0 et des 6 réciproquement,

nous pouvons ca)ot)er les 8 et les 8' en fonctions des x et cela de telle
sorte que )'inté~ra)e J -)- AJ' prenne la forme
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X étant une fonction entière par rapport aux x, et 0 le produit de q – i

différentielles dxt.
J'observe en outre que l'intégrale J + )J' est nulle quand elle est

étendue à une variété fermée infiniment petite faisant partie de W.

Étendue à U2, elle est égale à cr (surface de Fhypersplière S) étendue
à U( elle est égale à Aff et comme il n'y a aucune relation linéaire entre

cret^cr; c'est que U, et U2 sont linéairement indépendantes.
Le nombre de Betti P?_( est donc au moins égal à 3.
Pour aller plus loin, considérons la variété W obtenue en supprimant

dans W tous les points des deux variétés U,et U2 je me propose d'éta-
blir que W est simplement connexe.
Considérons de mêmela variété S' ensupprimant, dansl'hypersphèreS,

le point Qo. A tout couple de points QQ' de la variété S' correspondra un

point de W et réciproquement.
Mais S'est homéomorplie au domaine D,

faisant partie de l'espace à q I dimensions où les coordonnées sont

désignées par 7i(,-o2, .r1?_(.
C'est ainsi que la surface d'une sphère ordinaire, quand on en supprime

un point, devient homéomorplie à la surface d'un cercle.
A chaque couple de points du domaine D correspondra un point de W',

d'où il suit que W' est homéomorplie au domaine A défini par les inéga-
lités

et situé dans l'espace à ary 2 dimensions, où les coordonnées sont dési-

gnées par ru et Ç,.
Or le domaine Aest simplement connexe parce qu'il est convexe. Soit,

en effet, v une variété fermée d'un nombre quelconque de dimensions et

faisant partie de A; je dis qu'on peut, en la déformant d'une manière con-
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tinue, la réduire à un point sans qu'elle sorte de A. Construisons une va-
riété en multipliant par un facteur positif k plus petit que i les coordon-
nées de tous les points de v (la variété v sera homothétique h v, le centre
d'homothétie étant l'origine, et le rapport d'homothétie étant égal à k).
La variété v' sera tout entière à l'intérieur de Aet, quand k décroîtra de
i à o; elle coïncidera d'abord avec v et finira par se réduire à un point.

c. Q. f. D.
Donc Aet par conséquent W sont simplement connexes. Déterminons

maintenant les nombres de Betti pour W et d'abord le nombre P, où
h < </ – i Considérons donc une variété fermée à h dimensions contenue

dansW; cette variété, qu'elle rencontre ou non U, et U2, peut toujours
être regardée comme homologue à une variété fermée i h dimensions, ne
rencontrant ni U, ni U2; celle-ci sera homologue à o dans W (puisque
W' est simplement connexe) et a fortiori dans W.

Ainsi Vhest égal à 1

Comme, d'autre part, les nombres de Betti également distincts des ex-
trêmes sont égaux, PAsera encore égal à i si h est plus grand que q i
Il reste à déterminer Py_,
Considérons une variété fermée v k q – i dimensions, faisant partie

deW.
Si elle ne rencontre ni U,, ni U2, elle sera homologue à o; en effet,

elle fait partie de W, et par conséquent sera homologue à o par rapport
à W' et a fortiori par rapport à W.

Supposons qu'elle rencontre U, et U2.
Les points de W, qui correspondront au couple Q,Q', où Q, est fixe

et où Q' décrit l'hypersphère entière, formeront une variété U'( qui sera

homologue à U, Par tout point de W passe une variété U'( et une seule.
Les poiuts de W qui correspondent au couple QQ2, où Q2 est fixe et

où Q décrit l'hypersphère entière formeront une variété U'a, qui sera

homologue à U2. Par tout point de W passe une variété U'2et une seule.
Deux variétés U'( et U'2ont un point commun et un seul (il savoir le

point qui correspond au couple Q,Q2). Au contraire, deux variétés U'(
(ou deux variétés U'2) ne se rencontrent pas.
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J. E.P., a* s. (C. n° 1).). [33

Cela posé, revenons à la variété v et supposons, pour fixer les idées,

qu'elle coupe U, en deux points M' et M" et U2 en un point N'. Par le

point M' je puis faire passer une variété LT, par le point M" une variété

analogue U^ par le point N' une variété U'(.
Je puis ensuite, en déformant infiniment peu la variété e, m'arranger

pour qu'elle ne coupe toujours U, et U2 qu'aux points M', M" et N, et

pour qu'elle admette autour de M' une petite partie commune m'2avec U'o
autour de M" une petite partie commune u\ avec U:; autour de N' une

petite partie commune «/ avec U'(
Alors l'ensemble des variétés

formera une variété fermée, qui ne rencontrera ni U,, ni U2, et qui sera,

par conséquent, homologue à o; on aura donc

Il pourrait aussi se faire que, par exemple, le nombre que nous avons

appelé plus haut S (M) n'ait pas la même valeur pour le point M' consi-
déré comme point d'intersection de v et de U( ou pour le point M' con-
sidéré comme point d'intersection de U'a et de U,. Dans ce cas, il faudrait

remplacer U'2par la variété opposée et l'on aura
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Le nombre P est donc au moins égal à 2.
A toute variété fermée v, faisant partie de V, correspondra une variété

w faisant partie de W; mais deux cas peuvent se présenter; nous savons

qu'à chaque point de V correspondent deux points de W; et je pourrai
dire, pour abréger le langage, que ces deux points sont symétriques,
puisqu'on passe de l'un à l'autre en permutant lesj,- avec les
Nous construirons w en prenant pour chaque point de o un des deux

points qui lui correspondent dans cv; il pourra se faire alors on bien que
w soit fermé ou bien que w ne soit pas fermé, mais que sa frontière se

compose de parties symétriques deux à deux.
Considérons d'aborrl le cas où west fermé.
Si le nombre des dimensions est différent de q- 1 w (et, par consé-

quent, v) pourra, par déformation continue, se réduire à un point et
l'on aura
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que le nombre des dimensions est inférieur ou égal à q – i le cas où ce

nombre serait supérieur à q –i s'y ramène aisément, puisque les nombres

de Betti sont égaux deux à deux. La frontière y de w aura alors moins

de q i dimensions.
Soit II la variété à q i dimensions, faisant partie de W, qui se com-

pose des points qui sont leur propre symétrique, c'est-à-dire des points

Lafrontière f peut se déformer d'une manière continue, sans que ses

points cessent d'être symétriques deux à deux, et de telle sorte qu'à la

fin de la déformation la frontière déformée fasse partie de H.

Donc w peut se déformer d'une manière continue, sans cesser de cor-

respondre à une variété v fermée, et de telle sorte qu'à la fin de la défor-

mation la variété w déformée soit fermée.
Donc est toujours homologue à uue variété v correspondant à une

variété w fermée.
Donc on a, suivant les cas,

Donc tous les nombres de Betti de V sont égaux à i, sauf P?_, qui est

égal à i.
De là deux conséquences
i° Soit q impair, V sera bilatère; d'où il suit que, pour une variété

bilatère à !\k dimensions, le nombre P2t n'est pas forcément impair.
a" Si q est pair, V sera unilatère; d'où il suit que, pour une variété

unilatère à ^k -+- 2 dimensions, le nombre P2/t+) n'est pas forcément

impair, ainsi que cela aurait lieu pour une variété bilatère.
J'avais annoncé ces résultats à la fin du n" 9.
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§ 16. – Théorème d'Euler.

On connaît le théorème d'Euler, d'après lequel, si S, A et F sont le

nombre des sommets, des arêtes et des faces d'un polyèdre convexe, on
doit avoir

Ce théorème a été généralisé par M. l'amiral de Jonquières, pour le
cas des polyèdres non convexes. Si un polyèdre forme une variété fermée
à deux dimensions, dont le nombre de Betti est P,, on aura

Le fait que les faces sont planes n'a évidemment aucune importance,
le théorème s'applique également aux polyèdres curvilignes; il s'applique
encore à la subdivision d'une surface fermée quelconque en régions
simplement connexes; ces régions correspondent alors aux faces du po-
lyèdre; les lignes, qui servent de frontière à deux de ces régions, corres-

pondent aux arêtes, et les extrémités de ces lignes aux sommets.
Je me propose de généraliser ces résultats pour un espace quelconque.
Soit donc V une variété fermée à p dimensions. Subdivisons-la en un

certain nombre de variétés vp à p dimensions; ces variétés vp ne seront

pas fermées et leurs frontières seront formées par un certain nombre de
variétés vp_t h. p –i dimensions; les frontières des vp_, seront formées à
leur tour par un certain nombre de variétés vp_2kp – 2 dimensions, et
ainsi de suite j'arriverai ensuite à un certain nombre de variétés v, à une

dimension, qui auront pour frontières un certain nombre de points isolés
ou de variétés à o dimension que j'appellerai c0.
La variété V peut avoir des nombres de Betti quelconques, mais je

suppose expressément que les variétés vp, v,_n s>,sont simplement
connexes.

J'appellerai &p,a.p_ .«,, et c0 le nombre des vp, des vp_t,
des c, et des vc.
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La figure formée par toutes ces variétés pourra s'appeler un polyèdre;
car l'analogie avec les polyèdres ordinaires est évidente. Un polyèdre
ordinaire est, en effet, une variété fermée V à2 dimensions, qui est
subdivisée en un certain nombre de variétés v21qui sont les faces. Les
faces ont pour frontières un certain nombre de variétés ip, qui sont les
arêtes et qui admettent à leur tour pour frontières un certain nombre de
variétés p0appelées sommets.
Je me propose de calculer le nombre

J'introduirai ici quelques dénominations nouvelles, peut-être mal justi-
fiées, mais commodes.
Si deux polyèdres sont obtenus en subdivisant de deux manières

différentes une variété V, je dirai qu'ils sont congrucnts.
Soit maintenant le polyèdre P formé par la variété V, par les régions vpp

et par leurs frontières successives vp_i c, v0.
Subdivisons les vpen régions plus petites v les frontières complètes

des v'f se composeront d'un certain nombre de régions nouvelles vp et,
en outre, de régions v obtenues en subdivisant les ty_, les frontières

complètes des c' et des v" se composeront d'un certain nombre de

régions nouvelles v" et, en outre, de régions v _1obtenues en subdivi-
sant les i^2, et ainsi de suite; nous arriverons enfin aux c'(et aux c", dont
les frontières complètes se composeront d'un certain nombre de points
nouveauxv"a et, en outre, des points c0.
Soit P' le polyèdre formé par l'ensemble des régions v v ( v"_( v

VP_z, V V Vo,Vo.
Je dirai alors que le polyèdre P' est dérivé du polyèdre P.
J'éclaircirai cette définition par un exemple emprunté à la Géométrie

ordinaire. Considérons un tétraèdre régulier T. Dans chacune des faces,
je joins chaque sommet au milieu du côté opposé. Chaque face se trouvera
ainsi décomposée en six triangles en tout vingt-quatre triangles. Le po-
lyèdre à vingt-quatre faces ainsi obtenu sera dérivé de T.
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Soient maintenant P et P' deux polyèdres congruents, c'est-à-dire
obtenus par deux modes de décomposition différents d'une même va-
riété V; il existera toujours un polyèdre P" qui sera dérivé à la fois de P
et de P' et qu'on obtiendra en combinant les deux modes de décomposi-
tion de telle façon que, si nous appelons vp, v'pet les subdivisions de V
dans les trois modes de décomposition qui correspondent aux trois po-
lyèdres P, P' et P", la condition nécessaire et suffisante pour que deux

points appartiennent à la même région v" c'est qu'ils appartiennent à la
fois à la même région vpet à la même région v
Je me propose d'établir que le nombre N est le même pour deux po-

lyèdres congruents et, comme nous venons de voir que deux polyèdres
congruents ont toujours un dérivé commun, il nous suffira de montrer

que le nombre N est le même pour un polyèdre et pour tous ses dérivés.

Si, dans le polyèdre P, nous envisageons une des régions v^_{ elle ap-
partiendra toujours à deux régions vpet à deux seulement qu'elle séparera
l'une de l'autre. Au contraire, une région vp_2appartiendra, en général,
à plus de deux régions vpet à plus de deux régions c^ C'est ainsi que
dans les polyèdres ordinaires, une arête sépare toujours deux faces l'une
de l'autre, tandis qu'un sommet appartient en général à plus de deux
faces et à plus de deux arêtes.
Nous n'excluons pas toutefois le cas où une région vp_2appartiendrait

à deux régions vf_Kseulement. Ainsi pour un polyèdre ordinaire, nous
n'exclurions pas le cas où le milieu d'une arête serait regardé comme un
sommet et où cette arête serait par conséquent regardée comme formée
de deux arêtes juxtaposées.
Les régions vp_2, qui n'appartiendraient ainsi qu'à deux régions e^,

seront dites singulières. Soit donc v 2 une région singulière appartenant
à deux régions vp_,que j'appelle v'p>et t,' P- Il est clair que vp-, séparera
l'une de l'autre les deux mêmes régions i>pqui sont séparées par /_( de
sorte que <2 n'appartiendra aussi qu'à deux régions ^seulement.
De même je dirai que la variété vqest singulière si elle n'appartient

qu'à deux variétés pJ+l et dans ce cas elle n'appartiendra non plus qu'à
deux variétés vq+i,eç+3, iy
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Soit maintenant une variété vh; à cette variété appartiendront un cer-
tain nombre de variétés cA_, si l'une d'elles est singulière, je dirai que la
variété fAest irrégulière elle sera régulière dans le cas contraire.
Considérons donc le polyèdre P avec les régions vp, vp_, et le po-

lyèdre dérivé P' avec les régions v v Cherchons à remonter dulyèdre dérivé avec les régions vp~1vp l' Clierclioi)s a remonter du

polyèdre P'au polyèdre P. Soient deux régions v que j'appellerai a et p;
je suppose qu'elles soient séparées l'une de l'autre par une région v'p que
j'appellerai y; qu'elles soient par conséquent contiguës et qu'elles fassent

partie d'une même région vp.(Comme a et font partie d'une même

région vp, la région y n'est pas une subdivision de l'une des régions vp_,
qui séparent les régions vp les unes des autres; cette région y est donc une
de celles que j'avais appelées <>"dans la définition des polyèdres dérivés;
mais ici je ne fais plus cette distinction et je désigne les variétés que
j'avais appelées alors v" aussi bien que celles que j'avais appelées alors

('i>-ipar la même notation v'px.)
Cela posé, supprimons la région y, qui sert de frontière à a et à (3, et

annexons la région a, à la région (3.Nous aurons ainsi supprimé une région v
et une région<>( D'autre part, nous n'aurons supprimé aucune région v 2
si la région y est régulière; si, en effet, aucune des régions v _2n'est sin-

gulière, chacune d'elles appartiendra au moins à trois régions v et, après
la suppression dey, elle appartiendra encore au moins à deux régions e' (.
De même toute région v (où q < – 2) faisant partie de y appartiendra
au moins à trois régions v'pi et, après la suppression de Y, elle appar-
tiendra encore au moins à deux régions (''“ La suppression de Y ne

supprime donc aucune des régions <>'elle ne change donc pas la valeur
du nombre N.
Si au contraire la région y est irrégulière, nous n'avons plus le droit

de la supprimer, car il existera alors une région v qui appartiendra
seulement à y et h une autre région v ( après la suppression de y, elle

n'appartiendrait plus qu'à une seule région vp_t, ce qui est inadmissible.

Que faudra-t-il faire alors? Larégion y sépare deux régions vpque j'ai
appelées a. et |2 mais elle ne constitue pas à elle seule la frontière entre a.
et {i; en effet, comme y est irrégulière, il existera une région vp singu-



H. POIJÏCARÉ.

lière que j'appellerai 3 et qui appartiendra à y et à une autre région v _t
que j'appellerai y'. Cette région y', d'après ce que nous avons vu plus
haut, sépare les mêmes régions que y, c'est-à-dire oc,et (3.
Si la région o est régulière, nous pourrons la supprimer et annexer Y

à y'. La région y + y' séparera alors a. de ,6. Nous aurons ainsi diminué

oip.,et Pp_2d'une unité, tandis que les autres nombres <x,-n'auront pas
changé. N n'aura donc pas changé non plus.
Si est irrégulière, il y aura une région v singulière que j'appellerai e

et qui la séparera d'une autre région 3'; nous supprimerons e et annexe-
rons oà 3', et ainsi de suite.
Nous pourrons ainsi supprimer une région r' qui sépare l'une de l'autre

deux régions v et annexer ces deux régions v l'une à l'autre, mais à
deux conditions
i°Si q est plus petit que p – i il faut que la région v soit singulière
2° Et dans tous les cas, il faut qu'elle soit régulière.
Cela posé, voici dans quel ordre nous ferons les opérations
Je veux remonter du polyèdre P' au polyèdre P. Je puis sans inconvé-

nient supposer que le polyèdre P n'admet pas de région singulière, mais
le polyèdre P' et les polyèdres intermédiaires en admettront.
Par une série de suppressions et d'annexions successives, nous remon-

terons de P' à P en passant par une série de polyèdres intermédiaires que
j'appellerai

Comment passerons-nous du polyèdre P, an polyèdre P(+l?
Si dans P; il y a des c'osinguliers, j'en supprimerai un. S'il n'y en a pas,

tous lesv't seront réguliers; s'il y a des v\ singuliers, j'en supprimerai un.
S'il n'y a pas de v\ singulier, tous les vl seront réguliers; s'il y a des

v singuliers, j'en supprimerai un.
Et ainsi de suite.
Si enfin il n'y a pas de vp_t singulier,

tous les v pseront réguliers et
l'on aura le droit de supprimer un quelconque d'entre eux; si l'une des

régions vpes\ subdivisée en plusieurs régions v'p,je choisirai deux de ces
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régions v qui seront contiguës et séparées l'une de l'autre par une région

v _(qui sera leur frontière commune; je les annexerai l'nue à l'autre en

supprimant cette frontière commune.
Aucune de ces opérations ne peut altérer le nombre N.
On ne sera arrêté que quand il n'y aura plus de région singulière et

que, d'autre part, aucune des régions v ne sera plus subdivisée en plu-
sieurs régions v Mais alors on sera arrivé au polyèdre P.
Aucune de ces opérations ne peut altérer le nombre N.
Ce nombre a donc la même valeur pour P et pour P'. c. Q. F. n.
Cette démonstration pourrait donner lieu à certaines objections, car on

pourrait se demander si, dans cette série d'opérations, toutes les régions

resterontsimplementconnexes; mais, avant de modifier notre démonstra-

tion de façon à me mettre à l'abri de ces objections, je veux déterminer

quelle doit être la valeur du nombre N pour un polyèdre simplement
connexe.
Si notre théorème est vrai, le nombre N doit avoir la même valeur

pour deux polyèdres obtenus en subdivisant deux variétés homéoinorphes;
il a donc même valeur pour deux polyèdres simplement connexes quel-

conques.
Il nous suffira donc de faire cette détermination pour un polyèdre

simplement connexe arbitrairement choisi.
Je choisirai le tétraèdre généralisé.
J'appelle ainsi le polyèdre formé par la frontière complète du domaine
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Ou aura donc

(i 1)^-= i <«, -±a1qF*o±i = i-N±i.

On doit prendre devant le dernier terme le signe -+-si p est pair, et le

signe – si p est impair.
On aura donc N = 2 si p est pair, N – o û.p est impair.
Je serais arrivé au même résultat en choisissant le cube généralisé.

J'appelle ainsi le polyèdre formé par la frontière complète du domaine

Ainsi, pour un polyèdre simplement connexe, le nombre Nest égal
à 2 si p est pair et à si p est impair.
Cela posé, pour établir notre théorème d'une façon complète et rigou-

reuse, je vais supposer qu'il soit vrai pour les variétés de moins dep di-
mensions.
Considérons donc notre polyèdre P et une région \>qà q dimensions

appartenant à ce polyèdre. Cette région vqfera partie d'un certain nombre
de régions v^ d'un certain nombre de régions <>î+a, d'un certain
nombre de régions vp. L'ensemble de toutes ces régions formera ce que
j'appellerai l'aster de vq.
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Je désignerai par fh le nombre des régions cA(/t > q) qui font ainsi

partie de l'aster de e?.
Soit (*°, x\, x°) un point de vq\ considérons l'hypersphère S qui

a pour équation

Eétant très petit.
Soit II la variété plane définie par les q équations

où les A* sont des constantes quelconques.
L'intersection de S, II et V sera une variété à p – q i dimensions

que j'appellerai W et qui sera simplement connexe. Les intersections de
S et II avec les diverses régions qui forment l'aster de vq formeront par
leur ensemble un polyèdre dû à la subdivision de W et qui sera simple-
ment connexe.
Pour ce polyèdre, le nombre <xAsera égal à y/H_?+)comme ila moins de

p dimensions, notre théorème lui sera applicable, de sorte que nous pour-
rons écrire

suivant que p – q sera pair ou impair.
Définissons maintenant un polyèdre Q qui sera formé par une opération

que l'on pourra appeler un quadrillage.
Soit V une variété à p dimensions située dans l'espace à n dimensions.

Construisons une infinité de variétés planes définies par les équations
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Ces variétés planes décomposeront l'espace en une infinité de do-
maines Dn assimilables à des parallélépipèdes rectangles. Les frontières
des DBseront formées par nn certain nombre de domaines Dn_ à « – i
dimensions faisant partie des diverses variétés planes ,vt=aki et égale-
ment assimilables à des parallélépipèdes rectangles. Les frontières des Y>n_,
seront formées par un certain nombre de domaines D/(_sassimilables àà
des parallélépipèdes rectangles dans l'espace à n 2 dimensions, et ainsi
de suite.
Alors le polyèdre Q sera défini de la façon suivante les régions vp

seront formées par les intersections de V avec les domaines D, les ré-

gions v par les intersections de Vavec les domaines Dn_4, et ainsi de

suite; enfin, les régions t>0par les intersections de Vavec les domaines Dn_(.
Il résulte de cette définition que le polyèdre Q n'admet pas de région

singulière.
Je considérerai en outre un polyèdre P quelconque congruent à Q, et

un polyèdre P' dérivé à la fois de P et de Q.
Je vais remonter, d'une part, de P' à P et, d'autre part, de P'àQ, et

j'établirai que, dans ces deux opérations, le nombre N n'a pas changé.
Remontons d'abord de P' à P.
Soit xi=^ a une des variétés planes définies par l'équation (B). Classons

les régions d'un nombre quelconque de dimensions qui composent le

polyèdre P' en quatre sortes.
Celles de la première sorte sont celles qui font partie de la variété

Celles de la deuxième sorte sont celles qui admettent des points tels que

e étant positif et très petit.
Celles de la troisième sorte sont celles qui admettent des points tels que

Tontes les antres sont de la quatrième sorte.
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Soient àç, 8^, 3 l̂e nombre des variétés à q dimensions qui sont respec-
tivement de la première, de la deuxième et de la troisième sorte.
Toute variété de la deuxième sorte sera rontiguë à une variété de la

troisième sorte et leur frontière commune sera une variété de la première
sorte qui aura une dimension de moins. Les variétés des trois premières
sortes se correspondent donc chacune à chacune et l'on a

Il est clair d'ailleurs que o'0= 3° ==0^= o.
Si dans l'ensemble des variétés planes (B) qui constituent le quadril-

lage et qui ont donné naissance aux polyèdres Q et P', on avait supprimé
la variété x,=a, on aurait obtenu deux polyèdres Q, et P( plus simples
que les premiers. Comparons P'( à P'.

Quand on supprime la variété plane xt=a, on supprime les variétés
de la première sorte et l'on annexe chaque variété de la troisième sorte à
la variété correspondante de la deuxième sorte. Donc en passant de P' a

P'(, le nombre a, diminue de

En particulier, les nombres extrêmes &pet a.odiminuent de o/l_l et 30.
Il résulte de la que le nombre N diminue de

Donc N ne change pas. Ainsi, en supprimant la variété #,– a, on ne

change pas N, mais, en supprimant de la sorte toutes les variétés planes
définies par (B), on remontera an polyèdre P. Le nombre N est donc le
même pour P' et pour P.
Remontons maintenant de P' à Q.
Soient (4,p,çi,1 cv" <t~oles variétés, dont l'ensemble constitue le

polyèdre Q; soient de même v'p,vp v\, v'e les variétés dont l'ensemble
constitue le polyèdre P'.
Nous répartirons les variétés v en p + 1 classes.
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Celles de la première classe seront celles qui feront partie d'une des

régions wpsans faire partie d'une des régions wp_l. Le polyèdre P'étant
dérivé de Q, nous rangerons dans cette première classe toutes les va-
riétés v (qui sont toutes des subdivisions des wp) celles des variétés v_(
qui séparent l'une de l'autre deux variétés v faisant partie d'une même

région wp et leurs intersections.
Celles de la deuxième classe seront celles qui feront partie d'une des

régions wp_ sans faire partie d'une des régions m^.
Celles de la troisième classe seront celles qui feront partie d'une des

régions tvp_a, sans faire partie d'une des régions wp_z, etc.
Celles de la p'imeclasse seront celles qui feront partie d'une des régions

w,, sans être un des points «“.
Enfin, la (p -+-i)1™ classe comprendra les points w0.
Pour remonter de P' à Q, voici ce que je vais faire je commencerai

par supprimer toutes les variétés de la première classe qui ont moins de

p dimensions, ce qui a pour effet de réunir en une seule, par annexion,
toutes les régions v qui sont les subdivisions d'une même région wp.
Je dis que cette opération n'altère pas le nombre N.
En effet, je puis supposer que les mailles du quadrillage qui a donné

naisasnce à Q sont assez serrées, pour qu'à l'intérieur d'une de ces
mailles T)p, c'est-à-dire à l'intérieur d'une des régions wp, on ne puisse
trouver des points appartenant à deux variétés différentes vp__t,sauf dans
le cas où l'on y trouve des points appartenant à l'intersection de ces deux
variétés. (Je désigne toujours paroles variétés dont l'ensemble forme P.)
Plus généralement, je puis supposer qu'on ne peut pas trouver dans une

région wp des points appartenant à plusieurs variétés vq(q <>) à moins

qu'on n'y puisse trouver des points appartenant à l'intersection de ces
diverses variétés.
Dans une région wp, nous pourrons donc avoir des points d'une région

vqet de toutes les régions vh (li > q), qui font partie de son aster.
Mais nous ne pourrons avoir des points de deux régions vy, ou des

points de vqet d'une région vh (/<> q) ne faisant partie de l'aster de vq,
sans avoir, en outre, des points d'une région vt_
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Si alors je suppose que q est la plus petite valeur que l'on puisse donner
au nombre des dimensions d'une région vv, pour que cette région ait des

points ;i l'intérieur de wp, si je suppose cela, dis-je, nous n'aurons dans

wp que des points d'une seule région vq et des régions de son aster.
Considérons alors une région wp, contenant des points de vet des

régions de l'aster de ey. Soient

les nombres que nous avons définis plus haut en définissant l'aster.
Il en résulte qu'à l'intérieur de wp nous aurons

En supprimant les régions de la première classe de moins de p dimen-
sions et en annexant les unes aux autres les y régions v dont l'ensemble
constitue wp, nous diminuons <&pde jp – i, a.p_l de y^ a?+) de

Yq+" a,9 de r Donc, en vertu de l'équation (A), le nombre N ne change
pas.
Cela fait, nous supprimerons toutes les variétés de la deuxième classe

de moins de /?= i dimensions, en annexant les unes aux autres toutes les
variétés v t de la deuxième classe, qui font partie d'une même région
<i- Ensuite, nous supprimerons toutes les variétés de la troisième
classe de moins de p – 2 dimensions, en annexant les unes aux autres
toutes les variétés v qui font partie d'une même région w^^ et ainsi
de suite.
Nous arriverons enfin ainsi au polyèdre Q.
On montrerait de la même manière que plus haut qu'aucune de ces

opérations n'altère le nombre N.
Le nombre N est donc le même pour P' et Q; il est donc aussi le même
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pour P et Q et, par conséquent, pour deux polyèdres congruents quel-
conques, C.Q.F. D.

§ 17. CASOUp est impaih.

Je vais définir à l'égard d'un polyèdre quelconque P de nouveaux
nombres remarquables que j'appellerai(B}|t.
Soit d'abord a> ;x; je considérerai toutes les variétés cx; pour cha-

cune d'elles, j'envisagerai le nombre des variétés v qui en font partie; je
ferai la somme de tous ces nombres relativement aux diverses variétés vx
et ce sera cette somme que j'appellerai
Comme les variétés vx sont toutes par hypothèse simplement connexes,

selon que Asera impair ou pair.
Soit maintenant A<;x; je considérerai toutes les variétés vx; pour

chacune d'elles, j'envisagerai le nombre des variétés t^, dont elle fait

partie (c'est-à-dire le nombre y relatif à l'aster de vx) je ferai la somme
de tons ces nombres relatifs aux diverses variétés vx et ce sera cette somme

que j'appellerai [3)
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On voit que, dans chaque ligne et dans chaque colonne, chaque terme
est affecté alternativement du signe + et du signe de telle façon

quepX-|1est affecté du signe +, si 1 – jjt, est impair et du signe – dans le
cas contraire.
Faisons la somme des termes de ce Tableau; cette somme peut s'effec-

tuer de deux manières; en sommant d'abord les lignes et en sommant
d'abord les colonnes.
La somme des termes des diverses lignes du Tableau est, en commençant

par le haut
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En égalant les deux expressions de cette somme, on obtiendra une

identité, si p est pair, et l'équation

N =o
si p est impair.
D'où cette conséquence
Le nombre N est nul et indépendant des nombres de Betti si est

impair; il dépend, au contraire, des nombres de Betti si p est pair.

§ 18. DEUXIÈMEdémonstration.

La deuxième démonstration va nous apprendre comment il en dépend.
Pour bien la faire comprendre, je vais d'abord l'exposer pour les po

lyèdres ordinaires avec oo0sommets, a, arêtes et a2 faces.
A chacun des oo0sommets, je fais correspondre un nombre arbitraire à

chacune des oc,arêtes, je fais correspondre un nombre o égal à la diffé-
rence des nombres correspondant à ses deux sommets.
Nous aurons ainsi a, différences o; mais elles ne pourront pas toutes

être choisies arbitrairement; en effet, elles seront déterminées, quand on
connaîtra les a0 nombres affectés aux divers sommets et même quand on
connaîtra les excès de «,“ –de ces nombres sur le dernier. JI y aura
donc en tout a,0 – i différences o, qui pourront être choisies arbitraire-
ment.
Il doit donc y avoir entre les différences 8

a, – ao-|-i I
relations linéaires.
Il est clair que l'on pourra obtenir toutes ces relations linéaires de la

manière suivante Considérons une suite d'arêtes formant un contour

fermé; la somme algébrique des différences relations aux diverses arêtes
de cette suite devra être nulle.
Cherchons donc à construire des contours fermés formés d'arêtes.
Nous avons d'abord les contours polygonaux de chaque face; ils sont

au nombre de a,2.
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Si ensuite le pohèdie n'est pas simplement connexe, nous pourrons
tracer à sa surface P, – i contours fermés linéairement indépendants au
sens donné à ce mot dans le paragraphe sur les homologies. Soit C l'un
de ces contours, il traversera successivement différentes faces; soient

a,rt2,ff2«3, «“«“, in(t, les arcs de ce contour, qui sont dans cha-
cune de ces faces.
Prenons le premier de ces arcs a, o2 et F la face correspondante.
Le point «, et le point a2 sont sur le périmètre de cette face; nous

pouvons alors aller de a, en «2 en suivant ce périmètre par un chemin

que j'appellerai a, m^a^. Nous aurons alors

c'est-à-dire que, dans le contour G, on peut remplacer l'arc a, œ3par l'arc

a{m^a^ opérons de même pour les autres arcs de C; nous aurons finale-
ment remplacé C par le contour homologue

que j'appellerai C'. Ce contour Ç' se composera d'un certain nombre
d'arêtes et de portions d'arêtes. Par exemple, l'arc a, m, a, se composera
d'un segment d'arête joignant a, au sommet le plus voisin, puis d'un
certain nombre d'arêtes complètes, puis d'un segment Sa, joignant a2 au
sommet le plus voisin.
Mais ce segment Sa2 se retrouvera parcouru en sens contraire dans

l'arc a2m2a3. Les portions d'arêtes, qui font partie de C sont donc par-
courues deux fois en sens contraires nous pouvons donc les supprimer et
nous obtenons ainsi un contour C" exclusivement formé d'arêtes complètes
et homologue à C ou à C'.
Nous aurons P, i contours analogues à C", qui nous donneront

P, i relations entre les o.
Nous obtenons ainsi <x.2-f-P,- i contours fermés formés d'arêtes; je

dis que tous les autres contours possibles n'en sont que des combinaisons.
Soit d'abord un contour fermé formé d'arêtes et homologue à o, il
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partagera la surface du polyèdre en deux régions. Soit R l'une d'elles,
elle sera évidemment formée d'un certain nombre q de faces, puisque le
contour est exclusivement formé d'arêtes; nous pourrons donc remplacer
le contour donné par contours partiels formés par les périmètres de ces

q faces.
Si maintenant le contour donné n'est pas homologue à o, nous pour-

rons toujours le remplacer par une combinaison des contours C" et par
un contour homologue à o.
Nous avons donc

0.,+ P,– I

relations entre nos o et nous n'en avons pas d'autres; mais sont-elles
toutes distinctes?
Pour le reconnaître, il faut voir si l'on peut former une combinaison

linéaire de ces relations qui se réduise a une identité, ou, ce qui revient
au même, si l'on peut former une combinaison de nos aa+ P, i con-

tours, une combinaison telle que chaque arête soit parcourue deux fois
en sens contraire (ou, si elle l'est plus de deux fois, qu'elle le soit autant
de fois dans un sens que dans l'autre).
Peut-on d'abord former une telle combinaison avec les a2 périmètres

Et? Dire que chaque arête est parcourue ainsi deux fois en sens contraire,
c'est dire que l'ensemble des polygones, dont on parcourt ainsi les pé-
rimètres, forme un polyèdre fermé.

Or, on ne peut évidemment construire de la sorte qu'un seul polyèdre
fermé, qui est le polyèdre donné.
Avec les aa relations correspondant aux a2 périmètres II, nous pouvons

donc former une combinaison linéaire identique et une seule.
Peut-on former maintenant de pareilles combinaisons avec les péri-

mètres II et les contours C"? Si cela était, l'ensemble des polygones, dont
on parcourt ainsi les périmètres, formerait une surface polyédrique non

fermée, dont la frontière complète serait formée par une combinaison des
contours C". Or, cela est impossible, puisque les contours C" sont linéai-
rement indépendants.
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Étendons cette démonstration aucas où nous avons un polyèdre à trois

dimensions, où l'on distinguera

A chacun des c0, faisons correspondre un nombre, et à chacun des v,
la différence des nombres correspondant a ces deux sommets. Nous
aurons ainsi oc, différences o, dont a0 i seront arbitraires.
On obtiendra les relations linéaires qui ont lieu entre les S, en construi-

sant tous les contours fermés exclusivement formés avec des v,.
Nous aurons d'abord les périmètres II des c2, qui seront au nombre

de a,2 soit ensuite C un contour fermé quelconque non homologue à o,
il traversera successivement différents c3 soient a,a2, a2a3, les arcs

de G qui se trouvent dans chacun de ces c3.
Considérons l'arc a, a2 qui se trouve dans un des v3, que j'appelle $,

et dont les extrémités a, et a2 se trouvent dans deux des i>3,qui servent de

frontière à $, à savoir a, dans tp, et a2dans 9,
Soient b, un sommet de ç(, &2un sommet de <p2 joignons a, à b, par
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une ligne quelconque a,b, puis b, à b2 par une ligne b,b2 formée exclusi-
einent par des v, appartenant à la frontière de $, et ba à «2 par une ligne
quelconque rt,&2 on aura

de sorte que nous pourrons remplacer l'arc a, a2 par l'arc a, b, b2a2 opé-
rons de même pour les autres arcs de C. Nous aurons remplacé C par le
contour homologue

que j'appelle C'. Le contour C' se compose d'un certain nombre de v,
et d'arcs analogues ka,bl,a2b2, parcourus chacun deux fois en sens
contraire. On peut donc supprimer ces arcs, et il reste un contour d"

homologue à C et exclusivement formé de t>
Il y aura P, i contours G".
Je dis maintenant que tout contour fermé K formé de v, est une com-

binaison des II et des C". Si

Kooo,

le contour K sera la frontière complète d'une certaine région R à deux
dimensions. Cette région R pourra être subdivisée en un certain nombre
de variétés r, chacune des régions r étant la portion de R qui se trouve à
l'intérieur de l'un des e3. Considérons une des variétés r, et soit cpla ré-

gion v, dans laquelle elle se trouve; la frontière complète de r sera une
variété fermée u à une dimension, qui fera partie de la frontière complète
de ç. Comme <pest simplement connexe, u partagera la frontière complète
de cpen deux régions; soit /'l'une de ces régions; elle se composera d'un
certain nombre de p2 qui en feront partie tout entières et d'un certain
nombre de portions de c2 (puisque, parmi les v. qui forment la frontière

complète de tp, il y en a qui sont partagées en deux parties par u). On
voit que est homologue il /• nous pourrons remplacer r par/; si nous

opérons de même pour toutes les régions /•, nous aurons obtenu une va-
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riété R' homologue à R et qui se composera d'un certain nombre de e2
complètes et d'un certain nombre de portions de c2 prises chacune deux
fois en sens contraire. Nous pourrons supprimer ces portions dee2 et nous
obtiendrons ainsi une variété R" homologue à R et limitée par le même
contour K. Cette variété R" pourra être décomposée en un certain
nombre de polygones t>2,de sorte que le contour K pourra être remplacé
par les périmètres TTde ces polygones.
Si K n'est pas homologue à o, on pourra le remplacer par un certain

nombre de contours G" et par un contour analogue à o.
Nous avons donc

relations entre les o, que j'écrirai

et nous n'en aurons pas d'autres. Mais sont-elles toutes distinctes?
En d'autres termes, pouvons-nous former une combinaison linéaire

des e qui soit identiquement nulle, ou encore une combinaison des II et
des C" où chaque v, figure deux fois en sens contraire?
Si dans cette combinaison devaient figurer des C", l'ensemble des poly-

gones v2, dont les périmètres II figureraient dans la combinaison, forme-
rait une variété à deux dimensions, qui ne serait pas fermée et dont la
frontière complète serait formée par un certain nombre de contours C".
Or cela n'est pas possible, puisque les C" sont linéairement indépendants.
Il me reste donc à examiner les combinaisons où ne figureraient que

des II; l'ensemble des polygones f>2dont les périmètres II y figureraient
formerait alors une variété fermée.
Nous sommes ainsi conduits à examiner les variétés fermées exclusive-

ment formées de v2.
Nous avons d'abord les frontières complètes des v., frontières complètes

que j'appellerai $ et qui sont au nombre de <x3.
Soit ensuite D une variété quelconque à deux dimensions, non homo-
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logue à o. Traitons-la comme nous avons traité R; nous verrons qu'elle
est homologue à une variété D" fermée et à deux dimensions, exclusive-
ment formée de v2.
Le nombre des D" est P2 i
Je dis maintenant que toute vaiiété fermée Kformée de c2est une com-

binaison des il et des F)". Si, en effet, elle est homologue à o, elle limite

une région S à trois dimensions qui se composera d'un certain nombre de

v" puisque K se compose d'un certain nombre de v2 on pourra donc

remplacer K par les frontières complètes $>de ces v3. Si K n'est pas homo-
logue à o, on pourra la remplacer par un certain nombre de D" et par
une variété homologue à o et exclusivement formée de vï.
Nous avons donc, entre les E.

et nous n'en aurons pas d'autres. Sont-elles distinctes?
Pour former une combinaison linéaire des X,qui soit identiquement

nulle, il faut former une combinaison des <Det des D" telle que chaque v2
y figure deux fois en sens contraire. Nous verrions, comme plus haut, que
les D" ne peuvent pas figurer dans cette combinaison et que l'ensemble
des c3, dont les frontières $ y figurent, doit former une variété fermée à
trois dimensions. Or, nous ne pouvons construire qu'une seule variété
de cette sorte c'est le polyèdre donné lui-même.
Il y a donc une combinaison linéaire des qui s'annule identiquement.
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