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MECANIQUE CELESTE. — Sur une forme nouvelle des équations du probléme
des trois corps. Note de M. H. PoiNcaRE,

« Soient trois corps A, B, C s’attirant d’aprés la loi de Newton; soient
x,, Zy, ¥, les coordonnées de A; z,, x5, x, cellesde B; o, x4, x, celles
de C; soit m, =m, =m, la masse de A, m, = my;=m, celle de B,
m, =my = m, celle de G; soit

__mym, mym; m, ey, _ i
U= ki ,  F=
AB AC BC amy

» On sait que les équations du mouvement peuvent s’écrire
m: dﬁxi - dU
¢ de dﬂ?[
C. R., 1896, 2 Semestre. (T. CXXIII, N 24.) £35
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ou encore sous la forme canonique

dz; _ dF dy; dF

W dyy A = dm

» On ne restreint pas la généralité en supposant le centre de gravité
fixe, et 'on peut profiter de cette circonstance pour abaisser le nombre
des degrés de liberté. Cette réduction peut s’opérer de plusieurs maniéres.
Voici les deux maniéres qui ount été proposées :

» 1° On peut faire le changement de variables que j'appellerai (y) et
qui est le plus usuel. Il consiste & poser

! ' ’

X, = X — Xy, X, = Xy — Xg, Xy — Xy — Ty,
’ ’ ’
X, =&, — Xy, Xy = X5 — L, Ly = Ly — Ly,
r__ dt;
Yi=mi g

» Les équations ne conservent plus alors la forme canonique; mais
elles deviennent

dax) dF, dy; dF, . o
d—t_:d—}/;—’ —L?[Z:_Ez (121,2,5),
dx; dF, dy; dF, . o
T4 A= da (¢=4, 5, 6),
ou
o yi? _omamy my (my —+ my) mym, o, N ro 4
: am; AB AC + [ (@, @, + x, @, + X, %),
; it mym, m,(m,+ m;) mm, o, ;o fo
F,= Z sm, T AB T T BG + o (v, &, + x,x; + z, ).

» 2° On peut faire le changement de variables que j'appellerai (8), et
qui consiste a poser (en appelant £,k & les coordonnées du centre de
gravité des deux corps A et C),

4 ’ ’
X, =X, — Xy, X, =Xy — Ly, Ly =Ly — Xy,
U z R E r v
x, =x,— &, X, = X5 — o, X, =X, — &y
o da;
Y i g
' ' ' mym; , ' , m,(my ~+ my)
m, =m,=m;=— ————; m,=m, =my; = ————————"
my —+ my ‘ 5 my—+ m, 4 m,

» Les équations conservent alors lear forme canonique et s’écrivent

dx; dF dy; dF

de — T dzl

7

Ef_dy,
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T
F=YJ2_ _y.

am;

» La forme des intégrales des aires n’est pas non plus altérée.

» Le changement (8) parait donc trés avantageux, mais cependant il
n’a pas été adopté jusqu’ici dans la pratique, sans doute parce que la forme
de la fonction perturbatrice y est plus compliquée.

» 3° C’est pourquoi je crois devoir appeler I'attention sur un troisisme
changement de variables que J'appellerai («). Posons

’

U
w1:xa—$7» {1}2:32'2—~ws, w:;:xs——.’r;g,
. . ‘
X, =X, — Xy, X, = Xy — Ly, Ty =T, — Ty,
, dx; . O
Yi=m )t (i=1,2,3,4,5,6).

» Avec ce changement de variables :
_» 1° La forme canonique des équations ne sera pas altérée ;

» 2° La forme des intégrales des aires ne sera pas non plus altérée;
» 3° La fonction F deviendra

Fe S 27 g Yyt nay,
2m; m;

en posant, pour abréger,

' mym, ’ my, m,

T - my 4 m,—+ m;
» ILa forme de la fonction perturbatrice est donc touat aussi simple que
dans le cas du changement de variables (y).
» Pour mieux nous en rendre compte, exprimons tout en fonctions des
éléments osculateurs. Soient
"X’.l = (?i (L’ G’ (')9 17 g‘a 0)9
@y =0,(L, G, 0, [, g, 0),
— (93(L, G, 0, g @)
les équations du mouvement elliptique, ou x,, x,, z, désignent les coor-
données rectangulaires du point mobile, / 'anomalie moyenne, 0 la longi-

tude du nceud, g + 0 celle du périhélie, et ou, a, e, ¢ désignant le grand
axe, ’excentricité et I'inclinaison, on a

L= a, G = Va(i —e*), 0 = G cost.
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» Posons alors (en appelant 8 et 8’ deux coefficients)

x, =o,(L), x,=9,(L), z, = o, (L),

/ Bde / 8o, / Bdeo,
Vo= rar Yo = har Y= Tap
w,=9¢,(L), @ =oe(L),  a;=¢y(L),

. de 8 do . Bde,
Y= tagr Vs teap Vo= trap

» Dans les équations de la premiére ligne, les fonctions ¢ dépendent
des six variables L, G, 0, /, g, 8; dans celles de la seconde ligne, elles dé-
pendent de six variables analogues 1", G, @', /', g’, #". Ces équations défi-
nissent ces douze variables que 'on peut appeler les éléments osculateurs
et quisont trés peu différents sans étre exactement les mémes avec les trois
changements de variables («), (8) et (y).

» La forme canonique des équations n’est pas altérée par ce nouveau
changement de variables. On a d’abord

dl dF dL —dF

at— BdL’  dt — pdl’

ainsi que deux équations analogues que l'on obtient en changeant L et /
en G et g, et deux autres qu’on obtient en changeant L et/en 0 et 9.

» Avec le changement de variables (y), il faut, dans ces six équations,
changer F en F,.

» On a ensuite
dl — dF dL! — dF

& WA A war

ainsi que deux équations analogues que l'on obtient en changeant L' et //
en G’ et g/, et deux autres que l'on obtient en changeant L’ et /' en o'
et .

» Dans le cas ot 'on adopte le changement de variables (y), il faut dans
ces six équations remplacer F par F,.

» Il convient de prendre : avec le changement («)

mym, ’ mym;

-

b= \-/mk—i— m-,’ b= \V/me—t— my

avec le changement ($)

mym mq (my -+ my
@: L B B,:mn\/ 7 (M ,)7

Vi, —+ m, my = m,—+ my;
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avec le changement (y)
g =mi\ym, +my, = m,m, +m,.

» 1l est aisé alors de comparer la forme des différentes fonctions per-
turbatrices. Pour cela, je poserai, pour abréger,

;o r .
m4x4+xzx5+m3x“:q),

et je supposerai ¢ exprimé en fonction des douze éléments osculateurs.
» La fonction perturbatrice se composera alors d’une partie principale
mym,
AB :
terme complémentaire qui sera

', qui sera la méme avec les deux changements (oc) et (y), et d'un

B @y
m,LALR didl
avec le changement (),
mym, d?4

L die
pour F, avec le changement (y),

mym, d*¥
TLs de

pour F, avec le changement (y).
» On voit que ces trois termes complémentaires peuvent se déduire
facilement de I'un d’entre eux. »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur une classe de fonctions transcendantes ;
par M. Emice Picarp.

« Dans un Mémoire sur une classe de transcendantes nouvelles (Acta
mathematica, 1894 ), j'ai démontré que, étant donnée une substitution bira-

tionnelle arbitraire relative a m lettres u, ¢, ..., w
(U = R1(u,v, ...,W),

(1



