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Sur Uéquilibre et les mowuvements des mers

| DEuxikMe Parrie (')];

__Pax M. H. POINCARE.

e

8. — Mouvement relatif.

Jai jusqu'ici négligé les effets de la rotation du Globe et de la force
centrifuge composée; pour en tenir compte, je rappelle d’abord les
principes fondamentaux de la dynamique des systémes en mouvement

relatif et plus généralement des systémes o interviennent des forces
gyrostatiques.

Soient ¢, Gyy vy a3 Guers Jnens «o -y Goss €5 2+ k coordonnées
qui définissent la situation du systéme. En reprenant les notations
du n°® 8, les équations de Lagrange s’écriront

d dT dT  du
(1) dtdg, — dg; " dqi

|
o

Parmi les paramétres ¢, nous distinguerons :

1° §y Gay « -y Gay que j'appelleral les g, ou les paramétres a varia-
tion faible.

2° Guits Garay -+ oy Quiky que ) appellerai les ¢, ou les paramétres a
variation rapide.

Je supposerai que T et U sont indépendants des ¢,, T dépendant

(') Voir méme Volume, Fasc. I, p. 57.
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seulement des ¢,; et que Q, = o. L’équation de¢ Lagrange devient
alors

d dT
dt dg, —
d’ou
dT
(2) aq, = Psy

s ¢tant unc constante.
Soit maintenant

H=T—U- Y pyg,.

Des équations (2) on peut tirer les ¢, en fonctions des ¢,, des ¢/ ¢!
des constantes p,; et si 'on substitue dans H les valeurs ainst trou-
vées, H n’est plus fonction que des ¢, et des ¢,,.

Pour éviter toute confusion je désignerai par des d ordinaires les
dérivées prises par rapport aux ¢, et aux ¢, en regardant les g, comme
des variables indépendantes et par des d ronds les dérivées prises par
rapport aux g, et aux ¢, en regardant les g, comme des fonctions des
7. et des g,.

[l vient alors

H _dl  dU +2droq; 3 p, Y4,

dga. ~ dq, dq, 09, 4
()H . dT dT dq;) ()qh
o, — dy, + X dg i~ AP, 9.,

ou, en vertu des équations (2),

g_l_l_ ar dU
dqa dq, d%
oH dT

—_— 72

Jdq,  dq,

de sorte qu'avec les nouvelles variables les ¢quations de Lagrange
deviennent

d ol dtl

(3) @i 9.~ o, =Q, (a=1,2,...,n).
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L8

Si les forces extérieures sont nulles, ces équations se réduisent a

(3 bis) | « JH ol

0t 97,  Oga

dont la signification est bien connue. Elles veulent dire que I'action
hamiltonienne
{
f ‘Hde
’0
o1t étre minimum.
Les équations (3 bis) entrainent la suivante ¢ui est I'équation de la
conservation de I'éncrgic

< i,
—lk=H —Z 5;; ¢, = const.

Dans le probléme qui nous occupe, nous aurons un seul parameétre
a variation rapide ¢,: c’est'angle dont le globe solide terrestre a
lourné autour de son axe & partir d'une certaine position prise pour
origine; sa dérivée g, est sa vitesse angulaire de rotation. Nous
aurons une infinité de parameétres d variation faible ¢, qui définiront
la position relative des particules liquides par rapport au globe
solide.

T est un polynome homogeéne du deuxiéme degré par rapport anx

: , : " aT
g, et aux g;; U ne dépend pas de ces quantités; les 9q; Sont des poly-

nomes homogeénes du premier degré en ¢_ et ¢g,.

Les g, tirés des équations (2) sont des polynomes du premier degré
non homogénes par rapport aux ¢,; H est donc un polynome du
deuxi¢me degré non homogeéne par rapport aux ¢,.

J'observe que H n’est déterminé qu’a une constante prés, puisque
cette fonction n’intervient que par ses dérivées; je puis donc, sans
restreindre la généralité, supposer que H s’annule avec les g et les ¢,
de sorte que son développement suivant les puissances de ces quan-
tités ne contiendra pas de termes de degré o.

Je pourrai méme, sans changer les équations (3), ajouter & H un
terme de la forme A g, A étant un coefficient arbitraire; cela revient
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v oH :
en effet a ajouter & r la constante A ; ce qui ne change pas
d
dt dq,

Je puis donc encore, sans restreindre la généralité, supposer que,
dans le développement de H, les termes du premier degré par rapport
aux ¢’ et de degré o par rapport aux ¢ disparaissent.

knfin je supposeral que les valeurs

correspondent a une position d’équilibre stable; les équations (3 bis)
se réduisent alors &

oM _

09«

Ainsi les dérivées premiéres de H doivent s’annuler pour g, = ¢, = 0;
cc qui montre que le développement de H ne contient pas de termes
du premier degré et commence par des termes du deuxiéme degré.

Quant aux termes de degré supérieur au second, nous pouvons les
négliger parce que les ¢, et les ¢, sont trés petits. En définitive nous
pouvons regarder H comme un polynome homogéne du deuxiéme
degré par rapport aux ¢, et aux ¢, et nous écrirons

H=H2+2H,+Ho.

H, sera du degré 2 par rapport aux ¢, et de degré o par rapport
aux g,.

H, sera du degré 1 par rapport aux g, et de degré 1 par rapport
aux ¢,.

H, sera du degré o par rapport aux ¢, ct de degré 2 par rapport
aux ¢,.

L’énergie E sera alors évidemment égale a

E=H,—H,.

Les équations (3) deviennent alors des équations linéaires a second
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membre et a coefficients constants; et les équations (3 bis) sont les
mémes équations sans sccond membre.

Pour intéerer ces équations sans second membre, posons
g ’
— AL
Gz = Az e'",

nous aurons n équations hineéaires et homogeénes par rapport aux #
quantités o, e™; en écrivant que leur déterminant est nul, on obtiendra
une équation de degré 2n en A, gqu’il s’agit d’¢tudier.

Cette équation a été étudiée d’une maniére approfondie par Tail
ct Thomson dans leur Traité de Philosophie naturelle. De tous les
résultats intéressants qu’ils ont obtenus au sujet de la réalité des ra-
cines, un seul nous est nécessaire,

Si les formes quadratiques H, et — H, sont définies positives (c’est
le cas auquel nous aurons affaire) loutes les racines sont réelles.

9. — Etude des équations sans second membre.

Ces résultats bien connus étant rappelés, cherchons a étendre a ce
probléme ainsi généralisé les résultats du n° 3.

Le principe de la moindre action de Hamilton nous apprend que
I'intégrale

J= [ Hd

ly

doit étre minimum; & la condition que les ¢, soient assujettis & avoir
des valeurs données pour { = ¢, et pour ¢ = ¢,.
Si cette condition n’était pas remplie, nous aurions

&) = Z(f}%‘- 39«)‘% -2 (gql!_ '39“\),.-_.,;

Si le mouvement est assujett1 a étre périodique de période ¢, — ¢,

les expressions

' dH N
oy  9a R—a’;’ 0q.

reprendront les mémes valeurs pour ¢ = ¢, et pour ¢ = ¢,, et I'on aura



222 H. POINCARE.

encorcec

oJ =o.

Ainsi l'intégrale J est encore minimum si le mouvement est assu-
jetti a étre périodique et si I'intégrale est étendue & une période
entiére.

Cela posé, soit
go = a:) ctht

une solution (imaginaire) des équations (3 bis) et
ga = Lkl et

la solution imaginaire conjuguée.
S1 nous faisons

(4) q“ P q‘,a cl.).‘l +_ aae- l.).‘_f,

I'intégrale J prise entre leslimitest=oet ¢t = %: devra étre minimum
¥ &

(ou tout au moins sa premiere variation devra s’annuler) quand on

y fera
TR = @%g 8« — .(uk)‘

Voyons quelle est la valeur de cette intégrale. L’expression de H,
quand on y substitue & la place des ¢, leurs valeurs(4), se composera
de trois termes : 1° un terine en e*™, qui sera homogéne du deuxiéme
degré par rapport aux Y,; 2° un terme indépendant de /, qui sera
homogéne du premier degré tant par rapport aux Yy, que par rapport
aux ¢, 3° un terme en e~**¢ qui sera homogéne du second degré par
rapport aux ¢,. Soient H', H”, H” ces trois termes

H=H +H"+ H".

Les intégrales de H' et H” sont nulles; de sorte que

2T 13,
J“"T,,.'H‘
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V.5
a ?

La variation ¢H” de H” doit donc étre nulle, quand y,=«
=B

Mais, a cause de la forme bilinéaire de H”, cela peut encore s’énoncer
autrement :

H” doit étre nul quels que soient les v, quand on y fait &, =8
(uels que soient les &, quand on y fait y, = a.”.

Voyons quelle est la forme de H”.

Nous avons posé

(k)

" et

H = H, + aH, + H,.
Nous devons remplacer les ¢, par

Y Mt 4 8« e—tMe
ct les ¢, par
MY et — § o~ )

On voit que H, contiendra A} en facteur et que H, contiendra A,.
H est donc un polynome du deuxiéme degré en A,.

Nous devons ensuite conserver les termes indépendants de ¢; nous
aurons alors

H” = M, ) + 200 M, + M,,

M., M, et M, étant des formes bilinéaires en vy, et ¢,.

H” ne doit pas changer quand on permute v, et 8, et qu'on change
A, en — A,.
On a donc

1“:z(“i'm aa) — le(aaa ']'a), -Mo (Ym aa) = Mo(aaa Ta)a
M, (Yo 80) = — M, (845 72)-

D’aprés ce que nous venons de voir, on doit avoir, quels que soient

les &, - k
) . N \ L 3
MM, (e, 0,)+ 20 M, (&), 6,) + My(al, ¢,) = o.

a

On aura donc en particulier

(5) )\i Mg(a:f,, a;m))_'_ 2”\"1\,[' (atm, a:zm)) R N[‘)(a(l‘h, a(m}) —0

a a
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et de méme
mM (atm) Lk)) 4 2i)\m1\,['(agm, a(k»)+ Mo(a"’” ;ln) —0
ou, ce qui revient au méme,
(6) N M(alP,al™)— 2i0,M,(a®, a™)+ M, (¥, a™) = o.
Les deux relations (5) et (6) montrent que I'équation
(7) MM;+200M, +M, =0

a pour racines

l — )\;‘, 1 —_— 1m‘
Reprenons I'équation des forces vives
H, — H, = const.

Cette équation doit étre satisfaite en particulier quand on fait

q - alk) el)‘t_,_ a(am) ci)-mt.
Le premier membre de I’équation des forces vives contient alors

des termes en e*Mf, et eMitha) Le coefficient de cette derniére
exponentielle doit s’annuler & moins que

| A+ lm = 0.
Supposons done

(8) )kltz"_km;

le coefficient de cette exponentielle est nul, ce qui entraine ’égalité

(9) — A l,nMa(a;m, a:m) . Mo(a::n, c:C(am)) — O.
Nous pouvions le prévoir, car le produit — A4A,, des racines de (7)
M,

doit étre égal a ° M,
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Considérons quelques cas particuliers; si l'on fait k= mi, I'équa-
Lion (), Péquation (6) et I'¢quation (9) se réduisent &

)\ \[ (2tm kA))—h\[(’(ga ,1 !):0.

Soit maintenant

mr ___ )k,

Ak — /“ma o!a — tda ?

I"¢équation (g) ne sera plus vraie, mais les équations (3) et (6) subsis-
feront ct s'éeriront

KEML(2F, BEY ok M, (2.7, 55) + \lu(a"" 4 ) = o,

I ¢cquation (7) a alors une racine égale a A5 mais sur autre racine
HOUS Ne savons rien.

Comme les a¥’ ne sont déterminés qu'a un facteur constant pros,
) A " . 1 » M - '\ » ” 1y -
ct que les 3) sont imaginaires conjugucées des «,, nous pourrons sup
poser (qu on les a chotsis de telle facon que

(10) MM (25" B0 ) — Mo (2, B) = b=

Ln cas particulier qui a été trait¢ & fond par Lord Kelvin est celu
ott les coefficients de H, sont trés grands par rapport a ccux de I, c
de H,. Il y arencontré des résultats analogues i ceux que nous venons
de trouver dans le cas général el 1l serait inléressant de les déduire
des résultats géncraux.

Si H, est trés grand, A ne pourra étre que tres grand ou trés petil.
Supposons A trés grand; nous pourrons donc dans nos équalions né-
sliger M. Les ¢quations (3) et (0) s’écrivent alors

)\,‘Mg —+ '.‘:I:M, = Q, '}\,,,M._. — ‘.!i.\I, = O,

L 'on en déduit, si A, n'est pas égal & —

,‘:m

M. ('.z"‘ R E

C’est I'équation de Lord Kelvin (Cf. Tait et Thomson, Philosophie
naturelle, 3¢ édition, n° 345*). On s’cn rendra compte aisément.

Journ. de Math. (5 série), tome Il. — Fasc. III, 18gb. 30
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l.es deux auteurs anglais ont choisi des variables particuliéres de telle

sorte que
q.;

Hﬂ _-. L )
“ 2

L'équation précédente s'écrit alors
> =o.

10. — Etude des équations & second membre.

Revenons maintenant aux équalions a second membre
d dii  dl )
Tr .4 — Qu’
dt dq, de,

Illes signifient que 'action doit étre minimum, ¢’est-d-dive ue ®

(11) fh(ali +2Qa Sq,,) dt = o.

Soil
——— ’)! [ ‘—"j}-,
Qa""+rac + 8, .

On pourra satisfaire aux équations en posant

— et n ,,—iwt
7a - aa(,’ -+ Ija(

et I'équation (11) devra étre satisfaite si, donunant aux ¢, et aux (),

ces valeurs, on fait
T

: rep— “' (,’.;.r 1

el cela quels que soient vy, et &,.
Nous ferons en particulier

\
VYa = 0, G, =2
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el I'équation (11) deviendra

(12) A M, (2, o)+ 200M (2, 2.7) + M (2, 25 ) = — 2 Pk

Des équations (12) on pourra tirer les 2, et I'on tirerait de méme
les 3, des équations

(vadis) NM,(8,, By ) — 2/ M, (8, 8%) + M, (5, 84 )= —Es‘,a:‘.

litudions les équations (12); on voit qu'on peut en tirer les a, ¢t
(que ces quantités seront lineaires et homogénes par rapport aux r, et
rationnelles par rapport a A. Considérons-les comme fonctions de 2.

1° Je vois d’abord que les 2, s’annuleront pour A = =x.

2 Les valeurs de A pour lesquelles les «, deviendront infinis seront
celles pour lesquelles on pourra salisfaire aux n équations

) ’ M, (2, 2+ 20AM, (2,0 28) + M (2,20 ) =0
l (k::l,'_:,...,n)
sans que les a, s’annulent.
lXn annulant le déterminant des équations (13) on arrivera i une

¢quation de degré 2n en A; les valeurs cherchées sont donc au nombre
de 2n.

Or on satisfait a ces équations en faisant

o m ~ - __ fam
A=A, 2, = o ot h=— k- a,= 8.

l.es 2 n 1nfinis des fonctions o, sont donc

)L:i)\” k:ilg, o e }\-—-::*:-7'\"0

Il reste & chercher les résidus correspondants.

Posons donc

nt
v — Lt
a

=55 ta

il sagit de déterminer p et les y,.
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Nous avons pour cela les équations suivantes

e [N Ml 2h) -+ 20 WM, (ol 2+ M (2, 28|

= by, “@?

+|7\21“ ma 7 )+ 9’)\\[l( ja) ﬁ )'+' “o W* 7«)|_ '

ou en faisant tendre A vers A, ¢l tenant compte de la relation (6)
- ‘ ._).Cl \m\la(a”,ﬁ )+L\l|(a“1 ’J“)l
l_l ‘ Y v
( ) ( ll\ Vlz la? 2)'{- 2 ’lmi\[l(«l’u? O!:‘)—l— \l l"' )l——_s“’.ﬂfz:.
Mais on a, quels que soient les v,

Mo Ma(%ay 22) — 20k My (Vs 22 )+ M (v 20) = 0,

ou bien encore, en changeant A™ en — 2™ et o)) en 377, -

(15 R, My (Yo 30)+ 27k My (Yo 327) + Mo (Yay 32 ) = 0

Parmi les équations (14) nous distingucrons celle (ui correspond i

- A m,
)‘*k = — Ay a4 = " Pu

clle se redult a
(16) o h My (2, B i, (20, B0 = — 3, 5

cest de celle-1a qu'on déduira ¢.
Mais a cause de (10) cela peut s

rym
lm /\m 2 : I, .

L]

s'acrire

Nous tirons de la

m=—n

(" I _) l H HI "‘ﬂ T iZie 'm "'(l d o
. — ,n '\ ] - ?
’ 2 — huy oy,

m=1
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M N X
Z FaPa = = Bm? 2 Fa%, = — L P
o 2 ]' ( m 7:1" A A m p:' lm ).

Développons #, suivant les puissances croissanles de A sous la
forme

ol ¢n posant

f‘l
™

%, =&+ he, + AP 4. ..,

2
a

il viendra

n m 1 A m :rj':' — Hm X,
=~ ¥ LaBuzy+ An8l), =X n — ,

o "
l Bm 'l:f ' \ m ?f:’ . S \ l A mP m Bm z’
m -’ ) “q $m Y

- a
Hl

R
f

(18)

a

%

Posons maintenant

'\J
-
e ]

'|1'.q — .\lo(sf:, EZ), J = N[,(Eﬁ, SAK J =M. ( Ez.\),

Py Z P
on trouve immediatement
(I\) JP‘? — |' ’,J’; ll p.q —_— o' p,‘,; |l Py = 'lth'.-' JP-F = 0.
Nous pourrons écrive les formules (18) sous la forme
. B, x"
= m
(18 bis) e —-——? T

m

’/
. . X
avec cclle convention que le signe 2 ne porte pas comine 2 sur

n ternics, mais sur 22 termes partages en deux sérics; pour la pre-
micre série m varie de v a n; ct 'on passe d’un terme de la premiére
série au terme correspondant de laseconde en changeant A, cn — &,
a, cl A, en 87 ct B, réciproquement.

Il vient alors

"
<3

V== S Lo M,

ﬂ!

J —_ z Im m NIC (a::lt? EZ)’
m

”l
p l,q 2 Im );H-l l\lﬂ(”

i
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On a d’autre part

M M2l e+ ok, M (o, €Y+ M (2, ¢f) = o:

d'on

(19) .|P__h,,+'> ]p,,—l— J iy =00

On trouverait de méme

(19 bis) )

“pog-v '{h?+ ll"l*" = O

On trouvera une autre relation de la facon suivante; 1l vient

b, |
. m A n A
p 1.9 2 3.p—1 )Z 1 \I (a“ ’ a) lm lA'

n

”
Lia somme 2 contient 4»* lermes, chacun des 24 termes de 2™

(expressions 18 bis) devantl étre combiné avee chacun des 22 termes
de e?™*.

De moéme

"I%, l%, "
o= 3 1

“m ‘i.
(onsiderons ln somme

S IR o
lin vertu de I'équation (g) tous les termes de cette somme (jui

sont au nombre de 4n*) disparaitront a I'exception de ccux (au
nombre de 2n) qui sont tels que

. - ) m
,‘A — ,‘m- ’.'/.” — Bu ? Bk - Am'

Il vient done, en tenant compte de (10),

o -"AmBm ’ ) 52\
Vg = S (= (M — 72 M)

mn

— k_ l)q-+—l 2, Ao Bm L, ,

Pty
" "
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ou enfin (puisque les termes sont ¢gaux deux & deux au signe pres)

(20) | lh Aol 1 -+ Jn.rf l)q s 2 2 -"I}n'}i:;: lm’

"‘ ‘Mt
<1 P+ q st palil‘ ot

(20 bis) ":, Ny T Jp.q = 0,
st p + q esl impair.

I’expression J,_,  +J,, ne dépend donc que de p + ¢ ctdela
parité de ¢; clle change de signe sans changer de valeur absolue,
quand ¢ augmente d’une unité ct que p diminue d'une unité. On a
done la relation

ki 4

! p—[.q+ '[H-l q+ [

Py -t +- Jp.l[—!—l = 0
que I'on pourrait d’ailleurs obtenir en ajoutant (1) et (19 bis).
En faisant dans cette relation g = p, on trouve

D.J'M,_. + ), ., =o,
de sorte u'on retrouve Péquation (20 bis).
De (19) ct (19 bis) on déduit encore

d,, 20l =, 2 [.l'w_,‘,,_i.

Toutes ces relations montrent que les fonctions J,, ne sont pas
indépendantes les unes des autres; considérons ’ensemble des fonc-
tions J telles que p+ ¢S 2n, des fonctions J' telles que p+g<an—
¢t des fonctions J” telles que p + ¢<2n — 25 le nombre total de ces
fonctions qui sont distinctes en tenant compte des relations (A) est
de 2n* +(n + 1)*. Le nombre des relations distinctes de la forme (1¢))

est n(2n —1); 1l reste donc seulement 22+ 3n + 1 fonctions dis-
tinctes.
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11. — Cas de l'équilibre stable.

Je vais me restrcindre maintenant au cas ott H, et — H, sont deux
formes quadratiques définies positives, de sorte que 'équilibre reste
stable, méme st Uon supprime les forces centrifuges composées.

Clest ¢videmment le cas de la nature, dans le probléme qui nous
oceupe.

Alors, d’apres ce que nous avons vu plus haut, tous les A, sont
reels.

Mais ce n'esl pas lout; si v, cl ¢, sont imaginaires conjugues, on i

. . . .
.l\l:!(Tai (Jn) > 0, -\'[u Trl" afl) < 0.

Il vient done

~ 2 WY R S I
I‘A"\I2(za’ Ija) - ‘\'[0(7‘{:’ Ifja) > O,

ce qui montre ¢ue tous les nombres que nous avons appeles I et 1,
¢l qui dans le cas général peuvent ¢lre égaux i +1 ona — 1, sonl
dans le cas qui nous occupe lous égaux a + 1.

Toutes les formules ¢ui précédent se trouvent ainsi notablement
simplifices.

Il-en résulte une série d'inégalites sur lesquelles il me veste & ap-
peler Pattention.

Supposons en particulier que 7, soit réel; ¢est-a-dive que r, =s,
puisque r, et s, solt Imaginaires conjuguds.

[.cs quantités «)), B2 sont imaginaires conjuguces, de méme que r,,
s, et que Ay, B,,.

Il en résulte que € est réel si p est pair et purement imaginaire si p
est umparir.

On a donc, s1 p est pair,

My(eP, ) >0,  M,(ef ") <o

a? O\ % “a,

el au contraire, s1 p est impair,

M.(elyeq) <o, My(el,el)>o,
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¢’ est-a-dire que

J';,,p > o0, Jpp <0 (pour p pair),

(21) ; i
J,,<0, J,p,>0  (pour g impair).

1l est clair d’ailleurs qu'on aura dans tous les cas

Jow=0

Cela posé, reprenons I'équation ( 20) qui s’écrit maintenant (puisque
L, = 1) /

J",_ g ~+J iy ‘ 2AmBn :
(20) ZebA=l bl s (g ) i > (p + g pair).

S1 nous faisons ¢ = p, il vient

Ay B
(Jp—l p-1 + JP P)(— [) "'" 4 Z Y ’

m

Comme A,, et B, sont imaginaires conjugués le second membre est
positif, d’olt 'on tire

Sy, +dpp<<o  (s1pestpair),
Y+ Jdpp>0  (sipestimpair).

Ces inégalités sont d’ailleurs des conséquences immeédiates des iné-
calités (21).
Je poscrai pour abréger

P+ A-m Bm 7
4("'!;) 1) p— i+JPP)(_I) "= A2P _l\l-'>"'

m

Cette valeur de K, nous montre alors d'autres propriétés du
nombre K, qui font ressortir son analogie avec les intégraies J,, envi-
sagées dans la premiére Partie.

On trouve en eflet

p
Journ. de Math. (5¢ série), tome 1J, — Hase. 111, s8q5. 31

p+1 p-i-i
<K,
P
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> va constamment en croissant; sa limite
aleurs de = =

m

234
de sorle que le l'apport l\,,
pour p mnfim est en général égale & la plus grande des v

S1 Pon a done
NN L <A,

¢ . ]
la limite de ce rapport sera ek
A moins que A, (et par conséquent B, ) ne solent nuls, auquel cas

celte limite serait ¢gal a =53
A moins que nonsculement A et B, mais encore A, et B, ne soient

...;l ~

nuls, auquel cas la limite serait 5

Ist ainsi de suite.

Cela posé, veprenons |'équation
WMy (2, 20 )+ 200 M (2, 25)+ M (2, 20) = Z'““ = A

(12)
qui doit ¢tre salisfaile par le developpement
%, == &)+ he, + N&, +.

On en déduira

\' \Iu(‘a? afz) — 2 ",,7.:;,
) l \l“( “Ya) ) — q' \li( “a)? 7{;),
' \lo( a’q(:)_—ql\li( 7’/«)—\' ( l’a

Les ¢quations (22) nous donneront les 34 quantite

v
o

(

, oy '0 -. p
‘.25 ) ""07 aa’ c'
On pourra donc former
] n
qu’ Ji 1? Jl 1 J'.’:l
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et par conséquent le rapport

ntdn Ry
oo +3u K

Les quantités (23) sont des fonctions linéaires des n quantités 7., ;
K, et K, sont donc deux formes quadratiques définies positives par
rapport aux r,. |

Les A, sont des fonctions linéaives des 7,, mais & coefficients imagi-
naires; les By sont les formes imaginaires conjuguées des A;.

l.es r, sont au nombre de n comme les A, ct les B;; mais nous
avons supposeé les r, réels tandis que les A, ct les B, sont imaginaires,

S1 donc nous donnons aux 7, des valeurs réelles quelconques, nous
ne pouvons pas choisir ces valeurs de fagon & donmer aux A; des
valeurs imaginaires arbitraires; il doit donc y avoir n relations
linéaires entre les n quantités A; ct les 2 quantités B,; ou, si l'on
aime mieux, entre les parties réelles et imaginaires des A (ces rela-
tions expriment d’ailleurs que la somme des résidus des fonctions a,,
(qui sont » fonctions rationnelles de A; que cette somme, dis-je, est
nulle).

En revanche, les produits A, By, quisont au nombre de », sont réels
et positifs; on peut donc choisir les r, de fagon qu'ils aient des valeurs
réelles et positives, arbitraires en ce sens qu'elles ne sont assujetties
d aucune egalité, mais devant salisfaire a ceriaines inégaliics.

Cela ne me suffit pas encore pour mon objet; mais nous pouvons
déja en tirer certaines conséquences.

On a en effet

K. — 2 A,,,'H,,, ’ l\ 2 A, B,,,

- ) '3
‘m ‘m

L.l
et = )\,, nous avons donc déja des inégalités auxquelles doivent satisfaire
n

. K,
ce qul nous montre que le rapport K = est toujours compris entre —;

A, et A,. Les mémes considérations nous donneraient ¢galement des
inégalités auxquelles devraient satisfaire les autres A,,.

Au n° 5 nous avons montré que, pour le mouvement absolu, la dé-
termination des A, se raméne a l'étude des variations du rapport de
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deux formes quadratiques; ici I'étude d’un rapport analogue ne nous
donne plus les A, mais des limites supérieures ou inférieures de ces
(uantites.
Mais on peut aller plus loin; n’assujettissons plus les 7, & étre réels,
mais posons
r,= 2.+ iAo,

les ¢, et les g, étant réels. Soient alors € et € ce que devient &} quand
on y remplace 7, par g, et par o,; 1l viendra évidemment

2, = (e’ + Ae;, +...)+EA(e) + A& +...)

ct par consequent

“ ‘:l" ' l' L] n“ 2 '2
T —— -

Y “a ! « ol

(£} ]

ce qui montre que g, est encore réel si k est pair ¢t purcment imagi-
naire s1 k est impauir.

Je remarque que 2, cst encore une fonction rationnelle de # et que
cette fonction conserve sa propri¢té essenticlle, & savoir qu'elle ne
change pas quand on change a la foisien — el Aen — A

Ses infinis sont toujours == A,,; si alors j’appelle A,,B,, 22 le résidu
relatif & A,,, et — A, A, B” le résidu relatif & — A, il sera facile de
voIr !

1° Que A, ct B, sont les mémes pour tous les «, et ne dépendent
pas de Yindice a;

20 Que A, et B, sont imaginaires conjuguds.,

On n’a plus :

. g A _
ZT(I; « Bm) 2’” - \"?‘

mais on i
Nt ! o~
- ’n 2 @ (ra + ,l,n qﬂ), - J\’n - 2 a::' F” - l/\”’ G“ ')o

En revanche, les formules (18) et toutes celles qui s’en déduisent
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restent vraies de sorte que I'on a encore

AnB,, -
[‘(Jp 1. p— I+JPP)(_ I)’H_' -—2 )!P —'I\'P>0'

‘m

lLes ¢quations (22 ) doivent étre remplacées par les suivantes :

M, (=, “ﬁ) ‘—_—-Eﬂﬂﬁa
22008) My (el, ab) =— 20 M (e, 2h) — i Y 5,
“o( )_‘— 21 M (E‘,ﬁ‘,) \’[2(5::1

([?

On tircra de & les 37 quantités (23) sous la forme de fonctions
linéaires des 3, ct des 5,. Donc K, et K, seront des formes quadra-
liques définies positives des g, ct des 3.

Mais les g, ct les g, sont au nombre de 2. on pourra donc les
choisir de telle facon que les A, puissent prendre des valeurs imagi-
naires arbitraires ct que les A,,,B,,.—IA,,,I prennent des valcurs
véelles et positaives complétement arbitratres.

! K,
Alors - sera le mimimum du rapport == ct = cn sera le maximum.
‘i l d]
’osons

— 0 + +0‘l| WA

||(l

o-,,=0,-J +0“ 40,59,

Choisissons cnsuite les § pour que le rapport soit aussi petit que
possible, en supposant les s et les 5, donnés. Le l‘apport dépend

\ a

encore des s* et des 5 et son maximum nouveau sera 1—;- En somme
nous retrouvons tous les résultats du n° o.
Avant d’aller plus loin, observons que les deux formes H, et H,

joucnt un role analogue; toute notre analyse subsisterait si nous chan-

zions H, en — Hy, M, en — M, et Aen )-t
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12. — Probléme du vase tournant.

(Considérons un vase qui contient un liquide pesant, mais qui est
assez petit pour que la pesanteur puisse étre regardée comme constante
en grandeur ct en direction.

Ce vase cst animé d'une vitesse de rotation uniforme Q autour d’un
axe paralléle a 'axe des 5. La surface libre du lhiquide en équilibre
n'cst plus alors un plan horizontal, mais un paraboloide de révolution.

Toutefois nous supposcrons que Q est assez pelit pour que l'on
puisse négliger Q* qui entre en facteur dans la force centrifuge ordi-
naire, sans pouvoir négliger Q qui entre en facteur dans la force cen-
trifuge composée. A cette condition, nous pourrons regarder la surface
libre comme un plan horizontal.

Du reste si 'on avait & tenir compte de Q2, il n'y aurait i faire subir
iaux résultats que quelques modifications trés simples.

Il s'agit d’étudier les petites oscillations du liquide dans ce vase.

Pour cela nous allons voir comment les principes du n° 8 peuvent
s'appliquer au mouvement relatif d’un systéme par rapport i des axes
mobiles.

Soit un systéme formé de n points matériels

My, My, ooy 1IN,

La masse du point m; sera m;; ses coordonnées par rapport aux axes
mobiles seront

Liy Yis =i
dans Pélat d'équilibre, et
i+ Sy Vit N 5+
dans 'état de mouvement.

Si les axes mobiles sont animés d’une vitesse de rotation Q autour
de 'axe des s, les projections de la vitesse absolue du poinl m; sur les
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trois axes mobiles seront A

1:: ‘1|i g :f
- —Q(yi+ ), 3} +Q(=+5),

¢t la force vive absolue du systéme sera
y
. m(d*  dg* de de  d;
‘ T=+ 2—-(3}—, + % + dtz)+02m(xd£ -ydz)

(') ) T, N )2 ,
( +122m(:(—{z — g-;)+—E—Zm[(w+§)2+(.y+'q)'-’j|.

Le premier terme représente la force vive relative, le second et le
Lroisi¢éme représentent, au facteur prés Q, le moment de rotation dans
le mouvement relatif; le dernier terme, qui contient en facteur Q2, est
negligeable.

La vitesse angulaire Q joue le roéle de ¢, et 'on a, cn négligeant
dans T le terme en Q2,

p=Ga =S (o5 —y &)+ S (2% 1 5),

dt dt bt
d ol
" m dz+ de? 2 d2? cls, ) r/?,)
() | H=2- i Qy”’(";ii —Ya
2 ¢
p ; (.IT‘ ?'\ ‘|’
( o QE ol (‘ @t ) L.

D’apres une remarque faite au n® 8, nous pouvons supprimer dans H
les termes du premier degré par rapport aux ¢, qui sont representés
ici par le second terme de 'expression (2), de sorte qu’il reste

(3) 1l :2 m At dn o dF QY m( AU d;) L,

2 dt? cdt It

d ol

QM A2 dn - d 3
H, _2 2 dt?

<k dr,’
H,=Q Em(‘th E'dt)’

}




2440 H. POINCARE.

Pour passer au probléme du liquide, oii le nombre des molécules

est infini, il suffit de remplacer les sommes par des intégrales et il

vient
H — dw dit+ dn?+ dC’
S Y de?

H,= Qfd':('th Ej)

Les intégrations sont étendues a tous les éléments de volume dz du
liquide.

Quant 4 la valeur de Hy = — U, nous I'avons obtenue au n® 6; nous
avons trouve

Hoz——U:—fg?%‘f,

'intégration étant étendue a tous les éléments do de la surface libre.
Les fonctions &, 1, { sont assujetties & deux conditions :
1° On doit avoir 'équation de continuité

i dn  dT

([I) (‘Z; -+ a"}'; -+ (E =0,
2 Sur la paroi du vase, on doit avoir

(5) I+ mn+ al=o,

[, m, n étant les cosinus directeurs de la surface de la paroi.

On peut supposer, en outre, que les diverses molécules du fluide
sont soumises a des forces extérieures Ll que le travail virtuel de ces

forces pour des déplacements virtuels 2%, &, ¢ des molécules est re-
présenté par I'intégrale

fd':(XSE + Y en + ZeY)
qui correspond ainsi a la somme que nous appelhions dans les numéros

precedents
2 Qa aga
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Il faut donc que 'on ait, en vertu du principe de Hamilton,

f"[aﬂ + [d=(XE+ Y 8n+ 28 | = o,

en supposant que 6%, ¢, ¢ sont nuls pour £=¢,, =1, et que &, v, ¢
sont assujettis aux équations (4) et (5).

On peut écrire ceci sous une autre forme, en introduisant deux fonc-
tions arbitraires ¥ et 0,

\f[3H+ff¢- SXE+ [drp B

+f(lm 0(lck+ moq+not)] = o.

(0)

La troisiéme intégrale est étendue & tous les éléments dw’ de la surface
de la paroi dont les cosinus directeurs sont I, m, n.

Cette ¢quation (6) est évidemment vraie, quelles que soient les
fonctions ¢ et 0 si Z, v; et { sont assujetties aux conditions (4) et (3),
ct, en vertu des principes du calcul des variations, elle sera encore
vraie, pour un choix convenable de ¢ ct de 0, sans que &, v, { soient
assujetties a aucune condition.

On arrive ainsi aux ¢quations du mouvement qu'on aurait.pu ob-
tenir directement ct qui s écrivent

: (,31:- d’r, d'-!J r
s+ 20 t = A,
at? dt dx
. !T‘ d’b )
. JE i ay __
k / ) ' dt:’. Q d’ “ b
> Y
il . 4
. de? + S ’
a l'intéricur du vase;
) — — o7
Y S

a la surface libre.
Je prends le signe — devant gC dans la derniére de ces équations,
parce que je considére I'axe des = positifs, comme dirigé vers le bas.
Ces équations, jointes & (4) ¢t a(3), définiront les quatre fonc-
tions Z, 1}, {, .
Journ. de Math. (5 série), tome IL — Fasc. III, 18g6. 32
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Supposons, en particulier, que ces quatre fonctions soient propor-
tionnelles 4 e, nos équations deviendront

— N + 21QMn + iad = X,

dz

(7 bis) -—7\"'1]——21,01’;+ dy =Y,
b

— A% + o =1,

a I'intérieur du vase;
a la surface hbre.

18. — Développement en série.

L'élimination de ¢ entre les équations (7 bis) nous conduit aux
équations suivantes :

ofdy  dl - : dY di
~R(R-F)ME=%-F

ds 3 dy ’
Al dE ndn  dl dX
(7 ter) — A (dx dz) 20Qh - = — — —»
dt dy ) _daX dY
9
St (dy dz. 200G = dv T da

a I'intérieur du vase;

dg . :
( g7 =X + N§— 210k,

g-g; =Y + A+ 20 QM

f c dw = o
a la surface libre.

La troisiéme équation (8) est une conséquence immeédiate de ([;)

et de ().

(8)

— . .
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Supposons maintenant que ’on ait
X=X,+AX,, Y=Y, +AY,, Z=171,+A,

et quc

Xode+ Y, dy +2,dz

soit une differentielle exacte.

Développons &, v, { suivant les puissances croissantes de A, de telle
sorte que |’on ait, par exemple,

=3I\

J¥¢

n.

Alors les équations (7 ler) et (8) nous donnent, en egalant les coefti-
cients des puissances semblables de A :

Premier groupe.

dh _ dY,  dZ,
=& 4y
(7a) ‘ -—2sz“°-—$’ dk;%
‘ zﬂdc" = d;i' (2;‘
a P'intérieur du vase;
(4a) =
a I'imterieur du vase;
(5a) 1% + mn, + nt,=o
pour la paroi;
(8a) gfgit = X, é’tj,jt =Y,,

f( dow=o0

pour la surface libre.
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Deuzieme groupe.

d’-‘.a _ dn, 118
(7 b) — 21 Q = s d}o

et deux équations qu’on en déduit par symétrie;

dt, dy, dt,
([}b) - -+ d} -+ = T = = 0,
(50) I+ mn,+nl,=o;
(8b) ‘”‘vdw Ay~ 2ull,,

( -—gdc' =Y, + 21Q%,.

ft dw = o.

Troisieme groupe (n > o).

y
(76) — 270 Sn+1 __ d"ln at,

ds  ds dy

ct deux équations qu’on en déduit par symétrie,

Boney | Fnsr | B
(4e) d;‘"%}ﬂ"‘ = = O
(He) 1%+ My + 0l = o,

dg, -
‘ 4 d.;1 — En—i - ng.{}m

i

(8¢)

Voyons comment ces trois groupes d'équations vont nous permettre
de déterminer par récurrence toulcs nos inconnues :

1° Les équations (7 a) déterminent &, & une fonction inconnue prés
de x et de y; les équations (8 @) achévent ensuite la détermination
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de Go. Ces deux équations (8 @) sont compatibles, parce que
Xodr+ Y, dy

est pour 5 = o une différentielle exacte;
2 Pour achever la détermination de &, et 1n,, nous devons nous
servir des équations (4 @) et (5 @). Ces équations nous font connaitre

P
0 drq

drz  dy

puisque {, est enticrement déterminé. D'autre part, &, et v, sont defi-
nis & deux fonctions arbitraires preés de z et de y; c'est-a-dire que 'on a

ot ! " ! w7
=40+ 55 Me=T1,+ N,

g, et v, étant enti¢rement connus, pendant que £, ct n) ne dépendent
que de x et de y. Les équations (4 a) et (3 @) peuvent alors s'¢erire

d%, dy, . ]
(9a) T d,f =9, [7.+ mn, + n0 = o,

o et § étant deux fonctions connues de x et de y.
Ces équations ne sont pas toujours compatibles. Soit, en effet,

3= h(x,y)

I’équation de la paroi du vase. Les cosinus directeurs {, nz, 1 sont pro-
portionnels &

an
dz’ dy’
de sorte que la seconde équation (g a) peut s’écrire

;u (lh . ] d’l . 0
%0 Jor + %3; —

Soit alors F () une fonction de A qui s’annule pour A = o3 on aura

[ ddy[BE® | driE)
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Pintégration étant étendue & toute la surface du vase, puisque sur le
bord du vase F(4) s’annule.

(lela peut s'écrire, en tenant compte des équations (g a),
(10a) f dzdy[F(h)o + F'(h)h] = o.

Il faut donc que X,, Y,, Z, satisfassent a certaines conditions que je
n’écriral pas.

Supposons la condition (10 @) satisfaite; je dis qu’elle sera suffisante
pour que l'on puisse déterminer % et n;, de fagcon a satisfaire aux
équations (g @).

Nous pouvons, en effet, toujours trouver deux fonctions Z; et v, qui
satisfassent a la premiére des équations (g a)

dk;, dr,,
dz © dy

= 0.
]

Cela pecut se faire d’une infimté de maniéres; on peut, par exemple,
prendre

'q;_—zo, Euzf ?d.l,‘
0
On aura ensuite
» . dqf r . 44
Eozgo_a}" no:no_l——.;"
) étant une fonction auxiliaire.

La seconde équation (9 @) montre ensuite que { doit satisfaire a une
equation de la forme

: ay dh  dh dy .,
(9 abis) dy “dody =

" étant une fonction connue de x et de y. En vertu de (10a), on
aura

(10 a bis) f dx dy F' (h)b" =o.

Prenons alors un systeme particulier de coordonnées qui compren-
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dra la variable 4 et une variable s qui variera de o a 27 quand on fera
le tour de I'une des courbes fermées & = const. Soit J le jacobien ou
déterminant fonctionnel de x et de y par rapport a s et & /. Les équa-
tions (g @ bis) et (10 @ bis) deviendront

dy 1o
(galter) = =40,
(1o ater) f f F' ()0 dhds = o.

l.’équation (10 aler) ayant lieu, quel que soit '(/4 ), nous pourrons
écrire

2T
(1o a quater) [ J0"ds = o.
L’eéquation (9 @ ler) nous donne

b= f .» J0* ds + fonction arbitraire de A.
0

Mais, pour que cette fonction soit uniforme, il faut et il suffit que
i
[ I0ds=o.
0

Or cette condition est remplie en vertu de I’équation (10 a quater).

3° La fonction ¢ n’est encore déterminée qu’a une fonction arbi-
traire pres de & que j'appellerai f(h); si cette fonction f(h) était
connue, les équations (7 6) et (8 b) détermineraient {, complétement
et, et v, a des fonctions arbitraires prés de x et de y. Il est aisé de
vérifier que les équations (8 b) sont toujours compatibles.

4° 1l faudrait ensuite achever la détermination de &, et 7, 4 l'aide
de (4 0) et (5b); pour cela posons

z
-

—-3:' rll . _.: .n
=5+,  n=7n4+1,

5, et ), étant entiérement connues, tandis que £/ et v’ ne dépendent

que de z et de y.
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Nous arriverons a des équations de méme forme que (9 @) qui s'écri-
ront

| d) d » dht « dlt
(99) dr ,:=?7 -n;‘ﬁ;""'lu‘g;zol’

ou 9, et O, sont deux fonctions connues. Pour que ces équations solenl
compatibles, on devra avoir

(10b) | dzdy[F(h)z,+ F(h)0,]=o.
2 Ja dit que ¢, d:l —d(-?—‘, =, et 0, étaient des fonctions connues,

mats en supposant que la fonction f(h) soit connue elle-méme.
Je vais mainienant me servir de I'équation (10 b) pour achever la
détermination de f(4).
»

. . : z d5,
Nous connaissons complétement £ T dio. ;) en résulte que — cl

0 qs’ ds’
ot dt,
e sont aussi enticrement connus; au contraire, Tz 1 ‘est pas comple
tement déterminé, parce que % " ne lest pas.
Yoo dl df (k)
¢
%o st déterminé au terme prés — f/( /z) ‘= '{,() ctn,au terme

prés f' (/A )dh = d{;(:) Il en résulte que dd sera déterminé au terme

pres

S (k).

L valeur de ¢, pour 5 = o nous cst donnée par les ¢quations (80);
mais comme £, et 7, ne sont pas entierement déterminés, ces ¢qua-

tions nous montrent que -‘-f— et -(—1-3—’, sont déterminés i des termes pres
)
N 2{Q c_!_[(l_a), ‘r 2(Q df(h)
g dr g dy

et, par conséquent, &, a un terme pres en

2¢Lf(h),
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en supposant, ce qui est permis,

f F(h)do = o.

La valeur de C, pour 3 = / est alors déterminée & un terme pres en

/ O
s )+ = f(h)

ct I'équation (10 b) prend la forme

(lobbzs)§ /dZ({y[ F(R)Af(h)

( + I7( /z)(h Af i/ )] = cxpression connue,

(1.4

e
ou bien

5 f Jdhds (lz F'—F)(f Ah+ f*Dh)
(mblw)’ -y
4 ’

rr
>

] = expression connue,
ol j'al pos¢ pour abréger

o= (41 + (2

En intégrant par partie et remarquant que (/) s'annule pour 2 = o,
on trouve

- f dx dy F(h)Af(h) = f drdy F'(h) f'(h)Dh;

de sorte que 'équation (10 bler) devient

[ JI¥ dhds (h, f AL+ b f Dh+f 2/ ): cXpression connue.

aq
O

LLa fonction I’ étant connue, on peut tirer de la I'équation différen-
tielle qui définira la fonction f.

Journ. de Math. (3 série), tome II. — Fasc. IlI, 18qgf. 33
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Soit, en effet,

A= fmJths. B =fmJAh.ds, 2= /.des:

e

A. B, C sont des fonclions connues de A.
Notre ¢quation différentielle s’écrit alors

(11) Alf + (Bl + C)+ KCf=LE,

k. étant une quatrieme fonction connue de 4.

(Vest la une équation différentielle du denxiéme ordre qui ne déter-
mine la fonction £ qu'i deux constantes arbitraires prés.

Vovons comment on peat déterminer ces constantes.

Je supposcrat que la fonction / n'a qqu’un seul maximum cue jap-
pellerai &y, de telle facon que les courbes i = coust. soient des courbes

fermces s'envcloppanl. mutuellement. Cest d aillleurs ee (que | al déjin
supposé implicilemen L en prenant les varables 4 el s.

Cela posé, j'observe que J s"annale, ainst que DA, pour & = h,. 11
en résulte que Ay B, C et 14 sannulent également et il en est de méme

_-\ . B . . Y . ¢ Fo
de =, tandis que = reste fint et quil en est de méme, en général, de =-
C (..A ? ~ (‘

St j'écris 'équation (11) sous la forme

chf+f (hg+1)+Kf=¢

il -

je vais que le cocfficient de /7 s'annule deux fois: pour £ = o et pour
h=h,.

Il en résulte que pour b = o, par exemple, l'intégrale générale de
’équation (11) devient infinie, ou du motns que ses dérivées d’ordre
suffisamment ¢élevé deviennent infintes.

St donc on veul que f reste fim pour A = o, amsi que toutes ses
dérivées, il faudra assujetur les deux constantes d’intégration a une
certaine relation.

De méme si 'on veut que freste fini pour & = Ay, ainsi que toutes
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ses dérivées, il faudra assujettir les deux constantes d'intégration
unc seconde relation.

(s constantes devant ainsi satisfaire 4 deux relations seront entie-
rement déterminées.

La fonction f est donc déterminée complétement, ainsi que 5, ,,

d
:. ZE;’ ‘2:’ Y, et 0,.

6* Les fonctions 9, et 9, ainsi déterminées satisfont a la condition
(10b); on déterminera %; et v par les équations (g h); ce qui nous
fera connaitre %, el v,, non pas complétement, mais a des termes preés
en

y g dl dh
__/,(/,.);.,.5 Si(h) =

Si(h) étant une nouvelle fonction arbitraire de /4.

7° Nous formerons une équation (10¢) avee (4¢) et (5¢) de la
méme maniére que nous avons forme (10a) avec (fa) ct (3a) et
(10b) avec (4 0) et (3 b); traitant ensuite (10 ¢) comine nous venons
de traiter (1o b), nous déterminerons f,(h). La détermination de 3,,
7, et 2, sera ainsi achevée.

8° Par les équations (7 ¢) eL (8 ¢) nous déterminerons

v ‘1? d'q-w

‘—""

¥ dz” ds

9° La condition (10¢) étant remplie, les ¢équations (4¢) et (5¢)
sont compatibles. Elles nous donneront %, et v, & des termes prés en

dh
— £, (/a) et f, (/c)c—l},

f.() étant une nouvelle fonction arbitraire.

10° On déterminera fz(/z) comme on a déterminé f(h)et f,(h)
La détermination de %,, ., {, sera alors terminée.

£t amsi de suite.

Nous avons di supposer plus haut que non seulement X,, Y,, Z,,
mais X,, Y,, Z, doivent satisfaire & certaines relations. La généralité
se trouverall ainsi restreinte, et pour éviter cela nous poscrons non
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plus
\ = .\0+ 7\.\,,

mais
\=\,+ AN\, + r*\,, Y=Y,+2AY,+A%Y,

Nos ccquations doivent alors étre modifices.

Ay, 7,
ds dy
ct 1l faul modifier de méme les autres équations déduites de (7 b) par
svmeétrie,

Dans 'équation (5 0) on doit ajouter un second membre

Les ¢quations (8 ¢) doivent ¢galement étre nodilices pour 1 =1 el
Von dait les éerive

»
-

& = Zo — 2007, + \,,

r N r 7
o =y 2705 + Y,
T ody

Tout ce que nous avons dit subsiste d'atlleurs ct les fonctions \,, Y,
Z, pcuvent étre quelconques.

Nous avons ainsi le moyen de développer %, 4, £ suivant les puis-
sances de A mais le domaine de convergence est évidemment limité.

Cestici qu'on peut apphqquer les principes du n” 11.

Nous avons va que dans le cas ot il v a un nombre fim de degrés
de liberté, les quantités g, (qqui sont analogues a £, 1, {) sont des fone-
~tions rationnelles de &, dont les wfiuis sont les quantités == 2,

lci, le nombre des degrés de libeeté ¢tant illimitd, %, 7,  seront des
fonctions uniformes (et trés probablement méromorphes) de 2. En
multipliant le développement de % snivant les puissances de 2 par un
polynome tel que le suivant

(R = (R = R2). . (R — 1 (R = 1),

on dendra done beaucoup étendue du domame de convergence (1l
est méme probable (quon pourra 'étendre indéfiniment) ety dailleurs,
on augmentera la rapidité de la convergence.

De Ja Fintérét qui sattache a la détermination des 2,,. Nous avons



SUR L'EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 253
vu que cetle déterminalion pouvait reposer sur la considération du

A , [ L ] L} .
rapport —7—1— 1ci ce rapport s’¢erit, en faisant, par exemple, p =3,

— [ @i a3+t e [ <o
(12) Ui
/d-( i =g [ G

[

Jobserve que ce rapport est essenticllement positif. En cffet, st nous
supposons, comme 1l convient, \X,, Yo, Z,, X, Y., Z, véels, X, Y,

v ¥ '
L' IN“‘L‘“]('"[ llll‘lnllltlll‘ ‘Q. ll (n'l'l\(.'l'ﬂ (llll.' :‘l, {i), t), -9 {." \3‘ Sl.].‘)lll

l [} » ‘, 1Y A L ' L}
véels, landis que 3y, 7,, 2, scront purement imaginaires

Les fonctions %, 4, &, dépendent évidemment du choix de \, Y, Z;
k,
1

solb maximum. Le maximum ainsi obtenu, que jappellerai le premier

supposons done quon choisisse X, Y, Z, de facon que le rapport

. L4 . ' l
mactmum, est precisement 53
1

Sotl mamtenant

x = ZIJ\' —+- 7.24‘\2 .. 4 ap-\p)
)

2 By +2,B,+...+0a,B,

l=920,+a, (12—1—. o+ 2, G,
les 2 élant des coeflictents indcétermines, les A, B, C ¢tant des fone-
tions queleonques de e, y, 3.

Les foncuions A, B, C ¢tant dabord supposées données, choisissons
les coefficients a, de telle facon que le rapport (12) soil iminimum. Soil
R le mimmum ainsi obtenu. Ce minimum R dépend du choix des
fonctions A, B, (5 choisissons ces fonctions de telle facon que R soit
maxnnum. Le maximum ainst oblenu sera ee que jappellerai le
P macinum du rapport (12); 1l sera ¢gal a .;-2-

\p
Tout est done ramend¢ a 'détude des maxima successifs du va -

port (12).
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14. — Cas d’une profondeur trés petite.

Tout ce qui précede est susceptible d'importantes simphfications,
quand la profondcur du vase est infiniment petite.

Nous pouvons alors développer loules nos (uantités suivant les
putssances croissantes de s et negliger le carré de 5. Nous aurons alors

JNY
|
J¥e

! ; " ’ " Ve S Y
b

+ 337, =" +37, =7 e T ae,
X=X+3\, Y=Y-4+35Y, Z=F~L+:L",

r
’I
-

s &7y .. N, X0 .., etant des fonctions de « et de y
La llOlSleme équation (7 ter) devient alors

di' dy' P d\'  dY’
- )2 Ve 7Ll o
L (dy rf.l:) 2N = dy da’

Lies équalions (8) deviennent

(1:’ -7 - Y,
__ga‘l: — X'+ A2 — ?59)\7] y
dt’ ’ - O A=
~ 84 == Y 4 N+ 20QA7,
' dw = o.

D’autre part (}) nous donuc (en néglgeant les termes en 5 devant
ceux qui nc contiennent pas 3)

ilg_’ 1 d’l! A '/u:__.n
de Ty T2 T

el (1) devient, en néghgeant les termes en 32, 5 A, .

LR ]

o dh dh

————

> dx 7 (-l“_y

i

O+ hi
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‘n ¢liminant {” entre ces ¢quations, nous trouvons

L 7 L1 ! ’ 4 ’
BT (.‘.i__. __(_lr,_) o Q)\(d‘ { dn)___ dX dY ,

dy dux dx dy dy dua
d(h¥%) dhy') o,
o T T =

Je Lranscris ces équations en supprimant les accents devenus inutiles,

CIC . 2y -

() — 8- =N+ A5 — 200,

[ = g% < X ny 420 Q0

= 84y = L N 20QA

(2) /:ﬂdw:zo.
o dn & dn AN dY
(3) -4 (67; - c_l_;) 2 QA (d.r dy)_--c_l; T da
, dihz)y | dihn)y
(I) ";L*"T'—"(-i;_ = .

Dévclo])pons maintenant toules ces «'!\prossions stnvant les puissances
de A el sont

\=\,+ 7\+/‘\,, Y=Y,+AY,+A%Y.,

Nous arriverons a la serie d'équulions suivantes :

), » .J . .
Premier groupe.

(/\.0

— ‘90 I %
(ra) — 8 = o Cay = To
(2a) / o dw =0
{X, (Y,
(cl\(‘( la condition == ‘ — 20,
d} deo
‘ {5 M, X 7))
0 f "]n ) . f__! . ._..__I,
(0a) NQ((L‘, dy, cly dx

(//f EU ‘ dll'f.o 4

d.y' T C{.Y - =y




(1)

(20)

(30)

(40)

(2¢)
(3¢)
(4¢)

(1d)

(24)
(3d)

(4d)

H. POINCARE.

Deurieme groupe.

» 35 -

8 do Ny— 2107,

4

- n‘-i"""ﬁY +2tQEﬂ’

91 ..._.. -l) d\"‘ ) dE" daf‘“
- dy dy dy  dr
d E dll'fll Y
dv T Ay TS

”~
\JQ

-zﬂ(

ft dw =o,

Troisicme groupe.

dZs :
m‘ :Y2+9"'QE‘+‘QO}

fﬁl dew = o,

-n d".o . dEl d'il
)__ dy dx’
dht, 4 dliv, _.C

— p——

dr dy

Quatrieme groupe (n > 2).

r

\ gd:: — 2ian-|+ En-ﬂ?
(

d’
( s d:"‘ — ~lQEn-—|+71n-°7
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A ces équations il faut adjoindre les suivantes :

Soit I (/) une fonction quelconque de / s’annulant pour 2 = o, on
aura, comme dans le numéro précédent,

[do[F ) (G + ) +(F—hF)(F + )| =os

d’ou I'on tire les équations

(10a) [ de [‘.n'QCn F'+(F — AF')(‘%A —~ %)J

(100) fdw[ziﬁt,,l?’—l—(F-—hF')(ﬁf'ﬂ (3; +((Ii:; (f;;)]

(10¢) f(l@ [2 QLE +(IF— A F')(ds"“ d'r‘"")] = 0,

dy d.r

0,

]

0,

L’équation (10 @) est une condition a laquclle doivent satisfaire les
fonctions X, et Y,.

Les équations (100) et (10¢) doivent servir a déterminer &, 7,,
.

Sn—t1y M=

Voici comment se dirigeront les calculs :

Les équations (1 @) et (2 @) détermineront (,;

Les équations (3 a) et (4 @), qui sont compatibles si la condition
(10 @) est satisfaite, détermineront Z, et u, & des termes preés

df()(h) et dfO(h)
dy de ’

f, (I étant une fonction arbitraire de 4.
Les équations (1 b) et (2 0) détermineront {, au terme preés

+ 22 /o(h).

(4 d . . ‘
En méme temps C‘?}‘/’ d’; sera deéterminé au terme pres — L\f l,(lz);

de sorte que I'équation (10 &) prendra la forme

f dw [—- [‘fe F'fot+(hEF —I)A f‘.] == eXpression connue.

o

Journ. de Math. (5°* série), tome II. — Fasc. III, 18g6. 3_/]



258 H. POINCARE.

(Zest I’équation (100 bis) du numeéro precedent et nous avons vu
comment il faut la traiter pour déterminer f, (/).

La fonction f, (%) étant ainsi connue, la détermination de &,, 7, C,
se trouve achevée,

Et ainsi de suite.

Pour pouvoir appliquer les principes du n° 11, il nous faut vorr ce
que deviennent nos fonctions H,, I1,, H, au degré d’approximation
adopté. On trouve aisément

1, = hdw d3?+ d'r,-,

) L2

d’ r(/'r,
H,=0Q fhdm(r,dt "dz)’

I, = ;fig do.

l\'_'. . .
L.e rapport K, prend alors la forme

— [hdo (52 +12) + g [ du
Jhdo(5:+})— gf)_:;.; dw

En tenant compte des équations (re ) (rn=14) et (4d)(n = 3) cetlc
expression devient

— f/: dw(E§+'r.§)+gj Lr dw

4% : dz, dhis v, \*
j" d‘”l-(('_ """9"13) -+ (o —-— + ’l‘-’-n; ]""J’fdw( 1_3 (/‘VJ)

ct elle ne contient plus que trois fonctions arbitraires

bJ

r
Sy Y3y t..i'

Ces trois fonctions ne sont pas cependant entierement arbitraires;
car clles sont assujetties a la condition (2 d)(n =4) ct a la condition

(10¢)(n =4).

Ces conditions sont d’ailleurs les seules. Si elles sont remplies, on
pourra & 'aide de (3d) et (4d)(n =4) puis de (1d), (2d)(n=>5)

ct (roe)(n=2>5), déterminer &,, v, ¢;, ct ainsi de suite.
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Il reste & voir que ces fonctions &,, 1,, {; sont compatibles avec les
équations (1 a, b,c), (2a,b,c¢), (3a,b,c), (4a,b,c), (10a,b),
(1,d, n=3et 4), (2d, n=3ct}), (3 [;dn::: 3) (10 ¢, n=3).

Or cette compatibilité est évidente, (1d, n = §) donnera &, et m, et
entrainera comme conséquence (3d,n=3); (4d,n=3) nous
donnera {, et entrainera (10¢, n = 3) et (2d, n = 3).

Ensuite (1d, n = 3) donnera %, et 0, ct entrainera (3¢); (4¢)
donnera {, et entrainera (1r0¢, n =2) et (2¢).

On pourra choisir X, et Y, arbitrairement; (1¢) donnera &, et 1, et
entrainera (3 0); (4 b) donnera {, et entrainera (10 b) et (2 b).

Enfin (1)) donnera X, et Y, et entrainera (3 5); (4 @) donnera (,
et entrainera (10a) et (2a); (1a) donnera X, et Y,.

Voyons maintenant si nous ne pouvons pas nous affranchir de ces
deux conditions (2 d, n = 4), (10¢, n = 4).

Pour cela j'observe d’abord que si j'ajoute a &, une constante quel-
conque le dénominateur de (5) ne change pas.

Il en est encore de méme st j'ajoute respectivement & &, ¥, ¢, les

termes
dfih)y dfih) 20 f(h)
dy ) dr > -+ P ’

[ (%) étant une fonction quelconque de 4.

On est donc amené a chercher a deéterminer cette fonction f(/) de
telle fagon que le numérateur soit minimum.

Je puis encore eénoncer le probléme en d’autres termes : quelle est
la condition que doivent remplir les fonctions &,, ,,{, pour que le
numérateur augmente quand on change &,, n,, &, en

d (/) d [ Q
E:; .ZJ.’ Ty T dfcl)’ E. :)i—'f(/t)

et cela quelle que soit la fonction arbitraire f(4)?
Ecrivons donc que la variation de ce numérateur est nulle :

(06) ~ [h(E, ek, +, 31]3) do + g (%, 3(,dw =o.
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Cette condition doit étre remplie quelle que soit f(/) quand on fail

N
0

|

i

dfih) _dfl) 2(Q
-—-('5:-—) 87]3-— Az ' S‘C,‘-—

NN

3

e

d’ou
(6bis)y  [hf (,,,d ns%)dm+ziﬂfﬂhf{l@)=0.

Posons f= I, f’=F"; nous pourrons encore supposer que I
s’annule pour . = o, et nous aurons

f/z "(,3%{5 — 'q,flh)dw—l— QEQIC. F'dw=o.

Or, hF” est la dérivée de AL — I, et comme AF' — F s’annule
pour /s = o, I'intégration par parties nous donnera

fh[‘”( ik 1]33{;) lw_._-—-f(lcF’ F)( 5 dna)dw

On tire de la

(6 ter) f[(F_-/F')(;’- jx) = ziQC,F’]dm..-:o,

ce qui n’est autre chose que I'équation (10¢, » = 4).
Si, de méme, dans1'équation (6 bis) nous faisons

S=1,
[l dov=0o

1l vient

ce qui n'est autre chose que I'équation (2d, n =14).
Nous sommes ainsi conduits & I'énoncé suivant :
Considérons le rapport (5) ot §;, 1, {, sont trois fonctions tout 2
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fait arbitraires; ou mieux le rapport
f(lz ut+ he®+ gw)dw
dw 2 dw 2 dhie  dhio\*’
O e ’ e — 20 (1 g —
o oo o~ 5]

ol j’al posé

(5 bis)

JY¥e

v
=

s — LU, 7]3: e, s = P,

de telle facon que les trois fonctions arbitraires «, ¢, w solent réelles.
Posons maintenant

d f(h)

U =0, U + Qyly ...+ 2,U, T
11/

C=0,¢, + .8y +...+ Ly4p f ‘ {i’;l)a

32 f(h)

o

Dans ces expressions les a; sont des coefficients indeterminés, les «;,
les ¢;, lesw; des fonctions complétement arbitraires; f(/4) une fonction
arbitraire de /.

Regardant d’abord les u;, les ¢;, les w; comme déterminés, nous
choisissons les a; et f(/) de telle facon que le rapport (3 bis) soit aussi
peut que possible; soit R le minimum ainsi obtenu qui dépendra
des u;, des v; et des w;; chosissons les u;, ¢;, w; de facon que R soit
aussi grand que possible; le maximum ainsi obtenu, que j’appellerai

le p + 1™ maximum sera 7!;-

La définition du p + gieme maximum se trouve ainsi un peu modifiée
puisqu’au licu de p +1 coefficients arbitraires, ona p coefficients arbi-
traires «; et une fonction arbitraire f(/). Mais cette modification n’a
rien d’essentiel.

Ainsi la détermination des périodes des oscillations propres du
vase tournant est ramenée @ la recherche des maxima successifs
du rapport (3 bis).

De cette détermination dépend, comme je I'ai expliqué i la fin du
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numeéro précédent, la possibilité d'étendre le domaine de convergence
des séries procédant suivant les puissances de A et d’augmenter la
apidité de leur convergence.

Ainsi I'étude du mouvement des mers, en tenant compte de la rota-
uon du Globe, se trouve rattachée aux principes exposés dans la pre-
miere Partie de ce Travail, ou je négligeais cette rotation.

Dans un cas comme dans 'autre on est amené a envisager les maxima
successifs du rapport de deux intégrales.

C’est ce qu’on comprendra mieux d’ailleurs si je montre ce gue de-
vient le rapport (5 bis) quand on suppose la rotation nulle.

On a alors

Q = o, U=9¢=0

et le rapport se réduit a

| fﬂ"-'- dw
a [ [/dv\: fdaNT],
o —y
f "[(\?7-7) M (d.}') }dm
ce qul est precisément le rapport envisagé au n° 6.

[l resterait a tenir compte de la courbure; mais c’est ce qui pourrait
se faire d’apres les mémes principes.




