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Sur l'équilibre et les mouvements des mers
[DEUXIÈME PARTIE (')];

PAR M. H POINCARÉ

8. Mouvement relatif.

J'ai jusqu'ici négligé les effets de la rotation du Globe et de la force
centrifuge composée; pour en tenir compte, je rappelle d'abord les
principes fondamentaux de la dynamique des systèmes en mouvement
relatif et plus généralement des systèmes où interviennent des forces
gyrostatiques.

Soient y,, ~3, les /n-/r coordonnées
qui définissent la situation du système. En reprenant les notations
du n° les équations de Lagrange s'écriront

(')

Parmi les paramètres q, nous distinguerons

t° q" ~s, que j'appellerai les ou les paramètres à varia-
tion faible.

2° ~-o ~+2) ") ~~) que j'appellerai les qb ou les paramètres à
variation rapide.

Je supposerai que T et U sont indépendants des qb, T dépendant

(') Voir même Volume, Fasc. Y, p. 5y.

YoMr~. de 3fa<A. (5" série), tome Il. Fasc. III, t8<



seulement des y~; et que Q~==o. L'équation de Lagrange devant
alors

d'où

('.)

étant une constante
Soit maintenant

Des équations (2) on peut tirer les en fonctions des des c!
des constantes~; et si l'on substitue dans H les valeurs ainsi tron-
vées, H n'est plus fonction que des et des

Pour éviter toute confusion je désignerai par des d ordinaires les
dérivées prises par rapport aux et aux en regardant les comtn<~
des variables indépendantes et par des J ronds les dérivées prises par
rapportaux < et aux en regardant les y~ comme des fonctions des

et des
H vient alors

de sorte qu'avec les nouvelles variables les équations de Lagran~'e
deviennentt



Si les forces extérieures sont nulles, ces équations se réduisent à

dont la si~niûcation est bien connue. Elles veulent dire que l'action
hamiïtonienne

doit être minimum.
Les équations (3 bis) entraînent la suivante qui est Féquation de la

conservation de l'énergie

Dans le problème qui nous occupe, nous aurons un seul paramètre
à variation rapide qb c'est l'angle dont le globe solide terrestre a
tourné autour de son axe à partir d'une certaine position prise pour
origine; sa dérivée est sa vitesse angulaire de rotation. Nous

aurons une infinité de paramètres à variation faible qui définiront
la position relative des particules liquides par rapport au globe
solide.

T est un polynome homogène du deuxième degré par rapport aux

et aux U ne dépend pas de ces quantités; les sont des poly-

nomes homogènes du premier degré en et y~.
Les qb tirés des équations (2) sont des polynômes du premier degré

non homogènes par rapport aux < H est donc un polynome du
deuxième degré non homogène par rapport aux y~.

J'observe que H n'est déterminé qu'à une constante près, puisque
cette fonction n'intervient que par ses dérivées; je puis donc, sans
restreindrela généralité, supposerque H s'annule avec les ~et les
de sorte que son développement suivant les puissances de ces quan-
tités ne contiendra pas de termes de degré o.

Je pourrai même, sans changer les équations (3), ajouter à H un
terme de la forme Ay~, A étant un coefficient arbitraire; cela revient



en effet à ajouter à -r- la constante A; ce qui ne change pasdqa

Je puis donc encore, sans restreindre la généralité, supposer que,
dans le développementde H, les termes du premier degrépar rapport
aux q' et de degré o par rapport aux q disparaissent.

Enfin je supposerai que les valeurs

correspondent à une position d'équilibre stable; les équations (3 bis)
se réduisent alors à

Ainsi les dérivées premières de H doivent s'annuler pour == y~== o;
ce qui montre que le développement de H ne contient pas de termes
du premier degré et commence par des termes du deuxième degré.

Quant aux termes de degré supérieur au second, nous pouvons les
négliger parce que les y~ et les y~ sont très petits. En définitive nous
pouvons regarder H comme un polynome homogène du deuxième
degré par rapport aux et aux et nous écrirons

Hg sera du degré 2 par rapport aux et de degré o par rapport
aux~.

H, sera du degré i par rapport aux et de degré i par rapport
aux

Ho sera du degré o par rapport aux et de degré 2 par rapport
aux

L'énergie E sera alors évidemment égate à

Les équations (3) deviennent alors des équations linéaires à second



membre et à coefficients constants; et les équations (3 bis) sont les
mêmes équations sans second membre.

Pour intégrer ces équations sans second membre, posons

nous aurons n équations linéaires et homogènes par rapport aux n.
quantités oca

c~ en écrivant que leur déterminantest nul, on obtiendra.

une équation de degré 2/t en X, qu'il s'agit d'étudier.
Cette équation a été étudiée d'une manière approfondie par Tait

et Thomson dans leur T/'<M<e de PA~oM~Ate /ia<M7'c~<?. De tous les
résultats intéressants qu'ils ont obtenus au sujet de la réalité des ra-
cines, un seul nous est nécessaire.

Si les formes quadratiquesH~ et –H. sont définies positives (c est
le cas auquel nous aurons affaire) toutes les racines sont réelles.

9. Étude des équations sans second membre.

Ces résultats bien connus étant rappelés, cherchons à étendre à ce
problème ainsi généralisé les résultats du n° a.

Le principe de la moindre action de Hamilton nous apprend que
l'intégrale

doit être minimum; à la condition que les soient assujettis à avoir
des valeurs données pour t = to et pour ==

Si cette condition n'était pas remplie, nous aurions

Si le mouvement est assujetti à être périodique de période
(1

les expressions

reprendront les mêmes valeurs pour == et pour 1 = < et l'on aura



encore

Ainsi l'intégrale J est encore minimum si le mouvement est assu-
jetti à être périodique et si Fintégrale est étendue à une période
entière.

Cela posé, soit

une solution (imaginaire) des équations (3 bis) et

la solution imaginaire conjuguée.
Si nous faisons

Fintégrale J prise entre les limites <= o et t == devra être minimum

(ou tout au moins sa première variation devra s'annuler) quand on
y fera

Voyons quelle est la valeur de cette intégrale. L'expression de H,
quand on y substitue à la place des leurs valeurs (4), se composera
de trois termes i" un terme en c" qui sera homogène du deuxième
degré par rapport aux 2° un terme indépendant de t, qui sera
homogène du premier degré tant par rapport aux que par rapport
aux 3~ un terme en e'~ qui sera homogène du second degré par
rapport aux Soient H', H", H" ces trois termes

Les intégrales de H' et H'" sont nulles; de sorte que



La variation ~H de H" doit donc être nulle, quand y~ = o~
s.=~.a l'a

Mais, à cause de la forme bilinéairede H", cela peut encore s'énoncer

autrement
H" doit être nul quels que soient les quand on y fait =

quels que soient les quand on y fait = o~
Voyons quelle est la forme de H".
Nous avons posé

On voit que H~ contiendra X~ en facteur et que H, contiendra
H est donc un polynôme du deuxième degré en

Nous devons ensuite conserver les termes indépendants de t; nou~

aurons alors

M;t, M, et M. étant des formes bilinéaires en et 3~.

H" ne doit pas changer quand on permute et et qu'on change

en X~.

On a donc

D'après ce que nous venons de voir, on doit avoir, quels que soient



ou, ce qui revient au même,

Les deux relations (5) et (6) montrent que l'équation

Reprenons l'équation des forces vives

Cette équation doit être satisfaite en particulier quand on fait

Le premier membre de l'équation des forces vives contient alors
des termes en e' e~ e~ Le eoefBcient de cette dernière
exponentielle doit s'annuler à moins que

le coefficient de cette exponentielle est nul, ce qui entraine l'égalité

Nous pouvions le prévoir~ car !e produit A~~ des racines de (~)

doit êti-e égalModoit être égal à–Olt etl'e ega a M,



Considérons quelques cas particuliers si l'on fait. A=~, Fequa-
tion (3), Pcquadou (6) et l'cquatton (<)) se réduisent à

l'équation (a) ne sera plus vraie, mais les équations (5) et (6) subsis-

teront et s'écrirontt

L'équation (y) a alors une racine egate a mais sur t'autrc racine

nous ne savons rien.
Comme les x~ ne sont détermines qu'a un facteur constant pn's,

et que tes sont imaginaires conjuguées des o~, nous pourrons sup-
poser qu'on les a choisis de teUe façon que

Un cas particulier qui a été truite a fond par Lord Kelvin et celui
on les coefficients de li, sont très grands par rapport à ceux de Ho et
(le Il. H y a rencontré des résultats analogues a ceux que nous venons
de trouver dans le cas gênera! et il serait intéressant de les déduire
des résultats généraux.

Si H, est très grand, A ne pourra être que très grand ou très petit.
Supposons très grand; nous pourrons donc dans nos équations ne-
gtiger M, Les équations (5) et (G) s'écrivent alors

C'est l'équation de Lord Kelvin (Cf. Tait et Thomson, PA//o.9~
/Mre~ 3e édition, n~ 345~). On s'en rendra compte aisément.

/OMr/ de ~/a~/t. (5* série), tome Il. Fasc. 11!, t8<)').
00



Les deux auteurs anglais ont choisi des variables particulières de U'H<'

sort~quc

L~uation précédente s'écrit alors

10. Étude des équations A second membre.

H<cnons maintenant aux équations a second membre

HHes st~n~cnt que l'action doit être nnnnnuni; < 't'~t-n-dn~' (~n'

('<)

On pourra satisfaire aux équations en posant.

et i'equation(n) devra être satisfaite si, donnant au\ < <'t aux <~

ces vnteur~, on fait

ci cela quels que soient et
Nous ferons en particulier



<*t t équation (ï f) deviendra

Etudions les équations (12); on voit qu'on peut en tirer les et

que ces quantités seront linéaires et homogènes par rapport aux et
rationnelles par rapport à Considérons-les comme fonctions de A.

i~ Je vois d'abord que les o:~ s'annuleront pour À = x.
2" Les valeurs de X pour lesquelles les o:~ deviendront infinis seront

celles pour lesquelles on pourra satisfaire aux /< équations

sans que les o~ s'annulent.
t~n annulant le déterminant des équations (t3) on arrivera à une

équation de degré 2~ enX; les valeurs cherchées sont donc au nombre
de 2~.

Or on satisfait à ces équations en faisant

Les 2 M
infinis des fonctions aa sont donc

Li reste à chercher les résidus correspondants.
Posons donc

il s'agit de déterminer p et les



\ous avons pour cela les équations suivantes

ftu en faisant tendre vers 7~, et tenant cotnptc de la rotation (~)

~ta!s on a;, quels que soient ics y~

Ptu'ini les cquahons (t ~) nous d!st.in~ncrcms celle qui correspond il

c'est dcccHc-là qu'on dcdmra p.
Mais à cause de (to) cela peut s'écrire



ou en posant.

Développons x~ suivant les puissances croissantes de À sous la

forme

i~Yn~ndra

(.S)

Posons mamtctmnt

on trouve immédiatement

~\ous pourrons écrire les formules (<8) sous la forme

avec cette convention que le signe ne porte pas connue sur

termes, mais sur 2~ termes partagés en deux séries; pour la prc-
mière série w varie de a et l'on passe d'un Lcrmc de la première
série au terme correspondant de la seconde en changeant en A,
o(~ et A, en j~ et B~, réciproquement

Il Yient ntors



Onad'autrepart

On trouvera une autre relation de !a façon suivante; itvient

I~La somme conhent 4~" Lcrmcs, chacun des 2/~ Lcinics de 2~
(expressions !8~9)dc\anL <U'~comt)!nc avec ct~cun d'~ 2// tet'tncs
<)c~

Domine

considérons ta somme

Hu vertu de Féquation (g) tous les termes de cette sounnc (qui
sont au nombre de 4~) disparaîtront à rexceptiou de ceux (an
ttonhredca/~quisonttebquc

Il vtcnL Jonc, en tenant compLc de (to),



ou enfin (puisque les termes sont égaux deux à deux au signe près)

(20)

si -t- q est pair et

(20~.9) .r, ~-)-j~=,~

si + q est, nnpun'.
!expresston ) + dcpcnd donc que de + q et de !a

parité de y; cUc change de sl~nc sans changer de valeur absolue,
quand q augmente d'une umtc et que /? diminue d'une unité. On

donc la relation

que t'ou pom'r:titd~an!curs obtenir en ajoutant ('c)) et (t()~M).
Kn faisant dans cette relation y ==/~ on trouve

de sorte qu'on retrouve F équation (20~)
De (ïf)) et (ï<) &~) on déduit encore

foutcs ces rclations montrent que les fonctions J. ne sont pus
indépendantes les unes des autres; considérons Fcnsembte des fonc-
tions J telles que ~+y~2~, des fonctions J' telles que ~+~2~–

i

et des fonctions J" telles que p + <~2/~ 2; le nombre total de ces
fonctions qui sont distinctes en tenant compte des relations (A) est
de 2/~ + (~ + t)~. Le nombre des relations distinctes de la forme (ïf~
est ~(2~ ï); il reste donc seulement /r+ 3~ + 1

fonctions dis-
tinctes.



11. Cas de l'équilibre stable.

Je vais me restreindre maintenant au cas on PL cL Ho sont deux
formes quadratiques définies positives, de sorte que FequiHbrc reste
stable, ~c//ïc .9t~o~ ~M~p/'fw<? /<'s /'o/'cMcc/co~o.

C'est évidemment le cas de la nature, dans le problème qui nous

occupe.
Ators, d'après ce que nous avons vu plus haut, tous les X,~ sont

r<*els.

Mais ce n'csL pas tout; si y~ et sont imaginaires conju~U(''s. on a

Il vtcnt donc

ce qui montre que tous les nombres que nous avons appctes cL 1~,

et qui dans le cas ancrai peuvent être eg'aux a H- ou a ï, sont
dans le cas qui nous occupe Lou~ c~aux a + i.

Toutes les formules qui précèdent se trouvent ainsi notabtement
simplinces.

11-en resulLe une série d'inc~atites sur lesquettes il tnc reste a ap-
peler ratt-ention.

Supposons en particulier que soit reet; e'est.-n-dire que /~==~
puisque et sont imaginaires conjugues.

Les quantités <x~sont imaginaires conjuguées, de nK'niC(pte/
et que A, B~.
Il en résulte que e~ est. réel si est pair et purement imaginaire si p

est impair.
On a donc, si p est pair,

c~ au contraLrc, si /? est impair,



c'est-à-dire que

Il est clair d'ailleurs qu'on aura dans tous les cas

Cela posé, reprenonsF équation (20) qui s'écrit maintenant (puisque

Si nous faisons q = p, il vient

Comme A~ et B,~ sont imaginaires conjugués le second membre est
positif, d'où l'on tire

Ces inégalités sont (TaUteurs des conséquences immédiates des iné-
~aiités (21).

Je poserai pour abréger

Cette valeur de Kp nous montre alors d'autres propriétés du
nombre Kp qui font ressortir son analogie avec les intégraies Jtp envi-
sagées dans la première Partie.

On trouve en effet

VoM~. ~Afa~. (5' séhe), tf'mf IL Pasc. Ut, ~896. 3l



de sorte que te rapport–a
constamment en croissant; su limite

pour m~ni est en générât égale à ta plus grande des valeurs de n"

S!Fon a donc

!a lnnitc de ce rapport sera

A inoins que A, (et par conséquent U,) ne soient nuls, auquel cas

cette limite serait e~al à

A moins que non seulement A, et H,, mais encore A~ et J~ m' ~.ok'nt

nuls, auquel cas la limite serait

Et ainsi de suite.

Cela posé, reprenons l'équation

qui doit être satisfaite par le dcvetoppcmcnt

On en déduira

(22)

Les equattons (22) nous donneront tes quanUtcs

On pourra donc former



et par conséquent le rapport

Les quantités (23) sont des fonctions linéaires des 1t quantités
K~ et K, sont donc deux formes quadratiques définies positives par
rapport aux y.

Les A~ sont des fonctions linéaires des mais à coefficients imagi-
naires les B~ sont les formes imaginaires conjuguées des Aj~.

Les sont au nombre de comme les A~ct les B~; mais nous
avons supposé les F' réels tandis que les Ak et les B~ sont imaginaires.

Si donc nous donnons aux des valeurs réelles quelconques, nous
ne pouvons pas choisir ces valeurs de façon a donner aux A~ des
valeurs imaginaires arbitraires; il doit donc y avoir relations
linéaires entre les /t quantités A~ et les /< quantités Bx; ou, si l~o)t

aime mieux, entre les parties réelles et Imaginaires des Aj~ (ces rela-
tions expriment d'ailleurs que la somme des résidus des fonctions o~
qui sont n fonctions rationnelles de À; que cette somme, dis-je, est
nulle).

En revanche, les produits A~ BA, qui sont au nombre de sont récts

et positifs; on peut donc choisir les de façon qu'ils aient des valeurs
réelles et positives, arbitraires en ce sens qu'elles ne sont assujetties
à aucune égalité, mais devant ~a~a~'e certaines </ï~

Cela ne me suffit pas encore pour mon objet; mais nous pouvons
déjà en tirer certaines conséquences.

On aen effet

ce qui nous montre que le rapport ~cst toujours compris entre
1et.-?; nous avons donc déjà des inégalités auxquelles doivent satisfaire

~M

X, et Les mêmes considérations nous donneraient également des
inégalités auxquelles devraient satisfaire les autres

Au n° 5 nous avons montré que, pour le mouvement absolu, la dé-
termination des X~ se ramène à l'étude des variations du rapport de



deux formes quadratiques; ici l'étude d'un rapport analogue ne nous
donne plus les mais des limites supérieures ou inférieures de ces
quantités.

Mais on peut aller plus loin; n'assujettissons plus les a être réels,

mais posons

les et les
<y~

étant réels. Soient alors E~ et e~ ce que devient quand

on y remplace par p~, et par il viendra évidemment

et par conséquent

ce qui montre que est encore réel si k est pair et purement imagi-
naire si k est impair.

Je remarque que est encore une fonction rationnelle de A et que
cette fonction conserve sa propriété essentielle, a savoir qu'eHc ne
change pas quand on change à la fois i en et en X.

Ses infinis sont toujours ± X, si alors j'appelle X~B~K~' te résidu
relatila c~ –~M~w~' résidu relatif a il sera tacite de
voir:

t" Que A,n et B~ sont les mêmes pour tous les et ne depen(k'nt

pas de l'indice a;
2° Que A~, et Bm sont imaginairesconjugues.
0/<J'/<9.'

mais on a

En revanche, les formules (t8) et toutes celles qui s'en déduisent



restent vraies de sorte que l'on a encore

Les équations (22) doivent être remplacées par les suivantes

(22~)

On tirera de là les 3n quantités (a3) sous la forme de fonctions
linéaires des ?“ et des T~. Donc K., et K, seront des formes quadra-
tiques définies positives des p~, et des

Mais les p~ct les ~sont au nombre de 2/ on pourra donc tes
choisir de telle façon que les A~ puissent prendre des valeurs imagi-
naires arbitraires et que les A~B~=~A~J prennent des valeurs
réelles et positives co/e/~zc/~ ar~/Y~M.

Alors y~ sera le minimum du rapport–~ ctr?
cil sera le ma\i)uutn.

Choisissons ensuite tes pour que le rapport soit aussi petit que
))ossib!c, en supposant tes p~ et les donnés. Le rapport dépend

encore des ?~ et des et son maximum nouveau sera En somme

nous retrouvons tous les résultats du n" 5.
Avant. d'aller plus !oin, observons que les deux formes Hg et H,.

jouent un rote analogue; toute notre analyse subsisterait si nous chan-

gions tL en H., M:: en Mo et en



12. Problème du vase tournant.

Considérons un vase qui contient un liquide pesant, mais qui est
assez petit pour que la pesanteur puisse être regardée comme constante
<*n grandeur et en direction.

Ce vase est animé d'une vitesse de rotation uniforme Q autour d'un
axe parallèle à l'axe des j. La surface libre du liquide en équilibre
ii'est plus alors un plan horizontal, mais un paraboloïde de révolution.

Toutefois nous supposerons que Q est assez petit pour que l'on
puisse négliger iP qui entre en facteur dans la force centrifuge ordi-
naire, sans pouvoir négliger qui entre en facteur dans la force cen-
trifuge composée. A cette condition, nous pourrons regarder la surface
libre comme un plan horizontal.

Du reste si l'on avait à tenir compte de IP, il n'y aurait a faire subir

aux résultats que quelques modifications très simples.
Il s'agit d'étudier les petites oscillations du liquide dans ce vase.
Pour cela nous allons voir comment les principes du n° 8 peuvent

s'appliquer au mouvement relatif d'un système par rapport à des axes
mobiles.

Soit un système formé de points matériels

La masse du point M, sera w/; ses coordonnées par rapport aux axes
mobiles seront1.

dans l'état (TequUibrc, et

dans l'état de mouvement.
Si les axes mobiles sont animés d'une vitesse de rotation H autour

de l'axe des les projections de la vitesse absolue du point sur les



trois axes mobiles seront

et la force vive absolue du système sera

Le premier terme représente la force vive relative, le second et le
troisième représentent, au facteur près le moment de rotation dans
le mouvement relatif; le dernier terme, qui contient en facteur 1~, est
négligeable.

La vitesse angulaire H joue le rôle de et l'on a, en négligeant
dansT le terme en 1~,

(3)

(i'OU

D'âpres une remarque faite au n" 8, nous pouvons supprimer dans H
les termes du premier degré par rapport aux qui sont représentes
ici par le second terme de l'expression (2), de sorte qu'il reste



Pour passer au problème du liquide, où le nombre des molécules

est infini, il suffit de remplacer les sommes par des intégrales et il

vient

Les intégrations sont étendues à tous les éléments de volume <~7 du
liquide.

Quant à la valeur de Ho = U, nous l'avons obtenue au n" 6; nous

avons trouvé

Fintégration étant étendue à tous les éléments ~(o de la surface libre.
Les fonctions sont assujetties à deux conditions

(4)

On doit avoir l'équation de continuité

2" Sur la paroi du vase, on doit avoir

M étant les cosinus directeurs de la surface de la paroi.
On peut supposer, en outre, que les diverses molécules du fluide

sont soumises à des forces extérieures et que le travail virtuel de ces
forces pour des déplacements virtuels des molécules est re-
présenté par l'intégrale

qui correspond ainsi à la somme que nous appelions dans les numéros
précédents



H faut donc que l'on ait, en vertu du principe de Hamilton,

en supposant que o~ o~ sont nuls pour t = = et que
sont assujettis aux équations (~) et (5).

On peut écrire ceci sous une autre forme, en introduisant deux fonc-
tions arbitraires et 0,

(~)

La troisième intégrale est étendue à tous les éléments </û/ de la surface
de la paroi dont les cosinus directeurs sont l, m, /i.

Cette équation (6) est évidemment vraie, quelles que soient les
fonctions -j/ et 0 si et sont assujetties aux conditions (4) et (5),
c~ en vertu des principes du caicul des variations, elle sera encore
vraie, pour un choix convenable de et de 9, sans que soient
assujetties à aucune condition.

On arrive ainsi aux équations du mouvement qu'on aurait pu ob-
tenir directement et qui s'écriventt

à la surface libre.
.!e prends le signe devant dans la dernière de ces équations,

parce que je considère Faxe des positifs, comme dirigé vers le bas.

Ces équations, jointes à (~) et à (5), définiront les quatre fonc-
tions r"

JoM~t. de ~/a</t. (5* série), tome Il. Fasc. tïï, t8g6. 32



Supposons, en particulier, que ces quatre fonctions soient propor-
tionnelles à nos équations deviendront

à l'intérieur du vase;

à la surface libre.

13. Développement en série.

L'élimination de entre les équations (~ &~) nous conduit aux
équations suivantes

à Fintérieur du vase;

à la surface libre.
La troisième équation (8) est une conséquence immédiate de (/t)

et de (5).



Supposons maintenant que l'on ait

soit une différentielle exacte.
Développons Y}, suivant les puissances croissantes de de telle

sorte que l'on ait, par exemple,

Alors les équations (~ ~F') et (8) nous donnent, en égalant les coeffi-
cients des puissances semblables de X

Prc/M<er ~o~e.

(7~)

à l'intérieur du vase;

(4~)

a l'intérieur du vase;

(5~)



(7~)

et deux équations qu'on en déduit par symétrie

et deux équations qu'on en déduit par symétrie,

Voyons comment ces trois groupes d'équations vont nous permettre
de déterminer par récurrence toutes nos inconnues

ï" Les équations (70) déterminent à une fonction inconnue près
de x et de y; les équations ( 8 a) achèvent ensuite la détermination



de Ces deux équations (8 a) sont compatibles, parce que

est pour = o une différentielle exacte
2" Pour achever la détermination de et T~, nous devons nous

servir des équations (4a) et (5 a). Ces équations nous font connaître

puisque est entièrement déterminé. D'autre part, et v~ sont défi-
nis a deux fonctions arbitraires près de x et de y; c'est-à-dire que Fon a

et Yj. étant entièrement connus, pendant que et Y~ ne dépendent

f~c de x et de y. Les équations (4 a) et (5 a) peuvent alors s'écrire

o et 0 étant deux fonctions connues de x et de y.
Ces équations ne sont pas toujours compatibles. Soit, en effet,

l'équation de la paroi du vase. Les cosinus directeurs l, sont pro-
portionnels à

de sorte que la seconde équation (<)~) peut s'écrire

Soit alors F(h) une fonction de A qui s'annule pour A = o; on aurn



l'intégration étant étendue à toute la surface du vase, puisque sur le
bord du vase F (A) s'annule.

Cela peut s'écrire, en tenant compte des équations (9 o),

(ioa)

Il faut donc que X,, Y,, Z, satisfassent à certaines conditions que je
t
décrirai pas.

Supposons la condition(10 a) satisfaite je dis quelle sera suffisante

pour que l'on puisse déterminer et y~, de façon à satisfaire aux
équations (oa).

Nous pouvons, en effet, toujours trouver deux fonctions et v~ qui
satisfassent à la première des équations (oa)

Cela peut se faire d'une infinité de manières; on peut, par exemple,
prendre

On aura ensuite

étant une fonction auxiliaire.
La seconde équation (c) a) montre ensuite que doit satisfaire à une

équation de la forme

O* étant une fonction connue de x et de En vertu de (<oo), on
aura

(tO~~M)

Prenons alors un système particulier de coordonnées qui compren-



dra la variable h et une variable s qui variera de o à 2T: quand on fera
le tour de l'une des courbes fermées = const. Soit J le jacobien ou
déterminant fonctionnel de x et dey par rapport à et à A. Les équa-
tions (o bis) et ( 10 a bis) deviendront

(<)a<er)

(toa<cr)

Inéquation (toa<c/') ayant lieu, quel que soit F'(/~), nous pourrons
écrire

(tO<ZyM~)

L ~équation (() a ~r) nous donne

Mais, pour que cette fonction soit uniforme, il faut et il suffit que

Or cette condition est remplie en vertu de l'équation ( i o a quater).
3° La fonction n'est encore déterminée qu'à une fonction arbi-

traire près de A que j'appellerai /(/t); si cette fonction /(~) était
connue, les équations (~ b) et (8 b) détermineraient complètement
et~, et Yj, à des fonctions arbitraires près de x et de y. Il est aisé de
vérifier que les équations (8 b) sont toujours compatibles.

4° Il faudrait ensuite achever la détermination de et à l'aide
de(4~)et(5&);pour cela posons

et v)', étant entièrement connues, tandis que et 7~ ne dépendent
que de .rot dey.



Nous arriverons a des équations de même forme que (() a) qui s'écri-
ront

(9~

où et 6, sont deux fonctions connues. Pour que ces équations soient.
compatibles, on devra avoir

J'. dit quer,, 'de, drd
1

1

et 0, étaient des fonctions connues,J'ai dit que Y
o, et 0, étaient des fonctions connues,

mais en ~oNa/ï/ que /a~o/~c~o~ /~) soit co/Mc ~yz~
Je vais maintenant me servir de l'équation (to~) pour achever It

détermination de /'(A).
j\ous connaissons complètement ~0 -j?~ en résulte que cLd~ ch, dz

sont aussi entièrement connus; au contraire, n'est pas complè-

tement détermine, parce que j~ ne l'est pas.tcmcnt déterminé, parce que ne l'est lms.

~est détermine au terme près –~(~)– = etYjoau terme

près /'(~),– = H en résulte que sera déterminé au terme
près

La valeur de pour j = o nous est donnée par les équations (8~),
mais comme et r,o ne sont pas entièrement déterminés, ces équa-

tions nous montrent que et sont déterminés a des termes près

t*n

et, par conséquent, à un terme près en



en supposant, ce qui est permis,

La valeur de pour j == A est alors déterminée a un terme près en

cL t'cquaUon (to b) prend la forme

En mirant par partie et remarquantque F(/t) s'annule pour Il = o,
on trouve

de sorte que l'équation (to ~/<?/') devient

La fonction F' étant connue, on peut tirer de l'équation dKTéren-
tieUe qui définira la fonction y.

/OMr/t. de ~/<ï</t. (5* série), tome Il. Fasc. III, t89<).



Soit, en effet,

A. R, C son! des fonctions connues de h.
Notre équation diHerenHeUe s'écrit alors

K étant une quatrième fonction connue de
C'est, là une équation dinerentieUe du (deuxième ordre qui ne déter-

mine ta fonction /'qu'a deux constantes arbitraires près.
Voyons comment on peut déterminer ces constantes.
.!e supposerai que la fonction n'a qu~un seui maximum que ap-

peUeraiAo,de telle façouque les courbes A = coust. soientdes courbes
fermées s'enveloppant mutueUement. (~est daiHeursce<p~e j'ai déjà

suppose ImpMeitement en prenant tes variables /t et.
(~e)a pose, j'observe que .t s'annute, ainsi que DA, pour /t ==~c. H

en résulte que A, ( et H s annulent e~atement et il en est de même

l, n
fi "1 )' 1 .1

pdc t.undis que 13 rcat: fini ct llu'il cn (le rnl~rrm, cn ~cn~ral, dede tandis que .r reste uni et (pi'it en est de même, eu gênera!, de

Si j'écris requation ( 11 ) sous la forme

je vois que !e coefficient de s'annutc dcu\ fois pour A = o et pour
A == A~.

Il en rcsuttc que pour h = o, par c\ctnptc, t mLc~ralp ~enéra!c df
requahon ( 11) d'~ict~ tniHUC, ou du tnoms que s<*s dérivées d~ordrc
suntsaulmcnt ctcvc deviennent. mfttiK's.

Si donc on veut que f reste fini pour A = o, ainsi que toutes ses
dérivées, il faudra assujettir les deux constantes d~intc~ration à une
certaine rotation.

De même si l'on veut qucy reste uni pour li = A, ainsi que toutes



ses dérivées, il faudra assujettir les deux constantes intégraLion à

une seconde relation.
Ces constantes devant ainsi satisfaire à deux rotations seront entiè-

rement déterminées.
La fonction f est donc déterminée complètement, ainsi que y~

y
~t

1
<

1~~?'~
6" !~es fonctions o, et 0, ainsi déterminées satisfont a la condition

(~o~); on déterminera et~ par les équations (<)~); ce qui nous
fera connaître et ?),, non pas complètement, mais à des termes près

en

V,(~) eLant une nouveHc foncLion arbttraire de A.

Nous formerons une cquat!on (ïoc) avec ~4c) et (5c) de la
même mantere que nous avons forme (ioa) avec (~<x) et (oa) et.

(10~) avec (4~) et (~ tratLant ensuite (toc) conune nous venons
de Lra~t.er(to~\ nous det.C!!mnerons~(A). La détermmahonde~
T~,et sera ainsi achevée.

8" Par les équations (y c) et (8 c) nous dcLermincrons

<)" La condition (toc) étant remplie, les équations (~c) et (De)
sont compatibles. EHes nous donneront et Yj~ à des termes près en

/~(A) étant une nouvelle fonction arbitraire.
10~ On déterminera /2(~) comme on a déterminé y(~) et f,(h).

La détermination de Y}~ sera alors terminée.
Et ainsi de suite.
Nous avons dû supposer plus haut que non seulement X, Y,

mais X,, Y,, Z, doivent satisfaire à certaines rotations. La {~énéraMte

se trouverait ainsi restreinte, et pour éviter cela nous poserons non



plus
\==\.+A\~

1

Nos équations doivent alors être modi~ecs.

Dans F équation (~) ott doit. n jouter un second nicmhrc
(. y

et il faut modifier de mono !cs autres équations dedmtes de (~ ~) par
symétrie.

Les équations (8c) doivenL e~atenienL être modit!ces pour = i et
l~n~n~tcsccm'c

Tout ce que nous avons (Ht subsiste d'aiitcurs et les fonctions
Z~ peuvent être quetconques.

~ous avons ainsi ic moyen de développer yj, suivant !es puis-

sances de )~; mais !c domaine d<' eottvet'~ence est evidcnunent ntnite.
C'est ici qu'on peut appliquer tes principes du n" i i.
'\ous avons vu que dans te cas ou il y a un nombre uni de degrés

de Hberte, tes quantités (qui sont anato~ucs a v~ ~) sont des fonc-
tions rationnettes de )~ dont les iunnis sont tes (piantites ± )~.

teinte nombre des degrés de tit~erte étant ittimite, Y,, seront des
fonctions uniformes (et très probablement meromorpbes) de A. Kn

multiptiant te développement d<' suivant tes puissances de A par un
polynôme tel que le suivant

on étendra donc beaucoup i étendue du domaine de convergence ( il

est même prohabte (pt'on pourra t étendre indentHtncnL)ct~d'ainon's,

on an~tucntera ta rapidité de !a convergence.
De là t'inLeret (nti s'attache à !a détermination des A, \ous a~ons



vu que cette détermination pouvait reposer sur la considération du

rappel ici ce rapport siéent, en fatsattt, par exempte, = 3,

(.2)

J'oLscrYe que ce rapport est essentieUcment positif. i~n ell'et, si nous
supposons, comn~ H convtcnt, \n, Y~, X~, Y~, Z~ )'ccts, Y,,
Z, purL'mcnL !ttiagina!rt's; an'ivcra qttc ~a, seront

r~
(itie

1_~ .vrt'cts, hnKUs (ptt? Y, seront purement, nnagmam's
L<'s tonct!ons 7~, dépendent cvidemtncnt du choi\ de Y, Z;

supposons donc (pi'on choisisse Y,Z,dc tu~on (;ue te rapport-"s

sot ina~innnn. Le maximum ainsi obtenu, (juc j appeik'rai!e/7/r/ est précisément

~ot) tnamteuant

tesx étant des coefucients iudeLennines~ tes A, B, (~eh)ut des fonc-
tions (}uctconqucs de

Les foxcUons A, n, C cLnnL d'abord suppusccs donxccs, ch<nstss()Hs
!t.'scocnK'tCttLs de tcttc façon ~uc ic rapporL(m) sot nmmHum. Sot!
Il !<' niumnmn ainsi obtenu. Ce tmninjum dépend du (hoi~ <!es

f<meL)o!)s A, H, C; choisissons ces foncions de LcUc façon <pt<' !ï soit
tna\itnuin. Le tna\!inutn ainsi obLcmi sera ce que j~ajtpeHcra! te

~xujt rapport (t2); it sera égal a
~f

Tout est. donc ramené a t'ctude des maxima successifs du rap-
port. (12).



14. Cas d'une profondeur très petite.

Tout ce qui précède est susceptible d'importantes simpHuc'ations,
quand la profondeurdu vase est inunimcnt petite.

Nous pouvons alors dévetoppcr toutes nos quant,! Les suivant h's
puissances croissantes de j eL ne~U~er earre de j. Nous aurons alors

'l'l 'r'" 1 X" d t 1 1X'\ étant, des fonctions de ut de

La troisiètnc e(~uatton (y ~y') devient alors

Les équations (8) deviennent

D'autre part (~) nous donne (en ncgn~cant. termes en j (icvanL

ceux qu! ne contiennent pas =)

et ( :i) devient, en négligeant tes termes en



!~n cUmhmnt cnLrc ces cquaLions, nous trotivons

Je transcris ces équations en supprimant les accents devenus inutiles,

Développons mamt~nant. LuuU's ~cs c\pt'csst0)ts smvant. les puissances
de A et soit

\o)is arriverons a ta ~rie (i'<'<~u:)Uo)ts suivantes
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A ces équations il faut adjoindre les suivantes
Soit F(A) une fonction quelconque de s'annulant pour li = o, on

aura, comme dans le numéro précédent,

(IOC)

L'équation (ioa) est une condition à laquelle doivent satisfaire les
fonctions X, et Y,.

Les équations (ïo~) et (ïoc) doivent servir à déterminera, y~

Y1~–< ) ~7t-
<

Voici comment se dirigeront les calculs
Les équations (i a) et (2 a) détermineront
Les équations (3 a) et (4 a), qui sont compatibles si la condition

(10 a) est satisfaite, détermineront ~o et 7j(, à des termes près

/o(A) étant une fonction arbitraire de
Les équations (t b) et (2 b) détermineront au terme près

En même
temps–"

sera détermine au terme près A/~(//);

de sorte que l'équation (10 ~) prendra la forme

Journ. de .Va</t. (5' série), tome Il. Fasc. III, iSgR.



C~est l'équation (io6&M) du numéro précédent et nous avons vu
comment il faut la traiter pour déterminer /o(~)'

La fonction (/<) étant ainsi connue, la détermination de Y)~,

se trouve achevée.
Et ainsi de suite.
Pour pouvoir appliquer les principes du n° ii, il nous faut voir ce

que deviennent nos fonctions H~, H,, Hn au degré d~approximatton
adopté. On trouve aisément

Le rapport prend alors la forme

En tenant compte des équations (r~)(/<==~) et (4~)(/~ = ~) cett(
expression devient

et elle ne contient plus que trois fonctions arbitraires

Ces trois fonctions ne sont pas cependant entièrement arbitraires;

car elles sont assujetties à la condition (2 cf)(/~ = ~) et a la condition
(joc)(/<==4).

Ces conditions sont d'ailleurs les seules. Si elles sont remplies, on

pourra à l'aide de (3 d) et (~ ~)(/~ == 4) puis de (i~), (~ f/)(~ = S)

et (ro<')(/z= 5), déterminer E,, Yj~ et ainsi de suite.



Il reste à voir que ces fonctions 7)g, sont compatibles avec les

équations (i a, b, c), (2 a, b, c), (3 a, b, c), (4 a, b, c), (to a, b),
(i, =3 et 4), (~ n = 3 et 4), (3, 4 d n = 3)(io, c, ~=3).

Or cette compatibilitéest évidente, (î d, n 4) donnera et v): et
entraînera comme conséquence (3~=3); (4<=3) nous
donnera et entraînera (i o c, /~= 3) et (2~, n = 3).

Ensuite (~, /~==3) donnera et vj, et entraînera (3 c); (4c)
donnera et entraînera (to c, n == a) et (2 c).

On pourra choisir X~ et Yg arbitrairement; (i c) donnera et Yj. et
entraînera (3 &); (4 b) donnera et entraînera (io b) et (2 b).

Enfin (i b) donnera X, et Y, et entraînera (3 ~); (4 a) donnera

et entrainera (ioa) et (aa); (i a) donnera X,, et Y..
Voyons maintenant si nous ne pouvons pas nous affranchir de ces

deux conditions (2 e~, = 4), (ioc, /< = 4).
Pour cela j'observe d'abord que si j'ajoute à une constante quel-

conque le dénominateur de (5) ne change pas.
Il en est encore de même si j'ajoute respectivement à les

termes

/*(~) étant une fonction quelconque de
On est donc amené à chercher à déterminer cette fonction ~(A) de

telle façon que le numérateur soit minimum.
.le puis encore énoncer le problème en d'autres termes quelle est

la condition que doivent remplir les fonctions pour que le
numérateur augmente quand on change T~, en

et cela quelle que soit la fonction arbitraire /(~) ?
Écrivons donc que la variation de ce numérateur est nulle

((3)



Cette condition doit être remplie quelle que soit /(~) quand on fait

Posons ~*== F', /'=F~; nous pourrons encore supposer que F
s'annule pour == o, et nous aurons

Or, ItF" est la dérivée de AF'–F, et comme AF'–F s'annule
pour = o, l'intégration par parties nous donnera

ce qui n'est autre chose que l'équation (ioc, = 4):
Si, de même, dans l'équation (6 bis) nous faisons

ce qui n'est autre chose que Inéquation (2~, = ~).
~\ous sommes ainsi conduits à l'énoncé suivant
Considérons le rapport (5) où ~3, ?): sont trois fonctions tout à



fait arbitraires; ou mieux le rapport

de telle façon que les trois fonctions arbitraires u, v, w soient réelles
Posons maintenant

Dans ces expressions les absent des coefficients indéterminés, les
les t~, ies~ des fonctions complètement arbitraires; /(~) une fonction
arbitraire de /t.

Regardant d'abord les M,, les les comme déterminés, nous
choisissons les o~ et /(~) de telle façon que le rapport (5 bis) soit aussi
petit que possible; soit R le minimum ainsi obtenu qui dépendra
des M,, des et des choisissons les M/, de façon que R soit
aussi grand que possible; le maximum ainsi obtenu, que j'appellerai

le p + ï"~ /M<M?~MM sera
La définition du p -h t" maximum se trouve ainsi un peu modifiée

puisqu'au lieu de p +1 coefficientsarbitraires, on a p coefficientsarbi-
traires

K~ et une fonction arbitraire y(A). Mais cette modification n'a
rien d'essentiel.

Ainsi la 6~c/M!/Kï<M/~ des périodes des oscillations ~rojo/'<?~ du
vase tournant est /'a/M~cc rcc~crcAe des ~<M~/M<ï ~MCccM~s
du rapport (5 bis).

De cette déterminationdépend, comme je l'ai expliqué a la fin du



numéro précédent, la possibilité d'étendre le domaine de convergence
des séries procédant suivant les puissances de et d'augmenter la
rapidité de leur convergence.

Ainsi l'étude du mouvement des mers, en tenant compte de la rota-
tion du Globe, se trouve rattachée aux principes exposés dans la pre-
mière Partie de ce Travail, où je négligeais cette rotation.

Dans un cas comme dans l'autre on est amené à envisager les maxima
successifs du rapport de deux Intégrales.

C'est ce qu'on comprendra mieux d'ailleurs si je montre ce que de-
vient le rapport (5 bis) quand on suppose la rotation nulle.

On a alors

et le rapport se réduit a

ce qui est précisément le rapport envisagé au n~ 6.
H resterait à temr compte de la courbure; mais c'est ce qui pourrait

se faire d'après les mêmes principes.


