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SUR LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE:
Par M. H. POINCARE.

Je me propose d’étudier les propriétés du développement de la
partie principale de la fonction perturbatrice dans le cas ou les
excentricités sont nulles et les inclinaisons notables.

Soient @ et @' les rayons des deux orbiles, qui d’aprés notre
hypothése sont toutes deux circulaires; soient / et /' les longi-
tudes des deux astres; soit enfin J 'inclinaison mutuelle des plans
des deux orbites.

Nous compterons les longitudes / et // & partir de la ligne des
nceuds. Dans ces conditions le carré de la distance des deux astres
a pour expression

a2+ a?— 2aa’'(cosl cosl + sinlsinl'cosl).

Si nous posons
x:e['/jl—, oy = B[,V:
d’ou
xr —+ z-1 y+yt
“_————’

— 3 cosl' =
2 2

cosl =

Sinl =

— n—1 — 1
r—z sinld = L=V,

P —— | ——
2y =1 2/ —1
Cette expression deviendra
a‘.’_l_a"Z__.a_a_,[(T_Fx—l (f+ —1 J( —1 —1)
5 Lz Wy +y1)—cosd(z—a1)(y — y—1}],
cette expression que jappellerai désormais F(x, y) est un poly-
. I 1
nome entier en x, —> y, —-
z J
Al . r . I l
Considérons un polynome entier en z, —, y, — dont tous les
. z e
termes sont évidemment de la forme
.z'dy[),

ol « et b sont des entiers positifs ou négatifs.

Bulletin astronomique. T. XIV. (Décembre 18g7.)
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Je conviendrai de dire que ce polynome est de degré m si, dans
tous ses termes, chacun des exposants a et b est au plus égal a m
en valeur absolue.

C’est dans ce scns qu’il faudra entendre désormais, sauf avis
contraire, le mot polynome de degré m.

A ce compte, F(z, 5) est un polynome de degré 1.

1l est clair d’abord que si P est un polynome de degré m, il en

sera de méme de
dP dpP

xr — —_—
dz’ ¥ dy
On voit aisément ensuite qu’un polynome de degré m contient
(2m ~+1)? coefficients arbitraires; donc tous les polynomes de
degoré m peuvent s’exprimer linéairement & l'aide de (2m —+ 1)2
3 P |
d’entre eux.
Mais on doit remarquer que F(x, j°) présente une double
symétrie :
1° Il ne change pas quand on permute x et ).
I I
2¢ Il ne change pas quand on change x en — et y en —-
z N

Un polynome de degré m qui présente cette double symétrie ne
poly 8 y
contient plus que (m + 1)* coelfictents arbitraires.

En effet, 4 m?2 de ses coefficients sont égaux 4 & 4; 4m sont égaux
2 4 23 le terme tout connu seul ne doit étre égal a aucun autre
coefficient.

Il y a donc

4m?2 4m

4+ — +1=(m+1)2
4 2

coefficients distincts.

Un polynome de degré 1, contient donc g coefficients arbi-
traires; et 4 seulement d’entre eux sont distincts si le polynome
présente la double symétrie de F.

Mais F ne dépend que de trois éléments @, @’ etJ;ily a donc
entre les 4 coefficients de F une relation qui ne jouera d’ailleurs
aucun role dans l'analyse qui va suivre.

Il s’agit de développer la partie principale de la fonction per-
turbatrice qui est égale & ‘—/11:1 suivant les cosinus et les sinus des

multiples des deux longitudes / et I ou, ce qui revient au méme,
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-~
“r
—

suivant les puissances de
— .
elV-1 el'V—1,

D’aprés la formule de Fourier, le coefficient de

eV—1al+B0)

ol a el § sont des entiers positils on négatifs, sera représenté par

! ‘fe*\/:i(ala—ﬁl’) dl dl’.
= VF

L’intégration, tant par rapport & / que par rapport & I doit
s'effectuer entre les limites o et 2.

Pintégrale double

Exprimée a 'aide des variables

r = elV—1 J/:el'v—l’

b

cette égalité devient

i dz dy
I : —_— z—%y—P -,
() 4“24]./‘ r ay VF

et elle doit étre prise le long d’un chemin imaginaire, les va-

riables z et décrivant chacune dans leur plan le cercle de
Y P

rayon 1, de facon que
lzl =1, lyl=1

Nous sommes ainsi conduits a étudier I'intégrale double (1) ou
plus généralement I'intégrale double

Ala, 8, S)_ff dx dy Fs
oH—lyf:H»t
prise le long des deux cercles |z| =1, |y|=1.

Les nombres a et 3 sont des entiers positifs ou négatifs et s est
la moitié d’un entier impair négatif.

Les intégrales A(a, 3, s) sont des fonctions transcendantes des
coefficients du polynome F et par conséquent des deux grands
axes a et @' et de 'inclinaison J.

Mais, comme nous allons le voir, toutes ces transcendantes ne
sont pas distinctes et il y a entre elles des relations de récurrence
que nous allons étudier.

Je commence par observer qu’a cause de la symétrie du poly-
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nome I', on a
(2) Al B s)=AB 4, 8)=A(—a, —B,s)=A(—8, —a, )

Considérons maintenant une intégrale de la forme

f nps 24
zy

ou H est un polynome de degré m, au sens donné plus haut a

ce mot.
Les divers termes de H sont de la forme

Cz2yB,
ot les exposants o et 3 sont au plus égaux a m en valeur absolue.

L’intégrale elle-méme est donc une combinaison linéaire des
transcendantes A(a, B3, s) ou

fa| € m, |B[Sm.
Si I'on démontre qu'une pareille intégrale est nulle, on aura

une relation linéaire entre ces transcendantes.
Voici comment on peut obtenir de semblables relations.

. 1 I .
Soit I’ un polynome quelconque en x — et —; envisageons
poly q q AN 8

d PFs+1
/f7é< ¥ )dﬁd]’

je dis que cette intégrale est nulle. Si en effet nous intégrons

Pintégrale

d’abord par rapport & z, 'intégrale indéfinie est
PEs+1
Y

et comme cetle expression reprend la méme valeur quand la
variable z a décrit le cercle |z =1 tout entier, I'intégrale définie
est nulle.

Pour la méme raison, I'intégrale

d QFS—I—I\
S5 (55 )

ol Q est un polynome quelconque, est nulle également. Si donc

on a

H Fs—_d_ /PEs+! . d (QFS+1\
w" w5 ) e\ )
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ou, ce qui revient au méme,

_ dP \p dF dQ no 9E7.
(3) H—x[an—?—i—(s—l—-l)P -CZZ_—:I—‘-]’[F ?l; +(5+[)Q d)f]’

on aura

(4) ff%Fsdxdy=o.

Parmi les relations de la forme (4), nous distinguerons celles
qui sont symétriques; nous appellerons ainsi celles ou le poly-
nome H présentera la méme double symétrie que le polynome F.

Les relations non symétriques ne nous apprendront rien de
plus que les relations symétriques. De toute relation non symé-
trique, il est en effet aisé de déduire une relation symétrique.

La relation
/‘fm FS dz! Cl.}, —0
. zy

enlraine en effet la suivante

dr dy \ (L L] =
ff - rs[H<x,,v>+H(%xHH(E’;)*‘“(?’E)J“’

qui est symétrique.

Les deux équations, si I'on tient compte des égalités (2), con-
duisent d’ailleurs aux mémes relations linéaires entre les trans-
cendantes A (a, {3, s).

Il suffira donc d’étudier les relations symétriques.

Nous devons donc rechercher quels sont les polynomes H qui
peuvent se mettre sous la forme (3).

Parmi les expressions de la forme (3 ), nous distinguerons encore
celles que nous appellerons symétriques.

Nous dirons qu’une expression (3) est symétrique st I'on a

(5) P(a,7)=—P(5 1)
et
(6) Q, )= P(, )

De cette définition il résulte que, si un polynome H est égal a
une expression (3) symétrique, ce polynome sera Ini-méme symé-
trique.
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Si les polynomes P et Q sont de degré p, il en sera de méme de

dpP d
L
dx

el lexpression (3) sera au plus de degré p -+ 1; je dis au plus
parce qu’il pourrait y avoir des réductions.

Cela posé, nous avons vu qu’il y a (m +1)* polynomes H
symétriques de degré m, linéairement indépendants.

D’autre part, nous devons nous demander combien il y a
d’expressions (3) symétriques el linéairement indépendantes qui
sont égales & un polynome de degré m au plus.

Pour que 'expression (3) soit égale & un polynome d’ordre m
au plus, 1l suffit que P et Q soient d’ordre m — 1 au plus.

D’autres expressions (3) ot les polynomes P et Q seraient de
degré supérieur a m — 1, pourraient par suite de réduction, éire
égales a un polynome d’ordre m ou d’ordre inférieur. Mais nous les
laisserons de c6lé; on peut d’ailleurs démontrer que ces expres-
sions ne nous conduiraient a aucune relation nouvelle.

Nous devons donc nous demander combien il y a d’expres-
sions (3) symétriques et linéairement indépendantes o les degrés
de P et de Q ne dépassent pas m — 1.

Combien y a-t-il de polynomes P d’ordre m — 1 satisfaisant a la
condition (5) et linéairement indépendants?

Un polynome de degré m — 1 contient

(2m—)?

coefficients; mais en vertu de la relation (5) un de ces coefficients
est.nul, celui du terme tout connu et les aulres sont égaux deux a
deux; le polynome contient donc

(2m —1)2—7

5 =a2m(m—1)

coefficients arbitraires.

'y a donc 2m(m —1) polynomes P indépendants de degré
(m — 1) satisfaisant a la relation (3).

A chacun de ces polynomes, correspondra un polynome Q défini
par I'équation (6) et par conséquent une expression (3).

II'y a done 2m(m —1) expressions (3) symétriques et ot les
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polynomes P et Q sont de degré m — 1 et linéairement indépen-
dants.
Si toutes ces expressions étalent distinctes, il y aurait seule-

ment
(m—+1)2—am(m—i)

polynomes H linéairement indépendants et non susceptibles d’étre
mis sous la forme (3).

Nous sommes donc conduits & nous poser la question suivante :
ces 2m(m — 1) expressions sont-elles distinctes? Pour qu’elles le
soient, il faudrait qu’on ne pit trouver aucune identité de la forme

dpP ) dF '1dQ L dF|
x[FZZE—l—(s—fl)P?l;]+y[Fa)7—.—(sn~l)Q@]_o

ou, ce quirevient au méme, aucune identité de la forme

(7 d /PFs+1 d QFs+1 -
@ a5 ) ()

S’il y a p identités de cette forme linéairement indépen-
dantes, il y aura au plus

(m+1)2—am(m—i1)+p

polynomes H linéairement indépendants et non susceptibles
d’étre mis sous la forme (3).

Cherchons donc les relations de la forme (7).
Cette relation signifie que

Fs+1 glf — PFs+! fL}’
Q
z N

est une différentielle exacte; je 'appellerai
d(SFs+2)

et, je me propose de démontrer que S est un polynome d’ordre
m— 2.

‘Regardons, en effet, un instant » comme une constante; nous
aurons alors
SEs+2 ::fQFH-l EI.Z:.
x

L’intégrale du second membre est une intégrale elliptique.
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Pour introduire les fonctions elliptiques, posons

& — h2*F )

ggf[cosJ(J’-Jf*)-—(J’%*J**)]

e

Alors @ est un polynome du troisiéme degré en z et le coeffi-
cient de 23 est égal a 4.

Adoptant les notations de Weierstrass (qu'Halphen a aussi
employées dans son Quvrage), je poserai

D= fx(x—e+e)(x—ez3+e1),
€+ €3+ e3 =0, p(w;)=ey
r=p(u)—ey, ‘/azp'(u).

Il est clair que ey, e, et e; sont fonctions de y; il vient alors

o s+1
SFEs+2 =j Qll': Vo du.
La fonction sous le signef
QF5+J ‘/:5
x

est une fonction doublement périodique de . Cette fonction est
paire, elle admet quatre pdles, & savoir

o comme infini d’ordre 2m + 25 +1,
w, comme infini d’ordre 2m + 2541,
®> comme infini d’ordre — 3 — 25,

w; comme infini d’ordre — 3 — 2s.

Observons que, 25 élant impair, tous ces nombres sont pairs.
. . 3 .
D’ailleurs, si s est plus grand que — 3’ les deux derniers

nombres sont négatifs, de sorte que w, et w,, au lien d’étre des
infinis, sont des zéros. .

Décomposons cette fonction doublement périodique en élé-
ments simples; la décomposition. sera de la forme

A+ Bol(uw)+ EB; ¢ (#— w;)+ =CIL.

Les coefficients A; B et G sont des constantes par rapport a x
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et ne dépendent que de y; je désigne par H une dérivée d’ordre
quelconque de I'une des fonctions

L(u), L(u—wr), L(u—w), L(u—w;)

Remarquons que, la fonction étant paire, Hne pourra étre qu’une
dérivée d’ordre impair; ¢’est pour la méme raison que le dévelop-
pement ne contient pas de terme dépendant des fonctions { elles-
mémes, mais seulement des termes provenant de leurs dérivées.

En intégrant nous trouverons

SFs+2 = Au + Bol(u) -+ EB;{(% — w;) 4+ SCH'+ D,

ou H' est une dérivée d’ordre pair des fonctions { et ot D est une
fonction de y seulement.

Quand « augmente de 2w, cette expression augmente de

‘»!Jl = 2A(1)1—|—27“2B,

EB=B0+B1+B2+B3.

De méme, quand u augmente de 2w,, cette expression

augmente de
qJ2= 2Aw2+ 27‘2.2]3.

Il est clair que A, B, w,, 1, ws, 72 sont des fonctions de y,
mais je dis que ¢, et 4, ne peuvent dépendre de y.

En effet, quand « augmente de 2w, ou de 2 w,, SFs+2 augmente
de §, oude J, et

d STs+2
dy
d, dbsy g -
augmente de i de 3 Mais
d SFs+2 PFs+1
dr

et est par conséquent une fonction périodique de «; on a done

dy, _ di,

dy — Zl_f =%

ce qui montre que ¢, et <[J_ sont des constantes.

Or il y a deux valeurs remarquables de y, a savoir

— J
}/‘:i —Ilang-z»
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pour lesquelles le polynome ® est divisible par 22, pour lesquelles
par conséquent on a
€] = €,.

Si nous faisons décrire a la variable y un contour fermé autour
de cette valeur remarquable, e, décrit un contour fermé autour
de e,.

Donc vy, ws, 7, 72 se changent en

3w+ 2wy, —2Wi—Ws, 37+ 27y, — 27— T2;

A et 3B ne changent pas.
Donc ¢, et ¢, se changent en

3bi+2ds, —2d;—ds.

Mais ¢, et ¢, qui sont des constantes ne doivenl pas changer,

on a donc
b= 3Y+2¢,

d’ot

lpl—i—tpg: 0.

D’autre part, il y a deux valeurs remarquables de y pour
lesquelles I'équation @ = o a une racine double, pour lesquelles
par conséquent e, = e;. Quand y tournera autour de I'une de ces
deux valeurs remarquables, les deux racines e, et e; s’échange-
ront; w,, wa, 7, €l 7, se changeront en

Wy, We— W1y, %1, Na— Ny;
par conséquent ¢, et ¥, se changeront en

(]
1

’Jﬁu Yo — !1§

on a donc
‘«‘{z == ‘}/2'— ‘, Iy
d’oll
di=o v
ct par conséquent
¢, =o.

Ces deux équations peuvent s’écrire

Aw;+mEB =o,

Aw2+ 'f,gEB =0
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et 'on en tire
A=3XB=o.

Ces deux équalions nous apprennent que SI*s+2 est une fonction
doublement périodique de u.
Cette fonction est impaire et admet au plus quatre poles a savoir

o d’ordre 2m 4+ 25,
w; d’ordre 2m + 25,
wy d'ordre — 4— 25,

wy d’ordre — § —as.

D’autre part, F**2 est une fonction doublement périodique
impaire qui admet o et w,; comme poles d’ordre 25 - 4, v, et w;
comme zéros d’ordre 25 4 4.

Donc S sera une fonction doublement périodique paire pour

]aquelle

o sera un pole d'ordre (2m + 25)— (25 -+ 4) = 2(m — 2),
w; sera un poéle d’ordre (2m +25) — (25 +4)=2(m — 2),
wy sera un pole d’ordre — §—2s+(2s +4)=o,

w3 sera un pdle d’ordre — 4 —2s+ (25 +4)=o.

Alors S étant une fonction périodique paire de u est une fonc-
tion rationnelle de 2 ; comme elle ne devient infinie que pour u —o
et pour = w,, c’est-a-dire pour £ = el pour £ =0, ce sera

un polynome entier en x et —; et enfin comme ses deux infinis

I
x
sout d’ordre 2(m —2) par rapport & u, ce polynome sera
d’ovdre m — o.

Ainsi S, counsidérée comme fonclion de z, est un polynome
N ' I A . [
d’ordre m — 2 enz et 5 pour la méme raison, considérée comme
. I
fonction de y, ce sera un polynome d’ordre n2 — 2 en y et}-
Nous conclurons donc que S, considérée comme fonction
de x et de y, est un polynome d’ordre m — 2, au sens donné

plus haut a ce mot.
C. Q. F. D.
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l\{[ais |’6Xpl‘€SSiO|[
F 4 " . -J —_ SF +2
s+1 <Q 7 [— P _) = d( $ )

jouit d’'une double symétrie :

1° Quand on permute x et y, I' ne change pas, Q se change
en P et I'expression change de signe.

I
2° Quand on change z et y en ~ etJ—I/, F ne change pas, P et Q

. dr _d . .
changent de signe, — et il changent de signe et 'expression ne
x e
change pas.

Le polynome S jouit donc des propriétés suivantes

sS(m,y) = —S(y, z),
(8) (s<;,y‘)= S(2, y)-

Il y aura donc autant de relations de la forme (7) qu'il y a de
polynomes S d’ordre m — 2 satisfaisant aux équations (8).
Un polynome d’ordre m — 2 contient

(2m —3)?

coefficients; mais parmi ces coefficients (2/m—4)? sont égaux
quatre a quatre en valeur absolue; ce sont ceux des termes en

z%y B

ot I’exposant = n’est égal ni a 3, ni a — §.
Il y en a 2m — 3 qui sont nuls : ce sont ceux ou « est égal a 3;
il en est de méme des 2m — 4 coefficients ou a est égal & — .
Il'y a donc en tout
(2m—4)?
4

= (m — 2)2

polynomes S linéairement indépendants; c’est aussile nombre des
relations (7), de sorte que i

p=(m—2)%
Il y a donc au plus
(m—+1)2—am(m—1)+(m—2)2=

polynomes H linéairement indépendants entre eux et de ceux
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qui sont susceptibles d’étre mis sous la forme(3); ce nombre 5
et ¢’est 1a le point essentiel, est indépendant de m el de s.

Les polynomes P et Q étant arbitraires et assujettis seulement

aux conditions (9) et (6), nous pouvons regarder leurs coefficients
comme des constantes données.

Les coefficients de I'expression (3) seront donc des fonctions
linéaires des coefficients de F et par conséquent des polynomes
entiers par rapport aux deux grands axes a et @’ et a cosJ.

Notre expression (3) sera donc de la forme suivante

S Ca-oy-B,

ot les C sont des fonctions rationnelles de «, @ et & cosJ.
Nous avons va qu'a chaque expression (3) correspond une rela-
tion de la forme (4). Cette relation s’écrira

ffECx"O‘y—?' L dy =o,
: xry

(9) 2CA(a, B, s)=0.

‘ce qui donne

Il y a donc entre les A(a, B, s), qui sont des fonctions trans-
cendantes de @, o et cosJ, une infinité de relations linéaires
dont les coefflicients sont des fonctions rationnelles de ces mémes
éléments.

Nous ne considérerons pas ¢ transcendantes A(«, f, s) comme
distinctes, si ces ¢ transcendantes sont lides par une relation de
la forme (g).

Considérons alors les transcendantes

A(z, B, 5),

oit s a une valeur déterminée et ot « et {3 sont au plus égaux a m
en valeur absolue.

Ces transcendantes a cause des relations (2) sont au nombre
de (m +-1)? correspondant aux (m +1)? polynomes H de degré m,
symétriques et linéairement indépendants.

Mais parmi ces (m + 1) transcendantes, combien y en aura-t-il
qui soient distinctes? D’aprés ce qui précéde, il y en aura préci-
sément autant que de polynomes H linéairement indépendants
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entre eux et de ceux quon peut mettre sous la forme (3), c’est-
a-dire 3. :

Parmi nos (m +1)?* transcendantes, il y en aura av plus 5
qui seront distinctes, et cela quels que soient m et s.

Comme le nombre m peut étre pris aussi grand que I'on veut,
nous pouvons encore énoncer le résullat comme il suit :

Parmi les transcendantes A(a, B, s) en nombre infini qui
correspondent & une valeur donnee de s, il y en a au plus 5
qui seront distinctes.

Maintenant nous avons par définition
dx dy Fs
A(“s S) —ffx1+l y(_ﬂ—l

F=a?+a?— %a_ [(z+z2z)Wy+yt)—cosl(z—x1)(y —y1)],

Or

ce que j’écrirai plus simplement
F = =DaVyd,

v et ¢ étant des exposants égaux & + 1, 0, ou —1; et les ID étant
des coefficients de la forme

aa’ aa’
a?-a'?, +—;—, =+

cosJ,

et par conséquent fonctions rationnelles de a, @’ et cos J. Il vient

alors
. SEs~
A(a,8,5)=2D [f‘lmdfﬂy Fs—1

%+l yﬁ-&-l

ou
Az, B, s)= ED.A(a—~, B—23, s—1).

Les coefficients D étant rationnels en @, @' et cos J, les trans-
cendantes qui correspondent a la valeur s du troisiéme exposant
se raménent & celles qni correspondent a la valeur s — 1; celles-ci
se ramenent de méme & celles qui correspondent a la valeur s — 2
et ainsi de suite.

Toutes les transcendantes qui correspondent a une valeur dn
troisiéme exposant plus grande que s — n, se raménent donc &
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la valeur s — n, et comme, parmi ces derniéres, il y en a 5 qui
sont distinctes, je puis énoncer le résultat suivant :

Parmi les transcendantes qui correspondent a une valeur du
troisiéme exposant plus grande que s — o, il y en a au plus 5 qui
sont distinctes.

Mais je puis prendre 'entier n aussi grand que je veux, je puis
donc dire :

Parmi toutes les transcendantes A(x, 3, s), il y en a au plus 5
que sont distinctes.

Les coefficients du développement de la fonclion perturbatrice

g, — 1); donc les
2

sont, & un (acteur constant prés, égaux a A<a, {
coefficients du développement de la fonction perturbatrice
sont des fonctions transcendantes de a, a' et cosJ; mais toutes
ces fonctions transcendantes sont des combinaisons lindaires de
cing transcendantes distinctes, ou de ces transcendantes multi-
pliées par des fonctions rationnelles des mémes éléments.
Calculons maintenant les dérivées partielles de A(a, B3, s) par

rapport aux éléments a, @’ et cosJ.

La différentiation sous le signe/nous donne

dA(a, B,s) dr dy Fs—1 dF
ff xl—i—l}/ﬁ—fl (la

. d .
Mais dar est un polynome en z, y dont les coefficients sont des
da ’

fonctions rationnelles de a, a’ et cos J.

Je puis donce écrire
dF

— = XEaxYy?,
da v

les E étant rationnels en @, @ et cosJ : il vient par conséquent

dA (2, B, 5)
da

A(a, B, 5)
da

=s3EA(a—1, B—28,5s—1).

.. , -, d .
Ainsi la dérivée se ramene aux transcendantes
A(ai k'?’: s_]);

il en est de méme pour la méme raison des deux autres dérivées

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astrophysics Data System



.14. . 449P

1897BuAsl .

464 MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

partielles

dA(a, B,s) dA(a, B.'s)
da’ ’ dcosy
En différentiant on trouve
diA(u,.B, s) —sSE dA(a—~v,B—23, s—1)
da? da

dE o
—1—32% A(a—y, B —¢c,s—1).

. . IE
Les coefficients de cette relation, E et il__a’ sont encore des fonc-

tions rationnelles de @, a' et cosJ; par conséquent la dérivée

2

7,7 5¢ raméne aux transcendantes A et & leurs dérivées

seconde

. dA . . P,
premleres 7(;‘ mais nous venons de vVOIr que ces denvees pre-

miéres se raménent elles-mémes aux transcendantes A.
Donc la dérivée seconde

d2A(a, B, s)
da?
se raméne aux transcendantes A et il en est de méme pour la
méme raison des autres dérivées partielles du second ordre, et
des dérivées partielles d’ordre supérieur.

En résumé, les A(x, B, s) et leurs dérivées partielles des
différents ordres par rapport a a, a' et cosJ sont des fonc-
tions transcendantes de a, @' et cos); mais, parmi ces trans-
cendantes en nombre infini, il y en a au plus cing qui sont
distinctes.

Nous pouvons en particulier considérer une des transcen-
dantes A (2, {3, s) et ses dérivées des divers ordres par rapport
a a; six quelconques de ces fonctions sont liées par une relation
linéaire dont les coelficients sont des fonctions rationnelles de a;
donc :

Les coefficients du développement de la fonction pertur-
batrice, regardés comme fonctions de a, satisfont & une équa-
tion différentielle linéaire & coefficients rationnels du cin-
quiéme ordre au plus.

Il en sera encore de méme si ces coefficients sont regardés
comme fonctions de a' ou de cos]J.
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Considérons maintenant deux transcendantes :

A(a, B, ), AL, B8

Y

(que j’appellerai pour abréger A et A') et les quatre premiéres
dérivées de A par rapport a @; il y aura entre ces six fonctions une
relation linéaire & coefficients rationnels.

Si dans cette relation le coefficient de A’ n’est pas nul, nous
conclurons que A’ peut étre égalée & une combinaison linéaire
de A et de ses dérivées multipliées par des fonctions rationnelles
de a, d et cos).

Si1 au contraire ce coefficient de A’ était nul, nous conclurions
que A satisfait 4 une équation linéaire, non plus du cinquiéme,
mais du quatriéme ordre.

Donc, ou bien tous les coefficients de la fonction perturbatrice
satisferont & une équation linéaire du quatriéme ordre; ou bien
tous ces cocfficients pourront étre égalés 4 une somme de cing
termes, et chacun de ces termes sera égal au produit d’une fonc-
tion rationnelle de «, @’ et cosJ, par le premier de ces coefficients
ou I'une de ses dérivées.

Mais il y a plus; considérons les diverses transcendantes de la
forme suivante :
P = S‘(}'A(’l) p7 S))

les coefficients G étant rationnels en a, @’ et cosJ.

Si toutes ces transcendantes ne satisfont pas 4 une équation
différentielle linéaire du quatriéme ordre, je choisirai 'une d’elles
qui ne satisfera pas & une équation du quatriéme ordre et que
j’appellerai @,.

Alors toutes les transcendantes A (a, {3, s) pourront étre égalées
a une combinaison linéaire de ®, et de ses quatre premiéres
dérivées multipliées par des fonctions rationnelles de @, @’ et cos J.

Si au contraire toutes les transcendantes ® satisfont i une
équation du quatriéme ordre, des considérations empruntées a la
théorie des équations différentielles linéaires, mais qu’il est
inutile de reproduire ici, permettiraient de montrer que qualre
de ces transcendantes au plus (et non plus cinq) sont distinctes,
et 'on arriverait encore au méme résultat que je puis dans tous les
cas énoncer ainsi :

Les coefficients du développement de la fonction perturba-
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trice peuvent se déduire d’une seule transcendante ®, et cela
de'la maniére suivante. '

Chacun de ces coefficients sera égal a la somme de cing
termes au plus; chacun de ces termes sera le produit de deux
Jacteurs; le premier facteur sera la transcendante ®, ou
lune de ses quatre premieres dérivées par rapport a a; le
second facteur sera une fonction rationnelle de a, a' et cosl.

Ces propriétés des transcendantes A(a, B, s) sont tout 3 fait
analogues aux relations de récurrence bien connues entre les coef-
ficients de Laplace. ‘

11 semble qu’elles puissent rendre, dans le cas ou les excentri-
cités sont faibles et les inclinaisons fortes, des services analogues
a ceux qui rendent ces relations de récurrence bien connues,
quand les excentricités et les inclinaisons sont faibles a la fois.

SUR L'0CCULTATION DES PLEIADES DU 23 JUILLET 4897,

OBSERVEE A LYON,

Par M. LAGRULA.

Si 'on compare, 4 I'instant § observé d’'un phénoméne (I ou E)
d’occultation, la distance géocentrique calculée D de I'étoile au
centre de la Lune, & un demi-diamétre tabulaire Dy, on obtient,
en appelant AD et AD, les corrections de ces quantités

D — Dy, = AD;—AD.

Du reste, dans un lieu dont la position géographique est bien
connue, AD s’exprime seulement en fonction des corrections Af,
Awg, AS¢, Ax,, A8, , Aw, du temps d’observation, des coordonnées
des deux astres et de la parallaxe employée; et 'on trouve que
’équation de condition prend la forme

D' — D) = AD) — a A — b(Ax — Aw, ) — c(AS ¢ — A3, ' — d Ax.

En appelant A, a, 8, £; A/, o, &/, ¢'les coordonnées équatoriales
el V'angle horaire géocentriques et apparents de la Lune; p, v ses
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