'COMPTES RENDUS

DES SEANCES

DE I’ACADEMIE DES SCIENCES.

SEANCE DU LUNDI 21 JUIN 1897,
PRESIDENCE DE M. A. CHATIN.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS

DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L’ACADEMIE,

' ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les fonctions abéliennes. Note
de M. H. PoiNcarg.

» Toute foncnon uniforme de p variables, 2p fois perwdzques, est le quo-
tient de deux fonctions 6.

» Ce théoreme fondamental dans la théorie des fonctions abéliennes
parait avoir été connu de Riemann. Weierstrass en a découvert la demon-
stration, mais ne I’a pas publiée.

» M. Picard et moi nous avons publié dans les Comptes rendus, en colla—
boration, une démonstration de ce théordme fondamental ; mais nous de-
vions nous appuyer sur un théoréme auxiliaire, que nous admeltions et
qui peut s’énoncer ainsi : -

» Entre p -+ 1 fonctions uniformes de p variables, 2p fois perzodzques, sans
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point singulier essentiel & dzslance ﬁme, ilya toujours une relation algé-
brzque. : : : ‘

» Ce theoreme auxnhan‘e semble avoir été connu de Wexerstrass, qui
n’en a pas non plus publié la démonstration. '

» Depuis, M. Appell a publié, dans le Journal de Liouville (1891) une
démonstration du théoréme fondamental, fondée sur les propriétés d’une
certaine équation fonctionnelle, et ot il s’appuyait également sur un théo-
réme relatif ‘aux fonctions de deux variables que jai démontré dans le
Tome 11 des Acta mathematica.

~ » Je voudrais aujourd’hui :

» 1° Démontrer le théoréme auxiliaire ;

» 2° Donner une troisitme démonstration du théoréme fondamental.

» La démonstration du théoréme auxiliaire se lelse en trois parties :

» 1° Soient p fonctions périodiques F,, F., ..., F,; les zéros communs
& ces p fonctions qui sont i l'intérieur du prlsmatmde des périodes sont en
nombre fini, 4 moins qu’elles ne forment une infinité continue.

» La demonstratlon est calquée sur celle qui montre que les zéros d’une
fonction analytique d’une variable sont isolés. ;

» 2° Siles fonctions F,, F,, ..., F, dépendent de plusieurs parametres,
et si 'on fait varier ces parametres d’une _maniére continue, le nombre des
zéros communs, s’il reste fini, demeure constant. :

» On se sert, pour la démonstration, de 'intégrale de Kronecker, de la
méme fagon que je m’en suis servi pour montrer que les zéros communs 4
p fonctions 6 sont au nombre de p! (Bull. de la Soc. math. de France,
t. XI.) ,

» Comme conséquence immédiate, si p quelconques des p + 1 fonctions
F, Fo..o, FP, F,., ont des ¢ zéros communs, alors p polynomes entiers
enF,, Fo,...,F,,,, lun de degré K, les autres du premier degré, auront K¢
zéros communs, 4 moins que leurs zéros ne forment une infinité continue.

» Soit p = 3 pour fixer les idées. ’
» 3° Soit S un polynome d’ordre Ken F,, F,, F,, F4 H ll contlent

o (K—l—-l)(K—l—- z)(K—.—B)(K+4)

coefﬁcxents arbltralres Soient ensuite
- P,P,...,P,

7 polynomes du premier degré en F,; F,, F,, F,. Considérons une combi-



( 1409 )
naison quelconque dé ces 7 polynomes deux & deux P, et P;. Considérons
(K¢ +1)-zéros communs & P;’et 4 P;. Nous pourrons disposer des coeffi-
cients de S de fagon que, pour chacune des combinaisons P;, P;, ces
- (Kg + 1) zéros annulent également S; cela sera possible pourvu que

(K+1) (K 2) (K+3)(K+4) _n(r—1) (Kg+1)
(') 24 ) > 2 ’

» -Alor's S, P; et P; ayant plus de K g zéros communs en auront une infi-
nité. Il résulte de la que, si Q, est un polynome quelconque du premier
degré en F,F, F,, F,, les quatre polynomes S,P;, P; et Q1 auront au
moins un zéro commun.

» Mais alors S, P; et Q, auront au moins n.— 1 zéros communs, et, si

(2) n--1>Kg,

ils.en auront une infinité. ,

» Donc si Q, est un polynome quelconque du premier degre, S, P,, Q,
et Q2 auront au moins un zéro commun. Donc S, Q, et Q en auront au
moms n et, par consequent une infinité. . . )

» Donc le"polynome S presente une tmple infinité de zéros; donc c’est
une fonction uniforme qui s’annule, ainsi que ses dérivées de tous les
ordres. Elle est donc identiquement nulle et 11 y aune relahon a]gebrlque
entre les F,

» Il est facile de voir qu'on peut Phomr K et n de fagon a sat1<fa1re aux
inégalités (1) et (2). :

» Le théoréme auxiliaire est donc établi; passons a la démonstration
nou_velle du théoréme fondamental. J'ai dit que M. Appell s’était appuyé
pour le démontrer sur une proposition que j’ai établie dans le Tome II des
Acta. Mais il suffit de changer peu de chose 4 la démonstration de cette pro-
position élle-méme pour que le théoréme fondamental s’en déduise immé-
diatement.

» Supposons p = 2 pour fixer les idées. Soit F une fonction périodique.

» Soient x_i,—i— by, y ="t 1€, et considérons les & comme les
coordonnées d’un point dans I’espace 4 quatre dimensions. Il y aura une
variété V i deux dimensions le long de laquelle F s’annulera. Soient dw’ un
élément de cette variété; £, €, €., E, le centre de gravité de cet élément;
_soit rla dlstance des deux pomts E” £,y Bqy B & et E’ £, &,. Développouns

= su1vant les pulssances des E et soit H ce qm reste de ce developpement
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quand on a supprimé les termes de degrés o, 1 et 2. On aura
AH =o.

» Soit maintenant l'intégrale.
¢ = fH W dw’,

ot 1’ -est une fonction des £’ convenablement choisie et out l’mtegrale est
étendue A tous les éléments de la variété V. o

» 1° Cette intégrale est finie.

» 2° Elle satisfait & ’"équation A® = o et elle est finie, sauf dans le voi-
sinage de la variété V ot la différence :

— log| F|
est finie. :
» 3° Quanpd les variables augmentent d’une. penode, la fonctnon @ aug-
mente d’un polynome du premier degré par rapport aux &. :
» Pour que @ puisse étre regardée comme la partle réelle d’une fonction
1magma1re, il ne suffit pas que.A® soit nulle, mais tb d01t sahsfau‘e ¥ plu-
sieurs autres équations du méme genre

D CIJ D, (I’._...:o.

» Cela n’a pas lieu; mais, d’aprés le Memowe cité (Acta, t. I1), nous

aurons :
D<I’ 8i» D(I)—g,,‘ RN

ou gy, &, sont des fonctions entidres satisfaisant 4 l’equauon de Laplace.
Nous verrions ici que g, g,, ... sont périodiques et nous en conclurions
que ce sont des constantes. < :

» Les équations sont d’allleurs compatibles et il existera un polynome G
du second degré, tel que

D,G=g,. D,G=g,
» Alors ® — G sera la partie réelle d’une fonction ima.ginaifevi .
®—G+ V. '

» On verrait aisément qu’en augmentant les variables d’une penode ‘on
augmente ® —G, et ¥, de méme que @, d’un polvnome du premler degré
par rapport aux &.
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“».La fonetion ’ :

o8 —6+iT R,

est donc une fonction intermédiaire. €. Q. F. D,

- HYDRODYNAMIQUE. — Expression des petites cbmposantes' transversales de la
vitesse dans les ecouiements graduellement varies des hquzdes. Note "de
M. BoUsSINESQ. » ‘ '

« I. Notre premiére approximation donne la méme celente o & toutes les
parties d’'une intumescence quelconque. Donc le probléme important de
leur lente déformation requiert une approximation plus élevée; et celle-ci
exige generalement I'évaluation, dans (25) (p. 1265), des termes de & —n
et n qui dépendent de la variation du mouvement (*). Alors I'intégration
du systéme (10) et, par lf‘ falt meme, le calcul des acceleratlons u’ devien-
nent 1név1tables.‘ ‘

» Nous poserons, pour (lefimr le mode de dlstrlbuhon des v1tesses aux
divers points (y, z), ou (71, {), de la section od’ absclsse @,

(39) _"lf':cp—l—m‘. 'ou "u_U((p—+-w)

¢ étant la fonction de ', { et de la forme de's, qui exprimerait le rapport
~de u & U si le régime uniforme ‘existait & la traversée de cette section,
- et w, fonction & déterminer de =, {, et ¢, représentant le petlt écart da-a
la variation du mouvement. Si nous désignons par le symbole:d, la- diffé-
rentielle complete de la quantité écrite 4 la suite, c’est-a-dire sa différen-
tielle prise en suivant, durant I'instant d¢, une méme: particule fluide
(dans son mouvement moyen local), nous aurons successivement, vu que
u="U(¢p+m), que y, 3 ne figurent pas dans U, enfin que les termes non
linéaires par rapport ae, w, @ el aux derlvees de u, U, ¢ en x et ¢ sont
neghgeables,

¢

/ d( +®)
, u—<?+w> dt. (Pdt . ,
d: d
(40) rp(dU—{—ujU)—l—U( —i—ud——i +Vd;+wzll?> -I—U( —l—u%)
g dU<p+U -—;—U( +Upg d‘P "’VZ;P/+W3)+U< +U:p )

) -Campcés réndus,FS; jdin,'pj 1265.



