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SUR LES PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES. 203

Sur les périodes des intégrales doubles et le développement
de la fonction perturbatrice;

Pax M. H. POINCARE.

Introduction.

Soient « ct ' les anomalies excentriques de deux astres et D leur
distance. Le carré D? est un polynome entier par rapport aux lignes
trigonométriques de u et de u'.

I
5
Elle peut se développer soit suivant les cosinus et sinus des anomalies
moyenncs, soit suivant ceux des anomalies excentriques.

Le premier développement est le plus employé et le plus utile;
néanmoins il peut y avoir quelque intérét a étudier les propriétés du
second pour plusieurs raisons :

1° Quand les deux excentricités sont nulles, les deux développe-
ments se confondent, quelle que soit d'ailleurs l'inclinaison.

2° Hansen s’cst servi de développements procédant suivant I'ano-
malic moyenne d'unc des planétes et I'anomalie excentrique de
I'autre.

3° Enfin la connaissance des propriétés du second développement,
. qui sont plus simples, peut nous guider dans I'étude du premicr déve-
loppement.

Quoi qu'il en soit, le carré D? est un polynome du second degré par
rapport & cos «, sin #, cos u’, sinu’.

La partie principale de la fonction perturbatrice est précisément
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1 nous posons
ciu= x, ciu' =y,

D? sera un polynome du deuxiéme degré en z, i-, ¥ ;’ ct 22y*D? sera
un polynome entier en z, y, soit

d’otlt

VF
positives ct négatives de x ctde y.

Je traiterai la question pour un polynome F quelconque. Pour gue
le développement soit possible et valable pour

Nous sommes donc conduits & développer —= suivant les puissances

|z|=1, lyi=1,

il faut d’abord que F ne s’annule pour aucun des systémes de valeurs
de x et de y- dont le module est égal & 1.

~ R 1 . . . R
Sans cela, I'expression — devenant infinic ne pourrait plus étre

F
développée par la formule de Fourier.
11 faut ensuite que le radical yF revienne & sa valeur primitive

quand l'argument de z augmente de 2%, de telle facon que la
variable  décrive la circonférence tout entiére du cercle

|z|=1.

Regardons y comme une constante; le polynome F, considéré alors
comme fonction de x seulement, a un certain nombre de zéros. 11 faut
que le nombre de ces zéros, qui sont & l'intérieur du cercle || =1,
soit pair. Cela doit avoir lieu pour toutes les valcurs de y dont le
module cst égal & 1.

Mais il suffit que cela ait licu pour y =15 en effet, faisons décrire
au point y le cercle [y|=1 tout entier; le nombre des racines de
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I'équation F = o, qui sont & l'intérieur du cercle | #| =1, demeurera
constant. En effet, il ne pourrait changer que si une des racines venait
sur la circonférence |z|=1. Or, cela n’est pas possible, car nous
avons supposé plus haut que F ne pouvait s'annuler pour |x| =1,
ly|=r.

Nous supposerons donc que, pour y =1, 'équation F=o0 a un
nombre pair de racines 4 l'intéricur du cercle |z |=1.

11 faut enfin que le radical yF revienne 4 sa valeur primitive quand
Pargument de y augmente de 2.

Nous supposerons donc encore que, pour x =1, I'équation F = o

(ou y cst regardéc comme I'inconnue) a un nombre pair de racines a
I'intéricur du cercle |y | =1.

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes.

Relations de récurrence entre les coeficients.

- } I
\ous aurons donc le développement de — sous la forme

VF
1 a
ﬁ = EAabx }'b,
ct le coefficient A, sera donné par la formule
A = :1 dxdy :L‘-a—ly—h—l .
« 41:! . /F(.'v, )’)

L'intégrale double doit étre prise le long des deux cercles

lz|=1, lyl=1

Les coefficients A, sont en général des fonctions transcendantes des
cocfficients de F, mais nous allons voir qu'il ya entre les A, des rela-
tions de récurrence de telle fagon qu'il ne reste qu'un nombre fini de
transcendantes distinctes.

Pour simplifier, jc me bornerai d’abord au cas ot @ +1 et b+1
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sont négatifs, de telle facon que le numérateur de la quantité sous ¢

signe f f

soit un polynome entier. Nous verrons plus loin que les autres cas se
raménent aisément 4 celui-ld. S’il y a entre les A, (¢ +1<0,
b + 1 < o) une relation linéaire, cette relation s'écrira

() fflldxdy
VF

H étant un polynome entier. Nous avons donc & rechercher cuelles
sont les relations de la forme (1).

On peut en trouver de la maniére suivante : soit P un polynome
quelconque ; on aura évidemment

. d 73
(2) ffﬂ(l) vF)drdy = o,

;Ef—(l- lly—b—l

car, en intégrant d’abord par rapport 4 z, on trouve zéro, puisque

P \F reprend la méme valeur quand, z ayant décrit toute la circonfé-
rence || =1, son argument augmente de 2.
Drailleurs toutes les périodes de I'intégrale double (2) seront nulles.
Or

d 1 (dP 1 dF
PV = = (ZF+3 %P)
La relation (1) sera donc satisfaite quand on aura

®p,

dP 1+ 1
H=2¥F+27

De méme si Q est un polynome quelconque, on aura

[ [ #(QVF)dzdy,
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de sorte que la relation (1) sera encore satisfaite quand on aura

H=Rp1%q
4

ady ~

Si P et QQ sont deux polynomes quelconques, on aura encore
dp d 5 dP d
[[1% %(QF) = & 7 (QVF) | dady = o;

mais ce cas se raméne au précédent, car on a ¢videmment

= 5 (QVF) — 7 ZQVF) = 7 (QZ vF) - Z (% vF).

Premier cas.

Le polynome F est homogéne et de degré m en x et en y; I'équation

F=o
n’a pas de raciné double.
Nous supposerons également que le polynome H est homogéne et
de degre ¢.
Je dis alors que si le degré ¢ est suffisamment élevé, on pourra
trouver deux polynomes P et Q tels que

dF d dF
(3) H=2F+'42 P+Qb +15Q

ct par conséquent que I'on aura toujours

/‘flld.zdy

11 est clair que, si les polynomes P ct Q sont homogénes de degré p,
on aura

g=m—+p-—1,
ce qui exige déja
gzZm —1.
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Maintenant, pour déterminer les polynomes P et Q, je vais opérer
de la facon suivante : Je déterminerai d’abord deux polynomes A el
B, homogeénes ct de degré p, par la relation

(4) H=AZ +BZ

Le polynome H contient ¢ + 1 coefficients; en identifiant les deux
membres de I'équation (4), nous trouverons donc ¢ + 1 équations
linéaires auxquelles les cocfficients de A ct de B devront satisfaire.

‘Le polynome A contient p + 1 cocfficients de méme que Bj nous
avons donc 2p + 2 inconnues.

Si donc

g<z2p+1, d’oti g>a2m—3,

nous aurons plus d’inconnues que d’équations.
Si

g=2p+I, d’ou q=-2m—3,

nous aurons autant d’équations que d’inconnues.
Si enfin

g>2p+1, dou  g<L<a2m-—3,

nous aurons plus d’équations que d’inconnues.
Je dis que si g2 2m — 3, on pourra satisfaire  la relation (4). En
effet, nous avons supposé que I'équation F = o n’avait pas de racine

double; il en résulte que Z—Z et I ne peuvent s’annuler & la fois (sauf

dy
bien entendu pour r = y = o).
Supposons d’abord
g=2am-—3, d’ou g=2p+1T, p=m—2,

Nous avons alors autant d’équations que d'inconnues ; nous pour-
rons donc y satisfaire, pourvu que le déterminant de ces équations
linéaires ne soit pas nul.

Mais si ce déterminant était nul, on pourrait trouver deux poly-
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nomes C et D, homogénes de degré p, tels que

dF dr
C‘E +D:l-;=0'

] ST . , . QT
fﬂ, divisant le produit D ;; et étant premier avec%, divisera D.

Mais cela cst absurde, puisque D est de degré p = m — 2 etg de
degré m — 1.

Donc le déterminant n’est pas nul.

Donc on pourra satisfaire & nos équations et par conséquent & la
relation (4).

Soit maintenant ¢ > 2m — 3; alors H pourra se mettre d’une infi-
nit¢ de manitres sous la forme

H=C,H,+C,H,,

H, et 1, étant deux polynomes homogénes de degré 2m — 3, C, et
C, dcux polynomes homogeénes de degré g — 2m + 3.
Alors H, ct 11, pourront se mettre sous la forme (4), de sorte que

dF dF
][. =1\.(T; -+ B‘;l;’
dF dF
I,= A*?[Z- + B,(Ty-
Il vient alors
d¥ dlF

= (ClA. -+ C«_.A_,);,—I: -+ (C. B. -+ Cng)Z;y

de sorte que H est mis aussi sous la forme (4).

Si enfin ¢ < 21 — 3, tous les polynomes H ne peuvent pas étre mis
sous la forme (4), puisque le nombre des équations est plus grand
que cclui des inconnues.

Il y a ¢ +1 polynomes H de degré ¢ linéairement indépendants.
Sur ces ¢ -+ 1 polynomes, il yen auraauplus2p +2=2am+4 — g
que I'on pourra mettre sous la forme (4).

Je dis qu'il y en aura précisément 2p + 2 ; le contraire ne pourrait
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arriver en effet que si un de ces polynomes pouvait étre mis sous la
forme (4) de deux manit¢res différentes. Cela entratnerait une égalité
de la forme

dr dr

Or, nous avons vu qu'une pareille égalité est impossible, si le
degré p de C et de D est inférieur & m — 1.

Donc, si g < 2m — 3, il y aura am — 4 — ¢ polynomes Il de degré ¢,
linéairement indépendants, que I'on pourra mettre sous la forme (4).

Combien y a-t-il alors, parmi les polynomes de tous les degrés, de
polynomes H non susceptibles d’étre mis sous la forme (4 ), linéaire-
ment indépendants entre eux et indépendants également de ceux qui
sont susceptibles d’étre mis sous la forme (4)?

D’abord tous les polynomes de degré 2m —3 ou de degré supérieur
pouvant se mettre sous la forme (4), il nous reste

(2m —3)(m —1)

polynomes de degré inférieur & 2m — 3.
Parmi ceux-la, il y en a
2Z(p+1)

(ui peuvent étre mis sous la forme (}). Sous le signe £ le nombre p
varie de o i m — 3.
Donc
2Z(p+1)=(m—2)(m—1).

11 reste donc (1 — 1)* polynomes qui ne peuvent pas étre mis sous
la forme (4).

Passage de la forme (4) 4 la forme (3).

Supposons done que H ait été mis sous la forme (4), il s’agit de le
mettre sous la forme (3).
Pour cela, remarquons que l'on a

dF dF

mF =z e
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L. ¢quation (3) devient donc

_d¥T1  z(dP  dQ dF [ v [dP )Y
n=zlir+a(@+ )]+ Gl i (7~ %))

Si donc nous posons

dP . dQ
Z dr dy’
on devra avoir
A = -[-) ‘ZEZ’
( .) ) 2 m
p=Q Y%
2 m

A et B sont connus, il faut déterminer Z, P et Q.
Différentions la premicre des équations (5) par rapport i o, la
seconde par rapport & y ct ajoutons, il viendra

AT (o
dr " dy — 2 m " m\”dr +)’(7;,

Mais, en vertu du théoréme des fonctions homogénes, on a

d7. dZ

'L(I-L‘ +‘)'@ Z(P —‘I)IA.

On a donc

d\  dB 1 p+1
-17;'+(T)7—Z<;+ m )’

ce qui donne Z; 7 ¢tant connu, les équations (3) donneront immé-
diatement P et Q.

Si donc un polynome H peut étre mis sous la forme (4), il peut
¢galement étre mis sous la forme (3), de sorte que 'on a

Hdordy
— =0
\VF

Unc question subsidiaire se posc : un polynome homogene 1l peut-
il ¢tee mis de plusicurs maniéres sous la forme (3)? En d'autres

Journ. de Math. (3¢ série), tome III. — Fusc. 1T, 1897, 28
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termes, peut-on trouver deux polynomes homogines I et (Q, tels
(que

(6) 7= (PVF) + Z(QVF) =o.

L’équation (6) admet une solution évidente. Soit S un polynome
homogéne de degré

p+i—m=gq+2—am.

Il est clair que I'équation () sera satisfaite si I'on fait

PVF=2(sF);  QvF=— £(5F),

c'est-a-dire

FdS

P= -——+§S-€I—?’
2 dy

0= --r"s 3gdt
X a2 die

Cette solution n’existe que si

2m—1 d’ou Zom— 2,
P ) q

Je dis qu’il n'y en a pas d’autre.
Si, en effet, P et Q satisfont & 'équation (6), c’est (ue

QVFde — P\Fdy =dT

est une différentielle exacte.
Posons donc

= dl dl’
QW ==, DPyW=
s dr dy
T ayant pour dérvivées des fonctions homogenes, devra étre elle-méme
une fonction homogéne (4 unc comstante prés, que je puis supposer
nulle ).
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La fonction homogéne T sera d’ailleurs de degré p + -'1:- +15d'on

(p+¥+)T_a,~ +yd = VF(Qz —Py).

Ainsi T est égal & yF multiplié par un polynome entier Qv — Py.
Pour montrer que

T =S,
doh
Qux — Py = SF,
il suffit de faire voir que Q. — Py est divisible par F. En effet, on a

(p+24+1) T =DE(Qz—Py) + VF £ (Qu —y).

ou

o dF = d
(p+2+ ) QyF = “;/F C(Qw = Py) +VF 2 (Qe — Py),

ol

dF¥ 1 d
(P " )()[‘ =12 (Qu —DPy)+ F=(Qz —Py),

ce (qui montre ue F divise le produit %(Qx —Py). Comme Péqua-

. . . . dr :
tion F'= o n’a pas de racine double, F' est premier avee - Done I

divise Q. — Py €. 0. F. D.
Exposants négatifs.

Nous avons vu que le cocfficicnt de x*y® était donné par I'intégrale

double
/f dr dy z—+—1 v"”"
4"" l‘ (r,y

Jusqu'ici nous avons suppos¢ que @ + 1 ct b + 1 ¢taient négatifs, de
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telle fagon (u’au numérateur de la fonction sous le signe f f les expo-

sants de x ct de y soient positifs.

Ne nous imposons plus cette restriction.

11 est clair d’abord que lc cas ot un de ces exposants est négatif, et
celui on ils le sont tous les deux, se raméne aisément & celui ot ils sont
tous deux positifs. Supposons par exemple que

a+1>o0, b+ 1<0;
nous poserons

d'on
. F, (2,
]‘ (‘1'")’) = - (‘:;m}i)"

I, (', y) étant un polynome entier en a' et y; Iintégrale devient
alors

et 'on voil que les exposants de 2’ et de y sont positifs, an maoins si
m24.

On doit done s’attendre & retrouver une théorie analogue i celle qui
précede.

Mais il vaut micux la refaire directement.

1l s’agit de trouver les relations de la forme

(1 bis) f f 'Lﬁ;’x o,

ol H n’est plus un polynome cnticr en & ct y, mais un polynome entier
e l l \. ! " ‘I b H v
en &y ¥y 5 L ou, i lon préfére, un polynome entier en z et y,

divisé par une puissance de z et par une puissance de y. Nous aurons
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cncore

(2 his)

dl’\/l‘d J __ffdu/l dedy =

si I et Q sont des polynomes entiers en ., y, ,;.

11 s’agit donc de voir si 'on peut mettre H sous la forme

(3 bis) NeProt®p ”Ql«+

g,
dr a dr U

1
ady ¥V
ou encore sous la forme

(’. [N'S) H-=- A dl‘ B Z——;:

A et B étant, comme H, P et Q des polynomes entiers en «, ).
1 ]

Y'Y

r y

Nous continuerons & supposer que F, H, P, Q, A, B sont homo-
génes en ¢ et y ct que I'équation I = o n’a pas de racine double.
Nous pourrons alors écrire

ERT QR
H =1, 2%y,
2 ¢l 3 ¢tant des entiers positifs ou négatifs et H, un polynome enticr

enwety.
Si alors on peut mettre H, sous la forme (4),

dF dr
L=AZ+B%

(ce qui arrivera toujours si le degré de H, n'est pas plus petit ue
am — 3), on pourra mettre H sous la forme (4 bis)

dF dF
ll —_ A.waypd—.t + B|xay§;z"y'

Mais il est ais¢ de comprendre qu’un polynome H quelcongue peut
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toujours se mettre sous la forme
H, -‘«'a.)’a7

le degré de H, étant au moins égal @ am — 3. Car on peut, sans
changer H, multiplier H, par o* (@ étant arbitraire), & condition de

changer ¢ en & — .
D'ou cette conséquence :

Un polynome H quelcongque pewt toujours se mettre sousla forme
(4 bis).

Comment maintenant passer de la forme (4 bis) a la forme (3 bis);
un calcul tout & fait analogue & celui qui précéde montrerait (que A,
B, P ct Q sont liés par les équations

_dpP d(Q

Z —2‘;4-(-{}-’

(5 bis) Tac Pt
P a m’

_Q  rr

On en déduirait
‘%+%=Z(\é +’—’—::—'-)-

De cctte équation, on tirera Z ct, par conséquent, P et Q, & moins
que
(7)

Cela montre que, si I'égalité (7) n'a pas licu, le polynome I peutse

mettre sous la forme (3 bis) et, par conséquent, que la relation (v bis)

a licu.
D’oti cette conséquence : le coefficient de “y* dans le développe-

ment est nul, & moins que l'on n’ait

=

“+1
m

=0,

-+

-

1
- +£-.._.
2 m

= Q.
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Mais
g=m+p—1=—a-—"b—a.

La relation (7) peut donc s’écrire

m
a+b—-—-a—"

' 1 .
Le développement de N ne contiendra donc que des termes tels (ue
. ) . m
la somme @ + b soit égale & — —-
Ce résultat était ¢vident d'avance; ¢’est une conséquence immédiate
] [ . 1
de I'homogénéite de la fonction T
v
Mais nous n'avons pas & regretter de I'avoir retrouvé par une voie
détournée; car les équations intermédiaires que nous avons obtenues
chemin faisant nous seront nécessaires dans la suite.
Mais poursuivons et supposons que la relation ( 7) ait lieu.
Alors les équations (5 bis) entraineront

dA dB

(8) _(1_;_*_2{}'-:0.

Ainsi, pour que H puissc se mettre sous la forme (3 bis), il ne suftit
plus qu'il puisse sc mettre sous la forme (4 is), il faut encore que la
relation (8) ait licu.

Cette condition cst d’ailleurs suffisante. Car alors, en faisant

P =2A, Q = 2B, d'od Z=o,
on satisfait aux équations (5 bis). J’ajoute méme qu’on peut satisfaire
i ccs ¢quations (5 bis) d'unc infinité de manicéres, car la fonction Z
peut étre choisic arbitrairement.

Nous sommes donc amenés & nous poser la question suivante :

Pcut-on mettre H sous la forme (4 bis) ct ccla de telle facon que
la relation (8) ait licu?
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La relation (8) montre que

Bdxz — Ady =dU
est une différentielle exacte; on aura donc

du

dU

-(7.;" A=

et en vertu du théoréme des fonctions homogénes

(])+1)U=:L-(% +y% =Br—Ay.

U est donc un polynome en z, y, é ct %; il est homogéne et de degre
p+1ienxcty.
L’équation (4 bis) devient alors

(9) I . dr dl! dF dU

el nous avons a rechercher si 'on peut mettre Il sous la forme (g).
Soit
U=V ay—ﬁ,

V ¢lant un polynome enticr et homogene d’ordre & en et en y, x el
8 ¢lant deux entiers positifs ; on devra donc avoir

h—2—8=p -I—lr:-—f,:—l-

Quant & H, il sera de la forme
(10) I =Rty &,

R ¢tant un polynome entier en  ct y, homogéne de degré o + m.

Le polynome R comprend £ + m + 1 coefficients ct le polynome U
n’cn contient que /i + 1.

Quand nous voudrons mettre H sous la forme (g9) nous n’aurons
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donc que %+ 1 inconnues pour satisfaire & % +-m +1 équations
lincaires.

Des /e 4+ m + 1 polynomes I de la forme (10) qui sont linéairement
indépendants, il y en aura au plus & + 1 que I'on pourra mettre sous
la forme (9).

Je dis qu'il y en aura précisément & + 15 le contraire ne pourrait
arriver en cffet que si un de ces polynomes pouvait se mettre de deux
manicres différentes sous la forme (g):

[ dF dU _ dFdU _ dF dU’ _ dF dU
il il i el riv il v
donr

dF d(U—-U") dF d(U-U)

dy de dr dy -

Cette ¢quation exprime que U — U’ est fonction de F. Mais IF est
homogtne de degré m et U — U’ homogtne de degré

1= m
p+ri=-—-
On devrait done avoir
l:’ - T’_—‘ ’—l.:’
vF

Cela est impossible puisque U — U’ doit étre rationnel.

Donc cette circonstance ne pourra se présenter.

Donc il y aura précisément & + 1 polynomes indépendants (u'on
pourra mettre sous la forme ().

[l'y cnaura m qui ne pourront se mettre sous cctte forme et qui
seront lin¢airement indépendants entre cux ct avec ceux qui peuvent
se mettre sous la forme (g).

Mais le nombre & peut étre pris aussi grand que I'on veat. Nous
arrivons donc a la conclusion suivante::

Parmi tous les polynomes H, en nombre infini, il n'y en a que m
qui ne peuvent se mettre sous la forme () et qui soient linéairement
indépendants entre cux et avec ceux qui peuvent se mettre sous la
forme (q).

Journ. de Math. (5 scric), tome UL — Fasc. IIL, 18¢3.

(&)
5
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Ou bien encore :
Les cocfficients. du développement de JF‘- sont des fonctions trans-

cendantes des cocfficients de I'. Mais toutes ces transcendantes ne

sont pas distinctes entre clles. Il y a en tout sculement m transcen-
dantes distinctes.

Deuxidme oas; cas général.

Supposons que I soit un polynome entier de degré m, non homa-
Zeéneenxcteny.
Nous écrirons
F=F,+F,_,+...+F,

en désignant par Fy 'ensemble des termes homogénes et d'ordre A
cnxeteny. .

Nous supposcrons que I'équation F,, = o n’a pas de racine multiple.
Nous ne supposcrons plus, sauf avis contraire, «ue les polynomes 11,
P, Q, cte. sont homogenes.

Il s'agit de déterminer les relations de la forme (1) ou (1 bis); jo
vais commencer par ¢tudier exclusivement les relations de la forme (1).
Je supposerai donc que H, P et Q sont des polynomes enticrs (homo-
génes ou non) cn x ¢t y; je me propose de chercher quels sont les
polynomes H qui peuvent se mettre sous la forme (3).

Soit g le degré de IT; éerivons

H=H,+H,_, +...+1l,

H; représentant I'ensemble des termes homogénes et d'ordre £
Commc H, et I,, sont homogéncs, comme F,, = o n'a pas de racine

multiple, nous pourrons toujours trouver deux polynomes I, et (),
homogénes d'ordre p =g — m + 1 ct tels que

__dP, 1 dF, dQ, : 1 dF,,
Hy= 25 Fut 5 0 Dot 5 B+ 5 2 Q0

v

Cela sera toujours possible, comme nous I'avons vu, a la condition
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(que
gZem—3,
Soit maintenant

]I, dppl‘-{— _l' dr
dr adr

P+ dQ”F : dyQP

Le polynome H’, qui peut sc mettre sous la forme (3), ne scra plus
homogéne, mais il scra de degré g ct I'ensemble des termes de degré ¢
sera précisément Hy, de sorte que lc polynome H — H’ scra de
degré ¢ —1.

Ainsi, si gZ2m — 3, on pourra regarder H comme la somme de
deux polynomes, I'un susceptible d’étre mis sous la forme (3), et Pautre
(e degré moindre.

Le degré peut étre ainsi abaissé jusqu’a 2m — 4. Mais il n’y a que

(2m—3)(m —1)

polynomes linéairement indépendants d’ordre 2m — 4.

Il y aura donc au plus (2m — 3) (m — 1) polynomes non suscep-
tibles d'étre mis sous la forme (3), linéairement indépendants entre
cux et de ceux qu'on peut mettre sous la forme (3).

Mais ce nombre peut encore ¢étre abaissé.

Soient I ¢l Q" deux polynomes quelconques d’ordre m — 3 au
plus, ct soit

c 1 Q1 dE
H" = --—I '!;TP fP+;:in

Il est clair que H” sera d’ordre 2m — 4 au plus,
(m—a)(m—1)

Oril ya polynomes d’ordre m — 3; donc nous

(m—2) (m
pourrons trouver —

polynomcs P ct autant de poly-
nomes Q.

Nous pourrons donc former (m — 2)(m —1) polynomes H”; je
dis qu'ils seront linéairement indépendants.
S’ills ne I'étaient pas, en effet, c'est qu'on pourrait trouver deux
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polynomes P” et QQ”, d’ordre m — 3 au plus ct tels que

) < dQ’ . 1 dF
e P e X
(11) I 2,l-i—,l‘+“l() o.

Soit p le degré de celui de ces deux polynomes dont le degré est le
plus ¢levé ; nous aurons

psm -3,

Soient P, Q7 I'ensemble des termes de degré p de P” et de Q". P et
QQ, ne pourront étre identiquement nuls tous les deux.
On devrait avoir

)'
(|2) %{ Fm + ; d; m l)" d}:” l'm + ; dg.:'i ( )ﬂ =0,
ou bien

m Pp dPZ dQJ’ (_{]_!'_'_ Qn dl)ll’ d‘\,"l'\ =
(mbzs) e \ <¢1£+dy> + dy | 2 +m( dr +7)—‘-,).|--“'

dF dF
Comme —d-—'ﬂ el d;' sont pr emiers enlre cux, celane pourr.ul avoir lieu

que si
Py ox (dPy QLY e s dl,
-+ ( 2oty > ¢tait divisible par ¥
ot
Qs Py  dQ; oy dF,
s tular Ty divisible par  —-".

dr m dr " ’ L
Mais —= et -71)7' ¢lant d'ordre m —1 ne peuvent diviser deux poly-

nomes d ordre plus petit. Donc la relation (12 bis) ne pourrait avoir
licu que si I'on avait

) " ”
B s(d L 0y

2 dr dy
b2 (W, A%
+m<dr+dy =o.

En différentiant la premiére équation par rapport & «, la seconde
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par rapport & y, ct ajoutant, en tenant comple du théoréme des fonc-
lions homogetnes, on trouve

1 p+a\/dP,  dQp
(;+ m )(cl.c+dy =0

Y - ) =
lp_QP"O’

d’onl

ce ui est impossible, puisque P” et QQ}, ne peuvent s’annuler & la fois.
Les relations (11) ¢t (12) sont donc impossibles.
Les (m—2) (m — 1) polynomes H” sont distincts.
Il'y a donc au plus

(2m—3)(m —1)—(m—2)(m—1)=(m—1)}

polynomes II qui ne peuvent étre mis sous la forme (3) el (ui sont
indépendants entre cux et de ceux qui sont de la forme (3).

Ce nombre peut-il étre réduit davantage?

En d'autres termes, cxiste-t-il des polynomes d'ordre 2m — .
autres que les polynomes H”, et susceptibles d'étre mis sous la
forme (3)?

Soit H un de ces polynomes ct soit

: _ 1 dl dQ 1 dF

Soit p le degré de P et de Q; on devra avoir

p>m—3,

sans quoi H serait un des polynomes H”.

Comme H est supposé de degré 2m — 4, les termes de degré
> 2m — 4 devronl disparaitre dans le second membre, en particulier
les termes de degré p +~m — 1.

On aura donc

dP

d"Fm+l "'P +dQ"1*,,, .(11,,,0 ,=0,

2
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ou bicn
d iy oy . d -
dr (Pp Vl‘m) -+ ;[;(Qp \/l‘m) =0,
ou hien
T ({T Im dT
Q VI, = dz’ Pp\/l‘mz“;{)‘,’

T ¢tant unc fonction de x et y homogéne de degré p + 3;—' + 1.
Le théoréme des fonctions homogeénes donnera

(P + %l' + I) T= \/Fr—u(Qp'L' = Py).

On verrait, comme plus haut dans 1'étude de I'équation (6), (ue
Q,x — P,y est divisible par F,,.
On aura donc

Q,r — P,y =8I,

S ¢tant un polynome homogeéne de degré p + 1 — m.
On aura alors

- 4059 51416

e o) £ - i)

s =pyE, (s = qur,

I et QO étant des polynomes de degré p dont les termes d’ordre p
sont précisément P, et Q,,.
11 vient

5= @ (P = PIVF + 2(@Q= Q)F,

ce qui montre que les polynomes P et Q peuvent étre remplacés parles
polynomes P — P’ et Q — Q' qui sont de degré moindre.
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Donc le degré des polynomes P et Q peut toujours étre abaissé et
cela jusqu'a m — 3, de telle facon que H n’est autre chose qu’un poly-
nome H”.

Ily a donc précisément (m — 1)? polynomes distincts non suscep-
tibles d’étre ramencds & la forme (3).

Les cocfficients du développement ou les exposants —a —1 et
— b — 1 sont positifs dépendent donc au plus de (m — 1)? transcen-
dantes.

Exposants négatifs.

Il est facile d'étendre ces résultats a I'étude des relations de la
forme (1 bis).
Supposons donc que H, I’ et Q soient des polynomes entiers, non
. 1 1
plus en 2 ct y, mais en ., y, - et -

Y
Nous poserons alors

e y P

i QO
= iy = =3

‘L-:H-l).‘ﬂ ’

ot « et 8 sont des entiers positifs ct H', I, Q' des polynomes entiers
en.zety.

Les valeurs des enticrs positifs « et 3 seront regardées comme fixes,
mais pourront d'ailleurs étre prises aussi grandes qu'on voudra. Je
désignerai toujours par ¢ le degré de H, cest-d-dire le degré des
termes de H dont le degré d’homogénéité en = et en y sera le plus
Clevé,

Je désignerai de méme par p le degré de P et de Q.

Je représenterai par H, 'ensemble des termes de degré ¢ de H, par
P, et Q, 'ensemble des termes de degré p de P et de Q.

Je désignerai par ¢’ le degré de H', par p' celui de P’ et de ', de
sorte (u'on aura

g=¢+a+f+2 pP=pta+i+i,
d’ol

¢ =p +m
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Les termes du degré le plus élevé de H', P’ et (Y seront alors
wa+oyp+| ""’ .,L.aypu PP? .’L‘c”pr,,.
On tire de la

,_PdR Q) dF | dP ey v e
(14) W=TeZ+ Ly +¥ ( i T gy el = BQ)-
Posons-nous maintenant le probléme suivant :
Existe-t-il deux polynomes P” ¢t (Q” enticrs ct homogénes en .« et y-
ct tels que 1'on ait

. H, d (PVF, (st_
(13) /l, — dr \J;a]p-»l) ,.z+13p)

La relation (15) pecut s’écrire

P dF Q" dl
RN g R e & m J atm
Hyao+t ybrt = i e +l A
en posant, pour abréger,
v P
L=z d Y Q — 2" — Q.

Nous devons d’abord nous demander si Pon peut mettre I, sous [
forme

(16) H .z“*‘yp*‘ A.z' "‘+B dl’"

analogue & la forme (4). Dans cette ¢quation, A et B sont des poly-
nomes cntiors ¢t homogénes cn z et y dont le degré est évidem-
ment p'.

Nous supposcrons, pour éviter toute difficulté, non seulement que

. . N . . dt,
I'équation F,,= o n’a pas de racine multiple, mais que —>" n’est pas
‘Ill

P drl” dl
divisible par x, ni o pary. Dans ces conditions, T ety — 0 sont

prem icrs entre cux.
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En raisonnant alors comme sur I'équation (4) on verrait que 'on
peut toujours mettre H, sous la forme (16), pourvu que

qg'22m—r1.
Unc fois H, mis sous la forme (16), nous déterminerons P* et Q" &

I'aide des équations
! Z

d’ou I'on déduit

A gy (g Ek
RN __aA—{iB_.Z<; + 20,
On tirera de la Z et par conséquent P” et Q”, & moins que l'on

n'ait

)
€(17) 2t

Donc, H, pourra toujours se mettre sous la forme (15), pourvu

quc
p+1

"> I >
Zom—1 - 0.
7= 4 2 m <

+

Si la relation (17) était satisfaite, on verrait, comme a propos de la
discussion de I'équation (19), que, parmi les polynomes H,z*+! yB+!

de degré
q’=q+a+3+2=a+3+%f’

il 0’y en a que m qui soient distincts et non susceptibles d'étre mis
sous la forme (15).
Posons maintenant
' d(PyF\  d/QF
VEF rary B ~ dr ) + dy \x*+! yB )

x!y§+l
Journ. de Math. (3¢ série), tome III. — Fgsc. I, 18g7.
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Le polynome H” ainsi défini est de la forme (14); ses termes du

degré le plus élevé sont
Hq ! },a-o-t,

puisque P’ et Q” sont définis par la relation (15).

Donc H' — H” est de degré ¢’— 1 ; done 11" est la somme de deux
polynomes, 'un H” de la forme (14), I'autrc II'— I1” de degré
moindre. Le degré de II' peut donc étre réduit, & moins qu’il ne soit

M i1 ) m
plus petit que 2/m —1, ou égal & a + 3 + —-
. y m .
De plus, parmi les polynomes de degré « + f + 5 iln’y en aura
que m réellement distincts et dont le degré ne pourra étre réduit (la

réduction, unc fois I'étape « + § + —';1 franchie, pourra étre poussée
sans obstacle jusqu’a am — 2).

Il n’y a donc que m polynomes récllement distincts, de degré plus
grand que 2772 — 2 et non susceptibles d'étre mis sous la forme (14).

Comme le nombre des polynomes de degré am —2 est égal &
m (2m — 1), nous pouvons conclure qu’il y a au plus 2m?* polynomes
distincts qui ne peuvent sc mettre sous la forme (14). Mais cc nombre
peut encore étre réduit; et, en cffet, il y a des polynomes de degré
2/m — 2 qui peuvent se mettre sous la forme (14); on les obticnt en
prenant pour P’ ct Q' des polynomes quelconques de degré m— 2. Or

ilya '—:—(ni-— 1) polynomes I ct autant de polynomes dec degré

m — 2. Cela fera donc m*— m polynomes dec degré m — 2 et de la
forme (14).
Je dis qu'ils sont tous linéairement indépendants.

S, en effet, ils ne I'étaient pas, on pourrait trouver deux polynomes
d’ordre m — 2, tels que

d ( P'VF d Q'\/F‘)_
dz\z5y0 ) T dy \zovy8 ) = O

~ou en appelant P” et Q” les termes d’ordre le plus ¢levé de P’ et de Q

_d_(P"\/E) + 4 (M) =o.

dx xayp-o-: dJ’ .z‘“""yf’
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Cette équation est de méme forme que (15) (sauf que I, est nul);
clle entrainerait donc

dF dF
Ar - + By(TJ;._o,

ou (puisque A et B sont d’ordre inférieur & m étant du méme ordre

n 4 dF dF [3
que P” ou Q" et que, d’autre part, x —ety 3y sont premiers entre
cux)

A=o, B=o,
cc qui entraine
Y () —
l ” Q —o0

| & moins que la relation (17) n’ait licu ; or nous pouvons toujours sup-
poser le contraire, puisqu’elle entrainerait

mn
pP=a+B—<+1;
que l'on a, d’ailleurs,
psm—2

et que I'on peut supposer « ct § aussi grands que 1'on veut]. Il faudrait
donc que P” et Q” fussent nuls; et, comme ce sont les termes du degré
le plus élevé de P’ ct de ', il faudrait que P’ et Q' fussent nuls.

Nos m? — m polynomes sont donc linéairement indépendants. Il
reste donc

am?—(m*—m)=m?*+m

polynomes réellement distincts et non susceptibles de se mettre sous
la forme (14).

Comme cela a lieu, quelque grands que soient « et 3, nous conclu-

rons que nos coefficients dépendent au plus de m?+ m transcen-
dantes distinctes.

Ce nombre peut-il encore étre réduit?
Voici comment la question se pose: Nous avons trouvé qu’un cer-

tain nombre de polynomes en z, y, i, é, de la forme

(18) H= 1

T TIRY F !
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ol H' est un polynome d’ordre ¢’ en x et y, pourraient étre mis sous
la forme (3 bis), et cela de telle fagon que

PI Q'
(19) P=ome Q=

P’ et Q' étant des polynomes d'ordre p'=¢'—men z cten y.

Quand un polynome A pourra se mettre sous la forme (3 bis), et
cela de telle fagon que P et Q soient de la forme (19), je dirai, pour
abréger, que H peut se mettre sous la forme (3 ter).

L’analyse qui précéde montre que certains polynomes de la forme
(18) peuvent sc mettre sous la forme (3 zer); elle montre en méme
temps qu’il n'y en a pas d’autres.

Ce qu'il nous reste & voir, c'est si certains polynomes ne pourraient
étrc mis sous la forme (3 bis) sans pouvoir étre mis sous la forme
(3 ter).

On aurait donc

= 75 (PVF) + vF),

et I'on pourrait écrire

P=-L Q=Y

- J;ayln-! ’ < .Z‘“'Hy"'

Le polynome H pourrait ainsi se mettre sous la forme (3 bis);
mais, pour que cette forme ne se confonde pas avec la forme (3 ter), il
faut

® Qu bien que a soit plus grand que «;

2" Ou bien que b soit plus grand que §;

3° Ou bien enfin que lc degré p' des polynomes I et Q' soit plus
grand que ¢’ — m.

Nous pourrons, d’ailleurs, toujours supposer aZa, 42 .

Je dis d’abord que, si @ > «, a peut étre diminué d’une unité. On a
en cffet

sHI“"‘“Y"“’= u T+ Ty T

(14 bis) ‘ +F( d»'+de' p'_bQ’).
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Le premier membre étant divisible par , il doit en étre de méme du
second. Donc on aura pour z = o

VodF nlodQ N
(20) —a-y@-’-l‘ (”7{}' al (/Q)_o.

Nous supposerons que, pour z = o, le polynome F est premier avec
le polynome y%,F- Cette équation nous montre alors que, pour & = o,

()’ est divisible par IF; soit donc

Q' =—alUF.
Cette égalité ayant lieu seulement pour x = o, U sera un polynome
entier cn y.
Posons maintenant
PVF _ d(ur OVF _ d (R
eyl T T gy \zeyb ’ zyb — d -J.u'yh ’
d’ou
d ( pP"\/F d { Q'\F
(21) ‘H(wa}/u-l) +d)’(~2‘“+'}'"> =0,
ot
v (3y:dF ]
=2(2UZ) - UV,

. AU 30 dF o
P ——y(-‘Til +;U;5;)+’)I.JF,

cc qui montre que pour £ =0, on a Q"= (), et par conséquent, i
cause de (20), P”=P". Donc les deux polynomes I’ — P, Q' — Q~
sont divisibles par x.

Mais & cause de (21) on aura

I _d @—PWF  d(Q—Q)F

VF " dr ‘l‘“y"'“ d)’ wuvrl),h

Comme P’ —DP” et Q' — Q" sont divisibles par x, on voit que la
valeur de @ se trouve abaissée d’une unité. C. Q. F. b,
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On démontrerait de méme que b peut étre abaissé d'une unité s'il
est plus grand que 8.

Je dis maintenant que p’ peut &tre abaissé d'une unité s'il est plus
grand que ¢' — m.

Jen'ai presque rien a changer & la démonstration analogue de la fin
du paragraphe précédent.

Soient P” et Q" les termes du degré le plus élevé de P’ et de Q', on

devrait avoir
d (P'F, "I,
?‘; (‘ztayb'l-l) + dy (Qxa-\fl /)) = ()’

ou bien X
QVF, _dT  PWF, _ dT
.z-nH-lyln ——d.—l" W—_ a;'
ou
\/—(Qﬂ PII)’

k étant le degré d’homogénéité de T'; d’ou

w.dl _ 1
k= &

F'm d ” ” ﬂF,,,( "— P’ ‘\)” l:m
+ s (@~ Py — @)

0+1 4l = a+ih
&2 Yy £ y’

Cette équation, que I'on peut multiplier par z4*'y?, montre que
(QII P”).T dv

dF,, N
est divisible par F,; et, comme z—= o est premier avec F,, que
Q’ — P’ est divisible par F,,.

Soit
Q" —~P"=SF,,.
Nous poserons
Q"VF _ d SF PPVF 4 SF!
Za+tyl ~ dr kxay \rayln—l - 2} ,\‘\‘E“_y".
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On en conclut :

1° Que Q" et P” ont mémes termes de degré le plus élevé que Q"
ct P de facon que les polynomes P’ — P”, Q"— Q" sont de degré
moindre;

2° Que
d P"\F d Q"VF
dz zoy™ * dy ey <O
d’ou enfin

N _ g @ —pryF d@Q—Q)F
\/F — dz z“y"*’ + E.; $u+l.yh

On voit que le degré des polynomes a été abaissé.  c. q. . v.
La démonstration se trouverait en défaut si I'on avait

ou
ou
+1+==0
p a2 —
Dans ce cas on trouve simplement
Q// — P//.
Nous ne pouvons donc plus affirmer que T soit de la forme

SFi

T= 2%,

§

ot S est un polynome; ni méme que T ne soit pas transcendant. La
discussion faite plus haut & propos du cas ol F était supposé homogéne
nous a méme montré que parmi les intégrales de la forme

o BV (2 _ )
—J asyt \y <)’
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\ ” . m 3
oit P est un polynome homogéne d'ordre @ + & — —; que parmi ces

intégrales, dis-je, il y en a qui sont transcendantes et qui sont des
combinaisons linéaires de m transcendantes distinctes.

Parmi les polynomes P il y en a donc m, distinets entre eux, et qui
peuvent ainsi donner naissance & des transcendantes. Supposons
cependant que l'intégrale T ne soit pas transcendante. Je dis qu'elle
sera dc la forme

xa!b
Pour nous en rendre compte, regardons un instant ¥ comme une
constante et développons suivant les puissances de « — x,, x, étant
une valeur quelconque de z.
Si x, n’est pas nul ct si (x — x,) n’annule pas F,,, la quantité sous

le signe f nc contiendra que des puissances entiéres et positives de

. R e dT
« — x,; il en sera donc de méme de T; si .y n’est pas nul, 7= ne con-
09 ) o Ydr

liendra que des puissances positives entitres et impaires de yw — z,.
Cela montre que T est égal & une fonction T, de y, plus une fonction

de x et de y, changeant de signe avec yx—ua, cl divisible par

3 . .
(x —zy)". Comme g—;dmt changer de signe avee Yo — x,), nous

voyons que la fonction T, de y doit s¢ réduire & une constante que
nous pouvons laisser de coté; de sorte que finalement cette fonction

3 . . . .
ne contient (i« — x,)* qu’a des puissances impaires et au moins égales
a3.
C o 3 T
La conclusion, c’est que T est divisible par 172, puisque ) ne de-
‘Ill

vient pas infini pour & = x,; on a donc

_ Spt
= o

ct il nous reste a4 montrer que g ctv sont précisément ¢égaux a a et b.
Pour cela développons suivant les puissances croissantes de «; le dé-
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veloppement deZ——Tcommencant par un terme en z~°-* et celui de
x

g—; par un terme en z~*; celui de T devra commencer par un terme

enz~%; d'olla = p. C. Q. F. D.

SFi
.’L‘“y/'
suivrait comme plus haut ct le degré des polynomes ne peut étre
abaissé.

Nous n’avons donc & nous occuper que des 7 transcendantes T et
des m polynomes P” correspondant.

Soit P” = Q" I'un de ces polynomes; écrivons

-4 (50) 2(20

= dz \ 7oy dy \zo' )’

Comme T est de la forme s le reste du raisonnement se pour-

Nous aurons formé un polynome H qui peut sc mettre sous la forme
(3 bis); je dis qu'il ne peut se mettre sous la forme (3 ter). Si, en
cffet, il pouvait se mettre sous la forme (3 fer), on pourrait trouver
deux polynomes P’ ct Q' dont les termes de degré le plus élevé son t
P” et Q"= P” et qui scraicnt tels que

d (PYFY . d (QVF)_
dr (.z"'y"*‘)+ 2; (xa-ﬂyh)_ 0.

Cela voudrait dire qu'il existerait une intégrale de différentielle totale

T — VF (Q'dz Pdy
=55 -5

Cette intégrale devrait étre transcendante ct admettre des périodes

cycliques, puisque, pour x et y trés grands, elle sc réduirait sensible-
ment &

VE, (dr dr)
x(‘y(l .—(I-f- 7

qui est, par hypothése, I'une de nos m transcendantes et qui admet
des périodes cycliques.

Journ. de Math. (5 série), tome I}, — Fasc III, 1897, 31
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Mais il cst absurde de supposer que I'intégrale T admette des pé-
riodes cycliques. Elle ne pourrait en avoir, en effet, que si la surface

32=F

admettait des cycles linéaires. Nous verrons plus loin qu’elle n’en
admet pas, si le polynome F est indécomposable, ce qui est le cas
général. :

Donc I’hypothése faite au début était absurde et nos polynomes ne
peuvent se mettre sous la forme (3 ter).

Il yadonc m polynomes qui peuvent se mettre sous la forme (3 bis),
sans pouvoir se mettre sous la forme (3 ter) et il n’y en a que m.

Il nous restait m?* + m polynomes distincts ne pouvant sc mettre
sous la forme (3 fer); il restera donc m? polynomes distincts ne pou-
vant se mettre sous la forme (3 bis). Ce nombre ne peut plus étre ré-
duit, au moins dans le cas général.

Doncles coefficients du développement de -'; dépendent au plus de

v

m? transcendantes distinctes.

Autre démonstration.

On pourrait encore raisonner comme il suit :

Donnons-nous la valeur de ¢’ et choisissons-la de fagon quc la rela-
tion (17) n'ait pas lieu. Alors nous pourrons affirmer que tout poly-
nome qui peut se mettre sous la forme (3 bis) peut aussi se mettre sous
la forme (3 ter). '

Ilya

(¢'+1)(q'+12)
2

polynomes de degré ¢'. Les polynomes P’ et Q" sont de degré
pP=q¢—m

11 y aura donc P+ (P +2)
2

polynomes P’ et autant de polynomes Q'.
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Nous pourrons donc former

(p'+1)(p'+2)

combinaisons de la forme (3 ter).

Mais nous devons observer que toutes ces combinaisons ne sont pas
distinctes; combien y aura-t-il de relations entre elles? Pour former
toutes ces relations, nous n'avons qu'a rechercher toutes les identités
de la forme

(23) 4 PV d QVF

dr zoy= T gy Zaviyl =0;

cette identité montre que

[ -2)

est une intégrale de différentielle totale.

Je dis que cette intégrale ne peut étre transcendante. En effet, si
elle était transcendante, il faudrait qu'elle edt, soit des périodes cy-
cliques, soit des périodes polaires.

Jappelle période cyclique celle que I'on obtient quand le point
x, ¥ décrit un contour fermé (cycle linéaire) (ce contour fermé ne pou-
vant, par déformation continue, étre ramené & un contour infiniment
petit sans passer par un point singulier).

Jappelle période polaire celle que I'on obtient quand le point
x, y décrit un contour fermé infiniment petit autour d’un point pour

lequel la fonction sous le signe f devient infinie.

Il n’y a pas de période cyclique.

Et, en effet, un cycle linéaire, s'il existait, pourrait toujours étre
décomposé en cycles élémentaires formés chacun d’un double lacet
entourant deux points de la courbe F(x,y)=o0; tel est le double
lacet qui, enveloppant les deux points == 1, définit I'une des périodes

de I'intégrale
dz’ .
f\/(l— @) (1—k*z?)
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Mais si la courbe F'(z, ) = o est indécomposable, ce que nous sup-
poserons, les deux points de cette courbe cnveloppés par le double
lacet peuvent s'échanger et se confondre, de sorte que le lacet devient
infiniment petit.

Il n’y a donc pas de cycle linéaire.

Il n’y a pas non plus de période polaire.

En effet, la fonction sous le signe f nc devient infinie que pour
x =oet poury =o.
Développons suivant les puissances de x; le développement de

dT .
~ 5¢ présentera sous la forme
T

ot A, est une fonction de y; considérons en particulier le terme

A,
.Z"

c’est celui-la qui, par intégration, pourrait introduire la transcen-

dante
A, Lzx.

. . . A
Mais alors il y aurait dans ‘;—Iy le terme Lx%;', ct comme ce terme
n’existe pas, c’est que f%' = 0, c'est-d-dire que A, est une constante.

Mais, d’autre part, A, doit changer dc signe avec yF. Donc, A,
est nul.

Nous n'aurons donc ni la transcendante Lx, ni pour la méme
raison la transcendante Lyy.

Donc l'intégrale T est algébrique.

Considérons maintenant )y comme une constante et soit 2, une valeur
quelconque de . Si cette valeur n'annule pas F, nous verrons, comme
plus haut, que T est développable suivant les puissances de x — x, ;
si cette valeur annule F, nous verrons comme plus haut que T est

divisible par ( — x,)*.
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3
Nous conclurons de tout ccla que T est divisible par F?, et nous
¢erirons
3
SF?
T= el

S étant un polynome. On verrait, comme plus haut, que

u=a, v=2b,
ce qui donne
3
sp?
T=zp

On voit que S est un polynome de degré p'— m.
Il'y aura autant de relations (22) que de polynomes S; c’est-a-dire

(P—m+1)(p'—m+12)
2

Il y a donc

'—m 1) (p'—m<+13)
3

(P +1)(p+2)— 2
combinaisons distinctes de la forme (3 ter), et

(7 +')2(q+2) _(Pr+l)(p:+2)+(P

'—m+1)(p'—m+2)
- —

m2

polynomes distincts non susceptibles d'étre mis sous la forme (3 bis).
C. Q. F. D.

Cas des racines multiples.

Dans I'exposé qui précéde, nous avons fait diverses hypothéses;
nous avons suppos¢ entre autres choses que 1'équation F,, = o n’avait
pas de racines multiples.

Mais toutes ces hypothéses n’avaient pas pour effet de restreindre la
généralité. C'est ainsi que le cas o 'équation a des racines multiples
est un cas particulier de celui o elle n’en a pas.
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Mais, dans le cas général, il y a entre les coefficients du développe-

ment de ;/—li? un certain nombre de relations linéaires.

Le passage & la limite suffirait pour montrer qu'il y en a au moins
autant dans un cas particulier quelconque.

Les coefficients dépendent, dans le cas général, d’un certain nombre
de transcendantes distinctes; dans les différents cas particuliers, ce
nombre peut diminuer, maisil ne peut jamais augmenter.

Nous avons va qu'il y a m* polynomes distincts non susceptibles de
se mettre sous la forme (3 bis); il y en aura au plus m* dans les cas
particuliers.

La discussion de chaque cas particulier serait sans doulc intéres-
sante, mais je me bornerai aux cas qui se présentent en Astronomic.
Application 4 1a fonction perturbatrice.

Nous avons pos¢ dans 'introduction
eé=zx, €=y,

u et u' ¢lant les deux anomalies excentriques.
Alors les coordonnées de la premiére planéte sont de la forme

¢y
- + CQ -+ 03 IL',
ey
tandis que celles de la seconde sont de la forme
Cy
S +a+ey.

Le carré de la distance des deux planétes D? sera donc un polynome
oy » I 1 A1} oy .
du deuxiéme degré enz, y, — et o C’est ce polynome que j'appellerai

désormais F (z, y); il contiendra des termes en

xﬂ, yﬁ, xy’ w, y, I, w—n’ y—2’ x—ly“’ w—l, y—-., wy—i’ z—ly.
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Je poserai aussi quelquefois
' y*F(z,y) =F(z,y),

ct F'(z, y) sera un polynome entier en z et y.

Pour avoir le coefficient de z?, il suffit de donner &  une valeur
dont la partic imaginaire est négative et trés grande, «' conservant
une valeur finie. Alors la distance D est sensiblement égale a la dis-
tance de la premiére planéte & 'origine, c'est-a-dire a

a(l——ecosu)=a(1-———)

. aex
ou sensiblement — —

. 3 o3
Le coefficient de z* est donc %, a étant le grand axe et ¢ 'excen-

tricité. La mé¢me analyse montre que le coefficient de 2~ est le méme.
12,2

De méme les coefficients de y? et y~? sont tous deux égaux & T

a' et ¢’ étant le grand axe et 'excentricité de la seconde planéte.

Pour trouver le coefficient de zy observons que, si les parties ima-
ginaires de u et dc ' sont toutes deux négatives et trés grandes,
chacune des planétes se trouvera sur I'ellipse qu’elle décrit en un point
trés ¢loigné de origine. Si donc nous appelons A I'angle de 'asym-
ptote (imaginairc) 4 I'une de ces cllipses avec 'asymptote de I'autre
ellipse, le coefficient de 2 zy sera

aea'e

7 cos A.

L’angle A est toujours imaginaire et cosA plus grand que 1 s'il est
réel.

Comme chaque ellipse a deux asymptotes, nous avons quatre
angles A qui correspondent aux coefficients de

22y, 2zy~', azx'y, 207y,
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L’angle A ne peut étre égal ni & o, ni & =, puisque les asymptotes
sont imaginaires et situées dans deux plans réels différents. Les
termes du second degré de F(z, y) ne peuvent donc se réduire & un
carré parfait.

Si I'une des excentricités est nulle, e par exemple, les termes en z*
et o~ disparaissent ; mais le terme en zy nc disparait pas, bien que
son coefficient

aea'e'

4

cosA

contienne e en facteur, parce que cosA devient infini.

Quant a F'(2, y) =2y*F(x,y), c’est un polynome du sixi¢me
degré, généralement indécomposable.

La courbe

F(z,y)=o

est une courbe du sixiéme degré avec un point double a I'origine et
deux points doubles a infini.

Cette courbe se décompose dans deux cas:

1° Si I'inclinaison cst nulle, elle se décompose alors en deux courbes
du troisicme degre.

2° Si les deux excentricités sont nulles, elle a alors pour compo-
santes les deux axes de coordonnées ct une courbe du quatriéme
degré avee deux points doubles a l'infini.

Alors F(z, y) admet des termes en

ry, & Y, I, z!, )’", w-‘y-" -7/"'}” 1’)’-‘-

Mais, de plus, le polynome présente unc symétrie particulicre.
11 ne change pas quand on permute x ct y, ni quand on change

1 1
en —ctyen 2.
Je n’examinerai dans la suite que le cas général et celui ou les deux
excentricités sont nulles. _
Bien d’autres cas particuliers mériteraient quelque attention : celui

ou l'inclinaison cst nulle, celui ot les deux grands axes coincident
entre eux et avec l'intersection des plans des orbites, celui ol ces deux
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plans se coupent & angle droit et ol leur intersection coincide avec le
grand axe de I'une des deux orbites, etc.

Intégrales de différentielles totales.

I1 paralt nécessaire de revenir sur la démonstration que j'ai donnée

de ce fait que les intégrales de différentielles totales dépendant de \F
nc peuvent étre transcendantes, afin de voir si clle s’applique aux cas
particuliers que je veux maintenant étudier en détail,

Quand M. Picard a annoncé, pour la premicre fois, que la surface
la plus générale de son degré ne posséde pas de cycle linéaire, ce fait
a caus¢ un grand ¢tonnement. On sera moins ¢tonné¢ maintenant que
la surface

G
l

n'en posséde pas non plus quand le polynome I st indécomposable.

Revenons sur la démonstration. Soit A un point singulier quel-
conque, c’cst-a-dirc un ensemble de valeurs complexes de x et de y
«qui annule F(.z, ). Yappellerai lacet un chemin d'intégration com-
posc comme il suit. On prendra pour point de départ un point quel-
conque O non singulier, choisi comme origine de tous les lacets. On
ira de O & un point A’ infiniment voisin de A en suivant un chemin
(uclconque; on décrira un contour infiniment petit enveloppant le
point A, de fagon a revenir au point A’, et 'on reviendra de A’ en O
par le méme chemin.

Le lacet sera dit rectiligne si le chemin OA’ est rectiligne.

Je représenterai par (A) intégrale prise le long de ce lacet en par-
tant du point O en attribuant au radical un signe convenu une fois
pour toutes. Je la représenterai par [A]si le lacet est rectiligne. Je
remarque deux choses: 1° une période quelconque de I'intégrale sera
une combinaison linéaire & coefficients entiers de périodes de la forme

[A]—[B],

A et B étant deux points singuliers quelconques.
Journ. de Math. (5* séric), tome III. — Fasc. III, 18g7. 32
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2° Soient deux lacets, 'un rectiligne, I’autre non rectiligne, enve-
loppant un méme point singulier A. Soient [A] et (A) les deux inté-
grales correspondantes; la différence

(A)—[A]

sera ¢gale au double d’une période.
Cela posé, supposons d’abord le polynome I7 indécomposable, et

supposons quc nous ayons n -+ 1 points singulicrs qui peuvent étre
distincts
Ayy An Ay .oy Ay

Nous pourrons alors avoir u# périodes distinctes

[Ao] = A (A= [As]y ooy [Aucd ] = [ALL

Je dis qu’elles sont toutes nulles.

En cffet, le polynome I¥ élant indécomposable, les points A, et A,
peuvent s’échanger. Je puis faire varier d’une manicre continue A, de
facon qu'il vienne en A,. Le lacet recliligne entourant A, se chungera
en un lacet, généralement non rectiligne, entourant A, de sorte (qu'on

aura
[Ae] = (A)).

Mais (A,) — [A,] est le double d’une période. Nous avons donce
entre nos n périodes une équation linc¢aire & cocflicients entiers. Le
cocfticient de [A,] — [A,] est impair, cclui des autres périodes est
pair.

Nous trouverions de méme # — 1 autres ¢quations linéaives. Le
déterminant de ces équations ne saurait ¢tre nul. En effet, il est

. s g (mod. 2).

Donc les n périodes sont nulles. C. Q. F. D.
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Qu’arrive-t-il maintenant si le polynome F est décomposable? Si
alors A, et A, apparticnnent & deux facteurs différents de F, A, ne
s’échange plus avec A,. Mais voici comment on peut raisonner.

Fu faisant varier A, ct A, d’'une mani¢re continue, je pourrai les
amener en deux points B, et B, infiniment voisins Pun de lautre ct
infiniment voisins de l'un des points d’intersection des deux courbes
dans lesquelles sc décompose la courbe F = o.

Alors les lacets rectilignes [A,] et [A,] se changent dans les lacets
non rectilignes (B,) et (B,), de sorte que

[Aol = [Bu], [A—[Bi]

seront des doubles périodes.

Maintenant, cn faisant varier d’'une manicre continuc B, ct B, je
puis faire tourncr B, autour de B, ; alors [B, | et [ B, ] se changent res-
pectivement en
3[By] — 2[B,]. 2[B,] - [Bi],
d’on

|B,]=3|B,| - 2[B]

ou

|B,]=[B,].

On en conclut que [A,| — [A, ] est encore une double période, et le
reste de la démonstration se poursuit comme plus haut.
Celte démonstration suppose que B, peut tourner autour de B,,

sans (u’aucun autre point singulicr soit trés voisin de B, et de B,.
(est ce qui arrivera sila courbe

I’ = (4]

s¢ décompose en plusicurs courbes irréductibles, mais de telle sorte
qu'aucun point d’intersection de deux de ces courbes composantes
n’appartienne & plus de deux composantes ct nc soit pas un point
double pour I'une d’elles.

La démonstration s’applique donc, soit dans le cas général du pro-
bléme du développement de la fonction perturbatrice, soit dans le cas
particulicr ot les deux excentricités sont nulles.
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Ainsi les intégrales de différentielles totales de la forme

[ (Rdz +8dy),

ol R et S sont rationnels cn z, ¥ et

ne peuvent avoir de périodes cycliques, mais sculement des périodes
polaires.

Elles ne peuvent donc étre transcendantes sans étre logarithmicques.
Elles seront donc de la forme suivante :

AdogR, + AzlogR, +...+ A logR,+ T,

ot Ry, Ry, ..., R, ct T sont rationnels en, ), sctou A, A,, ..., A,
sont des constantes.

Mais il y a plus: si R (ainsi que S) est égal & 5 multipli¢ par une
fonction rationnelle de ' et de y, notre intégrale doit changer de

signe quand on change 3 en 3, de telle sorte qu’clle devra étre de la
forme

A,log———————P‘(J"y' -+ A,lo 8 prr Po(ryh3)

'p‘(l',;)’, (‘Ty,}y “')
;(r J’, ") T
+ A logl, : ay—st* U,

ot U cst rationnel en z et y, ot les P sont des polynomes en z, y, = el
les A des constantes.

Alors le dénominateur commun de R et S doit étre de la forme
P, y,3)P (2,5, —3)Py(x,y,3) P, (e, v, —3) ... Pp(, y, 3) Py, y, — 20,
Nous sommes donc conduits & la régle suivante :
Soit

f_de + Cdy
~ D
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une intégrale de différenticlle totale, ou B, C, D sont des polynomes
entiers en z ct y. Supposons cette intégrale logarithmique et soit D,
I'un des facteurs de D.

La courbe gauche

doit se décomposer en deux autres.
Dans les intégrales que nous avons & envisager, le dénominateur est
de la forme

L2 yB,

2 ct B étant des entiers; il n'y aurait donc aucune difficulté si les deux
courbes gauches
£ =0, F =32,

y = o, Fr==3?

¢taient indécomposables. Mais ce n’est pas ce qui arrive. Pour z = o,
I sc réduit & a*y*, et pour y = o, & b*z?, a et b étant des coefficients
constants.

La démonstration donnée plus haut dans un cas analogue n’est donc
plus applicable ct il faut en chercher une nouvelle.

S'il existait une intégrale logarithmique, elle serait de la forme

Adz +Bdy
f J«'!yﬂ ¢F b

A ct B étant des polynomes en x ct y.
Si nous faisons « = const., elle deviendrait

f Cdy JF,

(ui devrait admettre une période polaire quand on tournerait autour
de y = o, et ne devrait pas admettre de période cyclique.

C serait un polynome entier en y et ;—



248 Il. POINCARE.

Comme F’ est un polynome du quatriéme degré en y, je poscrai

=u,

dy

b \/FT

et je désignerai par y,, ¥, ¥a, ¥, les quatre racines de I'équation
"=o.

Nous aurons alors

_ ,‘c(u ——a)r(u-+a)
T M e(u—bys(u+ by

ot k, a et b sont des constantes.
~ . . ! 3 .
Alors CF’ qui est un polynome entier en y et 7 sera une fonction

doublement périodique de w, ne changeant pas quand on change o en
— u. Elle admettra quatre poles, i savoir £ a el £ 0.

\ous aurons
f CdyyIF= [CFdu.

Décomposons CF’ en ¢léments simples, il viendra

Cl'=m{(u—a) —ml(e+a)+nl(—0)—nl(u+b)+p
+¢q|T(u— @)+ (u+a) +r|l(u—b)+C(u+ b))+ H,

o m, n, p, ¢, r sont des cocfficients constants et on Il dépend des
dérivées secondes des L ou des dévivées d’ordre plus éleve,
La partie transcendante de Pintégrale sera done
s(u--b) s(u —b)

mlog 2Ll oy o
" bo(u-r—u)+” Bo(u+b)

+ gl — @) + Lu+a)| + r{8(u - by +Z(u+ b))

-+ pu

Notre intégrale ne doit pas admettre de période cyelique, cetie
partie transcendante ne doit done pas changer quand « augmente de
20, ou de 2w,.

Si u augmente de 2w, {(#) augmente de 27, et o(«) est multipli¢
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par
- ci’ﬂ'.ll +w) ,

Done notre transcendante augmente de
— Amna — qnnb +2pw + 4 (g + 1)y,

Cette cxpression doit s’annuler (quand on donne & w, soit I'indice 1,
soit I'indice 2, en donnant & v I'indice correspondant.
On aura donc

ma+nb=q+r, p=o.

Faisons maintenant varier # d’unc maniére continue; & et b varie-
ront d’'une maniére continue, m, n, g et r restent constants et p doit
rester nul.

Il y a deux valeurs de & pour lesquelles une des racines de F'=o
(je puis Loujours supposcr que c’est celle que j'ai appelée y,) devien
nulle. Si .~ tourne autour d’unc de ces deux valeurs, en décrivant un
cercle trés petit, v, tourne autour de o. Alors « se change en — « ¢t
b ne change pas.

Comme notre relation doit toujours subsister, nous aurions

—ma+nb=q¢g+r,
d’ott m = o.
Nous trouverions de méme n=o0, d’oli ¢ + 1 = o,
Cela montre que notre intégrale est algébrique.  ¢. Q. ¥. b,
Cette démonstration s’applique au cas général; dans le cas particu-
licr o1 les excentricités sont nulles, la démonstration est encore plus
facile.

En effet, si I'intégrale est de la forme

Adx -+ Bdy T
113-3 A

elle ne pourrait avoir de point singulier logarithmique que pour .« = o,
ouUy=0,002 =%, 0U y=2n0,
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Or F’ est égal & 2y, multipli¢ par un polynome du deuxiéme degre
tant en x qu’en y.

Si donc on suppose x trés petit et qu’on développe suivant les puis-
sances de x, on n'aura que des puissances impaires de y.r; on n'aura
donc pas de terme cn

dr
A0
(qui introduirait un logarithme.

Donc x = o n’est pas un point singulier logarithmique et il en st
demémedey =o0,r =%,y ==. €. Q. F. D

~

Cas général.

Nous avons va que dans le cas général, c'est-i-dire si les excentri-
cités ne sont pas nulles, ni les inclinaisons, I est un polynome du
deuxieme degré.

Désormais, sauf avis contraive, j'entends par polynowe de degré p,
un polynome de degré pen ., y, "l_, :, de telle sorte que dams cha-
cun de ses termes la somme des valeurs absolues des exposants de et
de y soit au plus égale a p.

Soit alors H un pol) nome de degré ¢. 11 s'agit de savoir si Fon peut
trouver deux polynomes P et Q dedegré p et tels que

(I i
N dr( ePVE) + o (v QuE),

h 1
d’ou

(23) II*F(J;(L]+ydO—+—P+-()> (,1"" ,n’“)

. dy

Nous généraliserons en supposant que I est un polynome de degre m.
Sil'on a

=p+m,

nous dirons que le polynome H peut se mettre sous la forme (23 bis).
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Si l'on a
g p+m,

de telle facon que les termes de degré p + m se détruisent dans le
second membre de (23), nous dirons ue I peut se mettre sous la
forme (23 ter) et ce que nous avons d’abord & établir, c’est que si Il
pent se mettre sous la forme (23 ter), il peut se mettre sous la forme
(23 bis).
Pour cela, j'adopterai la notation suivante. J’appellerai
I, Tensemble des termes de 1 du degré le plus élevé (c’est-d-dire de
degré ¢), en i« et y;
N ’ ' ’ . .
I, Fensemble des termes de H du degré le plus élevé (c'est-a-dire de
’ '
degré ¢), en 2 et o
I, 'ensemble des termes de H du degré le plus élevé (c’est-i-dire de
AN " ' 4 3
degré ¢), en < ety
11, Fensemble des termesde H du degré le plus ¢levé (¢'est-a-dire de
o \ ! . 1
degré g), en i 7

Je définivai de méme F\, 1y, y, F,, Py, Py, Py, Py, Q4 Quy Q) Q.

Je remarque que I, et 1L, ont un terme commun, le terme en .45 je
Pappelleraill,, ; jedéliniraide méme H o, H,,, Hy,, F,,, ... Cela posé,
en prenant les termes du degeé le plus élevé, en et y, on aura si
q=p-+wm,

Q

w3

a dap d() 1/ d¥ dF
I,= .(»07;’ +yg; + P+ Q.)+ 5(.1;1’. = +rQ, ?1,})'

Si, au contraire, H est de la forme (23 ter), les termes de degré p + m
doivent disparaitre, ct I’on aura

dp d 1 d 5 d¥
(24) o= F'(”Tj +y—(%,‘ +D,+ Q,)+ ;<.L-P, = +yQ, 7/7')
ou .
| d iy, d T =

= (=P W)+ (-,;(yQ.\/l«.)— 0.

Journ. de Math. (3¢ séric), tome NI. — Fasc. U, 18¢g~. 33
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Ccla montre que
yQWF, di — 2P, /I, dy

est une différenticlle exacte que j'appellerai
d(T\F).
C’est une fonction homogéne de degré p+2+ "f en et y;on adonce
(P + 2+ ”T;) T V/F; =Ly \’/F;(Qi —P)).

Je poserai Q, — P, =R,, ct je trouverai

(p+2+2)yQuF = 2 (ey Ry F)
on
(23) (p+2+5)yQF,=yREF+ oy SUF + Loy R0

. , . dF, e \
Celle équation montre que T R, est divisible par I (vl connne

. . dF . c .
I, est premier avee x—-» dans le cas ;.-,'cncml>, que R, est divisible

pm I¥, (remarquons cn passant que, d'aprés leur délinition, Iy, P,
Q),, R, sont des polynomes entiers en « et y). Soit done

R,= (p + 2 + -':'\)S,F,.

On voit que S, sera un polynome enticr homogéne et d'ordre p — n
cn et y. On aura d'ailleurs

ny l -y 1?" l < '\.:_I
)’Q\\/l‘a = (—;;;(-'L:yb,l":_), xP 0\’1‘ = -{;—Y(:l:)’b, l“: )

Les lermes du degré p+m en & ct - y _ doivent disparaitre, cc qui
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donne
2 (P, )+ & (yQ,VF,
d.p(~’7 2V 2)‘*“213, )’\2\/ a):"O,

ou hien

yQuvFsde — o0, s dy = d(T |F)

4 K N 0 . m 1
I'yF, étant une fonction homogéne de degré p + —ecn zet };; on a

donc, par le théoréme des fonctions homogénes,

(p+ 2) TV = ey Q4 P

Si je pose Q, + I, = R, je retrouverai une équation analogue a (23),
. . m , m TP
ott le coefficient p + 2 + — sera remplacé par p + — ct ot l'indice 1
2 2

sera partout remplacé par I'indice 2. Cette équation montre que R,
est divisible par I¥,. Posons donc

' ’ ] ) I .
S, sera un polynome homogénce de degré p — m en « et—ct on

auri

[ OBy

yQ,vF,= ‘% (wyS._, l":.f;), wPF=— = (wyS, F

).
On démontrerait de méme (u’on aura
POAFi= ), epaEi=— 2oy, )
yQuFi= Z(ayS\F), ol JFi=— ?y (ays,¥1),
S, et S, étant des polynomes homogénes de degré p — na en ; el y et

I 1
en—-ct—-
« Yy

S, et S, contient un terme en £?~"; soit 3,, celui de 8,, 8,, celui
de S,; je vais démontrer que S,, = S,,.
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1‘.—‘—(1"*"*‘*‘?) S,F,, R:=<I’+?;l) S. T,
on tire, en ¢galant leg termes indépendants de y,
Q=P =(p+2+2)8,1,,
Qi+ Pl:) = <I’ -+ %l) S, 23

il faut donc démontrer que

</’ + %) Q= Dy,) = (1’ + 2+ i:"') (Qus+ 1),

ou

m
(P +1+ 7;) P+Q=o.
Egalons dans (21) les termes indépendants de y; ces termes, dans

v,oQ, F, %,

L 55— A —
1 de d.e

sont respectlivement

* Py, Qs oy ey, [’plz-
Il vient done
p1)|2+1,|3+(2|2+lece:”a

9

ou

(1) + 1+ ?) P,+Q,.=o0.

On démontrerail de méme que

v
4

, el 8, ont méme terme cn yP",

- 1

asn=p
2 CL Oy » Yo

Ui
®
-

.
wn

s el

M )
N » A .
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Qe
Qe

Il existe donce un polynome S de degré p — mi, ot

-

Lcs termes de degré p — men x et y sont 8,

1 )
» xet= » Dy,
J
» L cty » )
z 39
{ 1 -y
» -et- » 8,
£

Posons alors

JF = 2 (2ySK? D F = — 2 (zySF?
yQyl _ﬁ(x) SK?),  .P"F= dy(xybl ).
On a donc
d » T d r I3
Az (.’L'P \/l‘)"‘" ‘3’;()’(—\) \vl‘)-’ZO,
el par conséquent

M= L@~ P\ F + ;‘% [y(Q = QWF|.

Les polynomes I’ et Q) sont donc remplacés par P —P” et Q — Q"
(ui sont, comme nous allons le voir, de degré moindre. En effet, les
termes de P* et Q”, qqui sont de degré p — m

enzctysontD, et Q,,

en & ctdlv sont P, et Q,,
]

en - ct ysont Py et Q,,

1 1
en — ct - sont P, et Q,.

L degré des polynomes I> et () peut done loujours étre abaissé
si 1l est de la forme (23 ter), de sorte que H peut loujours dtre

ramen¢ & la forme (23 bis). C. Q. F. D,
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1l suftit donc de chercher si H peut sc mettre sous la forme (23 bis).
Combien y a-t-il de polynomes H de degré ¢ = p + m?
llyena

(g +1)=(p+m)+(p--m+1)i

Combien y a-t-il de polynomes P de degré p?
Ilyena
P+ (p+1),
¢t aulant de polynomes Q, de sorte qu'il y a

api42(p +1)

expressions de la forme (23 bis). Mais toutes ces expressions ne sonl
pas distinctes, parce u'il peut y avoir des polynomes P et Q, tels que

- d
(20) ( P\/I‘)-}- ly(y()\l‘)—()
Celle &équation exprime que
f@QJﬂw—MWF@)
est une intégrale de différentielle totale. Cette intégrale, d'apres ce
(ue nous avons vu, ne pcul élre transcendante; et, en raisonnant
comme nous l'avons fait plus haut, on verrait qu'elle doit étre de la

forme

.cySFg,

Ny - . 1 [ « » )
S élant un polynome entier en z, y, —» 5 On aura done

| Q= SF + 2 2F + 2205,
27) I p o Sp_ B 3 dF
( =S YG Y T dy

Coes équations montrent que S doit étre de degré p — m. Si, en
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cffet, S était de degre
h>p—m,

il contiendrait un ensemble de termes homogenes de degré hen.c et y
que j'appellerais S, (¢t je définirais de méme, comme plus haut, S,,
S5, S,). Les termes de degré & + m devant disparaitre dans le second
membre de (27), on aurait

< 3

.S dF,
0o — B,l.-’t—.ﬂ'('l';l,-*—;.ﬂd—.cs”

: dS;y~ 3 _dF, ¢
o= S,F,—yBF,+ Iy s,
[$111
d .yl d 3
(Ti-(-’l')’bq l‘?) =0, a.; (x‘ysi 143') =0,

dott B, =o.

On démontrerait de méme que S,, S, et S, sont nuls.

Done 8 est de degré p — m, etil y a antant de relations (26) que
de polynomes de degré p — m, ¢'est-d-dire

(p—mP+(p—m—+1).

Combicen y a-t-il alors de polynomes 11 distincts non susceplibles
d’¢tre mis sous la forme (23). Il yen a

(p+m+(p+m—+1)t—o2p*—2(p+1)
+(p—m)+(p—m-+1),
c’est-a-dive {m?.
Dans le cas de la fonction perturbatrice, on a

m=u, Am? =10.

Ainsi les coefficients du déceloppement de la fonction perturba-
trice suivant les cosinus et sinus des multiples des anomalies excen-
triques sont des fonctions transcendantes des cléments. Mais ces
Jonctions transcendantes dépendent au plus de 16 transcendantes
dlistinctes.
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Cas des excentricités nulles.

Alors, nous I'avons vu, le polynome IF conticnt des termes en
cy. , ] al —t 7! ry="* =Yyt
. ), Ly Yy y ) ) ’ yi ‘ .y ’ ) *

J'entendrai désorntais, sauf avis contraire, par polyvnome de degré p
tout polynome oni, dans chaque terme, I'exposant de ., non plus que
celui de y, n’excéde jamais p en valeur absoluc.

IEn cc sens, I est un polynome de degré 1. Je généraliserai en sup-
posant que I est un polynome de degré m.

Soit I un polynome de degre ¢; il s'agit de savoir s'il peut se
mettre sous la forme (23). Je dirai encore que le polynome est de la
forme (23 bis) si le degré p des polynomes P et Q (le mot degré est
cntendu au sens nouveau que je lui donne) est égal g — m, et de la
forme (23¢er) s'il est plus grand que ¢ — .

Je me propose cncore d’établir que tout polynome de la forme
(23 ter) est aussi de la forme (23 bis).

Adoptant des notations analogues & celles du paragraphe précédent,
je désigne

par P, Pensemble des termes de P de degré p par rapport 4 .c,

P, » P »ooop » ¥,
|
P, » Po» p » =
) r.
| » 1 »ooop » 3
par Q, » » P » Sy
Q, » nooop » ¥

L

o D LD
]
&j'-'

Q4 »

» P » '; ;



259

SUR LES PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES.

par F, I'ensemblc des termes de FF de degré m par rapport 4 x,

F, » F » m » Y
« l
I, » F» m » -

Ve
- 1
F, » k »ooom » =
Y

Je désignerai toujours par P,, le terme commun &4 I, et & ,, qui
est alors un terme en z?y?, et je définirai de méme Q,q, ..., F,yy ...
Nous retrouverons alors I'équation (24) qui montre que

yQ,VF,dz — P {F,dy =dT,

est une diflérentielle exacte. Si nous observons que par définition P,,
Q, ct F, sont ¢gaux & zP ou & =™ multipli¢s par une fonction de y,

nous voyons que T, doit étre égal &

m
P14+ —
. 2

multipli¢ par une fonction de y, c’est-a-dire que

(p + 1+ %)T. = .l‘% :.L‘)’Q. \/F:.

Fn égalant les deux valeurs de 717'», on trouve

dQ, dF,
—(prr+5)PF =y BR - QF + 1Q

ce qui montre que Q, est divisible par F, (si, comme nous le suppo-
. : "y
sons, F, est premier avec y _(7y—> .

Nous pourrons alors poser

T, = xyS,F,

Journ. de Math. (5 scric), tome III. — Fasc. 111, 18¢7. 3.’|



260 . POINCARE.
S, ¢tant égal a 2P~ multipli¢ par un polynome d'ordre p — m en y

1 Y
ot > Nous trouverons de mé¢me

yQ, VF,dz — 2D, VFady =dT,,

cl
(p + 14 %) T,= — zyP,JF;
on démontrerait de la méme fagon que
T,=zyS,F?,

S, étant égal & y»~" multiplié par un polynome d'ordre p — m en .r
et -; Mais S, et S, ont tous deux un terme cn 7" y»="; j'appelle 8,,

celui de S, et S,, celui de S,. Je dis que S,,=S,,.
‘n cffet, nous avons

\

(1 +D)SF=Q,  (p+1+2)S,F= =T,
d'ou
<P+l+%l>SmFm= N 129 (p+l+£§)sml:o2: -—l’”.
Ce qu'il faut donc démontrer, c’est (ue

Pu+Qu=o.

Mais si dans 'équation
d ~ d Thl
Ez(xp‘ \/1‘_:) + 'd_),()’Qi VF,) =o,
on conserve sculement les termes en x#+"yP*™  on trouve précisément

l’.g"‘ Q|2= 0,

On définirait de méme S, et S,, et Pon verrait comme plus haut
que S,,=8,,, etc.
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Il existe donc un polynome S d'ordre p — m dont les termes de

. 1 1 . ~
degré p —m cn x, en y, cn z ey sont respectivement S,, S,, 8,
et S, de telle facon que

ch \?:= ;L("l"t("")’scF%),

Le reste du raisonnement se poursuivrait comme dans les paragra-
phes précédents ct 'on verrait que tout polynome de la forme
(23 ter) peut se ramener & la forme (23 bis).

1 suffit done de rechercher si I peut étre mis sous la forme (23 bis).

Or combicn y a-t-il de polynomes H de degré ¢ =p +~m? [l y en a

(2g +1)*=(2p +2m + 1)

Il ya(2p +1)* polynomes I’ de degré p et autant de polynomes (),
¢t par conséquent

2(2p +1)?

expressions (23). Combicn entre ces expressions y a-t-il d'équa-
tions (26)?
Si

f( yQyFde — 2P (Fdy)

est une intégrale de différenticlle totale, cette intégrale ne peut étre
transcendante ct doit ¢étre de la forme

xy SF?‘,

N I I
S ¢tant un polynome en z, y, —» ~-
v x

Y
Les ¢quations (27) qui sont encore valables montreraient que S est
de degré p — mj car si S ¢tait de degré b > p-——m, en écrivant (ue
les termes en 2*+™ disparaissent du second membre de (27), on trou-
verait
d( <13 d( H
(zyS,F ,\ =0, l(zyS,F)=o,

dr g dy



262 H. POINCARE.

en appelant S, l'ensemble des termes-de S en «*. On aurait donc
S, = o, et I'on verrait de méme que les termes de S en %, en 2z~ el
en y~* doivent disparaitre.
Il y a donc autant de relations (26) que de polynomes de degré
p — m, c'est~i-dire
(2p — 2m + 1)

Combicn alors de polynomes I non réductibles @ la forme (23)7 11
vena

(2p+am+1)2—a(ap +1)*+ (2p —2m + 1)

Cela fait 8 m?.
Dans le cas dc la fonction perturbatrice m =1.
Il y a donc au plus huit transcendantes distinctes.

Influence de la symétrie.

Ce nombre peul encore étre abaissé. Nous avons vu, en cffet, que
le polynome F ne change pas quand on change x en y, ni quand on

] 1 . o
change z et y en — et 5 Nous ne nous servirons que de la premiére de

ces deux symétries.
Ainsi F est un polynome symdétrique en .z ct y.
Soit alors H un polynome symétrique ena et y.

Si nous avons

H d 33 d T
TF = 2z (CPVE) + 5 (yQyF),

je puis supposer que les polynomes P ct () se changent 'un dans
I'autre quand on change x cl y.
Si en cffet il n'en Ctait pas ainsi, en permutant .» et y, on trouve-
rait
3 d W d T
5= P anF]+ 2 [2Q0, 0\ Fl,

d’ott

N o RO AU, (7;- [y Flen =T,
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et il est clair que les deux polynomes

P(x.y)-*-Q(.v,x), Q(z, 9) +P(y, )
2 3

(qui remplacent P et Q) sc permutent quand on change x et y.

Pour chercher combien il nous restera de transcendantes distinctes,
il suffit de chercher combicn il y a de polynomes H symétriques non
susceptibles d’étre mis sous la forme (23).

D’aprts ce qui précéde, il suffit de chercher combien il y en a (ui
ne peuvent se mettre sous la forme (23 bis), les polynomes P et Q se
permutant quand on change x en y. Clest ce que j'appellerai mettre H
sous la forme (23 quater).

Ilya

(29 +1)(g+1)=(2p+2m+1)(p +m+1)

polynomes H symétriques de degré ¢.
Iy a (2p+ 1) polynomes P(z,y) de degré p. A chacun d’cux

correspond le polynome
Q (.l', y) = P(‘y, .L').

Il y a done (2p + 1)* expressions (23 guater); mais loules ne sont
pas distinctes, car on peut avoir entre clles des relations de la forme

. d o d —
(26 lis) e (2P yF)+ & (yQVF)=o,

d’on

F(yQde — xPdy)=d(3F2).

Si 'on change .« en y, le premier membre change de signe; done S
change dc signe, ct comme F ne change pas, S change de signe.

Il y aura donc autant de relations (26 bis) que de polynomes S de
degré p — m qui changent de signe quand on change .z en y, c'est-
a-dirc

(2p+2m +1)(p — m).
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Le nombre des polynomes H symétriques non susceptibles d’dtre mis
sous la forme (23) est done

(2p+2m+1)(p+m—+1)—(2p+ 1) +(2p — am +1)(p — m),

c'est-d-dire
fm?*+am.

Ici m == 15 donc 4m? 4 2m = .

Ainsi, si les deux orbites sont circulaires et les deux excentricités
nulles et si I'on développe la fonction perturbatrice suivant les sinus
ct cosinus des multiples des anomalies excentriques qui se confondent
alors avee les anomalies moycennes, les coe flicients sont des fonctions
transcendantes des ¢léments; mais ils dépendent au plus de six
transcendantes distinctes.

Tenons compte maintenant de la double symétric du polynome I
il ne change pas, ni quand on permute z ct y, ni quand on change

1 1
ren-ctyen-—.
ad Y

Pour que ces deux changements n’altérent pas U'intégrale double

lldrdr
_"__’
TV

il faut ct il suflit qu'ils n’altérent pas non plus le polynome
H' = zyll.

Si H' est un polynome présentant cette double symétrie, et si H pent
sc mettre sous la forme (23), nous aurons

_ (g 1&g, LdQT v dF
(28) 11,_1,( AL )-i—y(l?;;—»zﬁ(‘))

en posant
P=uxyl, Q=2zyQ.

Si H' a cette double symétrie, on pourra toujours supposer que 1 se
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change en — I, et que Q' se change en — Q' quand z et y se chan-
1 I l

genten 7 et =, ct, d'autre part, que I sc change en Q' ¢t Q" en 17,

(uand on permute &« et y.
Cela sc démontrerait comme plus haut.
Le polynome F est de degré m (je veux dire par la, comme plus haut,

. ' \ T . o
qu'il est de degré me par rapport & . et —» d’une part; par rapport i y
et -;—’. d’autre part).

Si I et () sont d'ordre p, H' sera d’ordre ¢ = p + m.
Iy a
(g+1)=(p+m+1y
polynomes ' de degré ¢ présentant cette symétrie.
Il y aura, d’autre part,

2p?+ap

polynomes I de degré ¢ se changeant en — P’ quand & et y se chan-

genl en 5 et l} + A chacque polynome I correspondra un polynome

Q(zyy)=""(y,x).

Il'y aura donc 2p* + 2p expressions (28). Il reste & savoir s'il n'y a
pas entre elles des relations de la forme

1 PYVE d Q\F
4 PylE A4 QyWF

de y dy
on
, —“("l‘ , 7(1}’__ ’.,, ‘\‘!
QVFEE - Py 7._4(:14),
d’ol
. :dS' 3 dF .,
L dS! 3 dF
) VR 2 a> 2al &,
= y( & "3 )'S)

On voit que §' sera un polynome d’ordre p — m; ce polynome change
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de signe quand on permute x et y; il ne change pas quand on change «
L] 1
cn —etyen (;)
11 y aura donc autant de relations analogues aux relations (26) qu’il

y aura de polynomes S’ de degré p — m préscntant cette symétric,
c'est-i-dire

(p—m).

Le nombre de nos transcendantes distinctes cst alors, d’aprés un cal-
cul que nous avons fait bien des fois,

(p+m+1)t—ap*—2p+(p—m)?,
c'est-a-dire
2m?42m +1.
Sim=1,0na
ani+2m+1=7J.

Donc les coefficients du développement de la fonction perturba-
trice dépendent au plus de cing transcendantes distinctes, quand
les deur excentricités sont nulles,

Relation avec la théorie des périodes des intégrales doubles.

Il n’est peut-étre pas inutile de dire comment j'ai ¢1¢ conduit & ces
vésultats.
T.es cocfficients cherchés sont des périodes de I'intégrale double

y" dr d»
/f VE

Soit A, le cocfficient en question; envisageons la fonction

. drdy
o(t,u)= ZAabt u _/fw) VE(—ta)(1—uy)

ct étudions ses varialions quand on fait varier ¢ ¢l « ct, par conséquent,
sa naturc analytique.
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Quand ¢ décrira un contour fermé, les diverses périodes de l'inté-
grale double s’é¢changeront entre elles. Les nouvelles déterminations
de @(t, u) scront donc des fonctions lincaires des anciennes. En
d’autres termes, la fonction @ (¢, z) considérée comme fonction de ¢
satisfera & unc équation diff¢rentielle lincaire dont les coefficients
seront des fonctions uniformes. L’ordre de cette équation scra au

plus N, si N est le nombre des périodes de I'intégrale double.
De plus, la fonction sous le signe f f étant algébrique, tout point

singulier de ®(¢, ) sera un simple point singulier algébrique ou loga-
rithmique. Donc les coefficients de |'équation linéaire scront des fonc-
tions rationnelles.

On arriverait au méme résultat en considérant @ (¢, ) comme fonc-
tion de u; ou bien en supposant entre £ ct u une relation algébrique
quelconque.

En résumé, la fonction ®(¢, u) et ses dérivées par rapport a ¢ et
A u satisfont & deux ou plusieurs équations linéaires dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles en ¢ et en u.

On peut méme, en chassant les dénominateurs, supposer que les
cocfficients des ¢quations linéaires sont des polynomes entiers en { et
en u.

Or, on sait que, si une fonction satisfait & une équation linéaire ct
si I'on connait les premicrs coefficients, tous les autres peuvent s'en
déduire.

Nous devions donc prévoir que tous les coefficients dépendraient
d’un nombre fini de transcendantes distinctes.

M. Féraud a présenté derni¢rement & la Faculté des Sciences de
Paris une Thése o il se proposait d’étudier la valeur approchée des
termes de degré élevé du développement en modifiant la méthode que
j’ai exposée dans mon livre sur les Méthodes nouvelles de la Meéca-
nigue céleste.

Il a introduit une fonction qui présente de grandes analogies avec
celle que je viens d’appeler ®(¢, #); il montra en méme temps le lien
qu'il y avait entre I'étude de cette fonction et celle des périodes des
intégrales doubles.

Je fus ainsi conduit & penser 4 I'analogie étroite qu'il devait v

Journ. de Math, (5 série), tome IIL. — Fasc. III, 18g7. 35
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avoir cntre la théoric des périodes des intégrales doubles ct celle des
périodes des intégrales simples; je pensai en particulier au Mémoire
de M. Fuchs, du Tome 83 du Journal de Crelle, au sujet de I'équation
linéaire & laquelle satisfont les périodes de l'intégrale elliptique. 11 est
¢vident que I'intégrale

+1 dx
! —j; (1= tz) /(1 —2*) (1 — k*.x?)

doit satisfaire 4 une ¢quation analogue et que I'étude de cette équa-
tion conduirait immédiatement aux relations de récurrence bien con-
nues entre les coefficients b de Laplace.

Mais la théorie de ces coefficients de Laplace n’est pas autre chose
que celle du développement de la fonction perturbatrice, quand les
deux excentricités et I'inclinaison sont nulles.

On peut donc prévoir (que le méme procédé, appliqué aux intégrales
doubles, donnera des relations de récurrence analogues entre les cocf-
ficients du développement quand l'inclinaison n’est pas nulle.

On remarquera également que la théorie qui remplit les pages pré-
cédentes est une généralisation toute naturelle de la réduction des
intégrales hyperelliptiques, réduction qui aboulit, comme on sait, i la
distinction des intégrales de premicre, deuxiéme ct troisime espoéce.

On peut donc entrevoir une relation entre le nombre des périodes
et celui des intégrales de premicre et de deuxi¢me espéce, ainsi que
ccla a licu pour les intégrales hyperelliptiques ct abéliennes.

Ce n’cst pas tout; reprenons le coefficient du développement qui est
représenté par Uintégrale

syt de dy
vFE = ¥

Cette intégrale peut étre regardée comme une fonction des coeffi-
cients de F (et par conséquent des éléments du mouvement clliptique).
Mais quand ces cocfficients varieront et aprés avoir décrit des contours
fermés reviendront a leurs valeurs primitives, les périodes de Vinté-
grale double ne feront que s’échanger cntre clles. C’est le méme rai-
sonnement que plus haut et le résultat est le méme; notre intégrale,
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considérée comme fonction de I'un des éléments elliptiques, satisfera
& unc équation linéaire & cocfficients rationnels.

Tout ce que nous venons de dire sapplique aux développements
procédant suivant les anomalies excentriques. Passons au cas des
développements procédant suivant les anomalies moyennes.

Un cocfficient quelconque sera donné par I'intégrale

x“‘y/' '1’5 .t—i: +£ y—!, [3 1 [ ¢ 1 ¢/ . .

¢ désigne la base des logarithmes népériens, € et ¢’ les deux excentri-
cités. Cest la présence du facteur transcendant

)

qui empéche que les résultats précédents soient immédiatement appli-
cables. C’est ce que j'appellerai le facteur exponentiel.

Nous voyons que les deux entiers @ ct b figurent, d'une part, dans
le facteur z°y® ct, d’autre part, dans le facteur exponentiel; d’autre
part, les deux excentricités ¢ et ¢ figurent dans le facteur exponentiel
ct en dehors de ce facteur.

Si nous posons

le facteur exponentiel devient

T , T
T.I'—I.-O-Ty—;
9

et si nous considérons 7, 7', ¢, €, @, b comme des variables indépen-
dantes, cc qui ne fait qu'étendre la généralité, < et ' n’entrent que
dans le facteur exponenticl, et, au contraire, ¢, ¢, a et b ne figurent
qu’en dchors de ce facteur.

Cette convention simplifiera I'énoncé des résultats.

On sait que si I'on pose

u= [e=f(x)dz,
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et si f(x) satisfait & une équation différentielle de la forme

2 Aw”'fli‘z; =o,
la fonction u satisfera & 'équation conjuguée
2(—l)mA aam \? *u) =o,
pourvu que le chemin d’intégration soit convenablement choisi, et en

particulier si l'intégrale définie u est une période de l'intégrale indé-
finie.

Soit de méme V une période de I'intégrale double
V= f f e+ f(z, y)dudy.

Si la fonction f(x, y ) satisfait & une ou plusieurs équations linéaires
de la forme

dm-&-nf
(2) 2 Awayp d.L‘"‘d)’" =
la période V satisfera aux équations correspondantes
aAx+B(Vzmyn)
) @B (Vamer)
3) AP

Or, si f est une fonction algébrique quelconque de x ct de y, f sa-
tisfera & deux équations linéaires & coefficients rationnels en « et y.
Donc V satisfera de méme & deux équations linéaires & cocfficients
rationnels en s et .

Cela peut d’abord s’appliquer & la recherche des relations de récur-
rence entre les coefficients du développement de ;/1—‘_:, recherche (ui

nous a occupés dans les paragraphes précédents.

En effet, la fonction — étant algébrique, l'intégrale

vF

V= fj‘ uw,dxdy
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satisfera & deux équations analogues & (3). De ces équations il est
aisé de déduire des rclations de récurrence entre les coefficients du
développement de V suivant les puissances de 5%u’. Or le coefficient de

a b

1b

&

Q

est précisément l'intégrale

ffx“ "d.rd_y

c'est-a-dire I'un des coefficients du développement cherché de -/—IP_-
v
D’autre part, posons

8
I
,-
l

e
R
I
<1~
Il
=

I'intégrale (1) pourra s’écrire

J= [ [es 0k, n)dE dn;

® (%, n) est une fonction algebnque de & et de n. Donc J, considéré
comme fonction de = et de 7', satisfait & deux équations de la forme (3).
Mais on peut encore mettre I'intégrale J sous une autre forme ou le
méme résultat apparaitra d'une facon non moins évidente. L'inté-
grale J pcut étre regardée comme un cas particulier dc la suivante

[ e

ol 9(x, y) est une fonction rationnelle de x ct de y et ou =, =, 7/, 7'

sont regardées comme des variables indépendantes entre elles, et indé-

pendantes également, d’aprés la convention faite plus haut, de ¢ et ¢/

qui continuent a figurer dans ¢ ct dans F. :
On retrouve l'intégrale J en faisant

’

=1, =1,
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Nous voyons cnsuite qu'd un facteur constant prés cette intégrale
est une période de I'intégrale quadruple

fe't.x'-o-t,a',.o-r'y...g; ” ?d.l‘ dydx, d_y' ,
= 1
T ov3) (ne5)

ou encore une période de I'intégrale quintuple

fe-.-xﬂ,x.“r,“i,, vdzdydz,dy,ds
e o)
Je regarderai cette intégrale comme un cas particulier de la suivante
¢dedydz,dy,ds

(s*F —1) (x,-i— -;‘-) (y, + ‘;—,> '

L’intégrale se trouve ainsi misc sous la forme convenable. Sous le

(4) fe‘t.x'+1',.x‘.+1'y+‘ti],+u:

signe f nous avons le produit d’un facteur exponentiel ct d'unc fone-

tion algébrique (et méme rationnelle) des cinq variables x, y, «,,
Yy s

Donc I'intégrale considérée comme fonction de =, =,, 7/, =, ct u
satisfera a cinq équations différentielles linéaires & cocfficients ration-
nels.

Toutes les dérivées partielles des différents ordres de cette intégrale
par rapport a 7, %,, 7', %, et  peuvents'exprimer lin¢airement i I'aide
d’un nombre fini d’entre elles; ct cela par le moyen de ces cinq ¢qua-
tions différentielles et de celles qu’on en déduit par différentiation (je
reviendrai tout 4 I'heure sur ce point).

Donc, si nous considérons les intégrales

drdydr,dy,ds
5 pu ? yaxr ay, 28yt ¢
(3) f (o D) e )
& Y

ot H=sz+z,+7y+<y,+usetoua,d,c, a, b, sont des
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cntiers, toutes ces intégrales peuvent s’exprimer & I'aide d’un nombre
fini d’entre elles.

Reprenons maintenant 'intégrale (4). Nous venons de la considérer
comme fonction des = ct de «; mais nous regarderons maintenant u et
les 7 comme des constantes ct nous ferons varier les éléments ellipti-
ques (ct entre autres € ct ¢') dont dépend la partie rationnelle de la

fonction sous le signe f .

La dérivée de J par rapport 4 I'un de ces ¢léments, ou une dérivée
particlle d’ordre quelconque de J par rapport & ces divers ¢léments,
sera de la forme

(6) ff ("jF—?P

ol ¢" représente le facteur exponentiel ct oit P ¢st un polynome en r,

1 1
Vs 7oty

De méme que lintégrale (1) a été ramenée & l'intégrale (4), de
méme cetle intégrale (6) se raménerait & une combinaison d’intégrales
de la forme (3).

Donc les diverses dérivées partielles de J peuvent s’exprimer a I'aide
d’un nombre fini d’entre clles.

Un dernier point que j'avais réservé reste & examiner. Soit 1'inté-
grale double

(7) J =fffn’“""+"‘R(x,y, s)dz dyds,

ot R cst rationnel en z, y et 3; je dis que les dérivées partielles de J
par rapport a¢,a u ct i v peuvent s’exprimer a l'aide d’un nombre fini
d’entre clles.

J’ai ¢noncé plus haut cette propriété, sans la démontrer, en ce qui
concerne l'intégrale (4); établie pour I'intégrale triple (7), elle s’¢ten-
drait évidemment & l'intégrale quintuple (4). Soit

R= g,
P et Q étant des polynomes.
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R satisfera aux équations différentielles

PQE =R(QEL -PR)
Pq‘l’E=R(Qa;—P‘19),
(0 -P5)% =5 (QE -Pz)

dR dR dR

dr dy ds

ap @ ap| _
de dy & |~ %
dQ dQ 4Q

de dy dz

Cherchons & former les équations correspondantes auxquelles satis-
fait J et qui se déduisent des premiéres comme I'équation (3) se déduit
de I'équation (2).

A chaque polynome en z, ¥, s correspondra un opérateur.

Au polynome

3 Agmyeze

correspond 1'opérateur

dm +n+p

A

A’ Al’ Aﬁ, DO) D2’ D:l

Soil

les opérateurs qui correspondent aux polynomes

dp d
PQ, S‘=Q¢E—P£’ de__de

T_d_Iid_Q___il_’_gi_Q_’ Ta—deQ deQ

5 dx dz ds’

__ dP dQ dP dQ
= dr dy —dy dz’
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Alors les équations auxquelles satisfait J s’écriront

A(ld)=A4,J,

A(ul)=4,J,
A (ud)=4,(1),
D,(¢t])+D,(ud) +Dy(ed) =o0.

(8)

Pour démontrer que toutes les dérivées de J d’ordre suffisamment
¢levé peuvent s’exprimer & 1'aide des dérivées d’ordre moindre, il suf-
fira de montrer qu'une combinaison linéaire quelconque des dérivdes
d’ordre M peut ¢tre regardée comme obtenue de la fagon suivante.

Parmi les équations que I'on peut déduire des équations (8), par
différentiation, distinguons celles qui sont d’ordre M.

Soient

H,=o, I, =o, veay H,=o

cos ¢quations. Soient 11, HY, ..., Hy les termes de II,, H,, ..., i,
(jui conticnnent des dérivées d’ordre M.

Je dis que toute combinaison linéaire des dérivées d’ordre M de la
fonction J pourra se mettre sous la forme

8,0, + 8, H, +...+ B H,,

les 8 étant des fonctions de ¢, u, ¢.
Les termes de lordre le plus élevé des équations (8) sont

N, wXT, uwd|) -3,
(D J + uD,J +¢D.J,

ot X, A}, 4, D, D,, D} représentent les opérateurs obtenus en con-
scrvant les dérivées de l'ordre le plus élevé dans les opérateurs A,
4,, ...; ils correspondent respectivement aux polynomes P'Q)', S/, S,
T;, T,, T, obtenus en conservant dans les polynomes PQ), S,, S,, T,
T, T, les termes du degré le plus élevé.

Dans une équation d’ordre M obtenue en différentiant et combinant
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les équations (8), les termes d'ordre M seront de Ja forme

(0) BuO,&J + g.,'(llD,A"J ~ t0,A,))
v + B8,(1, DI + DT+ ¢o, D)),

ou {,, B, B, sont des fonctions, O,, O,, O, des opérateurs quel-

conques.

Ce qu’il s’agit de démontrer, c’cst que toute combinaison des déri-
vées d’ordre M peut se mettre sous la forme (), ou, ce qui revient au
méme, que tout polynome homogéne d'ordre M en z, y el 3 peut se
mettre sous la forme

B QV,+B,V, (S, — (8,)+ B, V,(IT, + T, + v T)),

otr V,, V,, V, sont des polynomes arbitraires correspondant aux opeé-
rateurs 0O,, O,, O;.
Or, pour ccla, il suffit que les trois polynomes

Py, uS, — 18, (T, +uT,+ oT,

ne puissent s'annuler a la fois.

C’est justement ce qui a licu quand on attribue des valeurs quel-
conques aux trois indéterminées ¢, u ct ¢ et quand les polynomes [’
ct Q sont les plus géncraux de leur degré.

Le théoréme démontré quand les polynomes I’ et Q sont les plus
généraux de leur degré sera vrai (et pourrait sc démontrer par pas-
sage & la limite) pour des polynomes quelconques.

i D e



