R D autre partJ ai, pubhe dans le numero de novembr : 1895 un wrt
' 1nt1tule « L’espace et la geometrle » que M, houturata crmque dans

r etudes de ce genre on s eﬂ'orce de 8 affranchxr du Joug de'certames T
: habltudes d’espmt on cherche a rompre quelque 5-unes. des assoma-»

.

i laquelle elle n auralt plus a.uoune prlse el]e ne seralt plus poss1ble, L
et le seralt-elle; qu on n auralt plus de langage pour l’expmmer. L

se sont mterdlt tout esp01r de Jamals ‘se réncontrer. Is travalllero_n

PN

. plus utllement en, poursulvant leur v01e chacun de 'son cote qu en:

sont: cependant un bon cote Nul de nous ne peuh se, flatter d’ebre tou
;Jours parfaltement clalr, mals souvent i ne. 8 apercevra qu 11 a ete L .
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obscur qu'en voyant qu'il n’a pas été compris. Les objections gu'on
lui fera seront done pour lui un avertissement, et en méme temps
une occasion d'exprimer plus complétement et plus clairement sa
pensée.

Cest dans cet esprit que j'entreprends ecette réponse. Je ne veusx
pas, & proprement parler, réfuter les objections de MM. Lechalas et
Couturat, mais préédiser le but que j’ai poursuivi et les conclusions
auxquelles j’ai eru pouvoir m’arréter.

- Ces deux savants m’excuseront done si je ne les suis pas toujours
sur le terrain qu’ils ont choisi.

Je répondrai en premier lieu & M. Lechalas.

Un mot d’abord au sujet de la dénomination de raisonnement par
récurrence. Cetle expression est consacrée par I'usage universel des
mathématiciens. Son sens étymologigue est oublié et je ne m'en suis
pas inquiété, j'ai pris le mot dans son sens usuel.

Le but que je me suis proposé, ainsi que mon titre V'indique, est
simplement d’étudier le mécanisme du raisonnement mathématique,
et ce que jai dit ne s’applique pas plus particulierement a arithmé-
tique qu’a toute autre partie des mathématiques.

Je n’ai pas voulu répondre & M. Ballue; je n'avals pas connais-
sance de son article quand j’ai écrit le mien; aprés 'avoir Iu, j'ai
seulement ajouté une phrase ot je le citais incidemment, mais le
sujet que je traite est absolument différent du sien.

Je n’ai pas cherché & faire une théorie des pluralités et je ne lai
pas fait parce que c’était hors de mon sujet. C’est pour la méme
raison que je n'ai pas parlé de la question d’Orient.

Je r’ai pas défini le nombre 0, ni le nombre 1, ni 'opération 4 1
c’est avec intention; ces définitions ne jouent aucun rale dans mes
recherches et je pouvais, sans m’en occuper, étudier le mécanisme
du raisonnement mathématique, comme on pourrait étudier le
mécanisme d'un moulin sans donner I'analyse chimique du blé qu'il
a & moudre. .

Je n’al pas donné non plus la définition du signe = sij’avais cru
nécessaire d’en donner une, j’aurais adopté celle de Helmholtz dans
sa célébre Jubelschrift intitulée « Zihlen und Messen ».

Voici & peu prés comment il s’exprime :
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e u r‘éochRE:f:
On appellera egahte une relatlon Joulssant des proprletes Slll— :
vantes._.,,,,‘-_ iy Co T
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Maintenant, dans les apphcatlons, on conviendra d’appeler ega-
. lité -telle ou telle relatlon, et on én aura le droit dés qu'on -aura
constate que cette relation Joult des propmetes que je v1ens d’enoncer.:

Cette: définition. peut ev1demment préter & de ‘graves objectionsy o

puisqu’ ‘elle ne tient ancun compte de D'origine psychologlque de’la
notion: d’egahte Mais c’est celle’ qui aurait le. mieux conyenu au
pomt de vue purement formel. olje m etals placé . o
vademment on pourralt adopter telle: autre deﬁmmon que l’on‘
voudrait, il-y- aurait alors.lieu d’ établir que deux quanmtes égales a -
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- une méme-troisisme sont egales ‘entre élles eton poursmvralt ensulte'

la'série de mes ralsonnements sans y rien changer.-La. deﬁmtlon de -
l’ega.hte est indifférente au- pomt de.vue.out je.me place _C’est une’

- sorte-d’é lément etranger .que j’ai cherché & ehmmer le plus posslble

et’si je préfere celle-de Helmholtz, cest parce que cest pour. ainsi
dlre un mmlmum de deﬁnltlon. S S s
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On a- le dr01t de fau*e la, theome generale des operatlons sans -

deﬁmr l’operatwn que l’on’considére, de méme qu’on fait la-théorie
de Faddition'sans définir, la. nature des. termes a addltlonner
Ce n'est qu'un pas de plus dans la voie ou, se’ sont" envages les

mathematlcwns ceux ci cherchent en effet de- plus en. plus a'séparer ’

les formes pures.qui- font 'objet- de. leurs, études des eléments maté-
“riels qu1 parhclpent encore. dela réalité. Ce n ‘est qu’a ce prlx qu ils -
peuvent atteindre la rigueur:qui leur est.nécessaire. .- s

<11 faut-que cétte- tendance soit: bien 1mper1euse. L’emment phys1- o
01en Helmholtz ne sauralt etre soupgonné. d’avoir:voulu sacrlher la.- :

- réalité; c’est & lui pourtant qu ‘est due la: deﬁmtxon si. caractensthuef -

de 1’egahte que Je citais tout & ’heure. S
Quant & moi, j'ai ‘été aussi loin: que. possﬂ)Ie dans ce chemm qui

nous: éloigne ‘de la. reahte et -qui nous: -conduit - 2 un domame o, -

regnent la forme pure etla rigueur absolue. Voiei pourqum A
Je me _proposais de. prouver guele raisonnement: matl,,'mathue-
mgoureum, comme le comprennent les analystes contemporams n’ esb
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pas un raisonnemeént analytique. Mais le raisonnement mathéma-
tigue ne devient rigoureux que quand la forme pure a été vidée de
toute matigre.

Si j'avais étudié un de ces raisonnements que I'on faisait il v a

cinquante ans, avant que ce travail d’épuration ne fit terminé, je
n'aurais rien prouvé; j’aurais montré sans peine qu'un pareil rai-
sonnement n’est pas analytique, mais comme il n’est pas rigoureus,
cela n’aurait pas montré qu'un raisonnement peut étre rigoureux
sans étre analytique.
" D’autre part, jai rejeté toute démonstration ou toute définition
qui ne serait pas intelligible en dehors d’un mode particulier de
représentation spatiale. '
" M’étant efforcé de me débarrasser de toute représentation maté-
rielle, je m’étonne qu'on puisse prétendre qu'en n’en choisissant
anenne, j’en ai « imposé » une; que je suis foreé, pour étre logique,
de T'adopter avec toules ses conséquences, d tel point que je n’ai
plus le droit de considérer les nombres positifs en laissant de coté les
nombres négatifs.

11

« On doit noter, d'autre part, dit M. Lechalas, que ces démonstra-
tions supposent qu’on ait le droit de faire subir aux égalités cer-
taines transformations dont la légitimilé résulte de nos définitions ».

Est-ca & dire que, faute de définitions précises, les transforma-
tions que j'ai faites n'étaient pas légitimes? Oui, peut-étre, si j'avais
eu pour but de démontrer certaines propriétés des pluralités. J'au-
rais di alors démontrer d’abord, par exemple, que deux quantités’
égales & une méme trojsitme sont égales entre elles, ete., justifier
en d'autres termes deux ou trois régles tout 3 fait analogues a celles:
de la logique formelie. Pour cela, j'aurais do, ou hien adopter des
" définitions précises et montrer qu'elles sont d’accord avee ces régles,

ou bien, comme le fait Helmholtz, prendre ces régles elles-mémes
pour définitions de 1'égalité et de 'opération. :

Mais ce n’est pas cela que j'ai voulu faire; je ne me suis pas préoc-

cupé de justifier ces regles, je les ai admises; et je me suis demandé
-si un raisonnement mathématique était une simple application de

ces régles convenablement combinées; il aurait alors été purement

anaiytique, puisque ces régles le sont elles-mémes.

' Mes écritures sont-elles dénuées de signification ? Oui, sile nombre 5




- ses applications.
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Je suls parfaltement d’accord avec M Lechalas, sur la parente du
' 'ralsonnement par. recurrence et du prmmpe de ralson sufﬁsante
“Ce. prmclpe est.]a" source de lmductlon mathémathue comme de
B toute induction. Malheureusement en s’ elevant JllS qu A 1u1 on perd :
en, premsmn ce'quon gagne en generahté P . : e
il 1mporte done. d’etud1er en. detaul le mecamsme de chacune de

.- En mathemathue pure 11 se phe a tr01s usages tres dlfferents md]S A. o
en 86 transformant profondcment ) : :

» ‘e ‘On peut drre 1 je viens'de demontrer te]le proposmon tclle
'autre se demontrera1t de meme,

"9 On peut dire aus51 par exemple‘{ la resultante de deux forces.
: ega,les est dirigée sulvant leur: bissectrice parce qu W ya pas, de
o raison pour qu; elle se rapproche plus de l’une des forces que
: "1 autre, . S - :

'dlspenser de les dlstmouer et de. les etud1er a part - e
. En resume, il’artlcle de M Lechalas contlent une; foule d 1dees mte— :
ressantes mals Je ne vo1s pas pourqum 11 se cr01t en désaccord avec

o rencontrer, ou plutct nous ne pouvmns le falre qu en un pomt et sur
;e pomt ROUSs sommes parfaltement d’accord w
Touh ralsonnement analythue est. sterlle

‘b.

: Mon désaccord avee M Couturat semble plus, prof‘ond:;v. Peut etre
, cependant serons nous plus pres un’ de L’autre quand je me- seral
. mxeux exphque Je m etonne eni effet que ma pensee ait; ete & mal

N P
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Suivons pas & pas la eritiqgue de M. Couturat. :

L'ensemble des déplacements possibles d’un corps solide forme
un groupe de transformations; ce groupe constitue l'espace; ce
groupe est d’ordre 6.

« Mals, demande M. Couturat, comment sait-on que ce groupe est
d’ordre 67 Parce que tout déplacement peut étre regardé comme la
combinaison de six mouvements él¢mentaires indépendants, ¢’est-
a-dire, au fond, parce que la position d’un corps dans Vespace est
déterminée par six variables indépendantes. Or, si I'on cherche Ja
raison de ce dernier fait, on trouve finalement que c’est parce que
Vespace a trois dimensions. La pétition de principe est donc évi-
dente. »

Mais ce n’est pas du tout comme cela que j’ai raisonné.

Voici lo marche que j'attribue & l'esprit dans la formation de la
notion d’espace : ‘

e 1i commence par distinguer, parmi les changements dont il est
témoin, certains d’entre eux qu'il appelle déplacements (voir mon
article, page 638);

20 11 est amené & regarder deux changements différents comme le
méme déplacement (page 639);

3° 1l reconnait que deux déplacements conséeutifs sont équiva-
lents & un déplacement unique qui est comme leur résultante (loi
d’homogénéité, page 640).

A ce moment, il ne sait pas encore la géométrie, il ne sait pas que
Vespace a trois dimensions, il ne sait pas que la position d'un corps
est déterminéde par six quantités.

Mais il commence & étudier expérimentalement les lois suivant les-
quelles se composent les déplacements. L'expérience lui apprend
qu'ils se comportent comme les substitutions d'un groupe d'ordre 6.

Elle lui apprendrait autre chose s'il était placé dans un de ces
mondes que j'ai appelés non-euclidiens. '

« Comment done sait-on que le groupe est d’ordre 62 » Ce n’est
pas par un raisonnement géométrique, c’est par expérience.

Mais il faut bien s’entendre. L'expérience nous apprend seulement
que les déplacements se comportent ¢ peu prés comme les substitu-
tions d’un groupe d’ordre 6. Ce n’est done pas I'expérience qui nous
fournit la notion de ce groupe. Cette notion préexiste ou plutsl ce
qui préexiste dans I'esprit ¢’est la puissance de former cette notion.

L'expérience n’est pour nous gu'urie occasion d'exercer cetie puis-
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. Nous pouvons done prendre comme « groupe normal » au lieu de
G, un groupe quelcongue isomorphe a G.

Parmi tous les groupes isomorphes & G, quel est celui que nous
choisirons? :

Nous connaissons les propriétés du groupe G, puisque, comme je

ai dit plus haut la notion de ce groupe préexiste dans Desprit.
Nous savons qu'il contient irois sous-groupes différents ou plutdt
trois catégories de sous-groupes.

1° Les sous-groupes g, qui sont d'ordre 3.

2° Les sous-groupes g, qui sont d’ordre 2.

3° Les sous-groupes ¢, qui sont d'ordre 1.

A chaque substitution de G, correspond : 1° une substitution S, qui
change chaque sous-groupe g, en un autre sous-groupe g,; 2° une
substitution 'S, qui ehange chaque sous-groupe g, en un autre sous--
groupe g,; 3° une substitution S; qui change chaque sous-groupe g,
£en un autre sous-groupe g,.

Les substitutions S, forment un groupe G, ; les substitutions S, un
groupe G,; les substltutlona 8; un groupe G;. Tous ces groupes sont
isemorphes a G.

Le groupe G, a trois dimensions, le groupe G, en a quatre, le
groupe G, en a cing.

8i Pon choisit G, comme groupe normal, le sous-groupe g, con-
serve un point; le sous-groupe g, conserve une ligne (c’est cette
ligne qu’on appelle ligne droite par définition); le sous-groupe g,
eonserve tous les points d’une ligne. .

Si I'on choisit G, comme groupe normal, le sous-groupe g, con-
serve un point, le sous-groupe g, conserve une surface & deux dimen-
sions et le sous-groupe g, conserve un point et une infinité de sur-
faces & deux dimensions passant par ce point. (Observons en passant
que Pespace correspondant & G, & quatre dimensions, et par consé-
quent que deux de ces surfaces se coupent, non suivant une ligne,
mais en un seul point.)

8i l'on choisit G, comme groupe normal, le sous-groupe g, con-
serve un point, le sous-groupe g, conserve une surface & deux
dimensions et le sous-groupe g, conserve une ligne.

Cela posé, la qunestion de M. Couturat :

« Pourquoi dit-on que les diverses positions ont un point commun
plutdt qu'une ligne commune? » .
équivant & la suivante :




.que_ J a,l prec1semen 'poursulw 1e’ but opp :
- D& tous les .arguments ‘qué j'ai accumules po'
vles uns 1u1 paralsb i )
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traiter toutes les ques‘tjons' a ld fois, j'ai, comme M. Coaturat, « admis
ce postulat ». Pour représenter une sensation -par les variations
d'une grandeur, il faut un premier travail d'élaboration dont je.n'al
pas parlé et que ]’expérienée ne pent faire & elle geule. ’
En n’insistant pas sur ce point, je faisais une concession aux
adversaires de la thése que je soutenais; j'en faisais une. autre.en
traitant les six muscles de P'eeil comme un « bloe ». - o

VIl

« Ainsi que M. Poincaré lavoue de bonne grice, on raisonne
comme si l'on savait déja la géométrie » (p- 638).

Jai dit cela &n effet & la fin d’'un paragraphe ou javais énoncé
certaines propositions, je voulais conclure que ces propositions qui
nous semblent nécessaires, & nous qui savons la géométrie, né nous
sont pas réellement imposées et qu'une diseussion plus compléte est
indispensable. Cette discussion, je me suis ensuite efforcé de la faire.

« Op commenece par plonger Phomme physique dans l'espace a
trois dimensions, et on cherche comment il entre en relation avee
cet espace. » . _

Mais ce n'est pas cela que j'ai fait; jlai ti"ansporté' Ihomme phy-
sique dans les milieux les plus différents, milieux imaginaires bien
“entendu : dans le monde non-euclidien (p. 641), dans le monde &
quatre dimensions {p. 644). ‘

Jai vu que, dans ces divers milieux, il devait créer des géométries
différentes. : .

~ Je voulais faire voir que Vespace représentatif peut s'adapter 3
ane foule de géométries différentes, quil n’est par lui-méme ni plan
ni courbe, qu'il n’est par lui-méme ni forcément homogéne, ni néces-
sairement isotrope, qu'on n'est pas obligé de lui atiribuer trois
dimensions. Pour cela, il fallait précisément cesser de raisonneér
comme si je savais la géométrie.

IX

Malgré ces explications, je n’espére pas arriver & un accord com-
plet avec M. Couturat. .

Qu'on me permette de transcrire les passages de son-article qui
m’ont enlevé cet espoir : ,

« Ou bien le caractére par'lequel on dsfinit le point ést purement
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« ce caractére géométrique » si profondément distinct du caractére
analytique?

M. Couturat, d’accord en ee point avee le sens commun, croit avoir
Pintuition de je ne sais quoi d’intermédiaire entre I'espace sensible
que Pon peut se représenter et 'espace analytique sur leguel on ne
peut que raisonner. e : ‘

. Quant & moi, cette ihtuition me manque, et si ce gue Jappelle
I'espace analytique est déja autre chose que le nombre pur, puis=
qu'il est continu, il n’est pas une forme de la sensibilité, puisqu'il ne
se préte pas a la représentation, et d’ailleurs il n’a pas nécessairement
trois dimensions. ‘

& H. PoINCARE.




