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SUR L’INTEGRATION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRE.

Par M. H. Poinoaré, 3 Paris.
Adunanzs del 33 maggio 1897.

J’ai publié sur ce sujet un premier article, qui a paru dans les
Rendiconts del Circolo Matematico di Palermo (tome V, année 1891).
Je me suis occupé de nouveau de la méme question dans ces der-
niers temps, dans 1’espoir que je parviendrais A généraliser les ré-
sultats obtenus. Cet espoir a été dégu. J’ai obtenu cependant quel-
ques résultats partiels, que je prends la liberté de publier, estimant
qu’on pourra s’en servir plus tard pour obtenir, par un nouvel effort,
une solution plus satisfaisante du probléme.

C’est A ce premier article que je renverrai quand ‘je parleraj
de «la 1% partie de ce travail ». J’adopterai d’ailleurs la méme
terminologie et les mémes notations que dans cette 1*™ partie.

C’est ainsi que la lettre ) représentera une sommation portant
sur toutes les valeurs critiques de C et tous les facteurs u;. La lettre
S en caractéres gras représentera une sommation étendue i une
seule valeur critique de C et i tous les facteurs s, correspopdant &
cette valeur. La lettre S en caractéres ordinaires représentera une
sommation étendue 3 tous les nceuds.

Rend. Circ. Matem., t. XI, parte 1*.—Stampato I’11 giugno 1897. 3§
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Soit C une valeur remarquable quelconque et soit

’

fH+Co=uhu® .. ud=viv5 ... o8

I’identité correspondante.
Nous aurons toujours les relations :

p=S8San=S8an, A=S8a.
Soit maintenant H, le nombre des points d’intersection des
courbes #,—o0, ¥,=—0 situés en des cols; et H;, le nombre des points
d’intersection des courbes v, =0, v, =0 situés en des cols. Comme

v, = 0 équivaut A b, courbes u,—= 0 confondues et v, =0 1 b,
courbes ¥, = o confondues, on aura:

Hy, = b,b, H,.
Le nombre total des intersections de vy, —o0, v, =0 sera:
(1) ma, = S\\upy 4+ H,.

Celui des intersections de v,—=o0 avec une courbe f + C,p=0
quelconque sera :

P =S \Npy,
d’od | |
nSaym = S[\rvSa ]
ou
| G + T ajnin, = SNpy + 3 o SAKpv
Or

;azn"niz Zu;Sl;)‘;p.v + za,',H:“
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d’od

(2) n = S\ v + Za;H",,.

Soient x,, x,, ... x; des indéterminées; multiplions 1’¢quation
(1) par 2«2, x, x,, 1’équation (2) par a)x et faisons la somme de
toutes les équations analogues; il viendra :

G)  [Sexn) = Spv[Sax\] —SSaa,Hy(x, — 1)

Le signe SS se rapporte A une sommation portant sur toutes
les combinaisons des indices i et k, chaque combinaison intervenant
une fois. ’

La formule (3) est la généralisation évidente de la formule qui
est au début de la page 181.

D’autre part:

’ ’
n,=bmn, %= 3=

La formule (3) devient alors:

’

(3%) [Samx) = Spy [S a,x, %:-] — S8Sa,a, H,(x, — x,)".

Le terme %:— est égal 4 ), si le facteur 4, n’est pas singulier.
Plusieurs cas sont i considérer, suivant la nature de la valeur
remarquable C. Si C est de 1% espéce, les a,, les a; et les b, sont

tous égaux A 1 et on a simplement:
[S mx] = Spv[S)x] — S8 Halx, — 5"

Si C est d’une des 3 dernidres espéces et que les a aient un
diviseur commun 8, et si I’on pose :

—n
o =a)8,
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on pourra diviser 1’équation (3%) par 8* et 1’écrire :

() (Sema=Swv[sarn | = SSaef Hato— =

Les coefficients «;” sont alors premiers entre eux.

Recherche des valeurs remargquables.

Considérons une valeur remarquable de C et la relation (3*)
correspondante. Soit ¢ le nombre des facteurs distincts dans lequel
se décompose le polyndme f 4 Co; je dis que le nombre des cols
qui interviennent dans la formule (3%*) correspondante est au moins
égal A ¢ — 1, de telle sorte que I’on a:

SSH“éq— I.

Si, en effet, il n’en était pas ainsi, on pourrait mettre f 4 Ce
sous la forme d’un produit de deux facteurs, qui ne seraient d’ail-
leurs pas forcément irréductibles, et tels qu’il n’y aurait pas de col
pour lequel ces deux facteurs s’annulent 2 la fois. Alors, d’aprés ce
que nous avons vu dans la premiére partie de ce travail, le poly-
ndme f 4 Co serait décomposable pour toutes les valeurs de C, ce
que Dous ne supposons pas.

Pour nous en rendre compte, représentons chacun de nos ¢
facteurs par un point, et joignons deux de ces poirts par un trait,
s’il existe un col pour lequel les deux facteurs correspondants 3 ces
points s’annulent A la fois. S’il y 2 moins de ¢ — 1 cols, il y aura
aussi moins de ¢ — 1 traits; et il sera impossible d’aller d’un quel-
conque de nos ¢ points 3 un autre quelconque de ces ¢ points ea
suivant les traits ainsi tracés. :

Nos ¢ points seront donc répartis au moins en deux groupes,
de telle sorte qu’on puisse en suivant les traits aller d’un point
d’un groupe A un autre point du méme groupe, mais nom passer
d’un groupe A ’autre.

Soit alors U le produit de tous les facteurs &, correspondant au
premier groupe, chacun de ces facteurs étant affecté de 1’exposant






198 H. POINCARE.

Mais on peut aller plus loin. Soit une valeur remarquable de
I’une des deux premidres espéces; soit

[+ Co=sfuPupuls

la décomposition correspondante; je suppose quatre facteurs pour fixer
les idées. Les nombres «,, «,, «,, «, doivent étre premiers entre
eux. Représentons ces quatre facteurs par les quatre points M, , M,,
M,, M,; ces 4 points devront &tre joints au moins par trois traits
correspondant chacun A un col. Je suppose pour fixer les idées que
ces trois traits soient les traits M, M,, M,M,, M, M,. A chacun de
ces traits correspondra un col que nous devons choisir parmi les B
cols de notre équation différentielle; comme ces cols sont connus et
en nombre fini, nous ne pourrons faire qu’un nombre fini d’hypo-
théses.

Considérons le col qui correspond au trait M, M,; ses entiers
caractéristiques @ et v seront connus et nous devrons avoir :

@, v
—_—=-— ou —= —,
e, ®
Nous n’avous ici A choisir qu’entre deux hypothéses; il en serait
de méme en ce qui concerne les cols qui correspondent aux deux

autres traits et les rapports correspondants %— et %- .
3 3

En résumé, les rapports des quatre exposants a, somt commus, ou
plutdt nous ne pouvons faire en ce qui les concerne qu’un nombre
fini d’bypothises.

Mais, si la valeur remarquable est de I’une des deux premiéres
espéces, les nombres «; sont premiers entre eux; nous connaitrons
donc les nombres «; eux-mémes.

Si, au contraire, la valeur remarquable est de ’une des trois
derniéres espéces, les nombres a, ne sont plus premiers entre eux;
mais nous pouvons poser :

o, =as,
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les deux équations ainsi obtenues, il viendra:
20 = a,n,
En remplagant dans 1’équation qui donne m 4 2, on trouve:
mta=D3an—3(g—1)n=23n,

Les nombres w, et le degré p sont donc limités.

Mais il n’en est plus de méme si le nombre des valeurs remar-
quables est supérieur 3 2. Il y a lieu de se demander alors si les
¢quations (4) comportent une infinité de solutions en nombres entiers.

Discutons cette question, en considérant d’abord les exposants

a, comme donnés.
Soit ¢ lc nombre des valeurs remarquables, C,, C,, ... G
ces valeurs, X le mombre des facteurs relatifs A C,. Soient:

a, a, ... af
m, w, ...nf

les valeurs des nombres «, et #, correspondant 3 ces K facteurs.
Soit :

wn<g< ... <d.
Les équations (4) nous donnent alors :
2a=@G—2)p+m+2
D’autre part, si 4, , @,, ... a, soot ¢ vombres positifs tels que

g, +ae,+ ... +ta,=9¢—2,
on aura: )

(g—2)p=24,5¢s + 45 s + ... +08qsx,
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d’oli :
(s) dn=aSan + ... + a,Sain + m + 2.

L’équation (5) est évidemment impossible si 1’on peut choisir
les nombres a4, de telle sorte que I’on ait 4 la fois

a, > 1, 6a > r,...,a,a;> 1;
c’est-a-dire si ’on a
I I I
— + — - —_ — 2.
at b + ¢; <9

Donc, pour que les équations (4) admettent des solutions, #/
faut que:

)

2

«

tort e o >g—2
q

Maintenant, dans quels cas les équations (4) admettront-elles
une infinité de solutions ? Pour cela il faut et il suffit que les équa-
tions (4"*) en p et en n,,

(4™) 2P=Z(°‘i—1>"n p=San,

admettent des solutions positives.
Si ’on peut trouver des nombres a, tels que:

(6) a0 <1< gaf (k=1,1,...9
a, +aa+ s +a'=q—2’

il est clair que les équations (4°*) admettront des solutions positives;
on pourra, en effet, satisfaire aux conditions :
(7) Sn;=2a,Sz}n;, Sn —=a,S8a °

Rend. Circ. Matem., t, XI, parte 1%,=$
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Réciproquement, pour que les équations (4*¢) admettent des
solutions positives, il suffit que les équations (7) en admettent, les
nombres a; étant convenablement choisis; il suffit donc que I’on
puisse satisfaire aux conditions (6).

Mais pour qu’on puisse satisfaire aux conditions (6) il faut et
il suffit que I’on ait 4 la fois I'inégalité :

() —‘-:+—‘—+...{:=Z;T>q—z

g
@« «,

et ’inégalité :
® g <1—2

En résumé, si les inégalités (5) et (8) ont lieu 2 la fois, les
équations (4) admettent une infinité¢ de solutions.

Si I'inégalité (5) a lieu seule, elles peuvent en comporter un
nombre fini ou n’en comporter aucune.

Si enfin I’inégalité (5) n’a pas lieu, elles n’en admettent aucune.

Nous avons supposé jusqu’ici que les nombres «, étaient connus.
Cela est vrai en ce qui concerne les valeurs remarquables des deux
premiéres espdces. Mais cela n’est plus vrai s’il existe des valeurs
des trois derniéres espdces. En ce qui concerne ces derniéres, nous
ne connaissons que les «;; mais nous ne connaissons pas les deux
plus grands communs diviseurs 3, et 3,, relatifs aux deux valeurs
des trois demidres espéces qui peuvent exister. Posons alors:

la sommation s’étendant seulement aux valeurs des deux premiéres
espéces.

Soit — le plus petit des nombres ) relatifs A la premidre des
o Cpusp

valeurs des trois derniéres espéces, si cette valeur existe; si elle
n’existe pas, nous ferons 4, = o.
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Cousidérons d’abord un na:ud dicritique, nous devrons avoir:

(9) )‘zsaixn 2:21—2(!.--—!))...

Les équations (9) tout-i-fait analogues aux équations (4) se
discuteraient de la mdme manidre et cette discussion conduirait au
méme résultat.

Si les inégalités (5) et (8) ont lieu 2 la fois, les équations (9)
admettent une infinit¢ de solutions.

Si I’inégalité a lieu seule, elles peuvent en comporter un nombre
fini ou n’en comporter aucune.

Si I'inégalité (5) n’a pas lieu, elles n’en admettent aucune.

Envisageons maintenant un nceud monocritique.

Dans ce cas la premiére équation (6) doit itre remplacée par
la suivante:

(9% 1=8¢,l,+c,u,(-;——x)+c,a,(%—x);

@, est I’exposant du facteur critique, «, celui du facteur hypercri-
tique; ¢, est égal A 0 ou i 1, suivant que le facteur critique cor-
respond ou pon A la valeur remarquable envisagée; et ¢, est defini
de la méme maniére en ce qui concerne le facteur hypercritique.
De méme, la seconde équation (9) doit étre remplacée par

1

) @r—2)+a, (1= ) + (1 = ) =Z@—0n

Nous avons g ¢quations (9'*) correspondant aux ¢ valeurs re-
marquables; en les additionnant on trouve :

gr= Za,l, + a,(—i— - I) + a:(lT— l)
ct en combinant avec (9'")

(10) Ir=(@—2)2 + 3.
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Soient encore a,, 4,, ... a, ¢ nombres positifs tels que

4, +a,+ ... +a,=q—2.

Désignons par A, les nombres 1, relatifs 4 la valeur remarquable
C,, de méme que nous avous désigné par #, les nombres s, relatifs
A cette valeur remarquable C,.

Nous pourrons écrire :

2N=a,2 AN +a, 2N + ... 44D M+
-+ aja,(-;— — 1) + a;a,(—:— — x) + 2;

a, cst celui des nombres a, qui se rapporte i la valeur remarquable
correspondant au facteur critique et a, est défini de méme par rap-
port au facteur hypercritique.

Pour que les équations (9%*) et (9') admettent une infinité de
solutions, il faut et il suffit que les équations

A=Sak, 22=2 (g —1))

admettent des solutions positives; c’est-d-dire que les inégalités (5)
et (8) aient lieu.

Si ’on observe maintenant que les nombres 2, et »n, ne sont
pas indépendants, mais qu’ils sont liés par les relations (3) et (3**),
on pourra espérer que nos équations (4), (9**) ¢t (9'*) n’admettront
qu’un nombre fini de solutions compatibles avec les relations (3) alors
méme que les inégalités (5) et (8) auraient lieu.

Mais cet espoir serait trompé en général; on serait conduit i
une discussion qu’il est inutile de développer ici et qui conduirair
4 la résolution d’une équation de Pell ou d’une équation anal
L’¢quation de Pell, on le sait, admet une infinit¢ de sol

Cus des neuf noeeuds dicritigues.

On se trouve donc en présence de difficultés que je
encore surmonter. Je me bornerai donc 4 traiter un cas p
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simple, ol la nature de ces difficultés apparait clairement, bien qu’on
puisse en triompher.

Supposons m — 4 et que tous les nceuds soient dicritiques;
d’aprés ce que nous avons vu dans la premiére partie de ce travail,
le genre des courbes f + Cop = o sera égal 4 1.

D’autre part, le nombre des points singuliers sera

m 4+ m 4+ 1=21.

Je supposerai que ces 21 points singuliers sont 9 nceuds dicri-
tiques et 12 cols.

Par les 9 nceuds je puis faire passer une cubique. Soit p le
degré de la courbe f 4 Cp—=o0; elle aura avec la cubique 3 p points
d’intersection dont un certain nombre seront confondus avec les
nceuds. Si on envisage les neuf nombres A relatifs aux neuf nceuds
et la somme SA de ces neuf nombres, on aura:

3p=3S\+b,
b éuant le nombre des points d’intersection mobiles situés en dehors

des nceuds.
On aura d’autre part:

*= S,
d’ot:
(P +6xp+9)=S(x'\"+2xA+ 1)+ 2xb,
(1) (xp+3)'=S(x2+ 1) + 2xbh.

D’autre part on a, en appelant ¢ le genre de la courbe
f+ Co=o,

—D@—2)_30—01
(P '3@ =39S 3 I +q’

ou
P—3p+2=58"~—5r+1ay,
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Une courbe de degré 3 A est déterminée par

3232 +3)
2

points. D’autre part, un point multiple d'ordre A compte pour

A2 4 1)
2

conditions. Il nous recstera donc:

9A(d + 1) __81(14- x)=l()+ 1)
2 2 2

points disponibles.
Imposons-nous encore que le neuviéme nocud soit un point mul-
tiple d’ordre X — 1, ce qui fait

A(A—1)
2

conditions; il reste

W4+ -1,
2 2 -

conditions.

Menons par le neuviéme nceud A — 1 droites quelconques non
tangentes i la cubique et imposons-nous que ces A — 1 droites ren-
contrent la courbe d’ordre 32 en A points confondus. De sorte que,
ou bien le neuviéme nceud sera encore un point multiple d’ordre 2,
ou bien ces A — 1 droites seront les A — 1 tangentes A la courbe
au neuviéme nceud. Cela fait encore X — 1 conditions; il nous re-
stera donc encore un paramétre.

Cela posé, les 9 X points d’intersection de la cubique avec la
courbe d’ordre 31, seront A points confondus avec les 8 premiers
nccuds, X — 1 points confondus avec le neuviéme nceud, et un point
inconnu.
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Le nombre total des points d’intersection de (3) et de ¢ — o
est donc:

92 (x + 1).

Considérons maintenant I’un de nos 9 nosuds dictitiques; soient
Xys Yo» % Ses coordonnées; nous pourrons toujours supposer que ce
point n’est pas sur la droite de I'infini =0, ce qui nous permet-
tra de supposer 7, = I.

Développons ¢ suivant les puissances de x —x,3, ¥y — 5, il
viendra :

+=‘h+*u¢+ e +‘k,),a

ta appelant ¢, un ensemble de termes homogénes de dogré & ea
x —x,7 ¢t y — y,7, multipliés par 7,

Le oosud cousidéré est un point multiple d’ordre A de ¢ =o
et les directions des )\ tangentes sont données par 1’équation bho-

mogéne :
h=o.
Développons de méme
L —xN, IM —yN
suivant les puissances croissantes de x —x,3, y —y,¢; il viendra:
IL—xN=AZ(x— %0 + 2+, +n,
AIM—yN=A2( =20+ + 1, +,
les u, et les m, étant des polyndmes homogénes d’ordre k en x —x, g,
y —y,¢ multipliés par ",
H est & remarquer que le coefficient 4 est le méme dans les
deux formules; c’est précisément ce qui caractérise les weuds dicri-

tigques.
Comment trouver les tetmes du degré le moins élevé en
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Soit 4, I’un de nos 9 nceuds. Soit H, la valeur que prend H
en ce point et soit 3 )\ 4,¢, I’ensemble des termes de © qui sont
d’ordre X en x — x,3, ¥ — ¥,2.

Pour que la courbe

8+ 32 Hy—=o0

admette nos 9 nceuds comme points d’ordre A + 1, il faut et il
suffit que ’on ait les 9 équations

G) - ' H 4+ 4,=o. (=11,..09

Peut-on choisir les 10 coefficients de H de fagon 1 satisfaire 2
ces 9 équations ? Il ne pourrait y avoir doute que si tous les déter-
minants formés A 1’aide des coefficients de ces 9 équations A 10 in-
connues s’annulent tous 2 la fois. Mais s’il était ainsi, les équations

™) H =0

admettraient une double infinité de solutions. C’est-i-dire qu’on
porrait faire passer par nos 9 nceuds un faisceau de cubiques et que
Su serait une période.

Mais nous avons supposé que S étant commensurable avec
une période et de telle fagon que A soit le plus petit nombre tel que
ASwu soit une période, Donc, si 2 > 1, Su n’est pas une période.
Donc on peut satisfaire aux équations (5). Donc, on peut toujours
supposer que © = 0 admet 9 points multiples d’ordre A 4 1.

Nous admettrons désormais qu’il en est ainsi.

La courbe ® — 0 est d’ordre 3(A 4 1) et eclle a, en nos 9
nceuds, (XA + 1) points d’intersection avec notre cubique.

Nous sommes donc en présence de deux hypothéses :

1° Ou bien la courbe ® — 0 se décompose en la cubique et
une courbe d’ordre 3.

2° Ou bien elle n’a pas d’autre point d’intersection avec la
cubique que les nceuds. Mais alors on aurait:

A+ 1)Su=o,
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et comme on a déji
ASu=o,
il viendrait
Su=o,

ce qui est contraire 4 ce que nous avons supposé, puisque S n’est
pas une période.

La seconde hypothése doit donc étre rejetée.

Donc la courbe 8 —=0 se décompose; et les deux composantes
sont, d’une part la cubique, d’autre part une courbe d’ordre 32
admettant les 9 nceuds comme points multiples d’ordre A et appar-
tenant par conséquent i notre faisceau.

Soit F — o I’équation de notre cubique; celle d’une courbe
quelconque du faisceau sera

ay + bF =o,

a et b étant des coefficients arbitraires; et en effet, la cubique, prise -
A fois, fait évidemment partie du faisceau.
On aura donc:

8 = F(ay + b ).

Soit maintenant :

__,dF |  dF , dF
"=l Moy N

0 sera évidemment un polynéme du 6'=* degré.

La courbe 8 — o passe évidemment par chacun des nceuds et
sa tangente au nceud est celle de la cubique; on le démontrerait
comme plus haut. A

Les deux courbes =0 et F=o0 ont donc 18 points d’inter-
section aux nceuds; donc:

Ou bien 6 se décompose en deux facteurs dont F.

Ou bien les deux courbes n’ont d’autre point commun que les
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nceuds, ce qui entrainerait la congruence
2S8u==o0.

Cette congruence n’a pas lieu (si A > 2).
Donc 0 est divisible par F.
Soit deac

0=PF,

P ésamt un polymdme du 3*= degré.
Mgis nous avons vu plus haut que les termes de degré A en
xX—x,z ¢t eny—y,zx dans © sont:

AZYAGB N, + 4).

On verrait de méme que les termes du 1°f degré en x — x, 2
et y — y,{ dans 0 sont

;(, Fl(3 No + A)’

en représentant par F, I’ensemble des termes du 1 degré de F.
Mais, d’aprés I’hypothdse faite plus haut, chaque nceud sera un
point d’ordre A 4 1 pour 8 =0 et on a par conséquent:

3N, + d4=o0.

Donc, les termes du 1°r degré de 8 disparaissent. Chaque nceud
est donc un point double pour 6 =o.

La courbe P — o passe donc par les 9 nceuds.
Si les cubiques P—=0, F=0 &taient distinctes, on aurait donc:

Su=so0,
ce qui n’s pas lieu. Donc:

0=c¢cF,
¢ &ant un coefficient constant.
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Nous avons d’abord neuf points satisfaisant aux équations :

dF dF dF _
(p) xa_x+7z';+{3z—°)
xP+yQ+zR=o.

Nous avons ensuite douze points satisfaisant aux équations :

P_Q_ R
dF—dF=dF"
dx dy g

Les neuf premiers points sont sur la cubique F; ce sont eux
qui devraient &tre nos neufs nceuds dicritiques.

Ils sont i I’intersection de F—=0 avec une autre cubique. On
aura donc:

Su=o.

Le faisceau f + Cp =0 devra alors se réduire 3 un faisceau
de cubiques

F+4 CF,=o,

de telle fagon que A = 1.

On.pourrait, il est vrai, se demander si on ne peut pas faire
- passer par ces 9 ncéuds trois courbes de degré 31, linéairement
indépendantes et admettant les 9 nceuds comme points multiples

d’ordre 2.
On aurait alors non plus un faisceau mais un réseau de courbes

d’ordre 31, et I’équation de ce réseau pourrait se mettre sous la
forme :

FF4 CFP +C'®=o,

od C’ et C” seraient des constantes arbitraires et ® un polyndéme

d’ordre 3 )\ indécomposable.
Mais cela est impossible; soit en effet M un point quelconque
du plan; par ce point passeraient une infinité de courbes du réseau,
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deviennent alors :
6=61—(—1)3—3'(,— 1)m,
3=20—(—1) — X'(g,— DA,

le signe D’ représentant une sommation s’étendant A tous les facteurs
%, correspondant 2 toutes les valeurs critiques de C autres que C—o.
Mais si A = 2, la derniére de ces équations se réduit i

22— =1

Cette équation ne peut &tre satisfaite que d’une seule maniére.
Il ne doit y avoir, en dehors de C=0, qu’une seule valeur criti-
que pour laquelle on aura:

=1, o =2.
D’autre part, la premidre équation donne:
2(@—nm=3
ou, puisqu’il n'y a qu’une seule valeur critique et que @, =2:
"= 3.

Ainsi, pour cette valeur critique, F* 4 Co doit se réduire au
carré d’un polynéme du 3*=¢ degré, F,, de sorte que la cubique
F, = o passc par nos neuf nceuds. On aura donc:

Su=ao,
ce qui nous raméne au cas précédent.
Ainsi, dans ce cas trés particulier, que j’ai étudié peut &tre un

peu longuement, nous sommes parvenus i limiter le degré des
¢ourbes algébriqucs f + C9 = 0; mais pour cela les considérations’
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purement arithmétiques ne mous ont pas suffi; nous avons dd recourir
au théoréme d’Abel, qui nous a appris que

ASs=o.

Cette circonstance doit nous faire mieux comprendre la nature
des difficultés A vaincre.

Ftude des points singuliors.

Dans le voisinage d’un point singulier, il existe deux séries que
nous avons appelées X, et X, et qui sont ordonnées suivant les puis-
X )
[
ment, on peut égaler les différences

sances de —;f— - — %‘:— (loco citato, p. 165). Réciproque-

*_% X _ 2
z P z %

A des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de X, et
de X,.
Soit alors

-?L = constante

I'intégrale générale de notre équation différentielle. Si nous divisons

le numérateur et le dénominateur par z*, les quotients -{L,- et -:;,-

seront des polyndmes entiers par rapport aux différences -% -2,

L
—z- — z—°; ce seront donc des séries ordonnées suivant les puis-

sances croissantes de X, et de X,. Soient S, et S, ces séries; nous
aurons :

L _ 2
F=% =5
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et notre intégrale générale s’écrira:
S,
<~ = constante.

Supposons d’abord que notre point singulier soit un nceud dicri-
tique; I’intégrale générale de I’équation pourra s’écrire:

X~ coustante
X — 3

Donc -g' est une fonction de -%‘; elle ne change donc pas

quand on multiplie X, et X, par une méme constante k. Si donc
je désigne par S? et S! les groupes de termes homogénes de degré
p dans S, et dans S,, nous aurons:

+ .

ES' 4 ES RS 4 ... S+ 54+ ..
+ ...°

S RS RS + ... S+ S+

S
S

Le premier membre doit donc étre indépendant de &.

‘D’autre pant, S;, I, ... SM doivent s’annuler ainsi que
S, 8!, ... 8, tandis que S} et S} sont différents de zéro; et
en effet les courbes f + Cp = o doivent avoir au point considéré
un point multiple d’ordre A i tangentes distinctes.

On aura donc, quel que soit k: '

I MR o i et S
9 T BSI PS4

ou, en faisant tendre k vers zéro:
f__ S
Dk
f

Aiusi: la fraction rationnelle ry est le quotient de deux polynimes

entiers homogenes d’ordre \ en X, et X,.
Considérons maintenant un nceud monocritique : 1’intégrale gé~
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nérale est alors de la forme:

& = constante
X' — .

Le rapport % ne doit donc pas changer quand on change X,

et X, en X, k' et X, k*. Soit alors
AX7 X,

un terme quelconque de 1’une des séries S, ou S,; ce terme se
changera en

A X X2k,
je dirai alors qu’il est de la classe mv 4 np. Soient alers S et S?

Pensemble des termes de classe p de S, et de S,; nous aurons
encore :

f_ kS + S+ ...
T B ¥ PSS ...

Comme la courbe f 4+ Co = o doit présemter X branches de
courbes de la forme

Xt =1yX

passant au point comsidéré (cfr. loco citato, p. 170), les premiers

termes qui ne s’annuleront pas au numérateur et au dénominateur

de la fraction précédente seront les termes k** S™ et R'¥Y S dq°
sorte que nous aurons, quel que soit k:

RS L
;— = klpv s’i}w '+ '_ K .’

et en faisant k—=o:

f_ s
S
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Ainsi : la fraction rationmelle %— est le guotient de demx poly-
nomes entiers bomogines d’ordre \ en XV o X,

Il reste & examiner le cas d’un col qui est un peu plus com-
pliqué.

Si I’intégration algébrique est possible, les séries X, et X, exi-
stent certainement encore; ’intégrale générale devient :

X® X} — constante.

Donc, S ne change pas quand on change X, en #* X, et X,

en F*X,. Un terme en XT X est alors multiplié par &=° ~* et peut
8tre appelé de classe mv — np; seulement il peut y avoir des termes

de classe négative.
L _2FS
P DS’

Soit encore :

Le numérateur, comme le dénominateur, sont developpables
(pour les valeurs de k voisines de 1) suivant les puissances posi-
tives ou négatives de k; il en est de méme de

fRRS—e2 K=o

Cette fonction de k devant étre identiquement nulle ne peut
I’dtre que si tous les coefficients du développement sont nuls; on
-a donc:

v
?

S

en choisissant p de telle fagon que S? ne soit pas identiquement
nul. Seulement ici S? et S! peuvent contenir une infinité de termes.
Ce ne sont plus des polyndmes, ce sont des séries. )

Soit M, un nceud quelconque; soient p, et v, ses entiers carac-
téristiques; X[, X les deux séries X, et X, correspondantes. Nous
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nombre }; 3° les nombres 2, et les exposants «, relatifs aux difé-
rents facteurs correspondant aux ¢ valeurs temarquables.

Soit M, I'un des communs multiples des exposants a«, ecorre-
spondant 4 la valeur remarquable C,. ‘

Construisons un polygdne fuchsien R, de la 1% fatnille et du
1" genre; supposons que nous ayons 2 ¢ — 3 sommets répartis en
g cycles. Le premier cycle comprendra un seul sommet 4, , le se
cotid, le troisitme, etc., et l’avant dernier cycles comprendromt
chacun deux sommets que j’appellerai 4, et 4, 4, et A, ..., 4,
et 4,_,; le dernier cycle comprendra un seul sommet 4,. L1 somme

des angles du k= cycle sera ;T” et il y aura une fonction fuch-
]
sienne qui sera égale 3 C, au point 4,. Soit F({) cete foaaticn

fuchsienne; égalons-1d 4 — —?L et écrivons :

FO=-4L.
?
Nous avons vu plus haut que {); devait &tre une fonction

rationnelle du rapport %ﬂ que j’appellerai Z; nous aurons donc :

FQ) = R(2),

R dé&signant une fouction rationnelle. Je dis que Z sera une fonctien
uniforme de {.

Si, en effet, F({) décrit un contour fermé, plusieurs valeurs de
Z ne pourfont s'échanger que si ce contour contient I’un des points
C,; et sl on tourne autour d’un point C, et que o, &, ... af
soient les exposants correspondants nous verrons s’échanger, par per-
mutation circulaire, d’une part A} groupes de «, valeurs, d°autre
part A} groupes de aj valeurs, etc.

Si { décrit un contour fermé, il faut d’abord que ce contour
enveloppe un des sommets de R,, pour que F({) tourne autour
d’un des points C,. Si { tourne autour d’un sommet, F({) tourne
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sagé. Mais comme M, est un commun multiple guluuqu des «,,
je pourrai toujours supposer M, > a,.

Nous pouvons donc toujours supposer que le nombre des cycles
de S, est précisément ) 1.

Quel est le nombre des cotés? Le polygone R, 2 29 —2 cotés;
quand on y annexe R,, on a en tout 2 (2 ¢ —3) cdtés; mais comme
R, a un coté commun avec R, et que cette paire de cdtés disparait,
il reste pour le polygdne R, + R, un nombre de cdtés égal 2

3(2g—13)—a.

Aunnexons encore R,, nous ajoutons 2 ¢ — 2 cdtés; mais R, a
au moins un coté commun avec R, + R,; cela fait une paire de
cotés i supprimer et il reste

3(2g—2)—2.2

cbtés pour le polygone R, + R, + R,. Ce nombre doit étre diminué
si R, a plus d’un cbté commun avec R, + R,.
En général S, aura:

Aag—13)—22+2
cotés, si R, n’a qu'un cdté commun
R, +R + ... +R_,

Dans le cas contraire ce nombre devrait étre diminué.
En général le nombre des cotés sera

\(zag—2)—22+2—ab,

b &tant un entier positif ou nul.

D’aprés une formule que j’ai donnée dans les Acta Mathema-
tica, tome I, on a, si 2# est le nombre des cdtés, ¢ le nombre des
cycles, p le genre du polygéne fuchsien :

_n+1—¢g
P— 3 ¢
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Nous aurons donc ici

_Mg—=1—=>2+2—b—=31
P'— 2 ’

ou

2p+bh=2g—2)+2 -2

Or nous avons trouvé plus haut

2N=2(g—2)+2
On a donc

2p+b=o.

Or les nombres p et b sont positifs ou nuls; on a donc:
p=o, h=o.

Ainsi : le genre du polygdne fuchsien S, est nul et le mombre de
ses cOtés est 2\(g — 2) + 2. :

Il faudrait rechercher maintenant comment sont assemblés les
divers polygones partiels R, dont I’ensemble compose S,, et com-
ment les cotés de S, sont conjugués deux A deux.

Je désignerai par 4,, et 4, les sommets du polygdne R, qui
sont homologues aux sommets 4,= 4, et 4;— 4, du polygbue R,.

Considérons alors le coté 4,,4;,; ou bien il coincidera avec
un coté 4,,4,, du polygone R,, les deux polygénes R, et R, ayant
un coté commun; ou bien ce sera un coté de S,, mais alors il sera
conjugué d’un autre coté 4,,4,, de S,.

Dans I’un et I'autre cas, je dirai que I'indice b est le consé-
quent de I’indice &, et I’indice k I’antécédent de I’indice h. Chacun
de nos X indices aura ainsi un conséquent et un antécédent.

Considérons alors la substitution 7, qui change chacun de ces
indices en son conséquent. C’est une substitution de X lettres, et si

1 3 :
al’ al' LI al. oo

l:, ‘:, cee ‘:’ (N}
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sont les nombres a, et A relatifs A la valeur remsasguable €, les A
lettres se répartiront en ] groupes de «; lettres, ... en 1/ groupes
de a! lettres, ..., et la substitution Z, permutera circulairement les
lettres de chaque groupe.

Considérons maintenant le c6té 4, 4,,; il coincidera avec wm
coé 4,4, de R,, ou bien il sera un cdté de § et sera conjugué
du coté 4,4,

Dans les deux cas, définissamt les conséquents 3 wn newveau
point de vue, je dirai que b est le conséquent de &.

J'appellerai T, la substimution de X leteces qui change chaque
indice en son conséquent. '

On définirait de méme les substitutions T, T, ... T_, qui
correspondent aux cotés 4, 4, A/4;, ,.. 4,_, A de la méme fagon
que T, et T, correspondent aux cités 4, 4; et 4 4.

Les ¢ — 1 substitutions 7, devroat satisfaire 2 certaines condi-
tions. Nous avcns déji vu quelles sont celles que doit remplir T,
et comment les lettres doivent se répartir en groupes tels que T,
permuse cisculairement les lettses d’vn méme groupe.

Soient maintenant

%, o, ...af
L PR PR 4

les nombres a, et A relatifs 3 la valeur C,.
On pourra répartir les A indices en groupes tels que ia substi-
tution T T permute circulairement les lettres d*un méme groupe.
Nous devrons avoir A, groupes de a, lettres, A} groupes de a}
" lettres,... Af groupes de af lettres (k=2, 3, ... ¢ — 1).
Soient enfin

@y Xyy ooo R

17 ]

N, X, L.

les nombres «; et A, relatifs. & la valeur G
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Si donc nous appelons N le nombre total des facteurs U,, de
telle sorte que

2N+ 1=I%+N,

nous avons
N+arx+2+g+ 2

paramétres qui doivent satisfaire 3 ¢(A 4 1) conditions; il nous
reste donc

N+ad+a+g+2N—q0+1)

paramétres arbitraires. Or, en vertu des équations:

ql:Za,).,, 21+Z(a,—t)1,-=z,

ce nombre se réduit 3 4 + N.

Remarquons que les équations (1) sont homogénes si on y
regarde :

1° les coefficients de P et Q comme étant d’ordre ),

2° les constantes A, comme étant d’ordre A,

3° les coefficients d’un facteur U, de degré %, comme étant
d’ordre 21,

En effet, il est aisé de vérifier qu’en adoptant cette convention
les deux membres de (1) sont homogénes d’ordre 2 .

Mais il y a plus, ces équations (1) sont doublement homogénes;
je veux dire que, si § et n désignent deux indéterminées, elles ne
changent pas quand on change

(2) Ah ’ P: Q» U,
en
(3) A} EA, P'ﬂl’ in’ tJ.EA"lll‘.

Adjoignons aux équations (1) d’autres relations en nombre
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Voild une transformation qui dépend des K paramétres p; comme
nous pouvons opérer de méme sur nos ¢ équations (1), cela nows
fait autant de paramétres p que de facteurs U, c’est-d-dire N. En
tenant compte de «, B, v, 8, cela fait une transformation dépendas
de N 4 4 paramitres.

Nous aurons donc une (N + 4)*¢ infinité de solutions qui ne
difikreront pas essentiellement les unes des autres,

Si dooc les équations (1) sont distinctes, le probléme ne com-
portera qu’un nombre fini de solutions essenticllement différentes.

Maintenant, les é&quations (1) sont-elles distinctes ? La considé-
ration des fonctions fuchsiennes permet de I’affinmer. '

Si, en cffet, les valeurs remarquables C, sont données, on pourra
construire d’unc seule manidre le polygon: fuchsien R,; on poum
ensuite assembler d°un nombre fni de mawidres )\ polygoues

R, R,...R_

pour former le polygéne S,.

C’est parmi les polygdnes S, ainsi formés, en nombre fini, qu’il
faut choisir ceux qui conviennent 4 la question. Les considérations
qei précélent montrent qu’il y en aura toujours, mais il ne peut y
en avoir qu'un nombre fini.

En résumé, si ’on se donne les valeurs remarquables C,, si
I’on se donne les eatiers A et ), assujettis seulement aux coaditions

A=8a), 23—3(s—1)\=2,
ou pourra toujours former les polyndmes P et Q et le polygbac S,

et on ae pourra le faire que d’un nombre fini de manidres.

Euxtension aux neuds monocritiques.

Considérons un nceud monocritique; soient X, et X, les deux
séries correspondantes, et soit

— X
Z—W-
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Le nombre des cycles de sommets est encore 2 A.
Celui des ctés sera

A(ag—2)—22+2—12b
b étant positif ou nul. On en déduit, p étant le geare de S,:
p+b=\g—2)+2—3)
Revenons aux formules qui, dans la premitre purtie de ce tra-
vail, remplissent les lignes 6 3 12 de la page 173. Powr chaque

accud monecritique, nous aurons ¢ dc ces formules, ocorrespendsnt
aux ¢ valeurs remarquables; additionnons-les, il viendra:

n=2Xa\+ a.(-;—— ) + a,(—:—- x)-

Nous avons trouvé d’autre part, page 175, formule (3):

B2r—12) + 1.(! —%) + «.(t - %;)=Z(¢‘— D3

on tire de 13:

AMg—2)+ 3=Zlu
dod

2p+ b=o,
et comme p et b ne peuvent &tre négatifs:
p=b=o.
Oa définirait comme précédemment les substitutions :

T, T,..., T,
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De combien d’indéterminées disposons-nous?

1° Des 2 + 2 coefficients de P et de Q.

2° Des ¢ constantes 4,.

3° Des coefficients des polyndmes U, et U,.

Ces cocfficients sont au nombre de A, 4 1 pour un polyndéme
U;, de % pour un polyndme U; simplement singulier, de A, — 1
pour un polyndme U; doublement singulier.

Le nombre total est donc

SO+ 1D)—2=2N+N—3,

en appelant N le nombre total des facteurs.
Nous avons donc en tout

N+2d+g42),

indéterminées.
D’autre part, nous avons ¢ équations (1) qui équivalent i
¢ (A + 1) conditions, de sorte qu’il reste

N+2x—gr4 32

paramétres arbitraires.
En vertu de I’équation

2A=@—2)r+2

ce nombre se réduit 3 N 4 2. .

Si donc les équations (1) sont distinctes, le probléme comporte
une (N + 2)P'* infinité de solutions.

Mais d’une solution on peut en déduire une (N + 2)¢ infinité
d’autres. On peut, en effet, sans cesser de satisfaire aux équa-
tions (1):

1° changer X! et X

en aXP et BX];
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dans le cas d’un nceud dicl'itiq‘ue et de

_xy
=&y

dans e cas d’un oceud monocritique.
Soit alots & le nombre des noeuds et soit :

z,2,...2

les diverses fonctions Z relatives 3 ces divers nceuds.
_ Tous les Z, seront fonctions fuchsiennes de {; e¢ F() sems
fonction rationnelle de chacun des Z,.

A chaque valeur de F({) correspondra par conséquent un nombre
fini .de valeurs de Z,, un nombre fini de valeurs de Z,, ..., un
nombre fini de valeurs de Z,.

A chaque valeur de F({) (ou, ce qui revient au méme, i chaque
point du polygéne R)) correspondra donc un nombre fini de systémes
de valeurs des Z,, Soit A ce nombre fini. Soient alors R,, R,, ...
les différents polygdnes fuchsiens congruents i R,. Soit M, un peint
de R,; soieat M,, M,, ... les points correspondants de R, , R, , ....

A chacun des points M, correspondra un systéme de valeurs
des Z,. Soient alors

s) M,M,..,M,_,

A points M, correspondant A A systémes différents de valeurs de Z.
Alors si I'on considére un autre point M, ce point correspondra au
méme systdme de valcurs que I’un des points (5), puisque le nombre
total des systémes de valeurs est égal A A.

Nous dirons que Jeux points M, sont équivalents s’ils corre-
spondent 3 un méme systéme de valeurs des Z, et que deux poly-
gbnes R, sont équivalents si les points M, correspondants sont équi-
valents.

Les substitutions du groupe I’ sont alors précisément celles qui
changent les polygdnes R, en des polygdnes équivalents.

On voit que T est un sous-groupe de G d’indice A.
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Le polygone 7, qui engendrera T, se composera de 1’agrégation
de A polygones R, et sa surface (non euclidienne) sera A fois celle
de R,. '

Deux hypothéses sont possibles :

Ou bier le polygone 7, est de genre zéro; alors il existe une

f

fonction fuchsienne §, telle que tous les Z, et ry soient des fonc-

tions rationnelles de &.
Ou bien le polygéne 7, sera de genre plus grand que 2éro, et
il y aura deux fonctions § et », liées par une relation algébrique et

I

telles que les Z; et ) soient fonctions rationnelles de § et de ».

Paris, 7 mai 1897,

H. PoiNCARE.



