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PREFACE.

Dans cette Notice sur la vic et les travaux de Laguerre,
j’aurai plus & parler de ses travaux que de sa vie. Son exis-
tence, utile et laboricuse, n’a éLé ni agitée ni bruyante. Sans
ambition, partagé entre scs devoirs professionnels, les joles
de I'étude ct celles de la famille, les sculs ¢vénements de sa
vie ont été des découvertes.

Laguerre naquit & Bar-le-Due, le g avril 1834. Dés le
début de ses études, son talent naissant fut remarqué de ses
maitres; mais il ne devait pas quitter les bancs du lycée sans
avoir montré quiil était autre chose qu'un bon écolier.
En 1853, n'élant encore que candidat & I'Ecole Polytech-
nique, il s signala par un travail original.

Dans le programme d’admission & cette Ecole, la place
d’honncur appartient & la Géométric analytique. Cette
Science se renouvelait alors par une révolution en quelque
sorte inverse de la réforme cartésienne. Avant Descartes, le
hasard seul, ou le génie, permettait de résoudre une ques-

tion géométrique; aprés Descartes, on a pour arriver au
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12 PREFACE.

résultat des régles infaillibles; pour étre géométre, il suffit
d’étre patient. Mais une méthode purement mécanique, qui
ne demande a l'esprit d'invention aucun effort, ne peut étre
réellement féconde. Une nouvelle réforme était done néces-

saire : Poncelet et Chasles en furent les initiateurs. Grice 4
eux, ce n’est plus ni & un hasard heurecux, ni & une longue
patience que nous devons demander lasolutiond’un probléme,
mais & une connaissance approfondie des faits mathématiques
et de leurs rapports intimes. Les longs calculs d’autrefois
sont devenus inutiles, car on peut le plus souvent en prévoir
le résultat.

Laguerre a joué dans cette réforme un réle trés impor-
tant, que son premier travail de jeunesse permettait déja de
pressentir. La théorie des propriétés projectives de Poncelet,
I'une des plus utiles des méthodes modernes, permet de dé-
duire d’une proposition connue une infinité de propositions
nouvelles. Mais, en 1853, cette théorie était loin d’étre
compléte ; bien des points, et non des moins importants, res-
taient encore & éclaircir : comment pouvait se faire la trans-
formation des propriétés métriques des figures et, en parti-
culier, des relations entre les angles? Le jeune lycéen résolut
du premier coup ce probléme qui préoccupait les fondateurs
de la Géométrie moderne; sa solution, simple et élégante,
fut publiée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques.

Il entra le quatri¢me & I’Ecole Polytechnique. Si son rang
de sortie fut un peu moins brillant, nous ne devons pas nous
en étonner, car il fut 4 I'Ecole ce quil fut dans la vie. Le
monde ne lui apparaissait pas comme un champ clos, ni les
hommes comme des rivaux qu'il faut devancer a tout prix.
Ce qu’il cherchait dans I'étude, ce n’était pas le succés, mais
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le savoir; malheurecusement, le chemin le plus court vers ces
premicrs rangs si ardemment convoités n’est pas toujours le
travail original ct libre, qui fait perdre de vue Ie but auquel
d’autres pensent sans cesse.

Devenu officier d’artillerie et envoyé a Metz, a Mulzig,
puis &4 Strasbourg, il ne publia rien pendant dix ans. Il rem-
plissait ses devoirs militaires avec une scrupuleuse ponc-
tualité, et scs camarades pouvaient croire que sa profession
'absorbait tout entier. Ils se trompaient. Lagucrre poursui-
vait silencieusement les études qu'il avait si brillamment
commencées et accumulait d'importants matériaux.

Quand il revint & Paris, en 1864, pour remplir les fone-
tions de répétiteur & I'Ecole Polytechnique, il lui ett été
facile, en dévoilant les sccrets qu'il devait & dix ans de tra-
vail, de publier un important volume de Géométrie qui I'elit
immédiatement classé hors de pair. Il n'en fit rien. Les idées
générales n’avaient de prix, 4 ses yeux, que par les applica-
tions particuli¢res ol elles pouvaient conduire. Il nc com-
muniqua donc ses résullats qu'un 4 un, avee sobriété, presque
avec avarice.

Difficile 4 satisfaire, il ne voulait rien livrer que de parfait.
Ce n'est qu'en 1870 qu'il fit, & la salle Gerson, un Cours
public, ot il exposa ses vues d’ensemble sur I'emploi des
imaginaires en Géométrie et dont les premiéres Lecons
furent seules publiées.

Aucune des ressources nouvelles de la Géométrie supé-
rieure ne lui fut étrangére; il en créa quelques-unes; il les
mania toutes avec habileté et bonheur. Les résultats sont

trop nombreux pour que je puissc songer 4 les analyser ou
méme 4 les ¢numérer tous. Sur cent quarante Mémoires
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quil nous a laissés, plus de la moiti¢ sont des travaux de
Géométric et marquent la place qu'a tenue Laguerre dans ce
mouvement dont jai parlé plus haut et d’ol est sortic la
Géométric moderne.

Il s'occupa d’abord de représenter d’une facon concréte
les points imaginaires du plan ct de Pespace; ¢’est ainsi, en
particulier, qu'il fut amen¢ & comprendre le premier le role
important que joue 'aire du triangle sphérique dans la Géo-
métric de la sphere, et & ¢lendre la théorie des foyers &
toutes les courbes algébriques planes et sphériques.

L’¢tude des courbes ct des surfaces algébriques se rattache
directement & la théoric des formes homogénes ct de leurs
invariants; tout théoréme sur ces formes est susceptible, en
cffet, d’autant d’interprétations géométriques qu'on peul
imaginer de systemes nouveaux de coordonnées. Laguerre a
créé deux de ces systemes : le premier est applicable aux
courbes Lracées sur les surfaces du second ordre; le deuxiéme
est ce qu'il a appelé I'équation mizte ¢t met en évidence les
langentes qu’on peut mener a la courbe d’un point exté-
rieur. Sa connaissance approfondie de la théorie des formes,
alors naissante, lul permit de tirer de ces deux inventions
tout le parti possible. Parmi ces résultats, je citerai scule-
ment 'étude qu'il fit d'une surface du troisi¢me ordre, réci-
proque de celle de Steiner.

Les courbes et les surfaces anallagmatiques attiraient a
cette ¢époque Pattention des géométres les plus ¢éminenls;
plusicurs de leurs propriétés les plus importantes ont ¢Le
découvertes par Laguerre. Il ¢tudiait en méme temps toutes
les courbes du quatricme ordre, et en particulicr hypocy-
clotde & trois rebroussements, la cardioide, la lemniscate,
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les cassinicnnes plancs et sphériques, les biguadratiques
sauches; ses résultals ¢légants, qu'il ¢tablissail toujours par
unc démonstration simple et ingénicuse, font nettement
ressortir les rapports qui lient entre clles ces questions diff¢-
rentes.

A coté de Ja Géométrie algébrique se développe la Géo-
métric infinitésimale, & laquelle se rattache I'¢tude de la
courbure des lignes ct des surfaces. Cette branche de la
Science doit aussi beaucoup 4 Laguerre. 1l y a appliqué
tantot les ressources du Calcul différentiel, tantot celles des
méthodes algébriques qu'il avait créées. Je citeral seulement
ses recherches sur les lignes géodésiques et sur la courbure
des surfaces anallagmatiques.

Le célebre théoréme de Poncelet est une interprétation
géométrique lumincuse de l'addition des arguments ellip-
tiques. Laguerre I’éclaircit encore, en approfond-it les cas
particuliers, le rattache aux découvertes de Jacobi, enﬁnlle
généralise ct I'étend aux fonctions hyperelliptiques. Le théo-
réme d’addition de ces fonctions, si compliqué sous sa forme
algébrique, est remarquablement simple et élégant sous son
nouveau vétement géomeétrique.

Je ne puis que signaler en passant une ingénicuse exten-
sion du théoréme de Joachimstahl aux surfaces du second
ordre, et j’ai hitte d'arriver a un Mémoire trop peu connu
et dont la portée philosophique est tres grande. Ce Mémoir(‘:,
qui a pour titre : « Sur les syslemes linéaires », a été publié
en 1867 dans le Journal de I’Ecole Polytechnique.

Les substitutions linéaires ont acquis dans I’ Analysc une
telle importance qu'il nous semble aujourd’hui difﬁci-ic de
traiter une seule question sans qu’'clles s’y introduisent.
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Laguerre devinait déja, sans doute, 'avenir réservé a cette
théorie ct il en développait en quelques pages tous les points
essentiels.

Mais il ne se bornait pas la. Depuis le commencement du
siecle, de grands efforts ont été faits pour généraliser le con-
cept de grandeur; des quantités réelles, on s’est élevé aux
quantités imaginaires, aux nombres complexes, aux idéaux,
aux quaternions, aux imaginaires de Gallois. Le domaine de
I’Analyse s"éré-fa-rldﬁi—é"sai)t.ﬁinsi sans cesse et de tous cdtés;
Laguerre s’¢leve & un point de vue d’ou I’on peut embrasser
d’'un coup d’eeil tous ces horizons. Toutes ces notions nou-
velles, et en particulier les quaternions, sont ramenées aux
substitutions linéaires. Pour faire comprendre la portée de
celte vue ingénieuse, qu'il me suffise de rappeler les beaux
travaux de M. Sylvester sur ce sujet.

Laguerre applique ces principes & la théorie des formes
quadratiques et & celle des fonctions abéliennes, et il re-
trouve ct compléte sur divers points les résultats de M. Her-
mite. Sans doute, il n’y a dans tout cela qu’une notation
nouvelle; mais qu'on ne s’y trompe pas : g_a:l_l_ilcs Sciences

mathématiques, une bonne notation a la méme importance

philosophique qu’une bonne classification dans les Sciences

naturelles. Le Mémoire que je cite en est d’ailleurs la meil-
leure preuve. Laguerre touche & toutes les branches de I’Ana-
lyse et force, pour ainsi dire, une multitude de faits sans
aucun lien apparent a se grouper suivant leurs affinités natu-
relles.

Depuis 1874, Laguerre faisait partie du Jury d’admission
i UEcole Polytechnique. Ces délicates fonctions ne pou-
vaient étre confiées & un examinateur plus compétent et plus
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scrupuleux. Ces juges si redoutés sont jugés & leur tour, et
quelquefois sévérement, par les candidats malheureux ou par
leurs professcurs. Jamais un condamné n’a protesté contre
un arrét de Laguerre. Il savait mieux que personne distin-
guer le vrai savoir, quelquefois moins brillant, de cette éru-
dition superficiclle due & une préparation habile. Aussi
quelle soulfrance pour lui quand un candidat, dont il avail
dés I'abord deviné le mérite, se troublait dans la suite de
I'examen et restait au-dessous de lui-méme.

C’est & ce moment de sa vie que j’ai commencé a le con-
naitre et que j’ai pu apprécier, non seulement son rare talent
de géomeétre, mais sa conscience, sa droiture et sa grande
élévation morale. Je me rappellerai toujours avee reconnais-
sance la complaisance avee laquelle il mettait au service des
débutants toutes les ressources d’une érudition vaste ct sire.

Ses nouvelles fonctions ne détournérent pas Laguerre de
ses recherches géométriques; ¢'est a cette ¢poque qu'il eréa
la Géométric de direction. Il est peu d’exemples qui fassent
micux voir combicn l'idée la plus simple peut devenir fé-
conde quand un esprit ingénicux et profond s’en empare. On
peut regarder une droite ou un cercle comme la trajectoire
d’un point mobile; mais ce point peul parcourir sa trajec-
toire dans deux sens opposés : ¢’est ce qui conduit & consi-
dérer une droite comme formée de deux semi-droites et un
cercle comme formé de deux cycles. De ce point de vue, les
autres courbes se répartissent en deux classes : les courbes
de direction qui sont susceptibles de se décomposer analy-
tiquement, comme la droite, cn deux trajectoires parcouruces
en sens contraire, et celles pour lesquelles une semblable
décomposition est impossible.
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Le parti que Laguerre a su tirer de cette distinction
montre qu’elle n’est nullement arbitraire. Elle I'a conduit
en particulier & unc transformation géométrique nouvelle
qui promet de n’¢tre pas moins utile que les transformations
déja connues.

Pour résoudre un probleme nouveau, nous cherchons tou-
jours a le simplifier par une série de transformations; mais
cette simplification a un terme, car il y a dans tout probléme
quelque chose d’essenticl, pour ainsi dire, que toule Lrans-
formation est impuissante 4 modifier. De la I'importance de
la notion générale d’invariant que I'on doit rencontrer dans
toute question de Mathématiques; clle devail s'introduire
néeessairement dans la théorie des équations différenticlles
linéaires ct fournir le moyen d’amener ces ¢quations, par des
opérations convenables, au plus haut degré possible de sim-
plicité.

Cette idée est due aussi & Laguerre, et M. Halphen a
montré combien elle ¢tait féconde en développant a ce point
de vue nouveau sa théorie des invariants différentiels.

Jarrive a la partie la plus remarquable de l'ccuvre de
Laguerre, je veux parler de ses travaux sur les équations
algébriques. Le théoreme de Sturm permecttait déja une dis-
cussion compléte; la méthode de Newton donnait une
approximation rapide et indéfinie. La question semblait donc
¢puisée. Mais ce n'était pas la premicre fois que Laguerre,
abordant un champ ot les csprits superficiels ne croyaient

plus avoir rien a glaner, en rapportait une moisson nouvelle.

La méthode de Sturm, il faut bien Iz reconnaitre, a éié
plus admirée qu’appliquée. Pour obtenir le nombre des
racines réelles d’'une équation, on préfére généralement em-
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ployer des moyens détournés propres a chaque cas parti-
culier; on ne pouvait donc trouver de nouveau qu'en dchors

du cas geénéral. '

1.a démonstration classique de laregle des signes de Des-
cartes est d'une grande simplicité; Lagucrre en a trouvé une
plus simple encore. Ce nlelit ¢té la qu'un ;l_vamage secon-
daire, mais la démonstration nouvelle s’upphqlljc. nol SCL'IIC—
ment aux polyndmes entiers, mals encore aux ser%es 1nﬁm.cs.
Ainsi transformé, le théoréme de Descartes dcvmpt un 1n-
strument d'une {lexibilite merveilleuse ; manié par Laguerre,
il 1 conduit a des régles ¢légantes, bien plus simples que
celles de Sturm et sappliquant a des classes L:'C:s.étendue.s
d’¢quations. Une d’elles, qui, a vrai dire, c;:‘t uussnl c'o\n';Pli-
quée que celle de Sturm, a le méme dcf:;""*' de %Gﬂclf‘l‘l;(.
Laguerre ne 8’y arréle pas d’aillcurs, ;1Ll.1rc -plutn'l. vers les
cas particulicrs simples par son instinct scientifique.

La méthode de Newton consiste X
\tion du premicr degre qui en dif-

v remplacer Déquation &
résoudre par unc Cepu e
fere tres peus Laguerre la remplace par unc f:(.ll‘.dllOI-'l
deuxieme degré qui en différe molns cncore. 1L'up'prox.mm-—
tion est plus rapide; de plus, la méthode n'est _]'amm:. en
défaut, au moins quand toutes les racines sont réelles. Lc
procédé nouveau est surtout avantageux quand l'e prt_zmm
membre de 'équation est un de ces polynomes qmn satisfont
a une ¢quation differentielle linéaire et dont le role fl-lllaly-'
tique esl st important. Je nc puls non plus passer ‘.:OLlf:; &:i c'nc‘f,l
une methode ingénieuse pour séparer ¢l calculer les 1:\c1'nu‘
imaginaires, mais dont Laguerre n'a pas cu le temps de uret
toutes les constquences. i N
Quelles sont, parmi ces propriétes, celles quis’étendent aux
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€quations transcendantes? Laguerre s'en préoccupe et est
ainsi amen¢ & approfondir la classification en genres des
transcendantes entiéres ; personne ne s'est avancé aussi loin
que lui dans cette théoric, I'unc des plus difficiles de I'Ana-
lyse.

L’étude des fractions continues algébriques nous per-
mettra sans doute un jour de représenter les fonctions par
des développements beaucoup plus convergents que les séries
de puissances; mais peu de géomditres ont osé¢ s'aventurer
dans ce domaine inconnu qui nous réscrve bien des sur-
prises; Laguerre y fut conduit par scs recherches sur les
polyndmes qui satisfont i unc ¢quation différenticlle Jincaire.
De tous les résultats qu’il obtint, je n’en veux citer qu’un,
parce que c'est le plus surprenant et le plus suggestif. D’une
série divergente, on peut déduire une fraction continue con-
vergente : c¢’est la un nouveau mode d’emploi légitime des
séries divergentes qui est sans doute destiné i un grand
avenir.

Tel est ce vaste ensemble de travaux algébriques ct analy-
tiques ou Laguerre a su, chose rare, s'élever aux apergus
généraux sans jamais perdre de vue les applications particu-
liéres et méme numeériques.

Je m’arréte dans cette longue énumération de décou-
vertes; je mai pu étre court, et je n'ai pas méme I'excuse
d’avoir é1é complet, puisque je n'ai signalé ni les applications
de la méthode de Monge ni celles du principe du dernicr
multiplicateur; mais la prodigicuse fécondité de Laguerre
rendait ma tiche difficile.

Sl était vrai qu'on ne pit rencontrer la gloire sans Ia

chercher, Laguerre serait resté loujours ignoré ; mais, heureu-
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sement, ses beaux travaux lui avaient attiré 1’cstim'c et
bientdt 'admiration des juges les plus compétents, et il ne
devait pasattendre en vain qu’on lui rendit justice. L’[115L1Eut
lui ouvrit ses portes le 11 mai 1883; peu de temps aprés,
M. Bertrand lui confiait la suppléance de la chaire de Phy-
sique mathématique au College de France. =

Il est triste de penser que Laguerre ne put joulr que pen-
dant peu de temps de cette double et 1égitime récompense.
Il eut encore le temps, cependant, dans les quelques Legons
quil fit au College de Irance, d’exposcr sous un j.om‘ tout
nouveau cette belle théorie de Tattraction des ellipsoides,
qu’il avait complétée par ses travaux personncls. Il siégea a
peine & I’Académic des Sciences. T.es examens d'entrée a
I'Leole Polytechnique I'en ¢éloignérent d’abord, puis la ma-
ladic 'obligea a quitter toutes ses occupations.

Sa santé, qui avait loujours éLé délicate, usée par un tra-
vail incessant et opinidtre, était irrémédiablement perdue.
Malgré les soins picux dont Laguecrre éLai‘t entouré, le mal
fit pendant six mols de continuels progrés. Il mourut, le
14 aotit 1886, dans sa ville natale, & Bar-le-Duc. ‘

Il sera regretté non seulement de ses amis, mais de tous
les hommes qui s’intéressent a la Science et qui savent com-

bien de secrets il a emportés dans la tombe.

H. PoINCARE.
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